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О кривизнѣ плоскихъ кривыхъ.
Д. Д. Мордухай-Болтовского.

§ 1. Мѣрой кривизны 7. въ данной точкѣ М плоской кривой 
называется предѣлъ отношенія угла смежности въ безконечно близкой 
точкѣ Мх къ соотвѣтственной дугѣ кривой ММР Какъ извѣстно 

х = —, гдѣ р радіусъ круга, соприкасающагося въ точкѣ М къ кри­

вой. Это свойство, связывающее теорію кривизны съ изслѣдованіемъ 
соприкасающагося круга, даетъ возможность обобщить понятіе кри­
визны, разсматривая х или р только, какъ первое опредѣленіе формы 
элемента кривой и характеризуя дальнѣйшія опредѣленія, зависящія 
отъ безконечно-малыхъ порядка выше второго другими имѣющими 
геометрическое значеніе элементами. Въ то время, какъ 7. кривизна 
первого порядка опредѣляется дугой соприкасающагося круга, мы мо­
жемъ представить себѣ кривизны высшихъ порядковъ, опредѣляемыя 
Дугами соприкасающихся кривыхъ, соприкосновеніе которыхъ по­
рядка выше второго. Такимъ образомъ, переходя отъ соприкасаю­
щагося круга къ соприкасающимся кривымъ второго порядка и опре­
дѣляя длину полуосей и положеніе точки, совпадающей съ М, отно­
сительно осей, мы можемъ принять элементъ дуги при этой точкѣ 
опредѣляющимъ кривизну второго порядка.

Опредѣленіе различныхъ элементовъ соприкасающихся кривыхъ 
2-го порядка было сдѣлано *) Амперомъ (изученіе соприкас. парабо-

>) Епперег. ІТоЬег <1іе озсніаіогізсііеп Ке^еізсііпіііе еЪепег Сигѵеп. 2еіі- 
ВсІігіГІ іиг Маііісшаіік ип<1 РЬузік. 1874. 8. 138.

Атреге. 8иг Іез аѵапіа^оз ди’оп рѳиі геіігег <1апз Іа Иіёогіе сіез соигЪеэ 
•Іо іа сопнісІогаИол Нея рагаЪоІез озеиіаігісез. Доигпаі <1ѳ 1’ЕсоІе РоІуіесЬпідие. 
011. XIX 1. VII. 1808. р. 159.
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лы) и Ѳннеперомъ (общій типъ кривыхъ второго порядка). Слѣ­
дуетъ замѣтить, что не всѣ параметры соприкасающейся кривой слѣ­
дуетъ считать за опредѣляющіе кривизну, во только тѣ (А), кото­
рыя не зависятъ отъ выбора координатъ т. ѳ. представляютъ изъ 
себя инваріанты *), остальные (В) опредѣляютъ положеніе заданной 
кривой, а вмѣстѣ съ пей и соприкасающейся па плоскости.

Для соприкасающагося круга къ (А) долженъ быть отнесенъ ого 
радіусъ р, къ (В) координаты центра.

Параметровъ (В) будетъ всего три, ибо, если взять уравненіе 
кривой въ простѣйшемъ видѣ:

? (&!, Л2 ... кр, С, 7;) = О (1)

гдѣ к, инваріанты, то черезъ преобразованіе координатъ

ч — т^, — 1/ 1 — т2 ті.-І-а 
________ (2)

[т косинусъ угла между направленіемъ оси с и оси Ср а, Ъ коор­
динаты начала координатъ (!;, к]) относительно осей т^)]

уравненіе (1) приводится къ уравненію

? (кг, к3 ... кР, т, а, Ъ, тд) =о (3)

содержащему новые три параметра (т, а, Ъ).

Чтобы обратно отъ общаго типа уравненія

(р (аи а2 ... ар, аР+х, ар+.2, ар+э, т])== о (3')

перейти къ простѣйшему (2) слѣдуетъ принять за оси координатъ 
прямыя, относительно которыхъ кривая (3') обладаетъ свойствами 
не зависимыми отъ выбора координатъ и которые вполнѣ опредѣ­
ляютъ эти прямыя. Таковы оси элипса. Конечно такихъ уравненій 
будетъ безконечное множество.

Помимо параметровъ кі къ величинамъ, характеризующимъ кри­
визны, слѣдуетъ еще отнести координаты (^, т;) (или только одну, 
такъ какъ одна функція другоіі и к/) точки, совпадающей съ Я 
относительно осей координатъ, для которыхъ уравненіе принимаетъ

‘) Обь условіяхъ этого рода инваріантности см. сочиненіе Ампера. 
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простѣйшій видъ. Въ то время, какъ А,- вполнѣ опредѣляютъ со­
прикасающуюся кривую, (е, опредѣляютъ точно элементъ дуги 
па этой кривой, которыми характеризуется кривизна высшаго по­
рядка. За рядъ послѣдовательныхъ опредѣленій кривизны или за 
Рядъ системъ величинъ, опредѣляющихъ кривизны различныхъ по­
рядковъ или характеристикъ кривизнъ можно принять величины

Для послѣдовательнаго ряда соприкасающихся кривыхъ:

?і = о, Ъ = ° ••••
содержащихъ п1 -ф- 2, п2 + 2 • • • • параметровъ.

Такимъ образомъ мы имѣемъ рядъ системъ характеристикъ:

Л/» V”.......Ч(1) &1) ^і(1)
к^ .......кп^

к^ к2^ ...... кп/№ т/р>

отвѣчающихъ кривизнамъ, 1, 2 ... р порядковъ.

Въ силу условій соприкосновенія

$(1), ті(1)

Должны выражаться раціонально въ

Я, у, у', у", ... у(и.-+2),

исли (ж, у) координаты точки М, при этомъ функція к/*> и С(і>.

Выбирая оси X, X, такъ что х = о, у = о и у' — о, то есть 
принимая касательную въ точкѣ М къ заданной кривой за ось X, 
нормаль за ось У, получаемъ выраженіе

А/П $(і),

Въ У”, У'" •.. ?/(«,+2)

откуда ?/О> = 2,3 ... п,- 1 опредѣляются въ функціяхъ отъ

к/»,
а 4/'+1) въ функціяхъ отъ /</’> / = 1.2 ... п,- и А/1+1) / = ...
^‘+і,
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Обозначая совокупность характеристикъ у = п,_і -ф- 1 . •• 
п,- черезъ № мы можемъ систему (4) замѣнить слѣдующимъ связнымъ 
рядомъ системъ характеристикъ:

(&(’>, ^1>, Ѵ1>) (^2\ гр) .... (&(р), 7)(р)) (5)

гдѣ переходъ отъ одной системы къ слѣдующей ведетъ къ послѣдо­
вательному опредѣленію формы элемента заданной кривой.

Если п,+і = пі -ф- 1, то (/г(і), т](і)) замѣняется или одной
величиной или (т/’’).

Рядъ (о) можно замѣнять слѣдующимъ болѣе общаго типа: 

(р.0), Х<1>) (рЯ, Х<2)) .... (р.(р), Х<р))

гдѣ р.(і), X® какія угодно функціи (№, &>, т/‘)) и потому инва­
ріанты съ условіемъ, чтобы эти величины имѣли опредѣленное гео­
метрическое значеніе.

Напримѣръ, можно положить

Х« = ]/ €«24- 7^2 (7)

равнымъ разстоянію точки (?<*>, ѵ/б) отъ начала координатъ г/’1)

При п,'4.і = Пі -ф- 1 для всѣхъ значеній і, рядъ (6)
приводится къ ряду:

ХО), Х<2)........ Х(р) (8)

Можно разсматривать ряды еще болѣе общаго типа:
(ТГО), р(’>) (ЭТ<2), р<2)) (ТС(Р>, р(р)) (9)

гдѣ к(’), р<1> какія угодно функціи величинъ:

ДО1), ДО2) ... ДО'’

Т/1>) (&2), Т/2)) . . ($(і), 7/0)

имѣющія геометрическія значенія.

Среди хараттеристикъ, к(і\ Х(і>, р.(і), р(і\ будемъ различать 
угловыя, опредѣляющія направленія и линейныя, опредѣляющія длины 
нѣкоторыхъ отрѣзковъ.

Когда п,+) = Пі 4~ 2. геометрическимъ значеніемъ каждой 
системы можетъ быть величина — векторъ, опредѣляемый аргумен­
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томъ тФ~> дающимъ его направленіе и модулемъ рб), дающимъ его 
длину.

§ 2. Мы остановимся въ этой работѣ па этомъ послѣднемъ 
случаѣ. За первый векторъ кривизны мы можемъ признать радіусъ 
кривизны р, направленный по внутренней нормали въ кривой. 
Длина радіуса кривизны равпа отрѣзку нормали до пересѣченія ея 
съ нормалью въ безконечно близкой точкѣ.

Такимъ же образомъ будемъ опредѣлять длины и другихъ век­
торовъ: рб) равно отрѣзку на прямой направленія лб) отъ точки 
кривой до точки пересѣченія съ подобной же прямой въ безконечно 
близкой точкѣ кривой.

Такъ какъ направленіе прямой опредѣляется угломъ, составляе­
мымъ его съ нормалью, то лб) можно считать равнымъ этимъ угламъ, 
причемъ лб) = сопзі.

Изъ члена (лб),- рб)) остальные члены ряда мы будемъ выво­
дить слѣдующимъ образомъ:

п, р имѣетъ направленіе, опредѣляемое заданной кривой /(ж, у)= о 
и кривой Ф, = о (опредѣляющей кривой), причемъ при переходѣ отъ 
одного члена къ другому мѣняется только кривая Ф, = о, а геоме­
трическія построенія, при помощи которыхъ изъ / = о и Фі — о по­
лучается (лб), рб)) остаются неизмѣнными.

Опредѣляющая кривая Ф; — о дается условіемъ:

I) лб-1) — сопзі. т. е. для нея векторъ (лб-1), рб-Ѵ) имѣетъ 
относительно нормали и касательной постоянное направленіе.

II) ф:=о соприкасающаяся къ данной изъ всей совокупности 
кривыхъ удовлетворяющихъ І-ому условію.

Мы сейчасъ увидимъ, что І-ое условіе равносильно слѣдующему: 
для Ф{ = о векторъ (лб-1), рб-1)), какъ по длинѣ, такъ и по напра­
вленію имѣетъ постоянное значеніе.

А именно мы покажемъ что условіе

' Л<б — сопзі
влечетъ за собой

= оо
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если только ісб) не равно
іс

2"
если векторъ (тгб)# рб))

не совпадаетъ съ касательной.

Для доказательства беремъ разложенія (ж, у) но степенямъ 8, 
предполагая точку М обыкновенной точкой. Эти разложенія будутъ 
слѣдующія:

„2 оЗ
У = ₽2 '2- + ₽3 у + • • •

ж = 5 + “з Н..........

(11)

гдѣ 8 дуга считаемая отъ точки М, если при этомъ за оси коорди­
натъ X и У приняты касательная и нормаль въ точкѣ М.

Уравненіе прямой, опредѣляемой направленіемъ ігб) будетъ

У — у — а (X — х), 

гдѣ а=ід — лб)) — с^ігб) иди такъ какъ для точки М: х — о, у — о, то

У = аХ (12)

Уравненіе (л(і); рб)) въ безконечно близкой съ М точкѣ кривой:

Вычитая изъ уравненія (13) —(12), сокращая на 5 и приближая 
§ къ нулю получаемъ:

сі а „— А — а — о
аз

откуда для координатъ точки пересѣченія и разстоянія ея отъ 
точки М имѣемъ:

(14)
СІ8

а2 
сіа
(І8



7

7?=/^+^ ==±|/1+«2 (15)

Разстояніе М отъ точки пересѣченія двухъ смежныхъ безко­
нечно близкихъ векторовъ (к<;), рб>), согласно формулѣ (15), будетъ 
равно безконечности, какъ только а равно постоянному отличному

отъ пуля или тсО) — сопзі, причемъ гсб) отлично отъ тс Зк
2

Переходъ отъ (к<1), р<1>) къ (гс<2), р(2)), для котораго = сопзі 
не даетъ опредѣленной кривой опредѣляема, аналогичнымъ условіемъ. 
Кривая Ф2 — о постояннаго направленія и длины вектора (кФ, р(1)). 
Изъ тождественнаго выполненнаго условія яФ = о не слѣдуетъ уже 
р = сопзі. Для того, чтобы опредѣлить Ф.2 — о слѣдуетъ положить

р/1) — р = сопзі

т. е. опредѣляющая кривая Ф2 = о будетъ кругъ.

За кривую Ф1 принимаемъ касательную.

Отмѣтимъ теперь важное слѣдствіе втораго условія. Если 
содержитъ производныя у до т,-ой включительно, то р(і) будетъ со­
держать до т,і -ф- 1ой включительно, вмѣстѣ съ тѣмъ будемъ имѣть

т1 < т3 < ... Ші-у < т,- < ...

Уравненіе к(і) — сопзі опредѣляетъ кривую содержащую »г,—(—1 
параметровъ, такъ какъ представляетъ дифференціальное уравненіе 
т,-— его порядка: Соприкосновеніе Ф, + 1==о будетъ т, — его по­
рядка, откуда слѣдуетъ равенство производныхъ у для Ф, + і = о 
и заданной кривой до т,- — его порядка включительно, а отсюда 
и всѣхъ векторовъ (лФ, рФ) при ? < і.

§ 3. Теперь мы покажемъ одно интересное свойство нормали, 
дающее возможность построенія подобнаго рода векторовъ.
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Отъ точки М, кото­
рую предполагаемъ обыкно­
венной точкой, отличной 
отъ точекъ перегиба, отла­
гаемъ въ обѣ стороны дугу 
МР = МО = 8 М соеди­
няемъ съ серединой хорды 
РО—о.

Предѣльное положеніе МО при безконечномъ уменьшеніи 8 — 
нормаль въ точкѣ М.

Дѣйствительно, координаты:

о2 Ч3
Уі = ₽2 у + у +

. , а.84 ,
= » + 2*4 +■■•

-/■=?> 4 - ₽■ | + ■■■

83 , а484 .
«2 = —8 —а3 6 + ~24 + •••■

точки О
Ух + Уі _  р

2 “ р2

#1 + Ж2

2

82 

Т

Уголъ, составляемый МО и МЫ, тангенсъ котораго равенъ

а4 82 

₽3 >2

въ предѣлѣ стремится къ пулю.

Теперь дадимъ интересное обобщеніе этого положенія.
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Замѣняемъ касательную МТ какой угодно кривой, соприкасаю­
щейся съ данной.

Откладываемъ

Лід =: МР = 5
М8 = МК = 8

Обозначая коор­
динаты (), Р черезъ 
( Х1 > У1 ) ( Х2 > У1)
координаты Р, 8 че­
резъ (^, та) (^2, т]2) 
будемъ имѣть:

Легко видѣть, что условіе соприкосновенія ?г-го порядка вле­
четъ за собой равенства:

а, = 7,
і < п (17)

= 8,-
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Въ самомъ дѣлѣ

Лх__ 1
& “ У 1 + у12

И2Х __ у' у"

СІ82 1 4" у'2

&У _ у'

І8 /1-1“ У12

й2х у"

СІ82 1 у' 2

И3Х

СІ83
(у' у"' + у"'2) ( 1 + ?/' 2) — 2 ?/'2 У" 2

(1 + у'2) 7.

с13у У'" (1 4" У’2) — 2 у' у" 2 
Оз3 (1 4- у' 2~)~ 7г ’

Вообще

72"'ж _ Ф2>» ( У', У" - ?/2"‘)) 
аз2т (14- у'2 )”*

&г"'У __ Чг2„. (у, у"-у(2,я)) 
й82,и (і 4- у'2)”'

^2т+1д; _Ф2,»+і(у',у"...У(2”'+1) сР'"+1у ЧГ2,„+1 (у',У''... г/<2,и+1>
(1 4- у'2) »»+7, &2’я+1 (1_|_у'2)т+>/а

Фг™, Фг^+і, Ф'гш+і раціональныя функціи величинъ, за^ 
ключенныхъ въ скобки.

При х = о, у = о, у = о получаемъ:

«1 = 1

<ха = о

«з = — у"2

«4 = — Зу" у1

Рі = о

₽2 = У"

Рз = У'"

р4 = ?/!Ѵ) _ 2у" 3

(16)

«2т = Фг™ ( у" . ■. у(2и,)) Рз,„ = Ф’гж (у" • .. У12"*’),

= Ф2м+1 (у" ... у^+Ѵ ) р2,„+1 = Ф2,я+1 (у" ... у<^>)

Выражая такимъ же образомъ:

Тг,- = ф21- (Г' ... И2-)) 32,. = ЦГг, {У" ... У^)
Т2І+1 = Ф21+1 (Г' ... рт'+О) 82(.+1 = Т21.+, (У" ... Р«4-і)) 

черезъ координаты кривой Ф,- = о, изъ условій соприкосновенія 
У> = Уі і < п выводимъ равенства (17).
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Теперь предполагая соприкосновеніе п = 2т—2 или 2т—1-го 
порядка опредѣлимъ предѣльное положеніе прямой СО, соединяющей 
средины хордъ РО. и В8 при безконечномъ уменьшеніи я.

Координаты О:

~2
° I ° IОС* — —— Лд --------- —Н

4 24 ' 6 720 ~

?/1 4“ ?/2

2
?___ I-...
2т! 1

Координаты С:

86 ^2т
’1іт2т\ + •••

і.2т

Если со уголъ составляемый СО съ нормалью, то

ід “ = в--------------------- (19)

р2т ------

Векторы такимъ образомъ опредѣляемые мы будемъ называть 
векторами перваго класса.

Принимая за Ф, = о, опредѣляющую кривую, необходимую для 
перехода отъ р(,_1)) къ (гсі?, рм), за векторы (^'і, р(0) мы
Должны принять векторы перваго класса: отрѣзокъ нормали (векторъ, 
отвѣчающій соприкосновенію перваго порядка), равный радіусу кри­
визны, векторъ отвѣчающій соприкосновенію 2-го порядка, который 
обозначимъ черезъ (-^ рг), векторъ съ соприкосновеніемъ 4-го по­
рядка (іга, р2) и т. д.

Такимъ образомъ мы получаемъ слѣдующій рядъ векторовъ, 
опредѣляющихъ кривизну:

(я, р) (^і. Рі) (, р3)..........

гДѣ к = о.
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§ 4. Мы уже замѣтили выше, что кривой Фх = о долженъ 
быть соприкасающійся кругъ. Уравненіе соприкасающагося круга 
напишемъ въ слѣдующемъ видѣ:

і ■ а— а = рзгп —
Р

(20)

(а, р) координаты центра, причемъ а = о, ₽ = р, р радіусъ кри­
визны, а дуга соприкасающагося круга, отсчитываемая отъ точки М.

Изъ уравненія (20) имѣемъ:' - р( 7 - 6Р3 + )
а2

~ 2р — +24р3 '

Откуда

І ___ а3 .~ 8 ~ 6р + •”
_ «2 I

2р 24р3

А . 83 .~8 + 6? + •••
+ 2ІР + •••

И = 0
1

24р3

ід г, = «4

₽4 + 4 
р3
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икоординатъ приняты нормаль
Такъ какъ при х — о, у — о, у' = о (т. е. когда за оси 

касательная въ точкѣ Л/):

«♦ з у" у'" ₽4 = 2/ОѴ) _ 2 у"*

— = У"’ Р У ’

Зу" у"' (22)

Чтобы перейти отсюда 
дуетъ:

къ общему выраженію для іук1; слѣ-

1)
нутомъ

производныхъ у", у'", у(ІѴ) при упомя-Выразить значеніе 
выше спеціальномъ выборѣ осей координатъ черезъ

р, р', р" .... гдѣ р' — ~, ш уголъ составляемый каса­

тельной въ точкѣ М съ касательной въ какой либо постоянной 
точкѣ кривой.

2) Въ полученномъ такомъ выраженіи замѣнить р, р', р” 
ихъ выраженіями въ х, У, У'

Мы имѣемъ:

(1 + У2)Ѵг
У"

(23)

откуда
сір 
йх 
сіш

р' = А =
‘ (Іи

йх

Уш

Ух
у"

•(і +у'2)?/" 
у"3 1/1 +У'2) (24^

Р =

у'1 3 ----

Р" = у"5

у"ь
(242)



Вообще

р»=ф (у, у' ... /+2)) (1 (24)

гдѣ Ф раціональная функція первой степени относительно высшей
<, («+*)производной 'і/ ,

= V

что даетъ, если положить у' = о

у" = -
<’Ѵ, = _ Г + Зр'2 3 

,,3
р р р р р

вообще = а (р, Р' ... р(‘-2)) (25)

гдѣ П раціональная функція.

Подставляя выраженія (25) въ (22) имѣемъ

{пг ЗРР'
■71 “ рр"__3р'2 —2р2 (26)

куда слѣдуетъ еще подставить выраженія (24) для р, р', р".

Мы могли бы поступать 
йр Й2р х

резъ р> и заыѣпяя

и нѣсколько иначе, выражая че­

послѣднія ихъ выраженіями въ у, у',

А именно, въ виду того, что

р =Р1Г Р"

<7^1

Йр
3 (27)

' (Рр _ / ^р у _
&2 \ /

2

Рі опредѣляется изъ формулы
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§ 5. Опредѣлимъ теперь уравненіе кривой Ф2 = о. Мы 
имѣемъ для нея

— С0П8І — С

р р " — 3 р'2 — 2 р 2 — 3 ср р' = о (28)

Дифференціальное уравненіе извѣстнаго типа, для интегрированія 
котораго слѣдуетъ положить:

Тогда уравненіе (28) приводится къ слѣдующему

г' — 2г2 — Зсг — 2 = о

Г ЛгI ----- ;------------------  = Ш ---  <Л,
) 2г2 + Зсг Ц- 2

гдѣ 04, а2 корни уравненія;

2г2 4“ Зсг + 2 = о

X = 1 --------г

2 («! — а2)

в
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Это уравненіе между р — радіусомъ кривизны и ш — угломъ 
смежности вполнѣ опредѣляетъ во всѣхъ точкахъ форму кривой. 
Оно не зависитъ отъ выбора координатъ, но только отъ выбора 
точки, отъ касательной, въ которой ведется счетъ угловъ <о. Урав­
неніе подобнаго типа:

й (р, <о) — о (30)

обладаетъ такими же свойствами, что такъ называемое натураль­
ное уравненіе кривой

Ѳ (Р, «) = о (31)

Мы можемъ уравненія типа (30) называть тоже натуральными 
уравненіями кривой II типа въ отличіе отъ натуральныхъ уравне­
ній 1 типа (31).

Замѣчая, что агсіду' = со, умножая па се <1ы = — обѣ 

части уравненія (29), имѣемъ:

сіх =

Умножая на зіпшЛш — получаемъ

Л/ = веіпихіш
—2а2ш

в #2
—2а2ш

е

Я—
всзыііы

—2а2ш 
е

(32)
в.чгпихіш

—2агс> 
е

исключеніе ш даетъ уравненіе между х, у.

Такимъ ліо образомъ можно получить натуральное уравненіе 
перваго типа и отъ него перейти къ обыкновенному уравненію.



17

§ 6. Замѣтимъ, что для опредѣленія дальнѣйшихъ членовъ, 
ряда достаточно знать только

1) Уравненіе

Й [р<2’), р<2'-1) .. • р'> Р, ю] = о (33)
или

' Й2.-р Йр 1
Ѳ С&2» ’ “ ■■

Р’ 5 | = 0 (34)

опредѣляющее кривую Ф = о.

2) Выраженія рО) пли черезъ У, У', У" ■ ■ у (У 4-2)

Въ самомъ дѣлѣ условія соприкосновенія я-го порядка двухъ, 
кривыхъ могутъ быть выражены:

1) совпаденіемъ ихъ касательныхъ въ общей точкѣ

2) равенствомъ радіусовъ кривизны и ихъ производныхъ 
ПО СО (или ПО 5).

р =. В р' — В' р" = В" ... = В(”-2>. (35)

Дѣйствительно р, р' ... р<”) мы всегда можемъ выразить раціо­
нально черезъ

/ 1 + У'2 , У', У" Ум

& В, В' ... В("> черезъ

у, у ... у<«)

и при

2/ = У, у' = У, у" = У ... г/<и) = У(и> 

необходимо имѣютъ мѣсто условія (За).

Обратно, если при соблюденіи условія совпаденія касательныхъ 
В'ь точкѣ М за оси координатъ возьмемъ касательную и нормаль,. 
т° получимъ

Р = <2 (У") р' = (У", У'") У" = (У" У'", уІѴ)

о
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вообще

рО-2) = СЛ (у", у'"........ у(«-П) (32)

причемъ (2„ первой степени относительно у,и) уравненія (36) даютъ
У^‘> ВЪ функціи уіи~1) у,и-2\ . . . у", р<и_2)---------- у(«~’) въ ?/"-2) . . .
у", р<"-3) и т. д„ а потому у<м) въ рѳипоиальной функціи р, р' ... р('< 2) 

Отсюда слѣдуетъ, что

у" = У", у'" — У" ... у(-‘> = У(»)

и потому условія соприкосновенія п-го порядка соблюдены

Если мы теперь имѣемъ по ур. (19)

(37)

то слѣдуетъ

1) ‘(2і §2і выразить ВЪ у' ........ у('+2) и положивъ
у' —о выразить затѣмъ черезъ В, В' ... В(2І), если В озна­
чаетъ радіусъ кривизны кривой Ф, = о.

2) 7?|2'1 и .Я*2'-1) опредѣляются изъ уравненій

42 _ <12й
(ІЫ 0 4(О2

ГДѢ
о = Й [В^~2\ В<2'~3> ... В', Я,<о]

въ Я<2‘~2>, ВЛІ~'Л> ... Ві, В, а на основаніи равенствъ 
р(» — В^1 у 2?—2 и въ р(2'+2>, р<2*-3> ... р', р.

3) Остается только послѣднія выразить въ у, у', 
У” •••

§ 7. Въ изслѣдованномъ нами ряду векторовъ высшая про­
изводная, входящая въ четнаго, въ нечетнаго порядка.
Исключеніе представляетъ только (гс,1>) р<1)), гдѣ -<’> = о, а поря­
докъ высшей производной въ р понижается до 2. Мы можемъ по­
строить другой рядъ величинъ векторовъ представляющихъ тоже 
рядъ постепенныхъ опредѣленій формы элементовъ съ тѣми свой­
ствами, что высшая производная, входящая въ тУ нечетнаго, а въ р1'* 
четнаго порядка, это будетъ векторы 11-ю класса.
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За прямую отвѣчающую первому члену, мы принимаемъ пря­
мую, характерную для плоскихъ кривыхъ, такъ называемую ось от­
клоненія. открытую Трансономъ (*).

Если мы черезъ точку Р,
безконечно близкую къ ЛЛ при­
ведемъ хорду Р(2 || ЛРГ парал­
лельную касательной, то пре­
дѣльное положеніе прямой МО> 
соединяющей М съ серединой 

будетъ ось отклоненія.
Трансопъ даетъ слѣдующую формулу для ід8, гдѣ 8 уголъ ОМК 

Между осью отклоненія и нормалью.

(38)

(39)

Здѣсь было бы умѣстно напомнить одну теорему Трансона, изъ 
которой слѣдуетъ важное значеніе открытой Трансономъ прямой при 
изслѣдованіи соприкасающихся кривыхъ втораго порядка.

Такимъ образомъ за первый членъ ряда векторовъ (я!1), р(1)) 
принимаемъ 

и

гдѣ - представляетъ отрѣзокъ оси отклоненія отъ М до точки пере­
сѣченія съ осью отклоненія въ безконечно близкой точкѣ.

п. IПонятіе Трансона объ
оси отклоненія мы обоб- /х /
Щаѳмъ слѣдующимъ обра- // / \ X.
зомъ. / / / \ X.

Отложимъ па кривыхъ 
Г = о, и Ф — о сопри­
касающейся къ первоіі

черт. 4.

(-) Тгапхоп. ЛесйегсЬе зиг Іа соигЬиге <1ез Іщпез еі <1ез зигГасез. Доиг- 
Па> <іе Ьіопѵіііс. 1841. IV, р. 191.

Яаітоп-Ріе/Ііег. Апаіуіізсііе бёотеігіо <1ез Іібііегеп еЪепеп Кигѵеп. 
Ѣсірзій. 1882.

Болѣе сложное опредѣленіе Трансона сводится согласно Сальмону 
*сь этому болѣе простому.
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Проведемъ Р(} и В8, удовлетворяющія двумъ условіямъ (когда 
это возможно, мы покажемъ ниже):

1) РЦ || В8

2) Дуги ЛЩ и М8, отсѣкаемыя па обоихъ кривыхъ отъ 
точки М равны между собой.

Предѣльное положеніе прямой 00, соединяющей середины В8 
и Р(2 будетъ ось отклоненія = о относительно Ф — о.

Обозначая координаты Р, О черезъ (жп уг) (ж2, у2) 1І, 8 че­
резъ (тп) (^2, г12) должны имѣть, какъ условіе параллельности:

(Уг> — Уі) (^з ^з) жі) (71з ~гіі) — 0 (40)

Кромѣ того, согласно второму условію:

У1 = ₽2 у + Р3
8?
6 + 4 24 4~ • • • 4- 71! 4" Ри+і «4-1! + ...
+IЖ1 = ®! 4- «з -6

81“
3;, ,

П!
4“ «и-і-і

Уз = 4 I + 4 О 3 д2_6 I о '?2»
+ ••• • н“ п! 4" ₽»+і п-|-1!

3
= «2 4" «3 у 4~ а„

83”п! 4“ а«+і
82“+1 + •••

о 3 о 3
■^ = 4^4-4 4- 81”

п!
81"+1

П-|-1 1 + •••
'З-п

81“
6! 4- 7и+1 п-Д-І!

<*■»

8і" 
п\

Л.„ рі
П-|111 4-

82“ 

п! 4" т»+і 8?+1 п-^-1!

4' 5ирі

п-1-1!

4. 4” “<■+’

+

+ ••• (41/

Уравненіе (40) будетъ девять зависимость между ьу и «2. Всѣ 
члены 8,’* 82‘ (/с < п, I п) сократятся и мы будемч. имѣть:
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сокращая на в2 — уравненіе между я2, въ которомъ выписы­
ваемъ только члены п -)- 1 и п -|- 2 степени относительно я2:

( Ри+1 — Зи-рі) + ... (42)

Въ разложеніи:

,/г I V + ... о (43)

необходимо,
Уравненія (<

всѣ
что

коэффиціенты были бы вещественны. Изъ 
(®2 )о о.

(5'2)0 Ііт

8^ — 0

должна быть величиной не только веще-

ствѳнной, 
по знаку.

по и отрицательной, такъ какъ МР и М(^ отличаются

Уравненіе (42) даетъ:о' и4-1 _ _  1 (о' \ ІІ-Ь-2 ___ 1( М - 5„+, ) Ц +~ 3 + (- зя+2) а + ...
ЛИШЬ, 
случаѣ

когда п 1 четное, а п не- 
нмѣемъ:

при з2 = о: (8'2)’,+1 = 1. Уравненіе это можетъ имѣть веществен­
ный и отрицательный корень 
четное число. Въ послѣднемъ

/пн $2
«1

Полагая *2 = <о должны имѣть дальше

1

<ои+1 — 1

( ₽и+т — Зи-М )
(О» _1_ О)»-1 . 1
---------------------------------------- |_

п 1!

П-^-21 ^+... о.
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(р«+1 ---  5и+і)

Дифферепзируя имѣемъ

(по)”-1 4- ’Ч—1 1 ~Ь • • • 1 ) “1
п-Д-21 1

о) «4-1 —1— . 1+ ( 4+2 - -  4+2 ) - - - + ... = о
п-р-2!

1

“'о

“1

2 ( Р„+2 — 4+2 )

52

51
О) = ч т ч 5і 4 ■ ■ ■ 2 (Ри+2 — 4+2) 8і

(я-(-1) (п-|-2) (Р„4_2 —3„4-і)
1

$2 ----  ----
2 (4+2 — 4^-2 ) $12 |

(22-]-1) (П-|~2) (4+1— 4 + 1 )

Уі 4” і/2

______ к гмД-2____  ѵи4-2 ) ° 1
(пД-1) (/г_|_2) (4+1 — 4+і)4 V ,

2 Т

2

2

ГДѢ о»

хі ~4~ %2

2
Уі + У2

2

2 ( ри+2---3„+2)
(пЦ-1) (М~Ь2) ^2 (Р»+1 — ^«4-1)

уголъ между осью отклоненія и нормалью.

(44)а

При п = 1 имѣемъ

*9

а такъ какъ р2 = р3

<?/

„ 2₽3

Р"
— ~2 , то согласно Трапсону

’■ = (38)

Такимъ образомъ проводимое нами понятіе оси отклоненія кри­
вой /' — о относительно кривой Ф = о имѣетъ реальный смыслъ 
въ случаѣ соприкосновенія кривой Ф — о только нечетнаго порядка.
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Принимая за образующую кривую, кривую, опредѣляемую 
условіемъ

= СОПЗІ

а потому (согласно § 2) = оо п слѣдовательно

(, тх) = сопзі

мы принимаемъ за слѣдующій членъ въ рядѣ векторовъ ось откло­
ненія (а2, т2) относительно этой кривой (соприкосновеніе которой 
3-го порядка). Такимъ же образомъ опредѣляются и остальные 
члены ряда, принимая за образующія кривыя, кривыя опредѣляемыя 
Условіями а,- = сопзі, а за направленія векторовъ оси отклоненія 
относительно этихъ кривыхъ.

§ 8. Опредѣлимъ кривую отвѣчающую условію — сопзі, 
иначе говоря, кривую съ постоянной осью отклоненія.

Дифференціальное уравненіе:

о— = сопзі = С 
Р

(45)

Даетъ натуральное уравненіе II типа:

р = Пееш

гдѣ С н Р постоянныя пли

(1 + у' 2) 7а _ ])ссагсідр' 
У"

Полагая у' = р имѣемъ:

Лр

(ГТУГд
I 2)ееагсіУР йр 

(1 + Р2)3/,
— х — хп

(46)

(47)

(48)

Интегралѣ

г /’ есагс(УР Лр

С1+Ра)7г 

Можетъ быть найденъ въ конечномъ видѣ.
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1

А, именно:

Л = С есагеіур й

если ю агсідр.
есш р

бСш р сесш. ѵо— 2 Г еси> Ур
• “ с‘ ] (і+^)3/2 откуда

1/1+^2

Г — есш + с)
‘ (1 + с2) у 1+р

Уравненіе (48) поэтому даетъ:

I) ес«> (р с)
,---------------- ---- X — хп

(1+с3)

Умножая уравненіе (47) на р — у' имѣемъ

ееш рУр
.1 (і+М =

У — Уо

Интегралъ У' = Г.--- какъ У
.) (1 +Р2) 3/2

находится въ конечномъ видѣ.

А, именно:

1
У'

еси>

Итакъ мы имѣемъ кромѣ (48) еще уравненіе

есш

Изъ него имѣемъ

у) —|— С •' «^0

1 + с® ~ (У — Уо) + с (ж — ®о)

(49)
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Откуда:

р = ~ (х ~~ х^ + с (У — Уо) 
(у — Уо) + с (Ж — ж0)

х і 3 = [(У —Уо)2 + (ж —ж)2] [1 + са] 
[ У — Уо — с О — ж0) ]

атсідр = <о

Подставляя въ уравненіе (46) имѣемъ:

,---------—------------- - Т) ,—(«■- «'о) + с (?/ — Уо)у (ж _ ХоГ + (у _ уГ = е сагсід {у_уо) + с{х_ } {50)у і 4- с2
Преобразуемъ координаты, полагая

X = (х — ж0) С8 а. — (у — у0) 8ІП а

У = (х — х0) 8Іп а ~у (ж — ж0) С8 а.

гдѣ с — іда., уравненіе (50) приводится тогда въ виду:

У
X

1) 
а — /У 1 + с2

Или, переходя къ полярнымъ координатамъ, къ виду:

’г- е. искомая кривая съ постоянной осью отклоненія есть логариѳми- 
'іёская спираль.

§ 9. Общія замѣчанія, относящіяся къ теоріи соприкасающихся 
кривыхъ, сдѣланныя нами въ § § 3, 5, весьма полезны при разыска­
ніи соприкасающейся логариѳмической спирали къ данной кривой и 
опредѣленія формулъ для дальнѣйшихъ членовъ ряда (а,-, т,).

-»
Въ прямоугольныхъ Декартовыхъ координатахъ уравненіе лога­

риѳмической спирали можно написать въ слѣдующемъ видѣ:

4 = тх1 — У 1 — т2 ух Д- (52)
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(52)

(54)

— Т8ІП& —

+ тУі +

аеаІ>' сз&

ае“”’ зіп^

Для дуги въ предѣлахъ отъ (»0, 70) до (д, у) имѣемъ слѣду' 
ющее выраженіе:

(56)

а
(57)

Будемъ отсчитывать долготу отъ точки касанія, 
слѣдпяя отвѣчаетъ = о, тогда имѣемъ:

такъ что НО'

1} =
1 
а

а -|- Х$ = ае°&

еа9> = 1 у,

1
, (I +'?)= ™ (1 — 2 + — у + •••>

а

С5» = 1-------
2 + »4

24
а-6

720 +

»2 у2
2а-'

<73
4

,Ѣ4
24

1 - 2? + ... )

^=1-& + & + 2&^11а2

(58)
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= і
120 120а5 і 

|-2^ + й(-’+2а2) + й/1-^) + 

+ 1^ (24«4-35а2+1) + ...

Уі = « (1 + 3 ) зіпр = а + Д _ Дз (! _і_ а2) _|_ 

+ 12а? (1 + а2) + І20а5 (~ 6«4 - ба2 + 1) + ... ] (59)

Замѣняя у черезъ и, подставляя эти значенія (жѵ уг) въ вы­

раженія (52) (53) для і, т], потомъ, сравнивая съ разложеніями (х, у), 
получаемъ слѣдующія условныя уравненія соприкосновенія, которое 
можетъ быть только з-го порядка:

та = о

(- ”• Г1 х = 
' а ' /2аа

(1)

о (И)

(III)

1 1 — т8 , X3 а3
(>а3 <1+а) а = 6 (IV)
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Изъ (III) имѣемъ а =........   —
]/ 1 — т2

(II' слѣдствіе II)

Изъ (II) к = т

Подставляя въ (IV') -
т4_ V3 1 + а2 

а2 _‘ Рз (V)

(IV) Даетъ
т4 

~ а4
1 а2 

а2 «3 (VI)

По раздѣленіи (V) на (VI): а = А

«3
(VII)

Изъ уравненія (V), которое можно переписать въ видѣ:

______ а 1 _ в
1 + а2 а2 — Рз

Откуда на основаніи (VII)

1 _ _ «з2 + Рз2 
а2 а3

Имѣемъ:

Р> У ~ «з
«з2 + Рз2

«з У — «з

«З2 + Рз2

Тотчасъ на основаніи выраженій а,- въ ри получаемъ:

а = р'
р

(ВО)

т р'
I Р2 + Р'2

(61)
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Р' (62)
/ р2 + р'2

?1 =
р- Р2

(53)р2 4- р'2

7]і =
р3

(64)р2 4- р' 2

а? подставляя вмѣсто р, р' изъ общаго выраженія будемъ имѣть, не­
зависимо отъ выбора координатъ:

а = 3 у' - У'" (65)

а

§ 10. Формулы (52) (53) (58) (59) даютъ также выраженія о4, 
5, входящихъ въ формулу:

= —
& — 4

10 ₽2 (₽4 — 4)
(67)

въ функціи т, а, с1; т^, а потомъ и р, р'.

Послѣ
вычисленій

весьма утомительныхъ, но совершенно элементарныхъ 
имѣемъ:

1_ р2 р'" -ф- 24 р2 р' — 10 р р' р" -ф- 21 р'3 
Ю (—Рр"Н-2р'2 + р2)р

Слѣдующая за логариѳмической спирально кривая опредѣляется 
Дифференціальнымъ уравненіемъ

р2 р'" _ф_ 24 р2 р' — 10 р р' р" -ф- 21 р'3 -ф- с (р р" — 2 р'2 -ф- р2) р = о

гдѣ с постоянное подстановкой 

приводящееся къ уравненію:

4- г' (я -ф- 24 — 7г) -ф- (12г3 — аг2 -ф- а -ф- 24г2) = о
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Полагая же г' = г<,
Аи Аи Аг сіи
Аш Аг Аш Аг

приводимъ послѣднее уравненіе къ дифференціальному уравненію 
перваго порядка типа:

иАи 4~ ₽) и + а?3 Ьг2 сг А} Аг = о

§11. Въ теоріи, какъ плоскихъ, такъ и пространственныхъ 
кривыхъ слѣдуетъ различать 4 класса величинъ:

I) Зависящія отъ выбора осеіі координатъ.

II) Независящія отъ выбора координатъ, но зависящія отъ вы­
бора нѣкоторой точки на кривой. Такова дуга 8, которая можетъ 
отсчитываться отъ любой точки или уголъ смежности ш.

III) Величины зависящія только отъ формы элемента кривой 
въ точкѣ М.

Натуральныя уравненія обоихъ типовъ

Й (р, ш) = о

Ѳ (р, 8) = о

представляютъ зависимости между величинами II и ІІІ-го классовъ 
и потому независимыя отъ выбора координатъ.

Онѣ даютъ для у дифференціальныя уравненія 2-го порядка, 
содержащія еще произвольную постоянную, зависящую отъ выбора 
начальныхъ точекъ для 8 и ш. Поэтому интегралы ихъ будутъ со­
держать по 3 произвольныхъ постоянныхъ, опредѣляемыхъ, какъ 
только даны оси координатъ.

Натуральное уравненіе ІІІефферса: 

гдѣ 
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Л кривизна содержитъ только величины II класса и даетъ дифф. ур. 
3 порядка, интегралъ котораго содержитъ 3 производительныя по­
стоянныя.

Таково же слѣдующее уравненіе имѣющее преимущество передъ 
уравненіемъ ІІІефферса въ томъ отношеніи, что величины, въ него 
входящія, имѣютъ болѣе опредѣленный смыслъ:

Я(р, 3) = о

гдѣ 3 уголъ между осью отклоненія и нормалью.

Это характерное уравненіе можно обозначить какъ натураль­
ное уравненіе III типа.

Хоппе *) были отмѣчены въ теоріи кривыхъ двоякой кривизны 
Уравненія, которыя остаются неизмѣнными прп измѣненіи размѣровъ 
■элемента кривой, но при сохраненіи подобія, иначе говоря, при пе­
реходѣ къ всякому конформному изображенію въ пространствѣ.

Эти уравненія, названныя специфическими, характеризуютъ 
внутреннія свойства кривой въ отличіе отъ внѣшнихъ, опредѣляе­
мыхъ маштабами данной фигуры и выборомъ координатъ. Таково 
Уравненіе между угломъ смежности и угломъ крученія въ теоріи 
пространственныхъ кривыхъ.

Уравненіе:

(8, е) = о

между углами составляемыми съ нормалью векторами, перваго и вто­
рого класса (р1( ) будетъ специфическимъ уравненіемъ плоской
кривой. Интегрированіе этого уравненія даетъ 4 произвольно-посто­
янныхъ, опредѣляемыхъ заданіемъ осей координатъ и маштаба.

Замѣтимъ, что изъ рядовъ

(СО, р) (Яі, Рі) (Я2 р2) ... (К;, р,') ...

■» (Зр ^і) (^2> (®»’> '■')

*) Норре. ВагвіеПінщ <1ег Сіігѵеп ііигсіі Кгііттип^ ип<1 Тогеіоп. Лоиг- 
паі <1о Сгеііе. В. 63. 1863. р. 122.
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Можно составить производный рядъ

р О | 71» | Сл, ТГ^ • • •

первымъ членомъ котораго опредѣляется маштабъ, а остальными, 
имѣющими опредѣленныя геометрическія значенія, опредѣляется по­
степенно форма элемента кривой.

2-го Іюля 1907 г.



)(о6ьш методъ изысканія особыхъ точекъ 
функціи, опредѣляемой строкою Ліэйлора.

И. Р. БРМЙЦЕВА.

ГЛАВА I.

Выводъ первой основной Формулы для опредѣленія особыхъ точекъ строки Тэйлора, 
лежащихъ на границѣ полигона Бореля. Приложеніе этой Формулы въ одномъ случаѣ.

(і)

§ 1. Область сходимости и расходимости безконечной суммы 
СО р

2 е р (1,е ■ Выводъ первой основной формулы.
о

Разсмотримъ строку Тэйлора:
СО

/ со = 2а"г"’ 
о 

гдѣ а0, ах, а2, а,,,... суть постоянныя
Мы будемъ предполагать, что

п
р | а„ 

П = <х>
1[ри чемъ г число ^опредѣленное, отличное отъ нуля.

Допустимъ на время, что извѣстны особыя точки

числа.

1 
г’

I = (2)

ОСНОВНОЙ ’)

*) т. о., вѣтви функціи у (г), разлагающейся въ рядъ (1). 
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вѣтви функціи /’ (г) во всей области аналитическаго продолженія 
ряда (1). Пусть эти точки будутъ:

«і, а2, а3, ...., а^, .............. (3)

Вообразимъ, что точка г = 0 соедипена съ точками (3) при 
помощи радіусъ-векторовъ: 0ап Оа2, Оа3, Оа*.......... Далѣе, че­
резъ каждую изъ точекъ (3) проведемъ прямую, перпендикулярную 
къ радіусъ-вектору, соединяющему эту точку съ точкой г — 0. Про­
веденныя такимъ образомъ прямыя раздѣлятъ всю плоскость пере­
мѣннаго г па многоугольники. Изъ этихъ послѣднихъ выбираемъ 
тотъ, который, содержа внутри себя точку г — 0, не заключаетъ 
внутри себя пи одной изъ точекъ (3). Этотъ многоугольникъ есть 
не что иное, какъ основной полигонъ Бореля *). Его мы будемъ 
называть полигономъ К.

Такимъ же образомъ строится многоугольникъ К и въ томъ 
случаѣ, если особыя точки функціи /' (г) составляютъ пе счетную 
послѣдовательность, по одну пли нѣсколько послѣдовательностей 
высшаго порядка.

Изъ самаго построенія многоугольника К ясно, что, если всѣ 
особыя точки функціи /■ (г) изолированныя, то полигонъ К ограни­
ченъ прямолинейными сторонами конечной длины. Если же функція 
/■ (г) содержитъ и неизолированныя особыя точки, то стороны поли­
гона К могутъ представлять прямолинейные элементы безконечно­
малой длины, или же могутъ быть по величинѣ нулями, какъ, папр-, 
въ случаѣ, если окружность |г|=г представляетъ особую линію 
функціи /■ (г). Въ этомъ послѣднемъ случаѣ политопъ К совпадаетъ 
съ кругомъ | г | < г.

Очевидно, что во всѣхъ случаяхъ основанія перпендикуляровъ, 
опущенныхъ изъ точки г = 0 на границу полигона К, служатъ осо­
быми точками функціи / (г).

Назовемъ далѣе р и <р полярныя координаты точки какой-либо 
стороны полигона К, которая представляетъ прямолинейный элѳ' 
ментъ конечной длины, или же таковой элементъ безконечно-малой 
длины. Обозначая черезъ а* особую точку ряда (1), расположенную 
па этой сторонѣ, и предполагая, что р и текущія полярныя ко­
ординаты точекъ этой стороны, уравненіе послѣдней представимъ 
въ формѣ:

) Вогеі: „Ьосопз зиг Іез зёгіез (Ііѵсгвѳпіев**, р. 120 еі зиіѵ..
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Р С08 (<?—= | Г).к \, (4)

гдѣ | а.к I есть модуль, а (Ь аргументъ аА, т. е.,
а* = | а* | е г^к. (5)

Если разсматриваемый элементъ—-сторона полигона К безко­
нечно-малой длины, то число «р—1 безконечно-мало. Если же 
полигонъ К совпадаетъ съ кругомъ сходимости ряда(1), то элементъ 
обращается въ точку и, слѣдовательно, <р—= О.

Здѣсь умѣстно обратить вниманіе на важный для послѣду­
ющаго пунктъ: если р и <р суть полярныя координаты какой-либо 
вершины многоугольника К, то соотношеніе (4) удовлетворяется 
не только особой точкою ак, но также и особою точкою, которая 
расположена на слѣдующемъ прямолинейномъ элементѣ—-сторонѣ 
полигона К, выходящей изъ разсматриваемоіі вершины.

Замѣтимъ, что въ уравненіи (4) разность —0-^ удовлетворяетъ 
Условію:

I ?—(6)

Это соотношеніе непосредственно усматривается изъ того, что 
'Р представляетъ амплитуду какой-либо точки стороны полигона К, 
а гЬ служитъ амплитудой основанія перпендикуляра, опущеннаго 
изъ точки г = 0 па эту сторону.

Пользуясь безконечной суммой

гдѣ

сю Р
Р

О
(7)

(8)

Можно вывести другое, весьма важное выраженіе для р. 
Пусть будетъ

2 = ре1?’; О)
при чемъ подъ р и «р здѣсь разумѣемъ модуль и аргументъ числа г. 

Въ своей работѣ: „Мётоіге зиг Іѳз зёгіез (ііѵег§епіез“ Борель 
Установилъ, что интегралъ 

р_ 
Р (Ю)
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сходится внутри полигона К и расходится внѣ его. Что же касается 
до границы этого полигона, то, въ зависимости отъ состава чиселъ 
«0, а1, а2, ап, ...., интегралъ (10) можетъ, какъ сходиться,
такъ и расходиться въ ея точкахъ. Согласно извѣстной теоремѣ 
Коши г), безконечная сумма (7) сходится и расходится въ тѣхъ же 
областяхъ, какъ и интегралъ (10).

Такимъ образомъ мы получили важный результатъ, который 
формулируемъ въ особую теорему.

Теорема. Безконечная сумма сходится внутри полигона Б 
м расходится внѣ его. Что же касается до границы многоугольника Іі> 
то, въ зависимости отъ состава чиселъ а0, аІУ а.2, ап, ....,
сумма (7) можетъ сходиться и расходиться въ ея точкахъ.

Обозначимъ черезъ р0 и ср0 полярныя координаты какой-либо 
точки полигона К. Возьмемъ далѣе два положительныхъ числа рі 
и р2 подъ условіемъ, чтобы

Рі Хр0 Хр2-
Тогда, на основаніи извѣстной теоремы 2), можемъ написать:

< 1е (12)

при р > Р, гдѣ Р нѣкоторое цѣлое положительное число.
Съ другой стороны, въ виду расходимости суммы (7) внѣ обла­

сти К, существуетъ безконечный рядъ безгранично-возрастающих'Ь 
значеній р: рѵ р2. р„ ..., р,„........ для котораго должпо быть:

е
р_ 
ърг (13)

Беря отъ обѣихъ частей каждаго изъ неравенствъ (12) и (13) 
логариѳмъ при основаніи числа е, получимъ въ концѣ-копцовъ:

(Н)

1 2 
>Рз Р

Р --- Р1І Рі! Рз’ • • • > Р'О • • • •

’) Си., иапр., Е. Рісаічі: Тгаііе іі'апаіузе, і. 1, 1891, р. 27.
!) Вогеі: „Ее<;опз зиг Іез Гопсііопэ епііегоз.* Рагіз, 1900, р. 17.



(15)

Пусть будетъ: 

гдѣ т] и С сутъ положительныя числа, которыя могутъ быть какъ- 
угодно малыми.

Тогда неравенства (14) перепишутся слѣдующимъ образомъ:

Р ’
1

4»

1 Ід В [ре
Ро Р

(16)

Р — Р1, Р-2, Рз, ■■■■, Р»..........
Пусть е будетъ сколь-угодно малое положительное число. Вы­

беремъ тогда т] и С, а также цѣлыя положительныя числа Р и N 
подъ условіемъ, чтобы

(17)
Ири р > р И

При п > N. Въ такомъ случаѣ будемъ имѣть:

р > Р
1---8

>------ .Ро

(18)
В-

п > N
Соотношенія (18) обнаруживаютъ, что

(19)
р = оо

Д-ія того же р0 Борель нашелъ такое выраженіе:

(20)

') Вогеі: „Ьесопз виг Іев вёгіев іііѵегвепіев", р. 141.



6

Ііѣ-

надо
Паши же изслѣдо-

можпо искать между

Къ этому предѣлу приводитъ выраженіе ~

который безкопечпый рядъ безграппчпо-возрастающихъ значеній Ь'. 
^2> &»> • •••> который, какъ предполагалъ Борѳль,

искать между всѣми положительными числами.
вапія обнаружили, что числа безконечнаго ряда, которыя приводятъ 

вышеозначенное выраженіе къ его предѣлу —,
Ро

натуральными числами. Въ этомъ состоитъ существенная особен­
ность символа й-(^е'И ), благодаря которой его можно положить 
въ основу повой плодотворной методы, служащей для опредѣленія 
особыхъ точекъ функціи ф (г).

Условимся далѣе черезъ Ц обозначать выраженіе:

(21)

Сопоставляя формулу (21) съ соотношеніемъ (19) послѣ замѣны 
въ этомъ послѣднемъ р0 п <р0 соотвѣтственнаго черезъ р и <р, на­
ходимъ:

7 1 1= 7;'- = Т (22>
Исключивъ изъ уравненія (4) число р при помощи втораго изъ 

соотношеній (22), будемъ имѣть:

С08 (?—»*)

I «А | (23)

Это есть первая основная формула для опредѣленія особыхъ 
точекъ строки (1), лежащихъ на границѣ полигона К. Въ ней раз­

ность <р—Эч удовлетворяетъ условію (6), а р =
1_ суть радіусъ-11 ?

векторъ и амплитуда точки, расположенной на той-же сторонѣ поли­
гона К, па которой лежитъ особая точка аА функціи / (г).

§ 2. Вспомогательныя теоремы.

Теорема 1. Пусть ир будетъ нѣкоторой функціей р и 

р____
Ііт I | ир | = а.
Р=ІОО

(24)



(25)

Въ такомъ случаѣ имѣемъ:

Іъ^ід\ир\ = ід <*■

р = <х>

Доказательство.

На основаніи равенства (24) имѣемъ:
Р_____
/і ир\ < а (1-І-ѵз);

р > N (26)
Р_____
]/\ир\> а. (1—т^). 

2’ — Рі, Рі, Рі, ...........

Замѣтимъ, что положительное число т] можетъ быть сколь-угодно 
малымъ. Логариѳмируя обѣ части каждаго изъ соотношеній (26), 
принявъ за основаніе' логариѳмовъ Нѳперово число е, получимъ:

1
— Ід | ир | < Ід а Ід (І-рт]);

р > N (27)
1
— Ід | ир | > Ід а Ід (1 —т^).

Р = Рі, Рі, Р3, ............

Будемъ здѣсь различать три случая: а>1, а=1п а<1.
Въ первомъ случаѣ выбираемъ малое положительное число е 

Подъ условіемъ, чтобы

Ід (Ж) _ Ід (Ж) ,с Е (28)
Ід а Ід а

Изъ этихъ неравенствъ ясно, что, если т] произвольно-мало, то 
11 е молено считать также произвольно-малой положительной вели­
чиной.

Въ виду неравенствъ (28), па основаніи соотношеній (27) 
имѣемъ:
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Эти неравенства обнаруживаютъ справедливость соотношенія 
(25) въ разсматриваемомъ случаѣ.

Пусть будетъ далѣе а = 1. Тогда, полагая, что

О+'О <—19 (I—7!) <е, (30)

гдѣ г произвольно-малое положительное число, 
мало, па основаніи соотношеній (29) имѣемъ:

если т] пропзвольпо-

Р = Р1, Рі, Рз> ■■■■

(31)

Неравенства (31) обнаруживаютъ, что

у I 1 = О,
р — <х>

(32)

т. е., въ разсматриваемомъ случаѣ оправдывается равенство (25). 
Предположимъ наконецъ, что а < 1. Изобразимъ тогда соотпо 

шенія (27) слѣдующимъ образомъ:

— у I иР I > (1 + ч);

р> N (33)

— у 19 I I < 19 у — & (1 — і)-

Р =Рѵ Рз, Рз,........
Пусть г выбрано подъ условіемъ, чтобы

(34)

Если т; произвольно-мало, то, въ силу неравенствъ (34), поло­
жительное число е можно считать также произвольно-малымъ.

Въ виду
ходимъ:

неравенствъ (34), на основаніи соотношеній (33) па^

Значитъ, 'Іда 

при р = со.

р = <х>

представляетъ верхній предѣлъ выраженія -- Ід | ир |
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Выходитъ такимъ образомъ, что во всѣхъ трехъ случаяхъ ра­
венство (25) сохраняетъ силу.

Теорема 2. Пусть выполняется равенство (25). Въ такомъ 
случаѣ справедливо соотношеніе (24).

Доказательство.

Допустимъ, что, вопреки теоремѣ,
. р_____

11т у ] гір | = Р, (36)
р — со

гдѣ р а. Тогда, въ силу теоремы 1, имѣемъ:

у I1 = (36')
= со

Сопоставляя результатъ (36') съ предполагаемымъ въ теоремѣ 
Условіемъ (25), заключаемъ, что Ід$ = Іда п, слѣдовательно, р = а.

Выходитъ такимъ образомъ, что равенство (36) возможно только 
при р = а, т. е., теорема справедлива.

Теорема 3. Пусть будетъ
ир = Ѵр —|- иу.

Допустимъ, что
р_______ _ р_____

Ііт I Ѵр | > І'т / I М
р = со р = СО

Въ такомъ случаѣ имѣемъ:
р_______ р___ __

Ііт ]/ | Пр | — Ііт ]/ | Ѵр |.

р = СО р = СО

Доказательст во.
Пусть будетъ:

_ р_______ р_______
Ііт ]/ [ Ѵр I = а; Ііт ]/ | Юр | = р;
р = со р = со

ври чемъ, согласно условію, а>р.

Разобьемъ доказательство теоремы па двѣ части. 
I. Выберемъ число X подъ условіемъ, чтобы

Х> 1.

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)
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(42)

Допустимъ далѣе, что, вопреки теоремѣ, 
р_____
У | ир | > як,

Р —Рі, Рі, Рз,.........,
или:

(42')

р______
Въ силу опредѣленія верхпяго предѣла выраженія У і гѵр I, при 

р = со, имѣемъ:

(43)

или: И>1 < (А?-
р>Я

что неравенство (42) противорѣчитъ

(43')

Обнаружимъ, 
равенствъ (40).

Въ самомъ дѣлѣ, изъ соотношенія (37) находимъ:

I Ѵр | > | ир I — | іѵР |.

Въ виду неравенствъ (42') и (43'), имѣемъ:

первому изъ

(44)

(45)

то

Отсюда находимъ:
р________

Ііт У Ѵр ; > як Ііт I 1—.

р = со Р =

А такъ какъ

(46)

(47)

р_____
Ііт |/ | Ѵр | > Я к.
р = СО.

Этотъ же результатъ противорѣчитъ первому изъ 
(40). А если такъ, то допущеніе (42) по можетъ быть

(48)

соотношеній 
сдѣлано.
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II. Предположимъ теперь, что число X содержится въ гра­
ницахъ

0<Х<1 (49)

и, при томъ, весьма близко къ единицѣ. 

Допустимъ, что, вопреки теоремѣ, 

р_______
]/ 1 Кр I < а к, (50)

р > N
или: 

И/|<(аХ)Л (50')
р > N

Пусть при этомъ X выбрано такъ, что

р,_______
У \гѵр | <аХ. (51)

> 7Ѵ
р_______

Такъ какъ верхній предѣлъ выраженія ]/ \юр\, при р = оо, ра­
венъ р < а, то, при значеніяхъ X, достаточно близкихъ къ 1, нера­
венство (51) всегда возможпо.

Принимая тогда во вниманіе равенство (37), можемъ написать: 

Ы < ІМ + НІ < 2 (аХК- (52)
р > N

Отсюда находимъ:
р_______

Ііт }/ | Ѵр < аХ. (53)
р = ОО.

Неравенство (53) противорѣчитъ первому изъ соотношеній (40). 
А потому допущеніе (50) не вѣрно.

Итакъ, нельзя предположить, что

р_______
V I > (1 + Т]) « (54)
=Ь. Рз, Рг............

или. >
р______

У \ир\ < (1—ч) а, (55)
р > N

какой бы малости положительное число ни было.
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Слѣдовательно, возможно только
р_______

У | ир і < (і + 7і) а>
р > N (56)

р_______

У \ иР \ > (і—ч) а>
Р = у, р", р"', ..........

гдѣ 7і положительное число, которое можетъ быть сдѣлано сколь 
угодно малымъ.

Соотношенія (56) обнаруживаютъ, что
р_______

/і»і У | ир | = а.
р = со

(57)

Имѣя тогда въ виду первое изъ равенствъ (40), утверждаемъ, 
что соотношеніе (39) справедливо.

Теорема 4. Пусть функціи ир, ѵР и и>р связаны между 
собою соотношеніемъ (37). Допустимъ далѣе, что

р = сю р — СО

Въ такомъ случаѣ имѣемъ:

114, Ід \ир\ ==. 114, 1- Ід \ Ѵр і. (59)

р = со р = со

Доказательство.
Пусть будетъ

~ 1И\ ѵр\ = ^л-ІИ~]д\ гор \ — Ід$; (60) 

р = сю р = со

при чемъ, согласно условію, р < а.
Принимая во вниманіе теорему 2, имѣемъ:

р______  р_______
Ііт У \Ѵр\ — а' Ііт У | гѴр \ = р. 
р = оо р = со

(61)

Такъ какъ а > р, то, въ силу теоремы 3, заключаемъ, что 
р_______

Ііт У | ир | = а. (62)
р = сю
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Примѣняя къ этому результату теорему 1, находимъ равен­
ство (25) Сопоставляя это послѣднее съ первымъ изъ соотношеніи 
(60), заключаемъ о справедливости равенства (59).

Теорема 5. Допустимъ, что функціи ир, Ѵр ии>р перемѣн­
наго р связаны между содою соотношеніемъ (37). Пусть при этомъ 
удовлетворяется условіе:

р_______ р_______
Ііт УнЛ > Ііт У ; IVр |. (63)
Р — СО р = СО

Въ такомъ случаѣ имѣемъ:
_ р_____ _____  р_______

Ііт ]/ і Ѵр = Ііт У I Пр (64)
р — со р = СО

Доказательство.
Представимъ соотношеніе (37) слѣдующимъ образомъ: 

ѵр = ир — гѵр. (65)

Примѣняя теперь теорему 3, получимъ соотношеніе (64).

Теорема 6. Допустимъ, что

Ііт ---- Іа
р 

р = оо

1 ир 1 Ііт — Іа
Р

Р — сю

(66)

Если (функціи ир, Ѵр и (Ѵр связаны между собою соотноше-
ніемъ (37), то имѣемъ:

Ііт ---- 1(1

2’
Ѵр = Ііт — Іа

Р
ир >. (67)

р — СО р — СО

Доказательство.
Примѣняя къ функціямъ Ѵр, ир и — нір, связаннымъ между со­

бою соотношеніемъ (65), теорему 4, получимъ соотношеніе (67).

Теорема 7. Допустимъ, что
р р_______

Ііт У \Ѵр\ — Ііт У | (Ѵр | = Я. (68)
р = СЮ р = со

Въ такомъ "случаѣ утверждаемъ, что, если ир, ѵр п (ѵр связаны 
между собою соотношеніемъ (37), то

р_______
іі7п У | | а. (69)
р = со
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Доказательство.
Допустимъ, что справедливо не соотпопіепіѳ (69), но нера­

венство:
р_____

/й; |/ | ир | > а. (70)
р = со

Примѣнимъ тогда къ равенству (65) теорему 3. Получимъ:
р_____

ІТт \ | Ѵр | > а. (71)
р = со

А такъ какъ результатъ (71) противорѣчитъ условію (68), то 
допущеніе (70) не вѣрно. Это означаетъ, что возможно только соот­
ношеніе (69).

Теорема 8. Допустимъ, что функціи ир, ѵр и гор связаны 
между собою условіемъ (37) и

Ібб Іу \ ѵр \ = Ібб — Іу | іѵр | = Іда. (72)

р = сю р — сю
Въ такомъ случаѣ

Іті Іу \ир

р сю

(73)

Доказательство.
Пусть будетъ справедливо пе соотношеніе (73), по равенство:

Іт, — Іу | ир | = Іу$, (74)

р = оо
гдѣ (3 > а.

Тогда, въ силу теоремы 6, заключаемъ, что и

~ Іу {Ѵр | = Іу? > Іуа, (75)

р = сю

что противорѣчитъ условію (72).
А если такъ, то возможно только соотношеніе (73).

Теорема 9. Допустимъ, что функціи ир, Ѵр и гѵр связаны 
между собою соотношеніемъ (37). Пусть будетъ 

р_____  р_____
11И, [/ | ир | = /йй ]/ | гѵр | = 
р = сю р — сю

а. (76)



15

Въ такомъ случаѣ имѣемъ:
р_____

ІЙб У \ѵР\ а. (77)
р = со

Доказательство.

Представимъ соотношеніе (37) въ формѣ (65). Примѣняя тогда 
къ нему теорему 7, получимъ соотношеніе (77).

Теорема 10. Предположимъ, что функціи ир, ѵР и гѵр свя­
заны между собою соотношеніемъ (37) и

11т — Ід | иР | — — Ід \ѵ>р\ — Іда. (78)

Р — со р == со

Въ такомъ случаѣ имѣемъ:

Ікб — Ід | Іда (79)

Р = со

Доказательство.

Примѣняя къ равенству (65) теорему 8, получимъ соотно­
шеніе (79).

3. Упрощенія при вычисленіи символа ііт Ід I & (ре?*) |.

р = со

Теоремами предыдущаго параграфа мы будемъ часто пользо­
ваться впослѣдствіи. Здѣсь же приложимъ ихъ къ упрощенію сим­
вола 9- (ре?*) при изысканіи предѣла (21). Предварительно пред­
ставимъ соотношеніе (21) въ нѣсколько иной формѣ. Пользуясь 
теоремой 2 предыдущаго параграфа, соотношеніе (21) изобразимъ
такъ:

| » (ре?*) | = ег?.
р = со

Въ виду соотношенія (23), а также и того, что 

ство (80) можемъ-, изобразить въ слѣдующей формѣ: 
р 1 со» (у—

| & (ре?*) | = / = е |ав| *

(80)

1
= —, равен-

р = со

(81)
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Мы займемся сперва упрощеніемъ символа В- (ре'?2) при изы­
скати предѣла (81).

Для этой цѣли обозпачіімъ черезъ ф (р) какую-либо положи­
тельную функцію р, безграинчно-возрастающѵю одновременно съ бѳз- 

Р конечнымъ возрастаніемъ р и при томъ такъ, что отношеніе 

при этомъ тоже безгранично растетъ.
Обозначимъ послѣ

р 
содержащееся въ , , .,

Ф (Р)

этого черезъ Д^ наибольшее цѣлое число,

. ѳ.:

д'=Е ш
т.

(82)

Далѣе, будемъ предполагать, что радіусъ круга сходимости 
ряда (1) равепъ единицѣ, т. е.:

и
Ііт У ! а„ I =1.
п = со

(83)

Такъ какъ къ этому случаю рядъ (1) приводится при помощи 
подстановки

г | гг, (84)

гдѣ г величина радіуса круга сходимости ряда (1), то допущеннымъ 
ограниченіемъ нисколько 
дованій.

не умаляется общность нашихъ изслѣ-

Теорема 1. Если
ночное, то

\р имѣетъ составъ (82), а р число ко-

7/оо
I V (ре'?2)" 
' п!

= оо Лр

Доказательство.

(85)

Пусть будетъ:

л
Д/.—1
V а" (Ре*'У' 

п!о
Отсюда находимъ:

Л
а» | р"
п!

(86)

(87)
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Въ виду условія (83), можемъ написать:

| а„ | < Л (1 4- е)«, (88)

гдѣ М опредѣленное большое положительное число, а е малое поло­
жительное число.

Имѣя въ виду неравенство (88), па основаніи соотношенія (87) 
находимъ:

Д^-1
(89)

о
Отношеніе п-|-1-го слагаемаго суммы (89) къ ея п—тому сла­

гаемому равно Это отношеніе, при измѣненіи п отъ О

До —1( остается все время больше 1. А потому члены разсма­
триваемой суммы все время растутъ при измѣненіи п отъ п = 0 до 

« = Д^—1; при чемъ наибольшій изъ нихъ есть

Значитъ, можемъ написать:

Л і < л д? + г)] Л'_1

(А/>—1)!

(Д,-1)!
Иа основаніи извѣстной формулы Стирлинга 

(Д,—])!> | 2к(Д?—1) ^-Ь“^ + 1,1-т), 

гдѣ 0<т<1, находимъ:

і Л ! <

(90)

(91)

(92)
(Д?_і)^-|

гдѣ Лг опредѣленное положительное число, удовлетворяющее условію: 

Лл. >
Г 2 к (

(92')

А такъ какъ
V

Ф (Я
10 имѣемъ:

Р
Ф(р)’

(93)

р
(94)

(/') ’
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(95)

Отсюда, послѣ надлежащихъ упрощеній, получаемъ:

1Я I л I < >, X, + ІВ /,(,+.) +

Значитъ, находимъ:

~ ^|Д|<0. (96)

р — со
Принимая во вниманіе теорему 2 предыдущаго параграфа, 

имѣемъ;
_ р

^"У\К\ <1- (97)
р — со

'Гакъ какъ е ? >1 при р конечномъ, а Д удовлетворяетъ 
условію (97), то на основаніи теоремы 5 предыдущаго параграфа 
заключаемъ о справедливости теоремы.

Примѣчаніе. Допустимъ теперь, что р = со и, слѣдовательно, 
р__________

Іѣ. У ! » (ре ’?і) | = 1. (98)
р = со

Въ виду результата (97), можемъ сдѣлать два допущенія: 
р_______ р_______

1:,п ]/ | Д і < 1 ИЛИ ІѢі ]/ | Д | = 1. 
р = СО р = СО

Если имѣетъ мѣсто первый случай, то, въ силу теоремы 5 § 2, 
равенство (98) не измѣнится, если въ символѣ (ре?‘) устранить 
сумму (86).

Остается, слѣдовательно, разсмотритъ случай, когда
/>_______

/<■'» у \ д | =і. 
р = СО

Назовемъ 11 (ре'*1) выраженіе, которое останется отъ (ре?’)> 
если въ этомъ послѣднемъ символѣ отбросить сумму (86). Примѣняя 
тогда къ разсматриваемому случаю теорему 9 § 2, получимъ:

р 
іі„і I | (ре1?*))-С 1.

р = оо
(99)
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Если лѣпая часть соотношенія (99) равна 1, то въ равенствѣ 
(98) символъ {> \ре'^} очевидно можно замѣнить 9- (ре?г). Значитъ, 
остается единственный случай, когда лѣвая часть соотношенія (99)

-----— 
меньше 1. Во всякомъ подобномъ случаѣ символъ / іт У | а- (ре'-?1) ■ 

р = ао 
мы условимся считать равнымъ единицѣ. При такомъ соглашеніи 
теорема 1 сохраняетъ силу, какъ при р конечномъ, такъ и при р = со.

Теорема 2. Если р число конечное, то

Д 
е ?

1}
= 1/

п !Р = СО ±р

(ЮО)

Доказательство.

Пусть будетъ

(Ю1)

Отсюда получаемъ:
СО

і«і < 2
Зр+1

Въ виду неравенства (88), имѣемъ:

(102)

[?(і+0У 
п! (ЮЗ)

п!

п!

Замѣтимъ, что здѣсь е
■если у? >• Р, гдѣ Р какъ-угодно большое положительное число. 

Пользуясь формулой Стирлинга

пі > У 2 л 2 е п (1—т„),

можно считать какъ-угодно малымъ,

(104)

1’Дѣ о < Тд < 1, можемъ написать:

п" (Ю5)
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при чемъ 2) опредѣленное положительное число, удовлетворяющее
условію:

<1И>
гдѣ г означаетъ наибольшее значеніе т„ при измѣненіи п отъ 
Зр -ф- 1 до со.

Далѣе, такъ какъ при достаточно маломъ е

то имѣемъ:
е (1 +6) Р < %р +

| Л71 < 2)
(1 е) ре~| 

. Зр-(- 1 ]
Зр+1

(108)

гдѣ В опредѣленное положительное число, обусловливаемое пера' 
венствомъ:

! _ е
Зр-|“1

Па основаніи неравенства (108) получаемъ:

і.
р ■= СО

(Ю9)

при достаточно маломъ е.

Принимая во вниманіе результатъ (109), па основаніи теоремы 
5-ой предыдущаго параграфа заключаемъ, что правая часть соотно- 

1 ОО
шѳнія (85) пе перестаетъ выражать е?, если изъ суммы У а"[г>1‘

■г* п' 
устранить выраженіе (101).

Теорема такимъ образомъ доказана.
Примѣчаніе. Принимая во вниманіе предыдущее примѣчаніе, 

а также результатъ (109), па основаніи теоремы 5 § 2 утверждаемъ, 
что теорема 2 допустима и при р = х.
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Теорема 3 Имѣемъ:
оо

1 =■ /р = Ійп — Ід у, н,,(ре?г)
Р п!

ДІ>Р — со

р = со

3 р ,
а., (ре^г)" 

Лл п!
Д?

(ПО)

Доказательство.

Соотношенія (ПО) получаются непосредственно изъ формулъ 
(85) и (100), а также въ виду того, что сказано въ предыдущихъ 
примѣчаніяхъ, на основаніи теоремы 1 § 2.

Какъ въ формулѣ (21), такъ и въ соотношеніяхъ (110), на мѣ­
сто «„ можно поставить а» 
функція р.

Тогда

е $р‘, гдѣ Ру, какая-либо вещественная

будемъ имѣть:

<9
а„р)''е(и? ^)4 

п!

зз: Ііт - Іа 
р

Р — <х>

оо
у
д>

Далѣе,

гдѣ р, и <р,
значенія:

= Ііт — Іа 
р 

р — со

полагая, что

суть модуль и

?>р

2 (111)

аргументъ а3, введемъ

(И2)

слѣдующія обо-

«,,р”е(п'і> сс)г
п!

р, р5 С08 (ір8 4- — р/,)
«1

(113)

о
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.ОО

= 2
д/>

со
^?= 2

Да
3|)

^=2
д?

’зрX’
Ра,? = 2

да

Значить, имѣемъ:

е~г^ Я (ре^) = Д і р.м-,

Рз р3 С08 (?5 4- 8? — ₽,)
15 !

Рз?’5 8ІП ('Ь4«?~ РД
6'!

р3р3 С08 (ср5 + 8<р —
8 !

8 !

авр3еЧг .
—у,— = гл? + г т

«з Р5 е'Ѵ , .
—7Р- — ” ,? -Г г

оо
е-^А V

ДА

Зр
е-#р у̂яЛ

Принимая во вниманіе первое изъ соотношеній 
формулу (111) изобразимъ такъ:

Ьв = ІТГп 1 Ід Г). 2 4 р. 2 1.

р = со

Такъ какъ далѣе

1,я [4

(114)

(И5)

(П6)

(116), первую

(И7)

(118)

2 у I А? 1 А?.І

то, въ виду равенства (117), имѣемъ:

I.. > ІіГп 1 Ід IX. |; 
? р * 1 А,<р "

Р =. СО '

? > Ііт Ід \ [X .
г р 1/1 /»,<р

р — со

(И9)
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Правыя части соотношеній (119) одновременно не могутъ быть 
меньше ?•->, такъ какъ въ противномъ случаѣ, въ силу теоремъ 4 и 8 
предыдущаго параграфа, равенство (117) не могло бы имѣть мѣсто.

А если такъ, то сохраняетъ силу по крайней мѣрѣ одно изъ
равенствъ:

==- 1'1П — 1-Я I X.Д . .
ѵ 1 м (120)

р = со
и

1<р = ііт - Ід |11 а (121)‘ р 1 ‘ Ріг
Р = оо

Но переходитъ въ р.^,? послѣ замѣны черезъ а

обращается въ если въ первомъ символѣ замѣнить черезъ

. Въ виду этого, всегда можно подобрать такъ, чтобы 

имѣло мѣсто равенство (120).

На тѣхъ же самыхъ основаніяхъ всегда можно выбрать подъ 
.условіемъ, чтобы сохраняло силу любое изъ двухъ соотношеній:

(122)

(123)

§ 4. Недостаточность вообще формулы (23) для опредѣленія 
особыхъ точекъ строки (1), лежащихъ на границѣ полигона Н. Слу­
чай, когда*эта формула достаточна для опредѣленія такихъ точекъ.

Функція Іу, какъ гласитъ первое изъ соотношеній (22), равна 

- , гдѣ р представляетъ разстояніе точки г = 0 до точки границы 

полигона К, имѣющей амплитудой ср.

Такъ какъ р мѣняется непрерывно при измѣненіи <р и въ пуль 
пѳ обращается, то и Іу непрерывна въ области о <1 <р 2т: измѣ­
ненія числа <р; при чомъ въ пуль она обращается лишь при такихъ 
значеніяхъ. <р, которыя представляютъ амплитуды безконечно-уда­
ленныхъ точекъ границы полигона К, если только эти послѣднія 
существуютъ па этой границѣ.
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(124)

Изъ формулы (23) находимъ:

гіп (ср—»к) ,,

“ТДП_ = _ ”
гдѣ символъ І'у означаетъ производную I* по <р.

Такъ какъ Ц =
1
Р’

то

йр
7ср (125)с(7 [х,

Р
гдѣ (х означаетъ величину угла наклоненія радіусъ-вектора р съ ка­
сательной къ границѣ многоугольника К Въ ея точкѣ Л/ (р, <р).

Очевидно, что р. и, слѣдовательно, — представляютъ опре­
дѣленныя числа, если разсматриваемое значеніе <р не совпадаетъ 
съ амплитудой какой-либо вершины полигона 7<; если же <р пред­
ставляетъ амплитуду какой-либо вершины многоугольника К, то р- 
и, слѣдовательно, — 1\ имѣютъ но два значенія: [х выражаетъ вели­
чину любого изъ двухъ угловъ, которые радіусъ-векторъ р обра­
зуетъ съ каждой изъ двухъ сторонъ многоугольника, сходящихся 
въ разсматриваемой его вершинѣ.

Если-бы было напередъ извѣстно аналитическое выраженіе для 
функціи Ц, годное для всѣхъ значеній <р, содержащихся въ грани­
цахъ о<?<2іг, и, значитъ, была бы извѣстна и функція Г<р для 
тѣхъ-же значеній ср, то всѣ особыя точки функціи /' (г) (1), лежащія 
на границѣ полигона К, нашлись бы съ помощью формулъ:

С08 (<р—&к) _ ? &ІП (<? — !>«) _ _ .

при чемъ сюда надо было-бы присоединить условіе 
въ томъ, что изыскать такое выраженіе для можно 
кихъ случаяхъ. Вообще же приходится вычислять значенія Ъ> при 
каждомъ значеніи ср, содержащемся въ границахъ

о С ср 2к. (127)

Въ виду этого соотвѣтствующія значенія 1\ должны быть вы­
числяемы независимо отъ значеній функціи /<?.

Путь вычисленія І'у при различныхъ значеніяхъ ср, заключен­
ныхъ въ границахъ (127), будотъ развитъ нами впослѣдствіи. Те­
перь же мы видоизмѣнимъ нѣсколько форму соотношеній (126), изъ 
которыхъ пока извѣстнымъ можно считать только первое.

бѣдаНо
лишь въ

I
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(128)

Условимся обозначать т-р функцію —('р, т. е.:

Иіср = — І'-г,.

Возвышая тогда обѣ части каждаго изъ равенствъ (126) въ ква­
дратъ и складывая почленно полученныя такимъ 
Шелія, будемъ имѣть:

образомъ соотно-

Отсюда находимъ:
1

У Іу2 -ф- ту

Въ виду результата (129), формулы (126) 
къ виду:

(129)

можно привести

У Іу1 -ф- иг-р2 ’
(130)

$ІП (ф — &„■) =

формулами (126),Въ такомъ видѣ мы будемъ 
когда будетъ изложенъ способъ

пользоваться
опредѣлять значенія функціи ?п- 

лри различныхъ значеніяхъ ?. Формулъ (129) и (130) будетъ вполнѣ 
Достаточно для разысканія особыхъ точекъ функціи / (г) (1), лежа­
щихъ на границѣ полигона К. Ио пока мы имѣемъ только одну 
формулу: (23). Содержа два неизвѣстныхъ: |ак| и &к, она вообще 
недостаточна для опредѣленія особыхъ точекъ строки (1), располо­
женныхъ на границѣ многоугольника Іі.

Однако существуетъ одинъ случаи, когда на основаніи этой 
формулы можно опредѣлить полигонъ К и, слѣдовательно, особыя 
точки функціи /' (г), расположенныя па его границѣ —, это случай, 
когда всѣ особыя точки функціи /’(г) лежатъ на какой-либо прямой, 
Проходящей черезъ точку г = 0.

На немъ мы сейчасъ и остановимся. При этомъ сдѣлаемъ 
предварительно одпо замѣчаніе. Такъ какъ при помощи подстановки

2 I 2$1,

гДѣ & вещественное число, всякую прямую, проходящую черезъ 
точку г = О, можно привести въ совпаденіе съ осью дѣйствитель­
ныхъ г, то мы ограничимся разсмотрѣніемъ этой послѣдней.
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Теорема 1. Допустимъ, что, кромѣ равенства (83), выпол­
няются условія:

Іг. — О, I — о. (131)
~2

Въ такомъ случаѣ всѣ особыя точки строки (1) расположены 
на отрѣзкѣ 1 -ф- оо дѣйствительной оси; при чемъ г = 1 служитъ 
ея особой точкой.

Доказательство.

Согласно второй изъ формулъ (22),. имѣемъ: р = 1 ; при чемъ
‘г Т7*

р означаетъ разстояніе точки г = О до точки границы полигона п, 
амплитуда которой есть ф.

Такъ какъ, при <р — г. и ф = =ь — о, то, при тѣхъ же

значеніяхъ ©, имѣемъ: р — сю. Значитъ, полигонъ Я разомкнутъ 
въ направленіи отрицательной части вещественной оси и имѣетъ 
своею стороною нѣкоторую прямую 1І (г) = а., гдѣ а опредѣленное 
положительное число, параллельную оси мнимыхъ г. Въ виду того, 
что прямая В (г) = а не встрѣчаютъ сторонъ полигона ІІ въ точ­
кахъ, отстоящихъ отъ точки г — 0 па конечныхъ разстояніяхъ, 
ясно, что полигонъ Я' въ разсматриваемомъ случаѣ представляетъ 
часть плоскости, расположенную налѣво отъ вышеозначенной 
прямой. Такой полигонъ возможенъ лишь при условіи, если всѣ 
особыя точки строки (1) расположены па отрѣзкѣ а оо веще­
ственной оси. Л такъ какъ радіусъ круга сходимости ряда (і), 
въ силу условія (83), равенъ единицѣ, то а = 1 и г — 1 предста­
вляетъ особую точку функціи /’ (г).

Такимъ образомъ теорема установлена.

Теорема 2. Пусть, при наличности равенства (83), выпол­
няются условія:

Іх = а; г = О. (132)
2

Въ такомъ случаѣ особыя точки строки (1) расположены на 

отрѣзкахъ — ? -— оо и 1 ф со оси вещественныхъ г; при чемъ

1
г — — служитъ ея особою точкой.
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Доказательство.

Прежде всего имѣемъ: I = 1 =0 и, слѣдовательно, 
Т Р

р = со. Отсюда слѣдуетъ, что полигонъ К имѣетъ своею стороною 
нѣкоторую прямую В (г) = 8, гдѣ 3 > 0, параллельную оси мни­
мыхъ г. Далѣе, такъ какъ другія стороны пе встрѣчаютъ этой пря­
мой въ точкахъ, отстоящихъ отъ г = 0 въ конечныхъ разстояніяхъ, 
то отсюда заключаемъ, что политопъ Л пли простирается въ безко­
нечность налѣво отъ прямой В (г) = 3, или же имѣетъ своею сто­
роною другую прямую В(г) = — Д, гдѣ Д > о, параллельную первой. 

Но = а. Значитъ, ось вещественныхъ г встрѣчаетъ границу

полигона К налѣво отъ точки г = 0 въ точкѣ г =----—. А если такъ,
а

то полигонъ Іі ограниченъ, кромѣ прямой В (г) = 3, еще прямой: 

В (г) = — Д, гдѣ Д = “-. Это же возможно лишь при условіи, 

что всѣ особыя точки строки (1) лежатъ на отрѣзкахъ — ? — со 

и 1 4^ со вещественной оси. Такъ какъ далѣе точки г = 8 и г = — 

прѳдставляютъ основанія перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ г — о 
на эти прямыя, то онѣ являются особыми точками строки (1).

Замѣтимъ, что а < 1; при чемъ, въ силу условія (83), если 
а = 1, то 3 > 1; если же а< 1, то 8 = 1.

Въ своей работѣ: „Изысканіе особыхъ точекъ функціи, опредѣ­
ляемой рядомъ Тэйлора", вами приведено множество примѣровъ па 
приложеніе теоремы 1. Здѣсь же мы ограничимся разсмотрѣніемъ 
Двухъ новыхъ случаевъ.

Примѣръ 1. Разсмотримъ строку Тэйлора:

/■ (г) = V е*?^, (133)

о
гдѣ функція <р(«) обладаетъ слѣдующими свойствами: 1) <р(а) поло­
жительна для а >,$; 2) съ безграничнымъ возрастаніемъ а, начиная 
съ а > 8, она послѣдовательно убываетъ до нуля, и, наконецъ, 
3) можно выбрать такое Д?, что

/ | (Дл) | о е •
р = сю
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Обнаружимъ, что всѣ особыя точки строки (133) расположены 
на отрѣзкѣ 1 сю дѣйствительной оси; причемъ г = 1 служитъ ея 
особой точкой.

Обозначимъ черезъ Лр выраженіе:

Пусть будетъ:

оо
У (134)

(135)

р — <х>

Предположимъ въ выраженіи (134) сперва = л. Будемъ имѣть:

СЮ (—I)8 Р8 СОЯ [<?(»] в! (136)

садрр(л)] можно представить въ формѣ:

СОЯ [<р (й) ] = 1— ІХШ. б\,
1 __ [<рО)|2 . рр(0 ]•' 

3. 4. 3. 4. 5. 6.

о < 35 < 1.

(137)

(137')

гдѣ '

и При 5 > X/,

Имѣя въ виду 
образомъ:

формулу (137), представимъ V слѣдующимъ

сю
(пРСР _ 1

«! 2

СЮ

X— (—і) V [ ? СО ]'~Ч
5 !

(138)

(139)

X (—і)74?Сч)І2^
5 !
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Принимая во вниманіе соотношеніе (97), гдѣ Д означаетъ 
сумму (86), можемъ написать:

< 1. (НО)

1- (141)

Далѣе, имѣемъ:
р_______

ІЕ» ,/ е _ = е _ 1
р = со

Въ силу результатовъ (140) и (141), теоремы 3 и 7 § 2, при­
ложенныя къ выраженію Ер (139), даютъ:

р_______
Іаа ]/| кр\ < п (142)
2) = со

Далѣе, на основаніи второго изъ соотношеній (139), находимъ:

при 8 Д?, то, значитъ, имѣемъ:

(143)

Такъ какъ о < 53 < 1

(144)

Отсюда, въ виду третьяго свойства функціи <?(«), находимъ:

/'”! |/ | Ер | < е 1 < 1. 
У = со

(145)

Послѣ этого примѣнимъ къ выраженію (138) теоремы 3 и 7 § 2. 
Къ силу результатовъ (142) и (145), получимъ:

р_______
Ііт I' Ьр~ | < 1.
р — СО

Имѣя въ виду теорему 1 § 2, находимъ:

&Г 0.
Пусть будетъ далѣе:

0^, = Ііт Ід ■‘ІУу.Г I ,

р = со

(146)

(147)

(148)
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гдѣ л// = сю
у

X
р8 ЗИІ [ ср (з) -Д- Зср |

з!

По

при

сюу (—I)5 ра 8ІП ] Ср (з) |

ЗН( I ср (з) ] = ср (.<?) I 1 —

— ср (я) Л5;

чемъ при з Ду>
о < <; 1.

А потому можемъ написать:
СЮ

I Л//| < ср (Д.) V <

2

ее <? (-4-

Отсюда находимъ:

Значитъ, на основаніи

_ Р
Ііт | | С 
р = ОО 

теоремы 1 §

1.

2
0.

имѣемъ:

Далѣе, имѣемъ:

(•р т /йя 1
р

І9
сю
X

8 !

Принимая во вниманіе результаты (147) и (155), 
теоремъ 4 и 8 § 2 заключаемъ, что

/ г- 1
р <9

Р = со

0.

По (п не можетъ быть числомъ отрицательнымъ.

(149)

(150)

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)

(156)

па основаніи

(157)

А потому

(158)
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Такимъ образомъ первое изъ условій (131) осуществляется 

Полагаемъ далѣе въ выраженіи (134): ср = =4= | . Будемъ имѣть:

7С

2

ОО сР5 СО8
— у_____Г 8!

ЛР

(159)

При § четномъ

СО8 [?(в) (160)

а при 8 нечетномъ
3-1

С08 [ 9 (8) =!= А2-] = =і= (----1) 2 8ІП [?(«)].

А потому выраженіе (159) можно переписать такъ:

(161)

При

При

гдѣ

При

СО о
^Ѵ(— 1)Ѵ 8ІП ['5 (28-)-1)1 , 
Т ------------------тз„ I ------------- • (162)

Ьр
2

V (—1/ Р2° С08 [ '5 (28) I

2

этомъ мы предполагаемъ, что \р число четное.

помощи формулы (137) выраженіе (162) изобразимъ такъ:

ър 7 = рр -|- рр,

(2-5)’ (2^+1)!

(163)

чемъ:

Р'р

Рр = Р'р + Р"р- (164)

Д/>

2

со
V

2

(28)!
(165)

со
Р'7 = 4 2

2

(—I)5 р2з + 1 7 (28'4-1) I
(2 8-1- 1)!

Займемся изысканіемъ
р____

верхнихъ предѣловъ | Р,

и У|Р/'| при р — со.



32

Но

Прежде всего имѣемъ:

Рр — СОЗ (р) —

Значитъ:

Л/’—1

V (-!)> 

Г (2«)!

Рр <І } соз (р) | + (^; •

р__________
Ііт У 1 СОЗ (р) = 1 ;
Р = со

о
р = со

(166)

(167)

(168)

Принимая во вниманіе теоремы 3 и 7 § 2, находимъ:
р_______

Ііт ]/ Р(,\ < 1. (169)
р = со

Далѣе, изъ второго изъ соотношеній (165) имѣемъ:

I г/ ! 1 V Р24' [ ? ( 2») 1 2

2

<
2

о

Р5 _ ер [ ср (Дл) ]3
8І 2

(170)

Отсюда получаемъ:

в 1 < 1. (171)

Обратимся теперь къ третьему

Имѣемъ:

изъ соотношеній (165).

сю
р " <- V
1 р I

2«4-1
Р

" (2*+1)!
2

(172)
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(173)

Имѣя въ виду формулу (151), можемъ написать:
00 2$+1

Л"І <?(А.+ 1) 2< т (^ + 1)

~~2
Отсюда получаемъ:

& і//р/і < і.
Р = со

(174)

Примѣнимъ теперь теоремы 3 и 7 § 2 къ выраженіямъ (163) 
и (164).

Въ силу результатовъ (169), (171) и (174) получимъ:
р 
1/1 =±=«

/•»» ' і Ър 21 <; і. (175)
р = оо

Значитъ:
=к 0.

~2
(176)

Полагая теперь ф — ±± въ выраженіи (149), будемъ имѣть:

,,±4 ~ У[? (®)±-*1
- - 2---------- ;----------------

\ «!
(177)

Если § четное, то

81П [ Ф (8) ± = (—1) 2 82П [?(8)1;

если же 8 число нечетное, то

8ІП [ 'р (8) ± ^1 = ± (—1) 2 СО8 [<?(«)]•

А потому имѣемъ:

V ѵ (—1)5 Р25 8іп [ <р (2-8) ] ±
л1р — 2,----------------- /-о г----------

(17Ѳ)

(179)

.. сю

-V
2

при чемъ и здѣсь число Д^, предполагается четнымъ

(180)
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Поступая съ этимъ выраженіемъ такъ же, какъ мы дѣлали

придемъ къ выводу:

Р = СЮ

Значитъ:

(181)

(182)
2

Принимая во вниманіе результаты (176) и (182), па основаніи 
теоремъ 4 и 8 § 2 заключаемъ, что

(183)

А такъ какъ п
~2

то, слѣдовательно,

не можетъ быть числомъ отрицательнымъ,

(184)

Такимъ образомъ выполняется и второе изъ условій (131).

Въ силу теоремы 1 утверждаемъ, что особыя точки строки (133) 
лежатъ на отрѣзкѣ 1 -ф- оо вещественной оси. А такъ какъ

то въ числѣ особыхъ точекъ этой функціи содержится и г — 1.

Строка (133) заключаетъ въ себѣ неограниченное число часъ- 

пыхъ случаевъ. Такъ, напр., можно положить: («) = е , гдѣ
—е$ т какое - либо опредѣленное число, большее 1, («) = е ,

у («) = е , гдѣ (і опредѣленное какое-либо число, большее 1,
и т. д. .

Примѣръ 3. Допустимъ, что коэффиціентъ 
имѣетъ такое выраженіе:

а„ строки

(185)
о

сю

(1)
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при чемъ 5 (д) означаетъ положительную функцію д, которая для 
д > С) удовлетворяетъ условію:

3 (д) > Ч (186)

гдѣ т] какое-угодно опредѣленное положительное число, а

8(з)___
Ііт ]/ • \ \ — 0. (187)
д — оо

Представимъ а„ предварительно въ формѣ опредѣленнаго интег­
рала одного типа.

Назовемъ, согласно Погхаммеру, Г(в-|-1) интегралъ НапкеГя:

— Г(°) « 3
. Г (.$ -ф- 1) = I е и Ни. (188)

• — со

Здѣсь путь интеграціи — со (о) представляетъ петлю, начало 
п копецъ которой совпадаетъ съ точкой — оо и которая огибаетъ 
точку о въ положительномъ направленіи.

Между функціями Г (— з) и Г (а —|- 1) существуетъ извѣстное 
соотношеніе:

г<-^ = г(!ті)- (189)

Послѣ этого разсмотримъ интегралъ: 

гдѣ
-8(?) -8(?) Іди

и — е

йи, (190)

(191)

при чемъ предполагаемъ, что при отрицательномъ и = — ѵ

Ід и = Ід (—ѵ) — т -ф- Ідѵ, (192)

гдѣ Ідѵ имѣетъ ардомѳтическое зпачѳніе.

Полагая въ интегралѣ (190):

ѵ
пи = ѵ; и = (193)
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получимъ:

.7 =
',(0) е" гіѵ =

сю

8 (?) п / г \— П Г ( — 5(?) ) =
(194)

Отсюда, въ виду соотношенія (190), выводимъ:

?і8(?)
(195)

Перемѣнимъ въ интегралѣ (195) и на —и. Получимъ:

_ е-^(^ г(°)
Г[3(?)~Ь1] 2о 3

—ии 
е

— 5 (?) — 1 7 
и сіи.

СО
(196)

Преобразуемъ интегралъ (196) при помощи подстановки:

, 1е = х'. и =: Ід —.
у х

(197)

Будемъ имѣть:
п3(?) _ е—^(?)*

ГР(2)-|~1] 2лг I» * '(й)
—3(?)-1

<іх. (198)

Здѣсь путь интеграціи о (1) можно считать состоящимъ изъ 
слѣдующихъ частей: прямолинейнаго отрѣзка ог, гдѣ г положитель­
ное число, произвольно-близкое къ 1, но меньшее 1, окружности 
г (1) произвольно-малаго радіуса § съ центромъ въ точкѣ 1 и, нако­
нецъ, отрѣзка го.

Замѣтимъ, что I)I—* (?) — 1
| берется подъ условіемъ, что при

х = г это выраженіе имѣетъ положителыюо значеніе:

При помощи формулы (198) выраженіе (185) представится такъ:

«„ ==
СЮ л

2тЛ 3
о

<•(0
( х- 

О
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Назовемъ выраженіе:

Наибольшее значеніе | х | на пути интеграціи о (1) есть 1 о, 
гдѣ 8 означаетъ величину радіуса окружности г (1) и есть число 
произвольно-малое. Допустимъ далѣе, что наименьшее значеніе | Ідх 
на томъ же пути интеграціи есть ₽. Тогда, называя а длину пути 
о (1), можемъ написать:

/. | 1 оо

і < 21 м ₽_8(”- (202)
Въ сплу условія (187), можемъ написать:

(203)

гдѣ положительное число е, съ безграничнымъ возрастаніемъ N1 
можно считать сколь-угодно малымъ.

Значитъ:

(204)

Замѣтимъ, что, при данномъ положеніи пути интеграціи о (1) 
въ интегралахъ (200), число ₽ представляетъ нѣкоторую опредѣлен­
ную величину. Что же касается до е, то, съ возрастаніемъ IV, какъ 
мы уже говорили, его можно считать какъ-угодно малымъ.

А потому отношеніе можно считать сколь-угодно малой по­

ложительной величиной, предполагая, что N произвольно-большое 
положительное число.

Пусть
4 = «, (205)

гдѣ а, въ зависимости отъ Лт, можно считать какъ-угодно большимъ.
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Тогда неравенство (204) перепишется такъ:
/1 I —1 со

у (206)
р

Л+1

Имѣя въ виду неравенство (186), па основаніи соотношенія 
(206) находимъ:

₽

со ,
у е—^9^99

ЛЧ-1

(207)

Такъ
великъ, то

какъ ирп произвольно-большомъ а и
можемъ положить:

произвольно

(208)

Тогда неравенство (207) изобразится такъ:

V
Л'+1

1
^1+Т’ (209)

Сличая между собою площади,
со т

выражаемыя суммой V ~Г+С
лч-1

Г'и опредѣленнымъ интеграломъ |
V -

>СО

Лг4-1
легк0 усматриваемъ, что

Значитъ:

со
V
ЛЧ-1

1 _ + г _4_
Лач-і <?1+?

1—1----------- 1-------------------
(лѵ+1)'+’ : (2ѵ +1/

(210)

Г_ 1__+__ 1__
[(1Ѵ-Н)'К ГС(У+1)І

Отсюда заключаемъ: /»« | Ру і = о и, слѣдовательно,
7Ѵ = со

Ііт Ру = 0.
Л' = сю

(211)
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Послѣ этого выраженіе (199) представимъ въ формѣ:

Заставимъ число N въ соотношеніи (213) безгранично расти.

Въ силу результата (212), въ предѣлѣ тогда получимъ:

гдѣ

К (ж) йж, (214)

(215)

Вмѣсто строки (1), гдѣ а„ имѣетъ составъ (185), разсмотримъ 
строку:

2 «»+і < <216)
о

которая выражается черезъ строку (1) такъ:

со со

2 «»+і ■г,и = - 2а" г”—а« • (21?)
О *- 0 -*

Отсюда яспо, что строки (1) и (216) содержатъ однѣ и тѣ же 
особыя точки.

Составимъ теперь выраженіе:

(218)

Пользуясь выраженіемъ (214) для а,„ изобразимъ соотношеніе 
(218) въ формѣ:

_ х рп е”'' Г(,) х" ІІ (») (ІХ (219)
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Пусть будетъ:

00 я” еи<Р* ЛО
л/^ = 2 г Iх"к мЛх- (22°) лц.1 П' ',о

Тогда соотношеніе (219) можемъ представить слѣдующимъ 
образомъ:

N т” онЧ>і /40

(221)

= I' ’ К(х) йх 2 + Мк.Л о п!

На основаніи соотношенія (220) находимъ:

I I < 2 ~^Т / I х I" I (ж) Н \ • (222)
Л'4-1 П' ‘О

Такъ какъ наибольшее значеніе | ж | на пути интеграціи О (1) 
есть 1-4-3, то

1 I < 2 ’~~т~ Г } I Я <ж) I Ах- (223) 

л'4-1 ■ ’ О

Назовемъ М наибольшее значеніе функціи Я (ж) . на пути 
интеграціи О (I), а 8 длину этого пути. Число Л/, какъ непосред­
ственно усматривается изъ выраженія (215), конечное.

Тогда получимъ:

ЛЛѵ | < Л/ 8 2
ЛЧ-1

[р (1 -Н5)Г
п!

= Мз |\*(1 + 8) у [р(і + 8)Г 
п!

о
(224)

Отсюда заключаемъ, что /<« | ЛЛѵ | = 0 и, слѣдовательно, 
А = оо

/іт Л/,Ѵ == 0.
N = оо

(225)
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Заставимъ теперь въ соотношеніи (221) число У расти безгра­
нично. Въ силу результата (225), въ предѣлѣ тогда получимъ:

= Г е*Р' К(х)с1х. (226)
</ о

Интегралъ (226) можно изобразить въ видѣ суммы двухъ 
пптеграловъ:

4 =.)а Р (х) е^йх + Г хре^
1 е К (х) йх,
'Г(1)

(227)

Гдѣ
Р (х) = К (х) — ^(х); (227')

при чемъ Л) (х) означаетъ К (х) послѣ обхода перемѣннымъ х точки 
х = 1 въ положительномъ направленіи.

Полагаемъ теперь въ выраженіи (227): <р = іг. Будемъ имѣть:

Р* = і Р (х) е Хрйх 4- / е Р К (х) Лх. (228) 
р .'о ./г(і)

Полагаемъ во второмъ изъ интеграловъ (228):

х = 1 4- зА (229)

Будемъ имѣть:

& = Г Е(х)е Р <1х-\-і8е Р I К(1-(-§е ) е (230)
Р .'в

Отсюда находимъ:

IЬ" | < Г17П(х) I сіх + 8е~Р Г* I К (1 + Зе^*) | е“і’®со^йф. (231)
Р ^0 і/О

Назовемъ Т8 наибольшее значеніе | /Г( 1 —|— Зе'^г) которое оно

Принимаетъ при измѣненіи ф отъ о до 2л. Тогда можемъ написать:

| Ь* | < | Р(х) | Йх4-2к8 Т8 е-РО-О < А> (232)

ГДк А при данномъ 3 опредѣленное число.

Отсюда слѣдуетъ:
$--------

Г | | < 1.
1 р

р = со
(233)
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Значитъ:
к = | \ < о. (234)

2? — оо

Но Іп не можетъ быть числомъ отрицательнымъ.

А потому 
= О. (235)

Пусть будетъ теперь въ выраженіи (227): ср == ± Л.

Будемъ имѣть:

Ь, V = Г А1 (ж) е~~гхр сіх I е—іхР % (ж) г]х. (236) 
.'о ѵ'Г(І)

Преобразуя второй изъ интеграловъ (236) при помощп подста­
новки (229), выраженію (236) дадимъ слѣдующій видъ:

Ър ~г = I В (х) е~1хр Лх

+ і 5 е~ір Г2К К (1 + 6 е*) е±і8ре^^. (237)
</0

Отсюда находимъ:

і|< Г | А»| + 3 Г?* Л,(1 + ге-')іет37’8І”'^ф
г У о

< В (х) I Лх 4- 8еір I 2п I Іі (14- 5еф5 I йф. 
*/0

< е®? В, 

гдѣ В опредѣленное число при данномъ 5.

Отсюда имѣемъ:

* =*= 4 ~ у I т I <

Р = со

(238)

(239)

гдѣ 3 произвольно-малое положительное число.

Такъ какъ число /± к отрицательнымъ быть не можетъ, то 
2

па основаніи результата (239) заключаемъ, что

(± п = 0. (240)
2
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Такимъ образомъ осуществляется и второе изъ условій (131).

Въ виду теоремы 1, утверждаемъ, что всѣ особыя точки 
строки (1), гдѣ коэффиціентъ ап имѣетъ составъ (185), лежатъ 
на отрѣзкѣ 1 оо дѣйствительной оси.

Давая функціямъ и § (з) въ выраженіи (185) различныя 
формы, при которыхъ выполняются условія (186) и (187), получимъ 
неограниченное число выраженій для коэффиціентовъ строки (1), 
особыя точки которой расположены па отрѣзкѣ 1 оо дѣйствитель­
ной оси.

Пусть, папр., 8 (з) = <[. Тогда получимъ:

гдѣ
ч_______

Ііт ф | | = О,

3 = 00

(241)

(242)

выраженіе, представляющее цѣлую функцію, видимый порядокъ ко­
торой мѳпыпе 1.

Далѣе, возьмемъ функцію:

ОО

о

(243)

гдѣ о < ц < 1. а А какое-либо опредѣленное число.

Число д! можно представить такъ:

= Г (Е (р-з) + 1) (Е (р-з) -ф-1)........й—1) з, (244)

гдѣ Е (р-з) означаетъ наибольшее цѣлое число, заключенное въ р.3.

Тогда соотношеніе (243) изобразится такъ:

Г (Е ([із) +■!) ’ (245)

гдѣ
__ У
[Е(р.з)-|- 1 ].... (3—1) 3

(245')
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Удостовѣримся теперь, что выполняется условіе (187). Имѣемъ:

ІЛ , _ | Д Г (Е (М) + 1) | Д |» Г (р/2 + 1)
1 Г (а+1) Г С/ + 1)

Въ силу извѣстной формулы Стирлинга

Г ($ + 1) = У 2 о 8* (1 + 38),

гдѣ 8 большое положительное число, а

Ііт = О,

8 = СО

можемъ написать:
Д|? е^1-^ (м)М+|

гдѣ
Ііт о.
д = сю

(1 + а,),

Неравенство (248) можно изобразить такъ:

| <с (1 —е , 
гдѣ

гч = (і—р+^—р-^р —^|Д| —-~^ + р.—і

п для д > представляетъ величину положительную.

А если такъ, то
М_____

Ііт )' . ! — 0.
2 = со

(246)

(247)

(247')

(248)

(248')

(249)

(250)

(251)

ГЛАВА II.

Основныя теоремы и Формулы.

§ 1. Основныя равенства и неравенства, рѣшающія вопросъ, 
будетъ ли разсматриваемая точка окружности нруга сходимости строки 
Тэйлора особой или нѣтъ.

Цѣль дальнѣйшихъ нашихъ изслѣдованій состоитъ въ изыскаій" 
способа вычислять значенія функціи (128) главы I ири различ­
ныхъ значеніяхъ <р, содержащихся въ границахъ о < 2г.
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Этотъ способъ основывается на нѣкоторыхъ теоремахъ, выво­
домъ которыхъ мы н займемся въ настоящей главѣ.

Будемъ предполагать, что радіусъ круга сходимости ряда

оо
/' (г) — 2 а,‘г"

о
равенъ 1, т. ѳ.,

/<>» ]/ | ап | = 1 ■ (2)
п =± оо

Теорема 1. Пусть выполняется равенство:

Ѵ= 1, (3)
гдѣ

к = у- = Ібі, 19 1 & (Ре<?і) I • (4)
' _Р Р

р = оо

Въ такомъ случаѣ е^1 служитъ особой точкой строки (1) или 
Представляетъ предѣльное положеніе ея особыхъ точекъ.

Если же
\ < 1, (5)

'«о е?г не есть особая точка ряда (1) и не представляетъ предѣль­
наго положенія его особыхъ точекъ.

Обратно: если е?г есть особая точка строки (1) или служитъ 
предѣльнымъ положеніемъ ея особыхъ точекъ, то выполняется условіе 
(з); если же е^1 не служитъ особой точкой ряда (1) и не пред­
ставляетъ предѣльнаго положенія его особыхъ точекъ, то имѣетъ 
мѣсто условіе (5).

Доказательство.
і

Изъ построенія полигона К ясно, что его стороны касаются 
окружности \г\ = 1 круга сходимости ряда (1) въ его особыхъ точ­
кахъ, расположенныхъ на этой окружности, или же въ точкахъ, ле­
жащихъ на этой окружности и представляющихъ предѣльныя поло­
женія его особыхъ точекъ.

Пусть Т — 1. Въ такомъ случаѣ разстояніе р = — отъ г = О

До точки М (р, гр) границы полигона К равпо 1. Значитъ, е^г слу­
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житъ точкой прикосновенія стороны полигона К съ окружностью 
| г | = 1. А потому точка ё^, являясь основаніемъ перпендикуляра, 
опущеннаго изъ г = 0 на границу многоугольника К, служитъ особой 
точкой ряда (1) или же предѣльнымъ положеніемъ его особыхъ 
точекъ.

Пусть теперь будетъ: А — — < 1. Значитъ, р > 1, т. е., 
■ Р

разстояніе точки г = 0 до точки границы полигона Іі, амплитуда 
которой больше 1.

А если такъ, то точка ё^ лежитъ впутри полигона И и, слѣдо­
вательно, не можетъ быть ни особой, ни предѣльнымъ положеніемъ 
особыхъ точекъ строки (1).

Обратно: пусть ё^ будетъ особой точкой строки (1) пли пре­
дѣльнымъ положеніемъ ея особыхъ точекъ Тогда разстояніе точки 
г = 0 до точки е?г, лежащей па границѣ полигона Я, равно 1. Зна­

читъ, р = -у = 1 и, слѣдовательно, П = 1.

Если же ё?г не есть особая точка ряда (1) и не представляетъ 
предѣльпаго положенія его особыхъ точекъ, то разстояніе точки 
г = 0 до точки границы полигона Д амплитуда которой есть 

больше 1. Значитъ, р = -у- > 1 и, слѣдовательно, < 1.

Такимъ образомъ теорема установлена.

Принимая во вниманіе теорему 2 § 2 главы 1, соотношенія 
(3) и (5) моліемъ изобразить соотвѣтственно такъ:

р__________
/ыі У | | = е (6)
р = сю

и
р__________

Ііт У й(ре'И) | < е. (7)
р = со

Обратпо, въ силу теоремы 1 § 2 главы 1, соотношенія (3) и (5) 
являются слѣдствіемъ соотношеній (6) и (7).

А потому теорему 1 можно формулировать еще ипаче. Отмѣ­
тимъ ее тогда, какъ теорему 2.

Теорема 2. Пусть выполняется условіе (6). Въ так<В'ъ 
случаѣ ё?1 есть особая точка строки (1) или предѣльное положена 
ея особыхъ точекъ.
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Если же сохраняетъ силу равенство (7), то ё?1 не есть особая 
точка строки (1) и не представляетъ предѣльнаго положенія ея осо­
быхъ точекъ.

Обратно: если ё^1 есть особая точка ряда (1) или служитъ 
'Предѣльнымъ положеніемъ его особыхъ точекъ, то выполняется усло­
віе (6); если же ё?г не есть особая точка ряда (1) и не является 
'Предѣльнымъ положеніемъ его особыхъ точекъ, то имѣетъ мѣсто 
условіе (7).

Значитъ, равенство (6) есть необходимое и достаточное условіе 
того, что г — ё^1 служитъ особой точкой строки (1) или предѣль­
нымъ положеніемъ ея особыхъ точекъ.

р______________
Такъ какъ Аъі У д-(ре^г) | не можетъ быть больше е, то то же 

р — со

самое можно выразить .слѣдующимъ образомъ:

Пусть существуетъ такой безконечный рядъ безгранично-возра- 
стающихъ значеній р: рѵ р2, р3, .,., что, каково бы ни было малое 
положительное число е, всегда можно подобрать такое положительное 
число П, что при п > N

Рп______________

У | О- (р„ё?1) I > е1_в. (8)

Въ такомъ случаѣ ё?г служитъ особой точкой ряда (1) или 
предѣльнымъ положеніемъ его особыхъ точекъ.

Обратно: Пусть е'і4 будетъ особой точкой ряда (1) или пре­
дѣльнымъ положеніемъ его особыхъ точекъ. Въ такомъ случаѣ суще­
ствуетъ такой безконечный рядъ безгранично-возрастающихъ значе­
ній р: р1г р2, р3, ..., р„, ..., что, каково бы ни было малое положи­
тельное число е, всегда можно подобрать такое положительное И, 
что при п > N сохраняетъ силу условія (8).

Примѣръ. Для поясненія предыдущаго, разсмотримъ примѣрь, 
который уже трактовался Найашагй’омъ. *)

Пусть будетъ-
а» = у„ егЧ (9)

’) На/Іатагд: „Еззаі 010.“, р. 111 еі впіѵ..
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гдѣ дп число положительное и вещественное; при чемъ

а для большихъ « и а

н
Іі,п у/ — 1,
П = ОС

(Ю)

(И)

Такъ какъ символъ, стоящій въ лѣвой части соотношенія (10), 
представляетъ обыкновенный предѣлъ, то, какой бы малости поло­
жительное число е ни было, всегда можно подобрать такое положи* 
тельное число 2Ѵ, что при п > N

(1—8) < ?>><( 14~г)” • (12)

Обозначимъ далѣе черезъ (р) выраженіе:

СО

(Р) = 2 р”, (13)

гдѣ > N.

Въ виду теоремы 1 § 3 главы 1, имѣемъ:

гдѣ положено:

/І-&СР) і = Лмж 

р = со р = со
(14)

(14')

Далѣе, находимъ:

С?) I2 = д\р
I р^1 

Ѵ-Н\(Д?+і)!

^•4^+1)!

/ °°
> СОо ф I 2

' А,

[(1—е) ?]»1- 
п!
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Значитъ, имѣемъ:
р________ р________

Ііт У | і} (р) , = Ііт у I (р) і Р>
Р — СО р = <20

р = ОО

Согласно формулѣ (85) главы 1, можемъ написать:

& ^2 = I- ]/у щ=і)ы_- = ?-. (И)
п! п\

о
р = со р = оо

Итакъ:
р__________

Ііт у ,} (р) і > е , (18)
р = оо

какой-бы малости положительное число = пи было.

На основаніи результата (18) заключаемъ: существуетъ такой 
безконечный рядъ безграннчно-возрастающихъ значеній р: р1г р2г 
р3, ...что, каково-бы ни было малое положительное число 
всегда можно подобрать такое положительное число 2Ѵ, что при п > N

Рп__________
У I » (Рп) | (19)

А если такъ, то г = 1 есть особая точка строки (1) при со­
ставѣ (9) ея коэффиціента а„ или же представляетъ предѣльное по­
ложеніе ея особыхъ точекъ.

§ 2. Обобщеніе результатовъ предыдущаго параграфа.

Въ предыдущемъ амплитуду точки М границы полигона К 
мы считали постоянной и разсматриваемая точка е'И, при измѣненіи 
р, оставалась неподвижной. Предположимъ теперь, что <р = и 
представляетъ вещественную функцію р\ при чемъ

Ііт =
Р = оо

4
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Лемма 1. Пусть будетъ 1>т = ср0. Въ такомъ случаѣ
имѣемъ: р == со

, р________ г-
V | & ( рё^г) | — Ііт У'\\} (ре$о1)(21)

Р — СО р = со
Доказательство.

Будемъ исходить изъ предположенія, что
р_____

ДъТ У | Р (рёЛ1) I = е“, (22)
р = СО

пли:
Рп________ .

Ііт ■ Р (ри | = е“. (23)
п = со

Значитъ, выраженіе /' $ (р„ е^я ) | стремится къ своему пре­

дѣлу е“ по мѣрѣ того, какъ п стремится къ безконечности, прини­
мая послѣдовательно значенія: 1, 2, 3, 4,........ Намъ пока пе из­

вѣстно, стремится ли при этомъ ' | Р (р„ е^,,г) і къ опредѣленному 

числу или нѣтъ. Допустимъ, что есть верхній предѣлъ этого 
выраженія при и = со.

Пусть будетъ при этомъ:

Ясно, что

Р«К______________
/гж і р (р„к е^“к ) ----

ІС = СО

Р"к______________

Ііт 1 і & е /’”к ) | ---- е“.

А" = СО

(24)

(25)

Напишемъ далѣе очевидное соотношеніе:

(26)
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1/ срог
Здѣсь подъ / і>(р„ке' ) разумѣемъ какое-либо значеніе этого

1/ г
символа, а г & (р„к ”к ) есть результатъ подстановки въ первомъ 
символѣ па мѣсто <р0 числа , безконечно-близкаго къ нему.

Далѣе, будемъ пользоваться извѣстной формулой:

(27)/ (ж) = /■ (о) + х я: /■' («&),
гдѣ

| А | <1 (28)
и о < ■» < і; (29)

при чемъ х число вещественное.

Находимъ:

Мк = Г й (р„к е?і’«к') — 1 й (р„к е'0} =

(30)

“’-чД
? = ?О +

гдѣ — <р0, а X и О- суть числа, удовлетворяющія усло­

віямъ (28) и (29).

Легко видѣть, что

л Р"К______________

г = О (31)

(То + йЗл )■ 
е кг

Здѣсь с означаетъ замкнутый малаго размѣра контуръ, содер­
жащій внутри себя точку 2' = О; при чемъ пнтѳгривапіе по немъ 
выполняется въ положительномъ направленіи (т. е., противъ дви­
женія часовой стрѣлки). Значитъ, имѣемъ:
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гдѣ

гдѣ

гдѣ

гдѣ

«ИмАчХ ММ^+'-’Ч]

Полагаемъ въ интегралѣ (32):

г = р е'^,

р малое положительное число.

Будемъ имѣть:

р

________

Оч (е )' 'г'Л‘1
э е е і

(32)

(32')

(33)

(34)

Отсюда получаемъ:

К 
I I < V

Р.і =

Имѣемъ:

________

V р.} (35)

(36)

(%+^„ )' ’Н е к_р р е I5

(37)

Въ виду неравенства (88) главы 1, находимъ:

[(і+ютчЪ, ,
----------- у,----------- (14-р)5 = іѴе (38)

е' = г + Р + ЕР- (38')

Л

Я
К

&г

2 и

(1^ .

А потому

/‘2к _____________
ІМе(1+е,)\ <Ц 

•'О
(39)
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при челъ
/<»< /8К — 0. (39Д
4 = СО

Въ силу результата (39), на основаніи неравенства (26) имѣемъ:

Ьк < 8К. (40)

Отсюда находимъ:
/>т Ьк — 0,
к = со

т. ѳ.,
Рп_____________ р-к_____

Іоп У | й (^ е^‘к) I = У | й (р„к е^) ! . (41)

к = со к — со

Допустимъ теперь, что безконечный рядъ значеній р„: рЯі, р„г,

Уи»» • ... приводитъ выраженіе ]/ й е?о^ | къ его нижнему пре
дѣлу при п — <х>. Тогда, какъ очевидно, и въ этомъ случаѣ сохра
няютъ силу формулы 26—41. .А. если такъ, то

Р„ Ри
Ііт У | й (р„ е?А,) | = /іт ІУ й(ряе'р°г) | , (42)
П ~ со 71 = СО

или:
Р

1п7г У ■ й (р е^Р) | = /іт У &(р„е^') . (43)
Р = СО П = со

Пусть будетъ:

Р__________
Ііт У I & (р е^о') I = е\ (44)
р = со

Принимая во вниманіе равенства (22) и (44), на основаніи 
соотношенія (43) заключаемъ, что

е“ < ет. (45)

Будемъ теперь исходить изъ равенства (44). Ради простоты
Р__________

разсужденій, предположимъ, что выраженіе У| й (р еѴ°‘) | стремится 

къ своему продѣлу ет, если р безгранично растетъ, принимая по-
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слѣдовательно тотъ же самый рядъ значеній: р13 ра, р3, .о кото­
ромъ говорилось выше.

Р„_____________
Допустимъ также, что выраженіе |/| ■& (ри Лй) | стремится 

къ своему верхнему предѣлу при п = со, если п послѣдовательно 
принимаетъ безконечный рядъ безгранично-возрастающихъ значеній: 

п2, п3,........ Тогда остаются въ силѣ формулы 26—40.

Значитъ, можемъ написать:

___________
/<»> & (р„к е'?0‘) і = I"» // | • (46)

к = со к = со

Къ тому же результату очевидно придемъ, если предположимъ,
что безконечный рядъ значеніи р„: рНі, р„а, р„з, .. .. приводитъ

Рп
выраженіе Т|д(рие^й) къ его нижнему предѣлу при П = со.

А если такъ, то имѣемъ:
Р„ Р„

іі>п У' й (ри е^°г) | — Ііт ]/1 Д (р„ 1 ,
П = со П = оо

или:
Р Рп

1:,п [/' & (р е?°г) і = Ііт /1 І} (р„ в^и) | . (47)
р = со П = со

Имѣя въ виду соотношенія (22) и (44), на основаніи резуль­
тата (47) находимъ:

е' .< е“. (48)
Сопоставляя между собою соотношенія (45) и (48), приходимъ 

къ выводу:

т. ѳ., получимъ равенство (21).

Такимъ образомъ лемма установлена.
Р________

Слѣдствіе. Символъ / і д (р е^) |, гдѣ 1>т = удо-
р = СО р = со

влетворяетъ условію:
Р________

Ііт /|| {> (р е^') | << е.

р = со
(49)
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Выводъ.

Въ разсматриваемомъ случаѣ, въ силу леммы 1, символы 
Р _ _______ ... Р ,__

ііт У' & (р егР ) | И ііт Я (р е-0') I равны. А такъ какъ второй изъ 
р = оо р = оо
нихъ, какъ извѣстно изъ § 1 настоящей главы, не превосходитъ е, 
то, слѣдовательно, первый символъ удовлетворяетъ условію (49).

Теорема 1. Пусто будетъ <р0 = /■»» уР.
р — оо

Если
Р________

Аъ. / [ й (р е^Р) | = е, (50)
р = ОО

то е^оі служитъ особой точкой строки (1) или предѣльнымъ поло­
женіемъ ея особыхъ точекъ.

Если же
Р__________

ІТб, У (р е^‘) | < е, (51)
р — оо

то е?Гіі не есть особая точка ряда (I) и не служитъ предѣльнымъ 
положеніемъ его особыхъ точекъ.

Доказательство.

Въ силу леммы 1, соотношенія (50) и (51) перепишутся слѣду­
ющимъ образомъ:

Р__________
/' | й (р е'?0’) | = е (52)

р = оо
и

Р
ІіИ. У | й (р 1 < е. (53)
Р = оо

Принимая теперь во вниманіе теорему 2 § 1 настоящей главы, 
утверждаемъ, что трактуемая теорема справедлива.

Въ предыдущемъ мы предполагали, что ’$Р стремится къ опре­
дѣленному числу срп, когда р какъ-угодно растетъ до безконечности 
(р цѣлое число). Но составъ функціи уР можетъ быть такой, что 
символъ /»» можетъ не имѣть опредѣленнаго значенія. Такова, 

р = оо
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напр., функція | соя р \ при у — сю. Въ подобныхъ случаяхъ осо­
бенное вниманіе надлежитъ обратить па нижній и верхній предѣлы 
Чр для разсматриваемаго безконечнаго ряда значеній р.

Лемма 2. Допустимъ, что
Р_________ __ і’»____

ііт У | & (р ) [ = ііт У^ &

р = со

Предположимъ, что и 
и верхній предѣлы. '?Рп при п = 

І'т Чр„к — ?о> 

й = оо

«₽! суть соотвѣтственно 
сю; при чемъ

Ііт <р/я(Ж) = <рР

к — сю

Въ такомъ случаѣ имѣемъ:
Р______________ __________________________
Уі& (р е^‘) | = Ііт ]/ | & (р„к в*И) I — 

р — сю к = сю

Доказательство.

вниманіе на безконечный рядъ

(54)

нижній

(55)

(56)

значеній р«:Обратимъ сперва
Р»1> Рп2У Рпзз.........

Ясно, ЧТО
Р ___________ ___________________________

1^ У |^(рИкеЧ/)|.

р = сю

Обозначимъ черезъ Вк выраженіе (26) и въ данномъ случаѣ. 
Тогда сохраняютъ силу формулы 26—40. А потому

Ііт Ък = О,

к = сю

■і»п

к — сю
(57)

ик

или:

(58)
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Такимъ образомъ первая изъ формулъ (56) установлена.

Перейдемъ теперь къ безконечному ряду значеній р„: р„', 
Тп", р„'", ...

Имѣемъ:

Р ___________ Рп(к±________________
//|&(^еѴ)|= Іі,п |/(59) 

р - со к = со

Обозначимъ черезъ Ъ'к выраженіе (26), гдѣ на мѣсто пк поста­
влено п(*\ Тогда будутъ имѣть мѣсто формулы 26—40 послѣ за­
мѣны пк черезъ я(к\ А если такъ, то

ііт И' к =■ 0
к = СО

и, слѣдовательно,

Р___________ Р„м _______
ІіГп /|9-(р Лг) I = Іпп ]/ | а(ри« е^к)і) I =
р = со к = со

(60)
Р„м____________

— Ііт У | і} (^„(к) е’р‘‘) | .
к = со

Зпачитъ, соотношенія (56) установлены.

Теорема 2. Допустимъ, что для безконечнаго ряда безгра- 
нично-возрастающихъ значеній р: рѵ р2, р3, .... выполняется условіе:

Р»____________ г_
Ііт У | 0- (р„ е^Р") і = е. (61)
Я — со

Пусть (р0 и «р1 будутъ соотвѣтственно нижній и верхній пре­
дѣлы ^рн при п = со. Въ такомъ случаѣ е^ь* и е'Р,г служатъ осо­
быми точками строки (1) или, предѣльными положеніями ея особыхъ 
точекъ.

Доказательство.

Предположимъ, что <р0 = Ііт и = I™ ’ірД>.

к = со к = со
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Тогда, принимая во вниманіе лемму 2, утверждаемъ, что

Рнк_____________ Рн№\______________
Ііт I і} (рнк ) = I і ”) I ==

ІС = ОО к = СО

или: (62)
р_______ 1 Р________ ~_

Ігб. ]' і&(р е?оі) | = У‘&(Р е?1')1 = е.
р — со р = со

На основаніи теоремы 2 § 1 настоящей главы заключаемъ 
о справедливости трактуемой теоремы.

§ 3. Замѣна въ результатахъ предыдущаго параграфа символа 
& (р еѴ) болѣе простымъ выраженіемъ.

Принимая во вниманіе теорему 2 § 3 главы 1, соотношенія (6) 
и (7) настоящей главы можемъ замѣнить соотвѣтственно слѣдующими:

Р ,________________
іы у

Р — со

Зр у «и р” е’"^‘ 
п!

= е (63)

и
р

Зр
117, / у рп е • 

п! < е (64)

р =

Значитъ: равенство (63) есть необходимое и достаточное усло­
віе того, что в'1 есть особая точка строки (1) или служитъ пре­
дѣльнымъ положеніемъ ея особыхъ точекъ; неравенство же (64) 
является необходимымъ и достаточнымъ условіемъ того, что е%1 не 
есть особая точка ряда (1) и не представляетъ предѣльнаго поло­
женія его особыхъ точекъ.

Замѣтимъ, что, при выводѣ формулъ (85) и (100) главы 1, 
число <р никакого значенія пѳ имѣло, такъ какъ принимались во 
вниманіе только абсолютныя значенія членовъ суммъ (86) и (101) 
тойжѳ главы. А потому, слѣдовательно, можемъ написать:
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что и въ формулѣ (85) главы 1.гдѣ имѣетъ тотъ же составъ,

Пусть будетъ далѣе /»» = <р0. Тогда, принимая во вниманіе
р = оо

лемму 1 предыдущаго параграфа и соотношенія (65), найдемъ:

5 !
(66)

Но
Р

(67)

А потому имѣемъ:

Принимая во вниманіе 
соотношеніе (68) и такъ:

р — оо

2 главы 1,теорему

іЗр „ в-л.і
X авр*е ‘Р

Ьр

(68)

изобразимъ

8.'
(69)

Пусть будетъ:

(70)
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Пользуясь этимъ символомъ, теорему 1 предыдущаго параграфа 
формулируемъ слѣдующимъ образомъ:

Теорема 1. Допустимъ, что 1™ = срп.
р = со

Если

ІоГі ]/ | &(р ё9Р) | = е, (71)
р — со

то е*°1 есть особая точка строки (1) или предѣльное положеніе і’Я 
особыхъ точекъ; если же

Р__________
Іт, У I е’^') ■ <; е, (72)
р = со

то е^°‘ не есть особая точка ряда (1) и не служитъ предѣльнымъ 
положеніемъ его особыхъ точекъ.

Точно также, замѣняя въ соотношеніи (61) символъ 0- (р„ е’?*’»') 

выраженіемъ 6- (р„ е^й) (70), теорему 2 предыдущаго параграфа фор­
мулируемъ такъ:

Теорема 2. Пусть будетъ:

РИ,___________ ___
Ііт У | Я (р„ е^й) | — е. (73)
П — со

Допустимъ, что % и ср1 суть соотвѣтственно нижній и верх­
ній предѣлы ^рп при п = со. Въ такомъ случаѣ ё^0> и е?'1 слу­

жатъ особыми точками строки (1) или предѣльными положеніями 
ея особыхъ точекъ.

Не нарушая соотношенія (73), символъ & (р„ е^АЙ) въ немъ мо­
жно замѣнить болѣе простымъ.

На изысканіи этого послѣдняго мы сейчасъ и остановимся.

Обозначимъ черезъ X нѣкоторую функцію р, удовлетворяющую 
слѣдующимъ условіямъ: 1) X для каждаго разсматриваемаго значенія 
р представляетъ правильную ариѳметическую дробь и, значитъ, под­
чиненную условію:

О < X < 1; (74)
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2) для разсматриваемыхъ значеній р число 

ѵ = Хр (75)

Цѣлое 1), и 3) /■»< X = а представляетъ опредѣленное число, не вы-
р = оо

ходящее изъ границъ: 0 < а < 1.

Таковы, напр., слѣдующія функціи:

>

Обозначимъ далѣе черезъ Ѳ (р в'С) выраженіе:

(Т

р—ѵ
(76)О (р ёД ) =

п!

Л е .и а 1. Символы.

Р______________
/о» / I 3- (р е^)

Р — ОО

одновременно или равны е, или же меньше е.

(77)и

Доказательство.

Обозначимъ черезъ К выраженіе:

«„ (р
[ п!

Принимая во вниманіе неравенство (88) главы 
написать:

(78)

1, можемъ

(79)

гдѣ положительное число е произвольно-мало, если значенія 
Извольно-велики.

р про-

3}-) Г / . | \ і
Пусть будетъ е<Х. Разсмотримъ тогда сумму У, — 

п-

') X можно считать какою-угодно функціей р, подчиненной условіямъ 
(74) и 3). Тогда ѵ = Е (Хр).
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Отношеніе . послѣдующаго слагаемаго этой суммы къ ему пред- 
р (і Ч~ ®) 1шествующему есть ——— и представляетъ величину, меньшую 1, 

такъ какъ при наименьшемъ значеніи п, а именно: при п=р-|_ѵЧ-1, 
р (1 в) 1Ч- ® г* ■;это отношеніе равно , ' =-------!г < 1. Значитъ, члены этой
А+ѵ+1 і + Х-4-1

суммы послѣдовательно убываютъ. А потому можемъ написать:

|Я| < зМр [ Р(1Ч-Ч 1 +ѵЧ-1 
(РЧ~ѴЧ"1)!

(80)

Въ виду неравенства для большихъ зпачѳпій р:
_____ і і А

(рЧ-'^Ч-1)-’ > 0—8) У 2 " (а + ѵЧ~ 1) р 1 2е р \ (81) 

гдѣ о < 5 < 1, находимъ:
[ер (1-(-е)]2' + ѵ+1 

О'! < ---------------------- , , з—>
(^ + ѵ + 1)Р+’'+г 

гдѣ М опредѣленное число, удовлетворяющее условію:

е (1 — 3) /2 т.

(82)

(83)

Отсюда выводимъ:

гдѣ а = І’т X.
р = со

р____
Ііт і А

р — СО

(84)

Обнаружимъ, что

ИЛИ
1

е (1 Ч~е) < ОЧ-0) •

(85)

(86)

Чтобы обнаружить справедливость неравенства (86), условимся 
считать а на время перемѣннымъ числомъ, значенія котораго содер­
жатся въ границахъ:

О < а < 1. (87)
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Обозначимъ черезъ Р выраженіе:

I

Р = (і_|_а) е1+о. (88)

Будемъ имѣть:
1 

ЙР   а Д-фо

йз 1-]-з

йР
Если з > 0, то > 0. А если такъ, то функція Р, цри 

возрастаніи а отъ 0 до 1, тоже растетъ; при чемъ ея наименьшее 
значеніе при з = О равно е. Значитъ, если постоянное число а 
содержится въ границахъ (87), то, въ виду произвольной малости 
числа е, можемъ считать осуществленными неравенство (86) и, слѣ­
довательно, соотношеніе (85).

Итакъ:
/.ъі < е. (90)
р = СО

_ р___________
Пусть будетъ символъ / Ф (р еѴ) равенъ е. Тогда, обо­

значая черезъ Ѳ (р с+) выраженіе:

(91)

на основаніи теоремы 5 § 2 главы 1 имѣемъ:

Р ________
У ' Ѳ (р е^') = е.

р = со
(92)

Пусть будетъ далѣе:
р—ѵ—1

(93)

Въ виду неравенства (88) главы 1, имѣемъ:

р— V —1
Ь|< У

I I Р" < м Ѵ~у 1 [ (1+0 Р ]” 

п! ' 11 ■ (94)
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п!
Р * 1 Г(1_|_г)«1» 

Отношеніе послѣдующаго члена суммы У ——1 . къ ему
А?

предшествующему равно д такъ какъ наименьшее значеніе

. (14-5) Рэтого отношенія, при измѣненіи п отъ л? до р—ѵ—1, есть ~—у^у 

и оно больше 1, то слагаемыя этоіі суммы послѣдовательно растутъ;
. [(14-е)1’]Г_Ѵ~1

при чемъ наибольшее изъ нихъ есть р, 
(Р~ѵ—1)!

А потому

можемъ написать:
у

(95)

Въ силу неравенства (81), гдѣ р-]_ѵ4~1 надо замѣнить черезъ 
р — у — 1, имѣемъ:

ер]Р------1-, (96)

(р-ѵ-О^-г

гдѣ ЛІ1 означаетъ нѣкоторое опредѣленное положительное число.

Отсюда находимъ:
р_____

/*>« | і А | (і4~е)°

[) = СЛЭ

Обнаружимъ, что

или:
і

(14-е) е < (І—о) е1—

(97)

(98)

(99)

Условимся и здѣсь о на время считать перемѣннымъ числомъ,, 
значенія котораго не выходятъ изъ границъ (87).

Обозначимъ черезъ (} выраженіе:
_1_

Ѳ = (1—о)е1~(100)
Будемъ имѣть:

0
ЙО 1—о
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Для всѣхъ значеній а, содержащихся въ границахъ (87), имѣ­

емъ: > 0. Слѣдовательно, съ возрастаніемъ а отъ 0 до 1, (]

все время растетъ; при чемъ наименьшее значеніе при а = О 
есть е. Значитъ, въ виду произвольной малости е, неравенство (99) 
и, слѣдовательно, неравенство (98) молено считать осуществленными, 
если разсматриваемое постоянное число а не выходитъ изъ гра­
ницъ (87).

Итакъ:
Р_______

Ііт / Ъ I < е. 
р = сю

(Ю2)

Въ силу теоремы 5 § 2 главы 1, соотношеніе (92) не нару­
шится, если въ немъ изъ выраженія Ѳ (р е^') устранитъ сумму (93). 
Значитъ, слѣдствіемъ равенства (92) является слѣдующее:

Р ___________
ІЪ, У \ Ѳ (р : = е. (103)
р = со

Это соотношеніе, слѣдовательно, имѣетъ мѣсто, если справе­
дливо соотношеніе (71), гдѣ какая-либо вещественная функція р.

Справедливо также и обратное положеніе. Въ самомъ дѣлѣ, 
въ виду результата (102), па основаніи теоремы 3 § 2 главы 1 
заключаемъ о справедливости равенства (92). Далѣе, въ силу ре­
зультата (90), па основаніи той же теоремы утверждаемъ, что выпол­
няется равенство (71).

Такимъ образомъ установлено, что символы (77) могутъ ра­
вняться е только одновременно.

Обратимся теперь къ доказательству второй части леммы.

Допустимъ, что первый изъ символовъ (77) меньше е. Тогда 
и второй изъ нихъ также меньше е. Въ самомъ дѣлѣ, если бы оііъ 
равнялся е, то, въ силу первой части леммы, и первый изъ этихъ 
символовъ тоже равнялся бы е.

Значитъ, если первый изъ символовъ (77) меньше с, то и вто­
рой изъ нихъ тожо меньше е.

Предположимъ теперь, что второй изъ символовъ (77) меньше <>. 
В'ь такомъ случаѣ первый изъ нихъ не можетъ быть равнымъ е, 

5
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такъ какъ въ противномъ случаѣ, въ силу первой части леммы, и 
второй изъ нихъ былъ бы равенъ е.

Кромѣ того, второй изъ символовъ (77) не можетъ быть боль­
ше е, такъ какъ въ противномъ случаѣ, въ виду результатовъ (102) 
и (90), на основаніи теоремы 3 § 2 главы 1 слѣдовало бы, что и 
первый изъ символовъ (77) былъ бы больше е, что, въ виду ра­
венствъ (65), противорѣчптъ условію (49).

А если такъ, то и вторая часть доказываемой леммы устано­
влена.

Теорема 3. Пусть будетъ <р0 — Ііт и
р = со

Р_____________
Іт> / | 0 (р е?р1) | г= е. (104)
р — сю

Въ такомъ случаѣ е^»г служитъ особой точкой строки (1) или 
предѣльнымъ положеніемъ ея особыхъ точекъ.

Если же
Р_____________

/,т У | Ѳ (р еірг) | < е, (105)
Р = СЮ

то ёр°г не есть особая точка ряда (1) и не представляетъ предѣль­
наго положенія его особыхъ точекъ.

Доказательство.

Въ виду леммы 1, соотношенія (104) и (105) можно замѣнить 
соотвѣтственно слѣдующими:

Р_____________
У | & (р еѴ) | = е, (106)

р = оо
И

Р ___________
Іі>’< у I д (р еѴ) I < е. (107)
р — сю

Имѣя теперь въ виду теорему 1 настоящаго параграфа, утвер­
ждаемъ, что доказываемая теорема справедлива.
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Лемма 2. Допустимъ, что

Р__________ , Р„______ц_
/ЙІ У \ 0 (р е^) ! = /п„ // I ѳ (р„ е^п) |. (108)

р = со П = со

Пусть <р0 и будутъ соотвѣтственно нижній и верхній пре­
дѣлы <р^к при п = оо; при чемъ ср0 = /<>» и гр, = Л>» ^Я(К)- 

к — со к = со

Въ такомъ случаѣ имѣемъ:

Р _____________ і>пк_____________
Ііт У \ Ѳ (р в^) | = Ііт У | Ѳ (р„к е^оіу) ! —

р = СО 1с ■= СО
(Ю9)

Ря(«)__________________

= /■>» У |ѲЫ«)е?15|.

к — со

Доказательство.

Обозначимъ черезъ Ък и здѣсь выраженіе (26) послѣ замѣны 

символовъ & (р„к е^»кг) п 11 (р„к е’*0*) соотвѣтственно черезъ Ѳ (^„ке^><нг) 

11 0 (р„к е7-0’). Тогда и здѣсь сохраняютъ силу формулы 26—36.

Далѣе, неравенство (37) замѣнится здѣсь слѣдующимъ:

р4-ѵ I | 3 | (?0_рЗ )-
4, < ___ ■ \ е 4- р е I

р—V 5 •’

(110)
< м I (!+Ю 0+р) іч ? 

р—V 5 •’
А такъ какъ

'4 іч ]5 <- л у 4-15 _

р—V д • О / д •
/ (111) 

,, (1+6')Л,І.= М е \

гДѣ б' имѣетъ составъ (381), то, слѣдовательно, въ разсматриваемомъ 

Случаѣ сохраняютъ силу формулы 39—41, гдѣ символы & (;>„к еРик)
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11 (рпк е ) замѣнены соотвѣтственно выраженіями: 0 (р„к е ) 
?о\

и 6 (р„к е ). А если такъ, то первое изъ соотношеній (109) уста­
новлено.

Такимъ же образомъ выводится и вторая изъ формулъ (109).

Тео ре м а 4. Пусть будетъ:

Р„____________ ,
Ііт У | 0 (р„ еѴ) | = е. (112)
П — со

Назовемъ ср0 и соотвѣтственно нижній и верхній предѣлы 
уРп при п — со. Въ такомъ случаѣ е^°г и е?'г служатъ особыми 

точками строки (1) или предѣльными положеніями ея особыхъ точекъ.

Доказательство.

Пусть будетъ: ®0 — Ііт уРп и = /<»■ <?/>,/«). Въ силу леммы 2 

к = со к — со
имѣемъ:

У ! Ѳ (Р„К еТ°г) | = е (113)

к — со
и

___________
Ііт ]/\д(р„(к)еъі)\ — е, (114)

к =: со
или:

? _______
Ій~п У ■ О (р е-оі) I = е (115)
Р = со

И
Р ______________

Ііт У | о (р е'?1*) | = е. (116)
р = со

На основаніи леммы 1 находимъ:
Р _____'

/^ //| & (р е^) | = е (117)

]) — СО
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и
Р______________
/ I & (р /*г) — е. (118)

Р — со

Принимая во вниманіе формулы (65), находимъ:

Р______________
/.ъ. / | й (р е%г) | = е (119)

р = со
И

Р ______________
Ііт I Й (р еУ1' ) . == е. (120)
Р = СО

Въ силу теоремы 2 § 1 настоящей главы, на основаніи резуль­
татовъ (119) и (120) - заключаемъ о справедливости доказываемой 
теоремы.

Введемъ теперь въ разсмотрѣніе слѣдующій символъ:

с (ре^Р1) = е І’^РІ р рі 0 (р е"р‘) =

И Iап+(, р р'. е 'Р
(121)

Такъ какъ

то

Р___________
Ііт У р Р р\ 
р = со

—1 
= е .

р р
Ііт | і <р (р еѴ) | = е ’ ііт 1 | Ѳ (^9 ) і .
р = оо р — со

(122)

(123)

Въ силу соотношенія (123) теорема 4 формулируется слѣду­
ющимъ образомъ:

Теорема 5. Пусть будетъ :

Р„____________ __
Л>» / | ср (рп е^Рп1) | = 1.

% = со

(124)
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Обозначимъ черезъ ср0 и соотвѣтственно нижній и верхній 
предѣлы урп при п — оо. Въ такомъ случаѣ е^"1 и еб'1 служатъ 

особыми точками ряда (1) или предѣльными положеніями его особыхъ 

точекъ.

Очевидно, что соотношеніе (124) не нарушится, если въ немъ 
символъ <р (р„ імі'п) замѣнить черезъ е_ ''б» <р (рп е^л*), гдѣ ₽/>„ 

какая-либо вещественная функція р„.

§ 4. Основная теорема.

Разумѣя подъ какъ и въ концѣ предыдущаго 
какую-либо вещественную функцію р, полагаемъ:

(ГІ?(> а„ — а'„ -ф- і Ъ'„,

параграфа,

(125)

гдѣ а'„ и Ъ'„ вещественныя числа.

Разсмотримъ тогда слѣдующіе два ряда чиселъ:

а р—у, ар—ѵ±і, > ар^.ѵ (126)

гдѣ

р— V, Р~ ѵ + 1> •••> р-\-Ч'

Замѣтимъ, что, если

р„ и соотвѣтственно модуль и аргументъ а,„ то 

а'„ = р„ сое (<?„—₽,); Ь'„ = р„ віп (<?„—

ІІзъ соотношенія (125) находимъ:

Отсюда

| а п | = У а',,3 + Ь'„2.

,ѲМ ъ
п п

Ііт / 1 «» і Ііт У | а'» |;
п == со п — СО

п п
Ііт /,| а„ I Ііт |/ | Ъ'„ | .
п == со П — ОО

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)
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(132)

А такъ какъ а„ удовлетворяетъ условію 2, то

п 
Ііт У | а'п і С 1 
П — со

и

У I Ъ'„ I < 1. (133)
П — сю

Лѣвыя части соотношеній (132) и (133) одновременно не мо­
гутъ быть меньше 1, такъ какъ въ противномъ случаѣ, въ виду 
теоремъ 3 и 7 § 2 главы 1, условіе 2 не имѣло бы мѣста.

Итакъ, должно сохранять силу но крайней мѣрѣ одно изъ ра­
венствъ :

п
/>»» У | а'„ | = 1 (134)
п = сю

и

ііш У | Ь'„ : = 1. (135)
П = со

А такъ какъ а'„ переходитъ въ Ъ'„ послѣ замѣны черезъ

'> + ₽/>> а & » обращается въ а„ послѣ замѣны [ір черезъ “ , то,

слѣдовательно, всегда можно подобрать такое чтобы равенство 
(134) сохраняло силу.

Впредь мы будемъ предполагать, что одновременно съ усло­
віемъ (2) осуществляется и равенство (134).

Въ настоящемъ параграфѣ мы установимъ одну существенной 
важности основную теорему теоріи строки Тэйлора. Предварительно 
займемся выводомъ одной леммы.

Обозначимъ черезъ іу слѣдующую функцію :

= ЗІП (ѵ.Ш — У ) 8ІП (ѵ2 И — ?- ) . . . 8ІП ( Ѵ^Ш — у)

(136)
8ІП (ѵ/ю ) 8ІП ( V Ю-|- у) .. • «Ш (ѵѴ'0)+’

гдѣ ю вещественная функція 77, а ѵп ѵ2, ..., ѵ/, ѵ2', ѵ'^/, суть
цѣлыя положительныя числа, зависящія отъ р.
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Послѣ этого разсмотримъ т1 -ф- 1 чиселъ Во, В{, В2, ..., В,,,,, 
опредѣляемыхъ па основаніи соотношенія:

у
о

(137)

Лемма. Обозначимъ черезъ \ Вк, \ наибольшее изъ чиселъ:
! Во і, ! Вг\, \ В,Пі |. Будемъ имѣть:

ііл3 7'2’1|ВК1|2.= ^ IV Й'Ь (138)
г‘- Іо

гдѣ
1 > > -=Ц=. (138')

УтД-1

Доказательство.

Назовемъ В'к число, сопряженное съ Вк. Тогда, мѣняя въ фор­
мулѣ (137) і на —і, получимъ:

о

(139)

Перемножимъ между собою почленно соотношенія (137) и (139)- 
Обнаруживая при этомт, только члены, свободныя отъ тригонометри­
ческихъ функцій, будемъ имѣть:

V |вк|2 +■••• = Ѵ (140)
о

Умножая обѣ части соотношенія (140) на и беря отъ нихъ 
интегралъ по ® въ предѣлахъ отъ 0 до 2л, получимъ:

2 2 = ' I И/ I?. (141)

Изъ соотношенія (141) прежде всего находимъ:

| 14, I2 < 1 (142)

./О.

Далѣе, такъ какъ между числами | Во |, | |, .... | В,,,, | пѣтъ
большаго, чѣмъ | Вк, |, то можемъ написать:
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(143)

На основаніи результатовъ (142) и (143) заключаемъ о справе­
дливости формулъ (138) и (138').

Замѣчаніе. Пусть будетъ въ интегралѣ (138)

<р = 2ф, К.^ = _В2ф = Р^. (144)

Тогда соотношеніе (138) представится такъ:

І-ВК1|2 = — Г РР сЩ. (145)
'■ .'о

Теорема (основная). Пусть будетъ;
Рп__________

Ііт |/ ’ а) | = 1. (146)
П — со

Обозначимъ черезъ у число перемѣнъ знака въ рядѣ чиселъ 
(126) при р — р„. Назовемъ тогда а. нижній предѣлъ отношенія 

% при п — со. Бъ такомъ случаѣ рядъ (1) имѣетъ особую точку 

на дугѣ окружности | г | — 1 своего круга сходимости, содержащейся 
между а~ и — а~.

Доказательство.

Разобьемъ совокупность чиселъ: 
(147)

па т равныхъ группъ по Л членовъ въ каждой; при чемъ послѣ­
дующая группа начинается съ послѣдняго члена предшествующей 
ей группы.

Назовемъ далѣе
аг к, а2 к, а.,,, к (148)

число перемѣнъ знака послѣдовательно въ этихъ группахъ.

Такимъ же образомъ раздѣлимъ совокупность чиселъ:

а',,, а'р^і, ..., (149)

па т группъ по к членовъ въ каждой. При этомъ черезъ

кД2 к, ... Д„, к (150)

обозначимъ число перемѣнъ знака послѣдовательно въ этихъ груп­
пахъ.
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Замѣтимъ, что, съ безграничнымъ возрастаніемъ ?>, Іі также без­
гранично растетъ.

Далѣе, введемъ слѣдующія обозначенія:

т т
Р- = 2 а», Р-' = 2

1 1
(151)к »

гдѣ
(152)

а

а'
1

2 т 2 («« + М-

Легко видѣть, что
н — т -|- ѵ.

Обозначимъ, кромѣ того, черезъ со отношеніе
7С

СО —-----•2 н

(154)

(155>

Послѣ этого разсмотримъ выраженіе:

2на'
і / \ / ч\Р- -2на' ѵ? а / 2 (на'—к) шцФ (/») = (—1) г ? О’ е ѵ ' ).

О
(156)

При этомъ Ак опредѣляется изъ слѣдуювхаго соотношенія:

2иа'у
О

. 2 на‘Лк г ’ — к _

, —V, ші= (г е 1 — ѵ.мі.
е1 )... (г е —ѵ,.шг ѵ.лоцг — е г ). (157)

, V, 'ші -- V.(г е — е ).. (г ѵ' /0>І —ѵ' /<оі\е I1 — е ^ )•

■ > • > Ѵ|і> Ѵ1 , ѵ2 і Vх / суть цѣлыя положительныя чи-Здѣсь ѵп ѵ2,
сла, которыя мы точнѣе опредѣлимъ впослѣдствіи.

Выраженіе (156) молено изобразить слѣдующимъ образомъ:

Ф (р) =

(«+?')!

2ка'
2 Ак е2п(на

о

«„+/> Р" Р1 Л)ШІ. (158)
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Замѣнивъ въ соотношеніи (157) г черезъ е2иші, послѣ надлежа­
щихъ преобразованій получимъ:

2«а'
2 лк

о
е 2га (на'—А)ші

= (—1Х (2і)2к“ 8Іп (ѵх—и) со ... 8Іп (Ѵу_—п) со

8ІП (ѵ1'-(-та) СО . . . ИІП (ѵ'(1/-|-7і) СО. 
А потому имѣемъ :

ф.(р) =

2на' у а^+р р^_р\ К, 
~ '(«+!>)!

гдѣ

Ъ„ — $іп (ѵ1---п) СО . . . 8ІП (ѵ|Л—п) СО

8ІП (ѵг'-|-«) СО . . . 8ІП (ѵ'(х'+’О Ш-

Обозначимъ черезъ О (/>) выраженіе:

$ (») = 22к“' у е а„+/>рн рі
-ѵ (п^~Р) !

(159)

(160)

(161)

(162)

Принимая во вниманіе равенство (125), разобьемъ комплексный 
символъ (162) па два вещественныхъ;

я. / „ ч__о 2на' а'п+р рп р! Ь„
,ІЯ 5 („+й! •

(163)

^(2,) = 22м“' V Ь'„^р»р\ Ъ„
І (п+р)1

Значитъ, имѣемъ:

* (р) — и, (р) ~Н І (р). (164)

Выберемъ теперь числа ѵ и ѵ' слѣдующимъ образомъ:

Пусть ѵ„ ѵ2, ѵ3, ..., ѵ совпадаютъ соотвѣтственно съ нуме­
рами членовъ группы (147), мѣняющихъ знакъ; точно также пусть 
ѵ'і> А, •••> ѵ'и,' совпадаютъ соотвѣтственно съ нумерами членовъ 
группы (149), мѣняющихъ знакъ.
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Въ такомъ случаѣ, какъ непосредственно усматривается, всѣ 
слагаемыя суммы (р) (163) одного знака.

о

А потому можемъ написать:

гдѣ
* (?) > і (?) 1 О 2НУ. / 1 Т->2 а р 1 Ао, (165)

Ъй = зіп (ѵ1<а) зіп (ѵ2о>) .. . лш (ѵр<0)
(166)

8ІП (ѵ/ю) ЗІП (ѵ,'о)) . . 8Ш (ѵ'р/<о).

лемъ
Такъ какъ 0- (р) отличается

—е , то можемъ написать:
отъ ф (р) (160) только множите-

1 Ф С?) 1 > 2 2на' . . . г
1 Л>- (167)

Отсюда находимъ:
2на'
ѵ М.;. (168)

Пусть между числами | Ао |. | Л2иа, { нѣтъ числа,
большаго | 1. Тогда на основаніи неравенства (168) можемъ
написать:

2на'

2 і
о

(169)

Пусть, при измѣненіи к отъ 0 до 2на', выраженіе | <р (р е^на '”)! 

принимаетъ наибольшее значеніе при к = к%. Тогда можемъ на­
писать :

гдѣ

— аЗ П '/• ' , г(I р , / > ()
(2ма'4-1) '

(170)

7^ = 2 (на'—к.^ <о. (170')

Разсмотримъ сперва случай, когда всѣ члены ряда (126) одного 
знака, т. е., 2на' = 0 и, слѣдовательно, а' = 0.

Выраженіе (156) приметъ видъ:

Ф (р) = Ло <р (р) = (р), (171)

гдѣ Ло предполагается равнымъ 1.
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Такъ какъ, въ силу соотношенія (159), и Ъо = 1 въ разсма­
триваемомъ случаѣ, то на основаніи неравенства (170) имѣемъ;

Р________
У (р) | > 1.

Р = со

и, слѣдовательно,
(172)

(173)

А такъ какъ 
больше 1, то

лѣвая часть соотношенія (173) не можетъ быть

Р________
/ I ф (?) I = 1- (174)

р — со

Принимая во вниманіе теорему 5 предыдущаго параграфа, 
утверждаемъ, что г = 1 есть особая точка строки (1). х)

Въ разсматриваемомъ случаѣ, слѣдовательно, оправдывается 
Доказываемая теорема.

Будемъ теперь предполагать, что 2на' > о. Предварительно 
сдѣлаемъ одно существенное замѣчаніе. Обратимъ вниманіе на со­
ставъ выраженіе для (170'). Такъ какъ

0 < к2 < 2на', (175)

а и — — то2м’

— а'к < <р? < -ф- а'к. (176)

Имѣя въ виду составъ (153) функціи а', можемъ написать:
ту

а' — Л 1
(а« + ₽к)

2ма' ц 1

гдѣ
2м ~ 2ѵ -]- 2 т — 2ѵ ’ і“Ь5/’ ’

Ііт С5р = / т
Ііт — = 0.

V
р = ОО р — со

Пусть будетъ:”
„1 -а _= * (?«)■

(177)

(177')

(178)

Здѣсь, такъ п въ другихъ послѣдующихъ теоремахъ мы пропускаемъ.
*) Слова: „или предѣльное положеніе особыхъ точекъ ряда (!)•, какъ
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Принимая во вниманіе условія теоремы, изъ соотношенія

____1
2ѵ 14*<3/и

видимъ, что нижній предѣлъ а' при п = со есть а, а верхній пре­
дѣлъ — а' при п = со есть —а. Имѣя въ виду условіе (176), от­
сюда заключаемъ, что нижній предѣлъ <рЛі при п = со не превосхо­
дитъ а, если >- 0, а верхній предѣлъ <[у(| при п = оо не меньше 
— а, если уРп <0. А если такъ, то, въ силу теоремы .5 предыду­
щаго параграфа, трактуемая теорема будетъ установлена, если 
удастся обнаружить, что

,
Ііт У \у(р„ е^п) | = 1. (179)
П — со

Сейчасъ мы постараемся убѣдиться въ справедливости соотно­
шенія (179).

Введемъ обозначеніе:

„ (-1)!1 Лк
(2І)2и“' ’

(180)

Тогда неравенство (170) перепишется слѣдующимъ образомъ:

(181)

Очевидно, что ’ ВКі | есть такое число, больше котораго пѣтъ 
чиселъ въ рядѣ: | Во |, | Вх |, .| В2н«' I-

Пусть будетъ, ради краткости,

Р — | <р (р е^*) |. (182)

Тогда, послѣ возвышенія обѣихъ частей неравенства (181) 
въ квадратъ, получимъ:

(183)

Пользуясь леммой, дадимъ этому неравенству важную для на­
шихъ цѣлей форму.
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Предположимъ, что въ означенной леммѣ т1 — 2на', а числа со, 
И и р.', ѵ и ѵ' имѣютъ тѣ же значенія, что и въ выраженіи (166). 
Тогда будемъ имѣть прежде всего: Р02 = Р02. Далѣе, полагаемъ 
въ соотношеніи (159): 2пш = ср. Будемъ имѣть:

или :
2ни'

о
(184)(_1)^(2г)2н“'

Устранимъ изъ этого соотношенія По, Л2, ..., Л2на' йа 
основаніи равенства (180). Тогда получимъ соотношеніе (137), гдѣ 
Ш1 — 2 на'.

Такимъ образомъ убѣждаемся, что Во, Бг, В2, , В2на> удо­
влетворяютъ условію (137). Но въ такомъ случаѣ |БК>|2 выражается 
по формулѣ (138) пли (145). Принимая теперь во вниманіе эту 
послѣднюю, представимъ неравенство (183) слѣдующимъ образомъ:

Р2 > -----------1 І“?І . О._----- —.
р./ (2иа’-|-1)2 Г“ Р,:2 йф

</О

(185)

Интегралъ Рр2 йф можно изобразить такъ:

йф
I і\2 ’ (186)

і’Дѣ о какое-либо положительное число, а

Значитъ:
(187)О < Фі < л.

к \ а’р _
р./-' (2на'-|-1)2

(188)

Полагаемъ теперь въ интегралѣ правой части неравенства (188):

аф = ./■. (189)
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Будемъ имѣть:
т I «' I 2 Т, 2

рз >------------- -------------------- ---------------- -------------- . (190)
р./(2на'+1)2Н'1^+4=]2 , г,

ѵ° Л □ ОН)"

Такъ какъ правая часть неравенства (190) по существу отъ о 
не зависитъ, то, не нарушая этого неравенства, число о можетъ 
заставить расти до безконечности ко какому-либо закопу. Въ пре­
дѣлѣ тогда получимъ:

и для опредѣленнаго значенія р представляетъ величину опредѣ' 
ленную.

Вычислимъ сперва второй изъ предѣловъ правой части нера­
венства (191).

Пусть будетъ:

(193)

Обозначая черезъ И нѣкоторое большое положительное число, 
изобразимъ интегралъ (193) слѣдующимъ образомъ:

Отсюда находимъ:

<?= = /V і’1 д,, (195)

гдѣ

(196)
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(197)

Такъ какъ Р2Х < 1, то
С

1

Значитъ:

т. е.,

1
^+1’

X
7?+і’ (198)

5 = СО

ііт Л/- =

5 = СО

Съ другой стороны 

г

./о
(199)

и Р2 = Ъ2. А потому соотношеніе (195) изобразимъ

*■’ а, = V (1 - +

а = оо

такъ:

Заставимъ Р расти до безконечности. Въ предѣлѣ получимъ:

Ііт = Го2. (201)
а — со

Въ виду результата (201), изъ соотношенія (192) имѣемъ:

1
1 —

[/"” ОіѴ'о )] =

О = СО

(202)

Значитъ, для каждаго опредѣленнаго значенія р выраженіе 
/і»і [ф1 / а] представляетъ величину опредѣленную.
т = со

Пусть будетъ:
Фі У о = Ѳ,

гдѣ положительное число а велико.

(203)

6
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Въ сплѵ условія (187) имѣемъ:

О < —- < л. (204)
Г о

Условіе (204) выполняется при всякомъ цѣломъ положитель­
номъ р и п > 0. Значитъ, если р растетъ до безконечности, при­
нимая послѣдовательно какой-либо рядъ безгранично-возрастающихъ 

значеній: р1г р2, р3,........ , не выходитъ изъ границъ (204).

А если такъ, то
О < Ѳ < А, (205)

гдѣ А нѣкоторое опредѣленное положительное число, не зависящее 
пи отъ р, ни отъ а.

А если такъ, то
О < іі»> Ѳ < А,

а = сю
или:

о < /»» [фг у'Т] < А. (206)
<з = со

п' \ 2 " />

Принимая во вниманіе результаты (201) и (206), 
неравенства (191) находимъ:

> А2 -г/ (2на'+1)3

и, слѣдовательно,
? ір лг) > X* і а'» і : 

А (2на'4~1)
Отсюда находимъ:

Рп_____________
Ііт У | -р (р„ е*Ѵ)| > 1.
П = оо

на основаніи

(207)

(208)

А такъ какъ лѣвая часть итого соотношенія не можетъ быть 
больше 1, то мы, слѣдовательно, получили соотношеніе (179), и тео­
рема такимъ образомъ доказана.

§ 5. Приложеніе основной теоремы къ случаю строки Тэйлора, 
когда на окружности ея круга сходимости лежитъ ея одна или двѣ 
особыя точки.

Основная теорема, установленная въ предыдущемъ параграфѣ, 
только въ одномъ случаѣ приводитъ къ опредѣленному результату,
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і <1а именно, когда а = - = О.
— 2ѵ

Тогда, если г = 1 есть окруж-

Р = оо
ность круга сходимости ряда (1), то г = 1 служитъ ея особой 
точкой.

Однако существуетъ классъ строкъ Тэйлора, основной въ на­
шихъ дальнѣйшихъ изслѣдованіяхъ, въ приложеніи къ которымъ 
наша основная теорема приводитъ къ существенно-важному резуль­
тату, — мы разумѣемъ тутъ рядъ Тэйлора, изъ которыхъ каждый 
имѣетъ лишь одну особую точку, расположенную па окружности 
его круга сходимости.

На этихъ строкахъ мы сейчасъ остановимся.

Итакъ, допустимъ, что на окружности • г = 1 круга сходи­
мости ряда (1) лежитъ только его одна особая точка: С — е,'1.

Возьмемъ на этой окружности двѣ діаметралыіо-противополож- 
пыхъ точки: А = е и В = — е .

Потомъ преобразуемъ рядъ (1) при помощи подстановокъ:

(209)
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и

и

и

гдѣ положено:

Ѵ3

Составимъ далѣе

2" | ---- 2 С . (210)

со
ап е г

О
(211)

со
X1 / -\п п&і н> (—1) «” е г ■ (212)

О

! два ряда чиселъ:

а р—У, & р—ѵ-Н> • • • > /4-ѵ (213)

(214)

а3=в[е^-~^а}-

= В [(—1/ е(8І>_Міа5] .
(215)

Назовемъ іі 
дахъ чиселъ (213) и

г число перемѣнъ знака
(214) при р — р„. Мы

Л,....
Ііт I и

п = оо
1.

соотвѣтственно въ ря- 
нрѳднолагаемъ, что

(216)

Теорема 1. Обозначимъ черезъ а и р
■ . (1 гвѣтственно отношеніи и - при п — со. 

2ѵ 2ѵ

нижніе предѣлы соот-

Въ такомъ случаѣ имѣемъ:

а Ц- р = 1.

Цоказательство
Такъ какъ

Ъ', = (— 1)-' а',,

то, какъ непосредственно усматриваемъ,

г = 2ѵ -- і],
или:

г

2ѵ
<1

2ѵ
(219)1



85

Отсюда находимъ:

/ г л / 2ііт   I   ііт
— 2ѵ - 2ѵ ’
П = со П = со

или:
₽ < 1 — а.

Значитъ, имѣемъ:
к сс —|— тг. (220)

Далѣе, особыя точки строкъ (211) и (212), лежащія на окруж­
ности г ■ — 1, суть соотвѣтственно; = е'" ^ги.

Примѣнимъ къ этимъ строкамъ нашу основную теорему. Бѵ' 
демъ имѣть:

-а > Лі А2 К; к[3 > КВ^В^. (221)

Складывая почленно эти соотношенія, получимъ:

яа -{- лр > А, Л2 К -|- КВ, Вѵ (222)



86

Но

А] А2 і{ + КВ2 Вг = л. (223)
А потому 

ла-|-л₽:>л. (224)

Сопоставляя между собою соотношенія (220) и (224), находимъ: 

ла л₽ — л, (225)
или соотношеніе (217).

Слѣдствіе. Въ виду результата (225), въ соотношеніяхъ (221) 
можетъ имѣть мѣсто только знакъ равенства, т. ѳ.:

ла = Аг А2 Я; лр = К В2 Вѵ (226)

Въ самомъ дѣлѣ, допустимъ, что

л а > Аг Іі.

Въ такомъ случаѣ па основаніи равенства (225) имѣли бы: 

л₽ < л — А1 А2 і{ ,= ІІВ^, 

что противорѣчивъ второму изъ соотношеній (221).

На томъ же основаніи нельзя предположить, что 

лр > ВВ^ВѴ

Замѣтимъ, что

Ах А, Я = Я — <?,
если

? < » < я -|- ср,
и

/І! Ал Іі — гр — 0-,
если

— л 'р < 3- С <р.

(227)

(228)

(229)

(230)

Такимъ образомъ мы пришли къ результату, существенно важ­
ному для нашихъ цѣлей, который мы формулируемъ въ особую 
теорему.

Теорема 2. Пусть число перемѣнъ знака въ рядѣ чиселъ (213) 
будетъ у при р = р„. Обозначимъ черезъ а нижній предѣлъ отно­

шенія Ч
2ѵ

при п = со. Въ такомъ случаѣ имѣемъ:

л а (231)
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если 9 удовлетворяетъ условію (228), и
•Я а. = ср — 9, (232)

если 9- содержится въ границахъ (230).
Эта теорема ляжетъ въ основу нашихъ дальнѣйшихъ изслѣдо 

ваній.
Допустимъ, что какимъ-либо путемъ мы убѣдились, что па 

Окружности | ^ | == 1 круга сходимости ряда (1) расположена только 
одпа его особая точка; прп чемъ ея положеніе на этой окружности 
не извѣстно. Тогда ее можно опредѣлить па основаніи правила, 
къ которому непосредственно приводятъ формулы (231) и (232): 
Возьмемъ на окружности \ г'\ — 1 какія-либо дек точки: А и В 
и вычислимъ для нихъ соотвѣтственно числа а. и $ согласно фор­
муламъ (231) или (232). Выдѣлимъ далѣе на окружности • г ' = 1 
двѣ дуги: и 2~.[і подъ условіемъ, чтобы ихъ средины совпали
соотвѣтственно съ точками А и В. Тогда оказывается, что два 
конца этихъ дугъ совпадаютъ и, при томъ, въ искомой особой точкѣ. 
Въ частности, если А служитъ особой точкой ряда (1), то а = О 
и обратно: если а. = 0, то А представляетъ особую точку строки (1).

Обратимся теперь къ случаю, когда на окружности круга схо­
димости ряда (1) лежатъ двѣ его особыя точки: е^А и е^А- Мы 
ограничимся здѣсь установленіемъ одной теоремы, которая будетъ 
полезпа намъ впослѣдствіи.

Теорема 3. Пусть А — е^А и В = е&А будутъ особыя точки 
строки (1).
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Разобьемъ дуги ,1В и ЛВ пополамъ и обозначимъ 
и М' ихъ средины.

черезъ И

Разсмотримъ послѣ этого два ряда чиселъ:

ар—ѵ> ар—ѵ-|-1’ •••> ор+ѵ 
и

о о о ,Ср—ѵ> Гр—ѵ і’ ••••> гр-|-ѵ>
г Эи

«(МАИ
Г 2 1

а5 — В [е а3] ;

8(в-|-г-Я-2) і а • 
Г 2 1= в ь (—I)5 е а8] .

При этомъ выбирается подъ условіемъ, чтобы

Р»_____  Р„
Іі", ] а.Рп \ = Іі.п У , = 1.

П — со п = со

(233)

(234)

(235)

(236)

Обозначимъ черезъ и число перемѣнъ знака соотвѣт­
ственно въ рядахъ (233) и (234) при р = р„, а черезъ а. и р нижніе 

предѣлы при п — оо соотвѣтственно отношеній и .

Въ такомъ случаѣ имѣемъ'.

(237)

Доказательство.

Прежде всего имѣемъ:

32 = 2Ѵ — 5]. (238)

На основаніи этого соотношенія, гдѣ р — р„, находимъ:

п = со П = оо
или:

р :: і—«.
Значитъ, имѣемъ:

ТМ. —|— 7Г,; 71. (239)
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Далѣе, обозначая черезъ 0- выраженіе

(240)

преобразуемъ рядъ (1) при помощи подстановокъ:

г , а-і| г е
и

Будемъ имѣть:

| »і— г е .

со
Хй 5

е8в-І
0и

со
- 2 1)* «5 2^

0

(241)

(242)

& г 0- іТакъ какъ е 1 не2 особыя точки строки (1), то, въ силу 
предыдущихъ подстановокъ, утверждаемъ, что особыя точки строки

(241) суть: = е 2 и Д = е 2 , а особыя точки ряда (242)

таковы: А'1 = е ■ 2 и _В\ = е 2
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(243)

Имѣя теперь въ виду нашу основную теорему, находимъ:

к а > ІібЛ,;

Отсюда получаемъ:
к а + л р > Н8А1 + ІПТІ'р

Изъ чертежа видно, что
4- ЯЙЛ'і = іг.

А потому имѣемъ:

(244)

(245)

(246)

Сопоставляя между собою соотношенія (239) и (246), заклю­
чаемъ, что сохраняетъ силу равенство:

тга + ^Р^тг, (247)

что равносильно соотношенію (237).

Слѣдствіе. Пусть будетъ Оу > О2. Въ такомъ случаѣ долж
быть:

0- — Оу = тс а, (248)
или

Оу — 0- = іга, (249)
гдіъ

р. — ’>2 .
2

Выводъ.

Имѣемъ: Іі'8А1 = ^1—Нельзя допустить, что К8Ахс^а, 

такъ какъ въ противномъ случаѣ, въ виду равенства (247), оказа­
лось бы:

л р < к — К8~А1 = ІиГа\,

что противорѣчитъ второму изъ соотношеній (243).

Значитъ, возможно только равенство:

ка = Іі8Ах, (250)
или соотношеніе (248).

Равенство (249), при составѣ (240) для 4>, одинаково съ соот­
ношеніемъ (248).
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ГЛАВА III.

Опредѣленіе положенія особыхъ точекъ строки Тэйлора, расположенныхъ 
на границѣ полигона Бореля.

§ 1. Функція ^(.г). Связь особыхъ точекъ этой функціи съ осо­
быми точками функціи /’(г).

Будемъ предполагать, что коэффиціентъ а„ строки
оо

ГО) = 2 (!)
о

удовлетворяетъ условію:
п

Ііт ] ! а„ =1. (2)
П — со

Разсмотримъ тогда слѣдующій рядъ:

40) = 2
о

гдѣ

&(нС?5 == у (п еУ .
Пусть будетъ:

2Ѵ
ь =

о

_|_ у у ач (п еТ) .

АЧ-1 ’
Тогда

Дт Р , уі.я

ц и = 2 *- 2 + ^ =
О о *

(3)

(4)

(5)

(3)
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(7)

Такъ какъ

ТО

г, (.) = і .(-Р* 
о ?!

Далѣе, имѣемъ:

= (_1)? е_"Х’

Х = о

Л+1 , т
(«)

сШ
< — О

1—е к г

со
- и X1 \ач\пч ,

р-н ч •
(9)

со
і" V I '1 а„ \П .

0

Принимая во вниманіе неравенство

а? і < (і-НУ, (10)

являющееся слѣдствіемъ соотношенія (2), — при чемъ М опредѣлен­
ное большое положительное число, а е опредѣленное малое положи­
тельное число, — можемъ написать:

(И)
СО

(1~}-б)’ п4 
?!

= М К,

гдѣ

>" ,(1+»)п __г е —

(12)

2 г " е(1+,) "
ЛЧ4!

У
К ѵ г "

со
X (і-)-ё)’ п"

со
+ ѵ

и'0 Р+1 ч • У-Н

N
У И" е(1+,)я-

У
X

р
1 « X? (1-Д-е)1 п'

0 О о ?!
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(13)

Пусть значенія г ограничены условіемъ:

е1+г < а < 1,

гдѣ а опредѣленное число.

'Гакъ какъ при этомъ

-  ііт = 0,

то можемъ написать:

Первая 
а вторая въ

изъ этихъ 
виду того, 

р
X
о

;Ѵ = оо

СО
— V и

о

двухъ суммъ сходится
что

въ силу условія (13),

нѣкоторое цѣлое положительное 
число, изобразимъ выраженіе (14) слѣдующимъ

Далѣе, обозначая черезъ И
образомъ:

со

о

е(і+Ои
В Р

о о

, , <1 ч
(1+*) п

?!
(15)

оо
_ X

й+1

п
р
X

О

Имѣя въ виду, ЧТО о
7 7

(1+5) п

и

оо

аЛ+!
1 —а

и 
а
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7?+1
+ 1 (17)

находимъ :

а

До

?! ■а

Заставимъ въ этихъ послѣднихъ соотношеніяхъ 
безконечности. Въ

число Р расти
предѣлѣ получимъ:

«■й+1
Т—а

2ос®*Н
Г—а (18)

Р = со

на
Такъ какъ число 

основаніи результата (18) заключаемъ
В можетъ быть сколь-угодно большимъ, то 

ь, что

К2 — Рі — 0.
Р = со

(19)

Такимъ образомъ мы пришли къ выводу:

Ііт /1=0.

N = со

Р = со

На основаніи соотношеніи (11) теперь можемъ заключить, что

Ііт | Р I = 0.
Дт = со
Р — со

и, слѣдовательно,

Послѣ этого обратимся къ выраженію (8). Допустимъ, что

Ііт р = ().

N = со (20)

Р = со

въ немъ сперва гѴ, а потомъ Р 

результата (20), будемъ имѣть:
растутъ безгранично. Въ виду

со , , Л 
/• (П = V (“1)

0 *

ті. ж
е а1 1

(21)
Рк'1 1—г е~~к

X = о
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Теорема 1. Рядъ (21) сходится равномѣрно и 
внутри области, опредѣляемой неравенствомъ:

\1дг | > г,

ъдѣ число г больше 1 и какъ-угодно близко къ единицѣ.

абсолютно

(22)

Доказательство.

Назовемъ Ру выраженіе:

Я?» е
(23)

Тогда Л (г) изобразится такъ:

(-1)* а, е^

<?!
<?_

\ =

—Чу +

1—г е
о ■

(24)
N

(?) = 2
О

По

ддЗ 1—г е
Х=о

1
2 къ

Ні
Л (1_г е~5 ’

(25)

гдѣ с простоѣ замкнутый контуръ,
і = о и не заключающій внутри себя точки

содержащій внутри себя точку

Или,

гдѣ

то

А потому

Ру =

если

Рк —

со

2 »> е”‘ I' А4-1 *7С

(26)

СО
1. V

2 ™ А+1 е г./о —г е~ (1+71) е ’")

1
<Й

1

2 т

(27)
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Отсюда находимъ:

рд. < ' _______ <'■!
2” лч"і(1+-/

(28)

< м С2* ѵ ('+Т2~ • 0 1-г е-а+^І Лф ' ’

при чѳмъ положительное число г, въ зависимости отъ величины А, 
можетъ быть сдѣлано какъ-угодно малымъ.

Мы будемъ предполагать, что г < тр Въ такомъ случаѣ

гдѣ

и

(29)

М З‘ѵ+1 ?2к Ц
2~ (І—о) е—(!-Н)Лг , (30)

Въ виду того, что 5 отъ г не зависитъ, па основаніи резуль­
тата (30) утверждаемъ, что рядъ (21) сходится равномѣрно внутри 
области (22).

Далѣе, имѣемъ:

ОО

о

(і'1 1
сГк1 1—2 е ''
X — о

7! | 1-г е

(31)

^ЕЗЛ’+1

2т. (1-8)

+
О

Правая часть неравенства (31) представляетъ опредѣленное 
число для каждаго значенія г, удовлетворяющаго условію (22). Зна­
читъ, и лѣвая его часть для каждаго такого значенія г тоже ока­
зывается числомъ опредѣленнымъ, т. е., строка (21) сходится 
въ области (22) абсолютно.
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Теорема 2. Если <Хр а2, а3, ак,
особыя точки основной вѣтви функціи / (г), то

е “* (4=1, 2, 3.......... )

всевозможныя

(32)

служатъ всевозможными особыми точками основной вѣтви функціи 
А? (г).

Доказательство.

При доказательствѣ теоремы мы будемъ пользоваться слѣду­
ющей теоремой Гадамара: г) Пусть даны двѣ строки Маклорена:

со
-ги = 2 а”г" (33)

о
и

оо
? («■) = 2 Ъп г"- (34) 

о
Составимъ рядъ:

оо .
в (?) = 2 а"Ь”гп- (3&)

о

Въ такомъ случаѣ основная вѣтвь функціи Е (г) не имѣетъ 
другихъ особыхъ точекъ, кромѣ тѣхъ, которыя можно получить, 
умножая различныя особыя точки основной вѣтви функціи / (г) на 
всевозможныя особыя точки основной вѣтви функціи ср (.г).

Пусть р2, ........ рк, .... будутъ особыя точки основной
вѣтви функціи /■ (г), а ір ?2, тв, .... ь, .... особыя точки основной 
вѣтви функціи ср (г). Согласно теоремѣ Гадамара, особыя точки 
основной вѣтви функціи Е (г) таковы :

(36)

*) Нагіатагіі: „Тѣёогѳте зпг Іеа вёгіев епііёгеб.“ Асіа МаОіетаІіса, 
Ѣ 22, 1898, р. &5.

7
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Какъ было обнаружено самимъ Гадамаромъ 1), каждое изъ про­
изведеній (36) представляетъ особую точку функціи 1' (г), если 
между ними нѣтъ равныхъ. Если же между ними есть равныя, то 
точка, опредѣляемая такою изъ равныхъ величинъ, можетъ и не 
оказаться особой функціи Г (г).

Послѣ этихъ предварительныхъ замѣчаній разсмотримъ два 
слѣдующіе ряда :

со

2 (-О
-1)? а, (37)

и
оо . 7
У —а!О *

а'1 і
(38)

і—г е~Ѵ
X — о

Послѣдній изъ нихъ опредѣляетъ функцію:

1
(39)

1-
—X ’—г е

особыя точки которой при какомъ-либо данномъ г представляютъ 
рѣшенія уравненія:

е' — г, (40)
т. е.,

л = [Ідг], (41)

гдѣ [ Ідг ] выражаетъ всевозможныя значенія Ідг.

Далѣе, особыя точки основной вѣтви функціи (37) таковы;

X = -ак (і= 1, 2, 3.............). (42)

На основаніи теоремы Гадамара утверждаемъ, что возможныя 
особыя точки основной вѣтви функціи, опредѣляемой рядомъ:

СО
V (-1)7 ач й’ 1

О ?! </Х7 1 —г е
X === о

(43)

') См., нацр., Нагіатаюі: „Ьа вёгіѳ Не Тауіог еі воп ргоіопвѳтепі апа- 
ІуІіциѳЛ ЗсіепНа, таі 1901, рр. 70—71.
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данномъ к.

при какомъ-либо данномъ значеніи г суть:

к = — а,- е ] (4 = 1, 2, 3, ....). (44)

Обратно:
X е?*

* = е “« (* = 1, 2, 3, 4, ....) (45)
служатъ возможными особыми точками ряда (43) при какомъ-либо

Въ частности, если к = 1, то

г = е ак (к = 1, 2, 3, ....) (46)

представляютъ возможныя особыя точки ряда (21).

При этомъ, какъ легко удостовѣриться, между числами (46) 
нѣтъ равныхъ. Въ самомъ дѣлѣ, допустимъ, что, при к =4= р, сохра­
няетъ силу равенство:

гдѣ з цѣлое положительное или отрицательное число или же нуль.

е?і

е ак = е V (47)

Отсюда находимъ:
е?і
-------- і- 2зта — 
ак а/> ’ (48)

Соотношеніе (48) разбивается па два слѣдующія:

С08 (<р---Ок) __  С08 (<р—Оу)
| ак | 1 ал |

(49)
8ІП (<р—Ок) . ■ зіп (?—Оу)

а. + ~ “|ѴГ ’ ’

Такъ 
равенствъ

какъ | ая. | > 1 и ау > 1, то второе изъ предыдущихъ 
возможно лишь при условіи, ЧТО 8 = 0.

Значитъ, имѣемъ:

008 (<р---Ок) __ С08 (ср—Оу)
ак | I а/> I

8171 (<р—Ок) 81П (<р—Оу)
| ак | ~~ а?

(50)
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Дѣля почленно второе изъ этихъ равенствъ на первое, по­
лучимъ :

(?—»«) = ід (?—*/)• (51)

Отсюда находимъ:
К- = Зу -|- ак, (52)

гдѣ а цѣлое положительное или отрицательное число или же нуль.

Принимая во вниманіе соотношенія (50), утверждаемъ, что о 
есть цѣлое четное число или нуль, т. е., а — 2аР Значитъ:

-|- 2 X (53)

Въ виду результата (53), на основаніи соотношеній (50) на­
ходимъ: ак = ' ' и, слѣдовательно, ак — а.р.

Такимъ образомъ мы удостовѣряемся, что равенство (47) воз­
можно лишь, если к = р.

Теорему еще нельзя считать установленной, такъ какъ мы убѣ­
дились только, что между точками (40) содержатся также и особыя 
точки строки (21) или ряда (3), по еще не обнаружено, что каждая 
изъ этихъ точекъ служитъ особой дли функціи Д, (г).

Постараемся сейчасъ удостовѣриться, что каждая изъ точекъ 
(46) является особой для функціи Л (г). Полагаемъ для этой цѣли 
въ строкѣ (43) г = 2д, гдѣ г0 означаетъ какое-либо изъ чиселъ (46). 
Тогда, согласно формулѣ (44), получимъ возможныя особыя точки 
строки (43) при г = г0:

X = — а.к е~'1 [Ідг0] (к = 1, 2, 3, ....). (54)

Между числами (54) только одно равно 1. Дѣйствительно, до­
пустимъ противное, а именно: пусть

х = 1 = — а« [г^0]і = —е~?г [^0]3, (55)

гдѣ и [Ід20]г суть какія-либо два значенія Ідг0\ при чемъ
предполагается, что к 4= р.

Отсюда находимъ:

что, какъ видѣли въ предыдущемъ, невозможно, разъ к 4= р 

Соотношенія (55) очевидно не мыслимы также, если, при к = р, 
[ ^дга 11 Д= [^«0]ч.
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А если такъ, то, согласно изслѣдованіямъ Гадамара, А = 1 
есть особая точка ряда (43) при г = г0.

Обратно: г0 есть особая точка ряда (21) или (3).

Такъ какъ йодъ г0 мы разумѣемъ любое изъ чиселъ (46), то 
каждое изъ нихъ, слѣдовательно, представляетъ особую точку 
строки (3).

Замѣчаніе. Теорема Гадамара примѣнима не только въ случаѣ, 
когда особыя точки каждой изъ функцій (33) и (34) составляютъ 
счетную послѣдовательность, но также и тогда, когда онѣ предста­
вляютъ одну или нѣсколько послѣдовательностей высшаго порядка.

Обозначаемъ черезъ 4 какую-либо особую точку функціи (33), 
а черезъ т; какую-либо особую точку функціи (34). Тогда с?, вообще 
служитъ особой точкой строки (35); при чемъ только такимъ путемъ 
получаются всевозможныя особыя точки основной вѣтви функціи (35). 
Повторяя тогда дословно доказательство предыдущей теоремы, рас­
ширяемъ ее и на случай, когда особыя точки основной вѣтви функ­
ціи /' (г) (1) составляютъ одну иди нѣсколько послѣдовательностей 
высшаго порядка: Если служитъ какою-либо особою точкой основ­

ной вѣтви функціи ф (г), то е і представляетъ особую точку 
основной вѣтви функціи ф,в(г)\ причемъ только такимъ путемъ по­
лучаются всевозможныя особыя точки основной вѣтви этой (функціи.

Примѣръ. Допустимъ, что на коэффиціенты строки (1) не на­
ложено иныхъ ограниченій, кромѣ условія (2). Тогда, какъ впервые 
указалъ Ргіпцвсііеіш и строго обосновали Вогеі 2), РаЬгу 3) и 
Ьеаи 4), окружность г = 1 представляетъ дѣйствительный купюръ 
строки (1), т. е., любая ея точка оказывается особой для ряда (1). 
Значитъ, г = , гдѣ ф какое-либо число, заключенное въ грани­
цахъ: о < ф < 2гс, представляетъ особую точку строки (1).

*) Ргіпдвс/іеіт: „Ъ'еЬег Рипсііопеп, чѵеісѣе іи ^сАѵіззеп Рипсіеп епЛісЬе 
ІііІГегепІіаІ-ОиоІіепІеп- десіег ешііісііеп оічіпші^, аЪег кеіпе ТауІог’есЬе КеіЬеп- 
спіміскоіипй Ьезіігеп/ Маій. Апп., I. 44, 1894.

*) Вогеі: „8иг Іез зёгіез сіе Тауіог." С. К., 14 ЛёсѳшЬге 1896. 
„8иг Іоз зёгіез <іе Тауіог/ Асіа МаіЬешаііса, I. 21, 1897.

а) РаЪгу: „8иг 1еэ зёгіѳз <1е Тауіог циі опі ипе іпйпііё <іе роіпіз зіп- 
циііітн.” Асіа МаІЬвіпаііса, I. 22, 1899.

‘) Ѣеаи: „ВесЬсгсйе <1е8 зіп^иіагііёз сГипе Гопсііоп йёііпіе раг ип <1ё- 
ѵеіоррешепі <1о Тауіог/ Доигпаі <1е МаіЬётаІіциѳв, 5-е зёгіе, I. 5, 1899.
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На основаніи замѣчанія къ предыдущей теоремѣ утверждаемъ, 
что строка (3) имѣетъ своею особой точкой

Пусть будетъ:
2 = х іу, (57)

гдѣ х \\ у суть прямоугольныя координаты точки плоскости пере­
мѣннаго г.

Имѣемъ:
—СО«(<р—Ф) г ■ / I \ 1

х = е ѵг т соа[8гп(<р—ф)|;

—СО$(ф—Ф) • г • / і\1
у = — е згп [ згп (<р—ф) |.

(53)

Уравненіе (58) опредѣляетъ па плоскости перемѣннаго г особую 
линію функціи (3), соотвѣтствующую дѣйствительному купюру |гі = 1 
строки (1).

Исключивъ изъ уравненій (58) число ср—ф, найдемъ уравненіе 
этой линіи между координатами х и у.

(59)

Пусть будетъ:
X = р СО.Ч ф, у — р 8ІП ср.

Тогда соотношеніе (59) изобразится такъ:

(^Р)2 + ?а = 1-

(60)

(61)

Это соотношеніе представляетъ уравненіе трактуемой особой 
линіи функціи (3) въ полярныхъ координатахъ.

Такъ какъ
% = р е ,

то соотношеніе (61) молено представить такъ:

| Ідг | = 1.

(62)

(63)

Сопоставляя уравненіе (63) съ неравенствомъ (22), гдѣ г > 1 
и произвольно-близко къ единицѣ, заключаемъ, что кривая (63) со­
ставляетъ границу безконечно - большой области, внутри которой 
рядъ (21) въ данномъ случаѣ равномѣрно и абсолютно сходится.
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Замѣтимъ, что кривая (61) замкнутая, симметрично располо­
жена относительно оси иксовъ, помѣщается всѣми своими точками 
между прямыми х — е—1 и ж = е и касается этихъ послѣднихъ 
въ точкахъ Л/ (е \ о) и N (е, о).

На основаніи предыдущей теоремы и замѣчанія къ ней нахо­
дятся всѣ особыя точки функціи (3), если извѣстны всѣ особыя 
точки функціи (1). Обратно: если извѣстны особыя точки функціи 
(3), то особыя точки функціи (г) находятся при помощи простыхъ 
выкладокъ.

Пусть, напр.,

₽ = ₽і + (64)

гдѣ Зі и р2 вещественныя числа, представляетъ особую точку функ­
ціи /■ (г). Тогда соотвѣтствующая особая точка ак функціи /" (г) 
опредѣлится изь уравненія;

(65)

которое разбивается на два слѣдующія:

соз (у—э-к) 
I “К I соз

Г 8Ш(ф—К) 
| ак I

(66)

і I зіп₽2= — е
зіп (?—»к)

Отсюда прежде всего имѣемъ:

_ 2 соз (у—&к) 
рг3 4- р32 = е Г“хТ”

и

ід (!Ѵ+Ю = т- (67)

Далѣе, изъ уравненій (66) имѣемъ:

МП (Ф >'М
I «к1

о
Н2
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и
«ш (<р—»к) = — атсід

ак
А; (68)

при чемъ А есть значеніе символа —агсід у), 

единицы.

Изъ уравненій (67) и (68) находимъ :

і.9 (?—»«) = у = 5.

Рѣшая это уравненіе, находимъ сперва два 
и г>1к, содержащіяся въ границахъ между о и 2л. 
рѣшеній уравненія (69) надо 
соотношеніямъ (67) и (68).

Пусть оно будетъ &ок. 
точки функціи / (г). ( ак
(67) и (68):

выбрать то, которое

численно меньшее

(69)

значенія йк:
Изъ этихъ двухъ 

не противорѣчитъ

йок будетъ амплитудой искомой особой 
опредѣлится тогда изъ соотношеній

Д 7

Значитъ, искомая особая точка функціи { (г)

А е

есть:

(70)

(71)

§ 2. Выводъ второй основной формулы для 
быхъ точенъ функціи / (г) (1), расположенныхъ на 
Бореля.

Въ § 1 главы 1 выведена была нами первая основная фор­
мула (23) для опредѣленія особыхъ точекъ строки (1), лежащихъ 
на границѣ полигона Бореля К. Въ § 4 той же главы нами была 
отмѣчена другая основная формула:

8Іп (<?—«>„)
-г—т— ~

опредѣленія осо- 
границѣ полигона

(72)

которая еще нужна для полнаго рѣшенія интересующаго насъ 
вопроса.

Въ формулѣ (72) не извѣстна еще функція Ея опредѣленіе 
основывается на двухъ теоремахъ, на выводѣ которыхъ мы сейчасъ 
и остановимся.
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Теорема 1. Рядъ (3) имѣетъ на окружности своего круга 
сходимости одну или двѣ особыя точки; при чемъ двѣ его особыя 
точки расположены на ней только въ томъ случаѣ, если с предста­
вляетъ амплитуду какой-либо вершины полигона К.

Доказательство.

Изъ § 1 главы 1 мы знаемъ, что

1 Р СРВ ( у — 0-м )•
- = ер — Іш, [ [р е^) і = е 1 “к ' . (73)
ч

р = сю

Здѣсь а,, означаетъ особую точку ряда (1), которая принадле­
житъ къ тому же прямолинейному элементу—сторонѣ полигона К, 
какъ и точка М (р, ср).

Изъ соотношеній (73) находимъ:

со5_(?—
I “« I (74)

Это выраженіе представляетъ величину радіуса круга сходи­
мости ряда (3). При этомъ предполагается, что

(75)

На основаніи выраженія (74) утверждаемъ, что на окружности

I г < = г,? круга сходимости ряда (3) лежи тъ его особая точка е “к. 
Легко видѣть, что, если <р не совпадаетъ съ амплитудой какой-либо 
вершины полигона Д то на этой окружности пе лежитъ иной особой

точки функціи (3). Въ самомъ дѣлѣ, допустимъ, что и точка е 
гдѣ р =1= также расположена па окружности | г 1 = г„. Въ такомъ 
случаѣ должно выполняться условіе:

или :

со® (<р—а-к) 
I |

сов (-і—а-д) 
I I

008 (<р—-Э-к) 
I а« I

(76)
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Какъ было выяснено въ § 1 главы 1, послѣднее равенство 
возможно лишь въ томъ случаѣ, если <р представляетъ амплитуду 
какой-либо вершины многоугольника II., а а,. и суть особыя точки 
строки (1), расположенныя на двухъ прямолинейныхъ элементахъ- 
сторонахъ полигона Л, которыя сходятся въ разсматриваемой 
вершинѣ

Вмѣстѣ съ тѣмъ ясно, что, если <р представляетъ амплитуду 
какой-либо вершины полигона К, то на окружпости | г | = лежать 

двѣ особыя точки: е “к и е , гдѣ ак и а.р удовлетворяютъ 
условію (76). При этомъ никакой третьей особой точки строки (3) 
не можетъ лежать на окружности | г | — Дѣйствительно, допу- 

стимъ, что е “5, гдѣ число з отлично отъ р и к, тоже расположена 
на разсматриваемой окружности. Тогда должны выполняться условія: 

С08 (<р—іѲ\.) _ С08 (<р—Эу) __ С08 (ср—$5)
і іі іі (/ о| 1^1 Ы

Въ виду результатовъ, полученныхъ въ § 1 главы 1, утвер­
ждаемъ, что соотношенія возможны лишь при условіи, что з совпа­
даетъ съ к или р. Это означаетъ, что совладаетъ съ ак пли а?

и, слѣдовательно, точка е совпадаетъ съ е “* или е а? .

Такимъ образомъ теорема установлена.

Примѣръ. Пусть окружность | г | = 1 представляетъ дѣйстви­
тельный купюръ для строки (1). Тогда полигонъ Іі совпадаетъ 
съ кругомъ |2 | < 1.

'Гакъ какъ въ разсматриваемомъ случаѣ | а„ | = 1 и р = 1, то 
на основаніи соотношеній (73) находимъ:

соя (<₽—Як) е = е ѵт

Такъ какъ | <р—й-к | л-> то на основаніи этого соотношеніяи
находимъ: = <р. Формула (74) тогда обращается въ слѣдующую:

= е‘ (78)
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Значитъ, при всякомъ радіусъ круга сходимости строки (3) 
равенъ е \ При разсмотрѣніи примѣра предыдущаго параграфа мы 
видѣли, что въ трактуемомъ случаѣ на окружности | г \= е 1 
круга сходимости ряда (3) лежитъ одна его особая точка: г — ё~Х.

Обозначимъ далѣе черезъ Ъ„ выраженіе:

»(п ^5 — р"и, (79)

гдѣ

п

СЮ ,
«5 И*

а! ’
о

(80)

при чемъ

а 5 — Е [ е а ;

. (нЗ- -р«<(>—і 1 
—г е '

(81)

Разсмотримъ тогда одинъ изъ слѣдующихъ рядовъ чиселъ:

Зр—у ? р—ѵ-рі, '*•’ р-|-ѵ (82)

$"р—ѵ> е"р— Ѵ-|-1> ■■■> ?"р-^-ѵ (83)

Пусть это будетъ первый изъ нихъ.

Т е о р е .и а 2. Пусть будетъ :

Р„______________ соз (<р—а-к)
/ | д (р„ е^) | = 1 = е 1 “к , (84)

ГЧ>
П = сю

гдѣ совпадаетъ съ такимъ же символомъ (73). а число перемѣнъ 
■знака въ рядѣ (82)’ при р = р„ будетъ у Назовемъ а (д) нижній

предѣлъ отношенія —
2ѵ

при п = оо.

Нъ такомъ случаѣ имѣемъ:

зіп (<р—0-к) 
I а« I

= л а (■Э’) — (85)
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если
1 < & < Л—1, ’ (86)

и

*«■« »■ (87)

если
1 а« 1

— л 4-1 < д < — і. (88)

Доказательство.

Допустимъ сперва, что пе представляетъ амплитуды какой- 
либо вершины полигона К. Тогда строка (3), въ силу теоремы 1, 
имѣетъ на окружности | г | = г своего круга сходимости только 

одну особую точку : е “к . Полярныя координаты этой 
суть:

СО® (-?—■Э’к)г _ е Г^Г'- о _ _&іп (?—' (П --- С --- I I
? |

Преобразуемъ рядъ (3) при помощи подстановки:

* | г.

Будемъ имѣть;

(п е(') г".
О

Этотъ рядъ имѣетъ только одну особую точку

послѣдней

(89)

(90)

(91)

(92)

на окружности | г | = I своего круга сходимости.

Въ виду состава (89) числа 0к, гдѣ | ак | > 1, находимъ:

— 1 < Ѳк < 4- 1. (93)

Ряду чиселъ (82) будетъ соотвѣтствовать здѣсь новый рядъ: 

„ Р—* г Р—Ѵ+1 о/ „ Р-Ь о,
''Р Рр-- '<р Рр---Ѵ-р-1’ > ' <[> Р р-рѵ ! (94)

элементы котораго отличаются отъ элементовъ ряда (82) только 
положительными множителями: г” (п=р—ѵ, р — ѵ-)- !, .... р4"ѵ)'
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А потому число , перемѣнъ знака въ рядѣ (94) прп р — р„ бу­
детъ то же д, что и въ рядѣ (82).

Приложимъ здѣсь теорему 2 § 5 главы 2. Для этого полагаемъ 
тамъ: ? = Ѳк. На основаніи этой теоремы находимъ:

9 — Ѳк = х а (9), (95)
если

о < 9 — Ѳк < х, (96)
и

Ѳк—9 = ха (9), (97)
если

о < Ѳк — 9 < х. (98)

Условіе (96) выполняется, если 9 содержится въ границахъ (86), 
а условіе (98) выполняется, если 9- заключено въ границахъ (88).

Такъ какъ при этомъ соотношенія (95) и (97) совпадаютъ соот­
вѣтственно съ формулами (85) и (87), то теорему надо считать уста­
новленной въ случаѣ, если ? не представляетъ амплитуды какой- 
либо вершины полигона К.

Обратимся теперь къ случаю, когда ? = ?0 служитъ амплитудой 
какой-либо вершины многоугольника К. Но предварительно сдѣ­
лаемъ одно замѣчаніе относительно формулъ (95) и (97), предполагая, 
что въ нихъ ? есть амплитуда какой-либо точки, лежащей на сто­
ронѣ Ік полигона К, къ которой принадлежитъ и точка ак, но не 
совпадающей съ какимъ-либо концомъ этой стороны.

Такъ какъ
в 8ІП (?—9К)

— I II а* I
отъ 9 не зависитъ, то въ силу формулъ (95) и (97) утверждаемъ, 
что, какъ ха (9)— 9, такъ и —х а (9)—9 въ этихъ формулахъ отъ 
9 тоже не зависятъ. А потому каждое изъ выраженій х а (9) — 9 
и — ха (9) — 9 представляетъ одну и ту же функцію ?:

А (?) = ха (9) — 9, (99)

если 9 содержится въ границахъ (96), и

А (?) = — х а (9) — 9, (100)

если 9 заключено въ границахъ (98).

Функцію А (?) будѳм'ь называть отнѳсѳпной къ сторонѣ Ік.
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Соотношенія (95) и (97) изобразятся въ видѣ одпоіі формулы :

(Ю1)

Амплитуду одного изъ концовъ стороны Ік мы обозначили че­
резъ !р0. Назовемъ амплитуду другого конца той же стороны фр 
при чемъ пусть будетъ <р0 > <рѵ Тогда равенство (101) сохраняетъ 
силу при всѣхъ значеніяхъ <р, удовлетворяющихъ условію:

<Р1 < ф То. (102)

Разсмотримъ далѣе смежную съ Ік сторону Ір полигона К, на 
которой расположена особая точка а.р строки (1) и которая встрѣ­
чается съ Ік въ точкѣ М (р0, <р0); при чемъ

— = — Ід \ & (р е^0*) I. (ЮЗ)
Ро Р

Р — оо

Обозначимъ черезъ <р2 амплитуду другого копца стороны Ір\ при 
чемъ пусть будетъ <р2 > <р0.

Назовемъ В (ср) функцію л а (0) — О- или — л а (О) — О- при 
условіи, что

?о < <Р < ?2- (104)

Тогда будемъ имѣть равенство для всѣхъ значеній <р, удовле­
творяющихъ условію (104):

= в (й (105)

Принимая во вниманіе составъ лѣвыхъ частей соотношеній 
(101) и (105), утверждаемъ, что функціи А (<р) и В (ср) непрерывны 
соотвѣтственно въ границахъ (102) и (104).

При атомъ, считая е > о, имѣемъ:

Ііт А (ср0—е) =
6 = 0

(106)

В (,.+.) = = 8,.
I °-р I

(107)
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Такъ какъ функція а ($•) при каждомъ опредѣленномъ значеніи 
для <р и й- имѣетъ опредѣленное значеніе, то тѣмъ же характеромъ 
обладаютъ и функціи на (&) — В- и — я а (&) — г>.

Отсюда ясно, что
-4 (?о) = Я (?о)- (108)

Въ силу равенства (108), функціи А (<р) и В (<р) можно разсма­
тривать, какъ взаимныя продолженія.

Выдѣляя функціи, аналогичныя А (ср) и В (с?) и отнесенныя 
къ прочимт, сторонамъ полигона К, мы такимъ же путемъ убѣж­
даемся, что ихъ можно разсматривать, какъ элементы одной и той же 
функціи:

= г а (&) - ф

если $ содержится въ границахъ (96), и

— — к а (&) — О,

(109)

(ІЮ)

если И заключено въ границахъ (98).

При этомъ для всѣхъ значеній ср, представляющихъ амплитуды 
точекъ стороны Ік полигона К, кромѣ ея концовъ, имѣетъ мѣсто 
соотношеніе:

Точно также, если ср служитъ амплитудой какой-либо точки 
стороны Ір, кромѣ ея концовъ, то

Теперь мы постараемся обнаружить, что при ср = ср0, гдѣ ср0 
означаетъ амплитуду точки встрѣчи сторонъ Ік и I? полигона К, 
выполняется одно изъ равенствъ:

(ИЗ)

или
6'ІП (<р()—0>) =

I а? I
Согласно предположенію,

(114)
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Пусть будетъ <р > <р0 и произвольно-близко къ ср0. 
что первое изъ чиселъ:

й _ 8ІП (<р— б\)
"к ----- і і

I а« !

И
_ зіп (<?—»,)

' I «/> I
отрицательно, а второе положительно.

д . л
Назовемъ точки е к‘ и е°*' соотвѣтственно 8К и 8р.

Тогда ясно,

(115)

(116)
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Одновременно съ числами (115) и (116) разсмотримъ числа 
(106) и (107). Такъ какъ ® > ф, — и каждая изъ этихъ

положительныхъ величинъ не превосходитъ —, то, слѣдовательно,

8ІП (<р—&к) > 8ІП (%—0к). (117)

Принимая во вниманіе соотношенія (106) и (115), въ виду не­
равенства (117) находимъ:

Ѳ« < — < о. (118)
Далѣе, имѣемъ:

?о >

и такъ какъ каждое изъ положительныхъ чиселъ Оу—<р0 и Оу—<р не

превосходитъ
л
2~’ то

8ІП (<р0—Оу) < 8ІП ('р—Оу). (119)

Сопоставляя
неравенства (119)

между собою соотношенія (107) и (116), 
находимъ:

въ виду

о ■< Ѳр (120)

Обозначимъ черезъ ЛГ, и соотвѣтственно е и е ’ 2.

Раздѣлимъ дугу А1г М2 пополамъ и пусть В служитъ срединой этой 
дуги. Вслѣдствіе большой близости <р къ ф0, точка В расположена 
между точками Мг и 8р.

Такъ какъ формула (95) сохраняетъ силу для всѣхъ значеній 0-, 
удовлетворяющихъ условію (96), то она будетъ имѣть мѣсто также 
и въ томъ случаѣ, если въ ней на мѣсто & поставить амплитуду Ну 
точки В\

(12

Значитъ, имѣемъ:

= л а (0-) — 0 = л а (Оу) — Оу. (122)

Принимая теперь во вниманіе слѣдствіе теоремы 3 послѣдняго 
параграфа главы 2, находимъ:

Оу — 0к = я а (О]),
? = %



114

или :

Результатъ (123) тождествененъ съ соотношеніемъ (113).

Такъ какъ съ другой стороны

<Р = ?о
то имѣемъ также:

— °2 ~ я (8'1) ,
ГС — *сІ ---- Го

или, въ виду результата (107),

- к а (&,)

? = <Ро

Къ тому же результату мы пришли бы, если бы исходили изъ фор­
мулы (97).

Теорема такимъ образомъ установлена.

Слѣдствіе. Имѣемъ:

еіп \ ?0—;

-а (11). 
И —О

(125)

Выводъ.

Мы видѣли, что формулы (95) и (97) сохраняютъ силу при 
всѣхъ значеніяхъ <р, содержащихся въ границахъ о < ср 2к, если 
въ пей при переходѣ точки ЛТ (р, <р) съ одной стороны полигона 
Борѳля на другую мѣнять надлежащимъ образомъ | ак | и 8-к. Въ виду 
условій (96) и (98), одна изъ формулъ (95) сохраняетъ силу при 
8 = о, и тогда она совпадаетъ съ соотношеніемъ (125).

Теперь мы имѣемъ способъ вычислять функцію т? въ форму­
лахъ (130) главы 1 при любомъ значеніи ср, содержащемся въ гра­
ницахъ о < ср < 2іг.
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§ 3. Вычисленіе особыхъ точекъ строни (1), лежащихъ на гра­
ницѣ полигона К.

Теперь для опредѣленія особыхъ точекъ строки (1), располо­
женныхъ на границѣ политопа К, имѣемъ формулы (129) и (130) 
главы 1:

1

С08 (ср—!>„) = (126)

8ІП (ср-- Я-к) = т-$

]/ V ш®2

Здѣсь Іу опредѣляется по формуламъ: (120), (122) и (123) гла­
вы 1, а т-і/ имѣетъ составъ (109) или (110) настоящей главы.

Второе изъ соотношеній (126) можетъ быть замѣнено усло­
віемъ (75). Значитъ, для вычисленія особыхъ точекъ ряда (1), лежа­
щихъ па границѣ полигона К, имѣемъ формулы:

1

8ІП (ср—1ѢК) = (127)

При пользованіи формулами (127) надо держаться слѣдующаго 
порядка. Давъ ср какое-либо значеніе ср0) содержащееся въ грани­
цахъ < ср0 < 2 к, вычислимъ и т^0 (точно или приближенно). 
Тогда

1

т?о2
(128)

Два же остальпыя условія (127) опредѣлятъ одно значеніе 
То—и, слѣдовательпо, одно значеніе При чемъ, если ср = ср0 
не представляетъ амплитуды какой-либо вершины полигона К, то 
особая точка ак, вычисленная такимъ образомъ, принадлежитъ 
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къ той же сторонѣ полигона К, къ которой принадлежитъ точка 
М (р0 = -Д , <р0). Если же у = 'р0 совпадаетъ съ вершиною поли­

ло
гопа 7Г, то ак принадлежитъ къ одной изъ двухъ сторонъ много­
угольника К, которыя сходятся въ этой вершинѣ.

Такъ какъ на каждой сторонѣ полигона К лежитъ только одна 
особая точка ряда (1), то изъ предыдущаго ясно, что, если ср пред­
ставляетъ амплитуду точки стороны полигона 71, то формулы (127) 
приводятъ къ одной и той же особой точкѣ ак строки (1), гдѣ бы 
точка М (р, <р), отличная отъ любого изъ концовъ разсматриваемой 
стороны, на пей ни лежала.

Отсюда становится понятнымъ слѣдующее правило, которое 
всегда нужно имѣть въ виду, желая облегчить задачу вычисленія 
особыхъ точекъ строки (1), расположенныхъ на границѣ полигона К' 
Допустимъ, что два значенія ср: ср = срк м <р = срк+1 удовлетворяютъ 
условію | 'рк — срк+і | < лг. Вычислимъ ^к+1 и 1^к, т^к и 
Предположимъ, что формулы (127) приводятъ къ одной и той же 
особой точки ак строки (1), какъ при ср = <рк, такъ и при гр = (р^і. 

Въ такомъ случаѣ формулы (127) приводятъ къ той же особой 
точкѣ ак ряда (1) при всякомъ значеніи ср, заключенномъ между ’^к 
и Въ ,іи'дУ этоъо, подобныя значенія ® не надо и разсмат­
ривать.

На основаніи этого результата становится ясно, что, если на 
границѣ полигона К лежитъ конечное число особыхъ точекъ строки 
(1), то достаточно дать ср опредѣленное число значеній, чтобы при 
помощи формулъ (127) вычислить эти ея особыя точки.

Въ предыдущемъ мы предполагали, что й содержится въ гра­
ницахъ (86) или (88). Но допустимъ, что й = 0. Тогда справед-
лива формула (125). Значитъ, для опредѣленія ак имѣемъ тогда
формулы:

соз (<р—йк)
= бср,

зіп
(129)I ак | ’ П'Ъ

гдѣ

т^ = к а (й). 
й= О

(130)
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При этомъ

а (») = Ііт
,4 = 0 2ѵ

П=со

(131)

гдѣ ц означаетъ число перемѣнъ знака въ рядѣ чиселъ:

Тр—ѵ> 1р—ѵ4-1> •••> "Ір+ѵ (132)

при р = р„; при чемъ

(133)

Изъ уравненій (129) находимъ:

(134)

8ІП ср—Э\.
И1<р 

у%2+™?2'

Вмѣсто третьяго изъ уравненій (134), можно взять условіе (75). 
Тогда будемъ имѣть:

I а« I = т/—;

соз (ср—9>) = ■ (135)
У^ + т/

< 2 •

При помощи формулъ (135) непосредственно нельзя вычислить 
особую точку ак строки (1), если извѣстны Ц и т<р при ср = ср0. 
Въ самомъ дѣлѣ, пусть вычислены 1^0 и т^0. Тогда, послѣ замѣны
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въ формулахъ (135) и т<р черезъ (<р0 и т<р0 и черезъ ср0, при 
помощи первой изъ этихъ формулъ находимъ | о.к і. Далѣе, на осно­
ваніи двухъ послѣднихъ изъ этихъ формулъ находимъ два зна­
ченія

= <р0 — §; — <р0 -|- о. (136)

Предположимъ, что 3-'к представляетъ амплитуду искомой осо­
бой точки. Замѣнимъ въ третьемъ изъ уравненій (134) число 
черезъ В-'к. Будемъ имѣть:

представляетъ амплитуду особой точки строки (1).

8ІП 1 ----| = -------------- . (137)
У ПІ'І2

Если теперь въ формулѣ (137) на мѣсто поставимъ ■Э-’к, то
будемъ имѣть:

т = о. О- к (138)

Обратно: если т&, = 0, то зіп &'к ■— | = о и к. = К-

Итакъ, если Э-'к есть амплитуда особой точки ряда (1), то 
т&, = 0. Напротивъ, если &"к пе представляетъ амплитуды особой 

точки строки (1), то =(= 0.

Съ помощью этихъ дополнительныхъ вычисленій (очевидно, что 
достаточно вычислить т&, или т„,, ) и рѣшается вопросъ, какое 
изъ двухъ чиселъ (136) служитъ амплитудой искомой особой точки 
ряда (1).

Такимъ образомъ мы видимъ, что при вычисленіи съ помощью 
формулъ (135) особыхъ точекъ строки (1) приходится дѣлать всякій 
разъ вышеуказанныя дополнительныя вычисленія, которыя оказыва­
ются ненужными при пользованіи формулами (127). Но формулы 
(135) имѣютъ свое существенное преимущество: какъ мы видѣли, 
число //, отъ знанія котораго зависитъ знаніе т?, представляетъ 
число перемѣнъ знака цѣлой функціи:

, _ р. и5 соа СМ; /139)
Т" — ..

О

при п — р—ѵ, р—ѵ-|-1, .которая имѣетъ болѣе простое 
выраженіе, чѣмъ функція р'„ (80):
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рд п$ С08 ( п й 4- (140)

Такимъ образомъ задачу объ опредѣленіи особыхъ точекъ 
строки (1), расположенныхъ па границѣ полигона 7Г, мы свели 
къ рѣшенію слѣдующихъ трехъ задачъ:

1) Нахожденіе для даннаго значенія у, содержащагося въ гра­
ницахъ о < ср < 2тг, соотвѣтствующаго значенія функціи Ц:

и = Ііт * Ід -1р 1 = Ііт А. [д | у | ;
/' п 

р = со п = со

2) Нахожденіе числа у перемѣнъ знака цѣлой функціи т8 (139)
при в = р — ѵ, р -4 1, ..., р 4- ѵ и р — р„;

3) Наконецъ, вычисленіе нижняго предѣіа при п = со отно- 
■ Чшенгя —.

2ѵ

Первая и третья задачи не могутъ быть сведены къ болѣе 
простымъ, — искомыя въ нихъ числа должны быть непосредственно 
вычислены точно или приближенно.

Что же касается до второй задачи, то, какъ увидимъ впослѣд­
ствіи, рѣшеніе ея можетъ быть значительно упрощепо.

Изысканіе у, числа перемѣнъ знака въ рядѣ (132), можетъ быть 
иногда облегчепо, если извѣстно, сколько положительныхъ нулей 
функціи ■(„ (139) содержится въ границахъ:

р> — ѵ п р ѵ. (142)

Въ самомъ дѣлѣ, если это число нулей т, то

у < т. (143)

Для поясненія предыдущаго приведемъ одинъ примѣръ.

Примѣръ. Обозначимъ черезъ ф (п) какую-либо вещественную 
функцію п, которая обладаетъ слѣдующимъ свойствомъ: разность 
ф (в) — ф (□), гдѣ 5 и о какія-либо различныя цѣлыя положительныя 
или отрицательныя числа (меледу ними одно можетъ быть нулемъ), 
не равна пулю или 2/сгс, гдѣ 1с цѣлое число.
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Пусть будетъ:

а»
со

— сю
е і ($) нф

(144)

при чемъ предполагается, что рядъ

оо

л = 2 'х* і
— сю

(145)

сходится.

Обозначимъ черезъ І(„ выраженіе:

сю
К„= 2

о

а5 п3 і

8 !

(146)
П« е(«?~М» 

$!

сю
2 хте’^(т).

— сю

Назовемъ Дѵ выраженіе:

сю

2
ЛЧ-1

_ (гр — В>) і п3 е 1 *
8 !

оо

2
— оо

еМ (т)
(147)

Будемъ имѣть:

м5 *
5 !

СЮ

— со
(148)

СЮ N , „[«(?+<}'«) — в>] і
— V ѵ п е

5 !
- + БЛ-.

— сю 0
Далѣе, имѣемъ:

сю оо оо

1 | < у, П32л 7Г 2 і Хг 1 = А V п371У+1 ---- ОО лч-і

N ,— А 1 А? п е" — У —г 11 0

(149)
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(151)

Отсюда ясно, что
Ііт і ід- , = О

N = оо

и, слѣдовательно,
Ііт Ъц = 0.

= оо

Заставимъ теперь въ выраженіи (148) число N расти до без­
конечности. Въ предѣлѣ тогда получимъ:

+ °°
— оо

з!
О

(151)

е
— оо

Пусть будетъ

\ = Рт е ’ (152)

гдѣ рт и о? модуль и амплитуда числа Хт.

Будемъ имѣть:

~Ь °°
№„ = 2 Рт С0Ь С08[П5Ш (?4-^ (Т) )-]-<5г—^]. (153)

— оо

Обозначимъ черезъ « какое-либо цѣлое положительное или 
отрицательное число (оно можетъ быть и нулемъ).

Полагаемъ въ выраженіи (153):

? = — <!' («)• (154)

Тогда 3/„ изобразится такъ:

М„ = р5 е” соз [о,— р?] Х„, (155)

гдѣ означаетъ сумму (153) при <р = — ф («) безъ р8 е” соз —рД
а Ру» подбирается такъ, что соз [а5—р^] 4= 0.

Въ виду условія, которое наложено на функцію ф (»), каждый 
„„ п СОЗ [ <₽+ Ф (г) 1 ѵ пЗизъ множителей е ІТІ тѵ 1 слагаемыхъ суммы вида е , гдѣ 
3 < 1. Л если такъ, то 3/,, можно представить слѣдующимъ обра­
зомъ :
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гдѣ
М„ = рг еп со8 [ а, —(14-8„),

Ііт §и = 0.
П — со

Отсюда находимъ:

Ф(») — — ^9 | — 1-

р — со

Далѣе, число перемѣнъ знака въ рядѣ:

Л/р—ѵ, Л/р—ѵ-(-1, Лр-|-ѵ

д = 0. А потому

т—'Ь («) = 0.'

(156)'

(156')

(157>

(158)

(159)

Въ силу результатовъ (157) и (159), формулы (134) обращаются 
въ слѣдующія:

ак | = 1;

сов (ф (»)) = 1; (160)

8-іп (4~ ф (®)) = 0.

На основаніи двухъ послѣднихъ уравненій утверждаемъ, что 
= — Ф (»), И

г = в~Ш» (161)

представляетъ особую точку строки (1) при любомъ цѣломъ поло­
жительномъ или отрицательномъ 8 или же нулѣ.

ІІрп ф (а) = 8 мы имѣемъ примѣръ, который впервые тракто­
вался Ье Коу („8иг Іез вёгіев біѵег^епіев еіс.“, р. 320).
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ГЛАВА IV.

Упрощеніе задачи изысканія числа перемѣнъ знака въ рядѣ (132) главы 3.

§ 1. Выводъ двухъ подготовительныхъ формулъ.

Въ послѣднемъ параграфѣ главы 3 мы видѣли, что знаніе­
числа ц перемѣнъ знака въ рядѣ (132) той же главы является рѣша­
ющимъ въ вопросѣ объ изысканіи особыхъ точекъ строки (1), лежа­
щихъ па границѣ полигона К. Непосредственное опредѣленіе у для 
всякой функціи состава (139) главы 3 дѣло немыслимое. Прихо­
дится поэтому вычислять значеніе ц при каждомъ разсматриваемомъ 
значеніи р. Въ виду этого всякія упрощенія при нахожденіи 2 
заслуживаютъ особаго вниманія.

Въ настоящей главѣ мы остановимся на одномъ такомъ суще­
ственномъ упрощеніи.

Предварительно займемся выводомъ нѣкоторыхъ подготови­
тельныхъ формулъ и положеній.

Обозначимъ, ради краткости, черезъ 8^ выраженіе:

(1)

гдѣ <р—Э-к удовлетворяетъ условію (75) главы 3.

Тогда выраженіе (74) для величины радіуса круга сходимости 
строки (3) главы 3 представится такъ:

(2)

Разсмотримъ послѣ этого слѣдующую строку:

о
(3)

гдѣ
Я (п 0)
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Такъ какъ
п

Ііт У | (п е'*’*) )•== — , (5)
п — оо ’■'?

ТО
п

ііт I I А„ | = 1, (6)
П = оо

и, слѣдовательно, \ г = 1 служитъ окружностью круга сходимости 
ряда (3).

Пусть будетъ:

Др—1

^=2
о

аТ

т! (П

Здѣсь >\р какая-либо вещественная функція р, Ар имѣетъ со­
ставъ (82) главы 1, а ѵ состава (75) главы 2, т. е.,

ѵ = кр- 

при чемъ на X налагается еще новое ограниченіе:

(8)

(9)

гдѣ г’ положительное число, которое можетъ быть какъ-угодно 
малымъ. (*)

(*) Легко видѣть, что условіе (9) при достаточно большихъ значеніяхъ 
р будетъ удовлетворено, если положить:

(») , _ Е (ор),
Р

гдѣ
(?) 0 < 0 <

Чтобы убѣдиться въ этомъ, представимъ к такъ:

(Т) х — 3?>~ — а _
Р р ’

гдѣ 0 < Ьр < 1. Внесемъ это выраженіе для X въ лѣвую часть неравенства (9). 
Вудомъ имѣть:

(8) 3—е□ — — <Г---------- 6 .
Р *
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На основаніи соотношенія (7) можемъ написать:

о о

■1*—1 . р+ѵ —Л) | < X; 1 «т : 'Ѵ 6 * р* 5 е
8 10 Р—V

ѵ-11
2 1 «Т 1 РХ (1+^)Т ѵ 

т!
р°

~1Т~

(Ю)

Принимая во вниманіе неравенство (10) главы 3, находимъ:

гдѣ
----- 2 —|— А —2 к.

(14-еіГ (И)

(И')

Имѣя въ виду результатъ (97) главы 1, 
ства (11) находимъ:

Р__________
\ІСР\ < ее~У 

р =. со

на основаніи перавен-

(12)

Обозначимъ далѣе черезъ Нр слѣдующее выраженіе:

СО

2
Зр+1

т!
(13)

5 !

Наибольшее значеніе а есть Условіе (8) будетъ осуществлено для 
прочихъ значеній а, 
равенство:

м
Но

подчиненныхъ ограниченію (°), если сохраняетъ силу не-

10

при достаточно большихъ значеніяхъ р и достаточно ма-Очевидно, что
ломъ г' неравенство

1-& < 0,1002-.-

выполняется. Но тогда справедливы соотношенія (X) и (8) и, слѣдовательно», 
неравенство (8).
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(14)

Отсюда получаемъ:

^. < 2 "тг
Зр+1 •

;>4-ѵ
2

Р—ѵ

- Я-*
рт (і+еі)7 ѵ 

г! р—V

гдѣ ех имѣетъ составъ (11').

Пусть будетъ:

ОО

2
ЗН-1

(і+От Р' 
г!

со

= 2
зя-і

Принимая во вниманіе формулу Стирлинга для большихъ т:

< е~т (1—8),

-с!
(15)

Т ! > ]/ 2 7ГТ

гдѣ 0 < 8 < 1, имѣемъ:

т 1 
Ал —---------

/2іг (1—8)

(16)

ОО
у [е(1 + гі)^Р

3^+1
(17)

Г

________ >(1+еі)^1
/2 л (1—8) 3 у4-1 ]3

Положительное число г, входящее въ составъ е1 = е X -ф- еХ, 
можно считать какъ-угодно малымъ. А потому

е: = X С , (18)

гдѣ С, положительная функція р, значенія которой могутъ быть 
сколь-угодно малыми. Мы предполагаемъ, что е' — С > 0.

Исключивъ изъ неравенства (9) число X при помощи соотно­
шенія (18), получимъ:

3—е ч
8і < —--------Ч, (19)

гдѣ
е» = в' — С > 0; (19')

при чемъ значенія е„ функціи р, могутъ быть сколь-угодно малыми.
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Въ виду неравенства (19), находимъ:

е (1 —]— 3 — е е2
и, слѣдовательно,

(1 —)— Ііт 6 3 С Ііт со 3,

р =2 СО р = со

такъ какъ 1>"> е2 +
р — сх>

0.

и

(20)

(21)

Имѣя въ виду результаты (20) и (21), находимъ: 

е (1 + еі) Р <
З^-І

(22)1

гдѣ

1, (23)

(23')

Въ силу неравенства (22), можемъ

г 1 Р(Н-еі)13р+1

написать:

- з+-
р

1
._ е (і~Ні)

з + -
р

(24)

и, значитъ, имѣемъ:

1 Г?ІкК)13р+1 
У I 3.а+ 11 р

1
,_ е (1 + 6і)

3 + -1 
Р

(25)

Отсюда, въ виду результата (23), заключаемъ:

—е т (26)

Формулы (12) и (26) будутъ очень полезны для насъ впо­
слѣдствіи.
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(27)

§ 2. Выводъ двухъ вспомогательныхъ теоремъ.

Введемъ въ разсмотрѣніе слѣдующіе символы:

&!

гдѣ X имѣетъ составъ (4) при п — 8,

и

=>2 (р

г) _ у рз е ѵ 1 Зр
у

ат вт е^і

р—V
8 !

0 т!

5
р+ѵ

= 2
р—ѵ

Зр 
у ах 8Т е^і

в!

(28)

(29)

Лемма 1. Пусть будетъ:

Тогда и

(30)

(31)

Обратно: равенство (31) влечетъ за собою соотношеніе (30).

Доказательство.

Пусть выполняется условіе (30). Принимая во вниманіе выра­
женіе (13), можемъ написать:

о (р„ е?Л/) — 31 (р„ е^Р») + Лр„. (32)

На основаніи равенства (32) находимъ:

] 5 (р>. еЩ I - | Др„ I < 31 (р„ е^) | < | о (р„ еЩ | -|- | Ж |. (33)



Нѣсколько опытовъ съ ванадіевою сталью.
Опыты были произведены на Ижорскомъ заводѣ. Матеріаломъ

для плавокъ служили мягкое мартэновскоѳ желѣзо и феррованадій
слѣдующаго состава: С Мп. Р 8 V
мартэновскоѳ желѣзо 0,08 0,30 0,02 0,01
феррованадій 0,07 0,25 0,02 24,85%

Въ виду имѣлись опыты, исключительно, съ мягкой сталью
т. ѳ. содержащей углерода .0,30 —0,4070.

Въ графитовыхъ тигляхъ Моргана, даже при указанной мягкой 
пихтѣ невозможно было получить сталь мягче 0,60% углерода. Но 
уже при этихъ опытахъ выяснилось, что ванадій имѣетъ большую 
способность присоединять углеродъ. Такъ, одна и та же шихта 
безъ ферраванадія и съ прибавкой его давала во второмъ случаѣ 
сталь съ содержаніемъ углерода выше па 0,15—0,20%.

Послѣ многихъ попытокъ съ различными массами для футе­
ровки графитовыхъ тиглей, чтобы предохранить сталь отъ науглеро­
живанія, таковая была найдена въ видѣ смѣсп обожженаго магне­
зитоваго порошка, употребляемаго для футеровки мартэновскихъ пе­
чей, съ 27% боровичской глины. Футеровка этой массой произво­
дится такъ: въ тигель вставляется деревянный стержень по формѣ 
тигля но меньшихъ размѣровъ, такъ чтобы образовался зазоръ 
въ зазоръ этотъ плотпо затрамбовывается указанной смѣсью, 
и тигель ставится въ плавильный горнъ и прокаливается до тѣхъ 
поръ пока дерево пе выгоритъ совсѣмъ. Полученная такимъ способомъ 
футеровка выдерживаетъ по двѣ плавки даже марганцовой стали.

Феррованадій, во избѣжаніе угара, прибавлялся уже къ распла­
вленному металлу минутъ за 12—15 до отливки. При этомъ оказа­
лось, что ванадій растворяется очень легко, и угаръ его не превос­
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ходитъ 5%. Пробныя болванки отливались квадратнаго сѣченія 
3"Х " 3 по Р/2 пуда вѣсомъ, прокатывались въ прутья 1" діаметромъ, 
послѣ чего верхняя треть прутка отбрасывалась изъ за усадочной 
раковины,

Изъ прутковъ вытачивались круглые образчики для испытанія 
на разрывъ длиной между кернами 2" и діаметромъ '/а"- Разры­
вающее усиліе и предѣлъ упругости въ к". на квадратн. ш/ш.

Было сдѣлано 5 опытовъ для сравненія ванадіевой стали 
съ обыкновенной, никелевой и хромовой. Результаты испытаній 
и анализъ приведены въ слѣдующихъ таблицахъ:

Составъ опытныхъ сталей:
С Мп Р Сг V

1. 0,28 0,51 0,04
2. 0,28 0,50 0,03 2,56
3. 0,29 0,42 0,02 0,27
4. 0,28 0,42 0,02 1,02
5. 0,27 0,43 0,03 1,01 0,29.
Послѣ отжига при 800° механическія качества получились слѢ'

дующія:
1 2 3 4 5 5 закален. въ ма­

слѣ при 800°
предѣлъ упругости 29,0 43,5 50,8 30,5 53,0 77,0
разрыв. усиліе 48,0 62,2 62,0 51,0 64,0 89,0
удлиненіе % 30,0 32,0 22,0 24,0 33,0 20,0
сжатіе плоіц. сѣ­

ченія % 52,0 56,0 51,5 48,0 60,0 44,0
Видно, что небольшое количество вопадія 0,2—0,30/0 сильно 

повышаетъ предѣлъ упругости, сопротивленіе разрыву не понижая 
замѣтно удлиненія и вязкости. Присутствіе 1°/0 хрома еще усили­
ваетъ вліяніе ванадія. Надо думать, что примѣненіе ванадія Д-1Я 
артиллерійскихъ орудій и снарядовъ было бы весьма полезно, въ смы­
слѣ облегченія ихъ вѣса за счетъ большаго предѣла упругости.

Испытаніяйіадрѣзанпыхъ брусковъ отъ этихъ жо самыхъ образцовъ 
на копрѣ Фремона еще яснѣе подчеркиваетъ выгоду примѣненія вана­
дія. Цифры полученныя на копрѣ Фремона слѣдующія въ к^тіг.: (*)

№ № образцовъ 1 2 3 4 5
к&тіг. 26,0 26,0 25,0 18,0 24,0.

т. е. по вязкости ванадіевая сталь почти не уступаетъ никелевой стали-

(*) Для испытанія па копрѣ Фремона берутся бруски съ сѣченіомъ 
10X8 т/пі. и па пихъ дѣлается вырѣзъ равный 1 квадр. іп/пі.
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Наибольшій интересъ представляетъ опытъ примѣненія ванадія 
къ броневой стали. Для сего было сдѣлано двѣ плавки, одна обыч­
наго состава для брони, другая же съ добавкой ванадія. Составъ 
этихъ сталей былъ такой:

С Мп р 8і Сг М V
6. 0,40 0,36 0,03 0,04 2,05 4,0 0,28
7. 0,43 0,36 0,04 0,05 2,07 3,98 —

Образецъ № 7 былъ закаленъ въ водѣ при 600° Л» же 6 при
625°. Результаты механическихъ испытаній показываютъ громадную 
разницу:

пред. упруг. разрывн. усиліе удлипеніе сжатіе
6. 107 113 14,9% 31,0
7. 72 98 13,0 32,0.
Испытаніе надрѣз-ан ныхъ образцовъ дало для 6—13 к&шіг.

а для № 7 только 7 кррпіг.
Изъ этихъ же плавокъ были прокатаны листы толщиной 

2,5 — 2,75 ш/ш., закалены также какъ и бруски и испытаны стрѣль­
бой изъ 3-хъ линейной винтовки на разстояніи 100 саженъ. Отъ 
листа № 6 нуля отскочила, № же 7 былъ пробитъ.

Наконецъ изъ плавки № 8 съ содержаніемъ С — 0,70% 
и V — 0,28% были изготовлены мѣтчикп для нарѣзки дыръ. Мѣт- 
чики эти оказались, чрезвычайно стойкими по сравненію съ мѣтчи- 
ками изъ Бѳлеровской стали такого же состава но безъ ванадія, 
именно, они выдержали работу вдвое больше Белеровскихъ.

При изслѣдованіи подъ микроскопомъ шлифы ванадівой стали 
показываютъ замѣчательную однородность и тонкость структуры. 
Прилагаемые снимки съ пробъ № № 6 и 8 ясно это доказываютъ. 
Относительно образца № 8 надо замѣтить, что стали съ такимъ со­
держаніемъ углерода, но безъ ванадія, чрезвычайно рѣдко имѣютъ 
такую мелкую мартэипситовую структуру.

(См. снимки на слѣд. стр.).

Относительно обработки ванадіевой стали можно сказать, что 
она не требуетъ никакихъ особенныхъ предосторожностей, очень 
хорошо прокатывается и куется; но послѣ этихъ операцій ее необ­
ходимо отжигать, такъ какъ она становится очень жесткой и пе под­
дается рѣзкѣ. Перегрѣтая вападіѳвая сталь легко исправляется бы­
стрымъ нагрѣвомъ до 900° и затѣмъ медленнымъ остываніемъ до 500°.

А. Нагаровъ.
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іі.і. № 6 увел. 450 — закал. прп 625°.

пл. № 8. увел. 450° — отТ. мѣтчика, закал. около 700°.



11. БЮЛЛЕТЕНЬ Н0ЯБРЬ 1905.—АВГУСТЪ 1909. 

БИБЛІОТЕКИ ВАРШ. ПОЛИТЕХНИЧЕСКАГО 
ИНСТИТУТА ИМПЕРАТОРА НИКОЛАЯ II.

А. 173 624.044-624.08
0ІНСК8ЕАІ, Е.
НіІТзѵѵегіе Гііг йая ЕпііѵегГеп ипб йіе 

ВегесЬпипд ѵоп Вгііскеп шііеізегпет ОеЬег- 
Ьаи. Ѵоп Р. Пігсквеп. 2. епѵеііегіе АиГ- 
Іа^е. Вегііп, Егпві и. 8о1іп, 1905, Гоі. 
42. ТаГ. 1.

А. 174 677.0
ЮКСИМОВИЧЪ, ЧЕДОМІРЪ.
Теорія ручного и механическаго ткаче­

ства. Первые выпуски. Составилъ по 
разнымъ источникамъ Чедоміръ Іоксп- 
мовпчъ. Спб., 1900, фол.

А. 175 691.7
ПІАРОВСКІЙ, К.
Таблицы разсчетовъ желѣзныхъ частей 

зданій. Переводъ съ 3-го пзд. Спб., 
1904, фол. 161.

А. 176 693.13
РУБАНЪ, И. 0.
Строительное искуство. Вып. I. Зе­

мляныя работы. Составилъ И. О. Ру­
банъ. Спб., Нпк. Пнж. Ак., 1873, фол. 37, 
ЛІІС. XIV.

А. 177 627.11 4* 627.926
САХАНСКІЙ, Н. А.
Желѣзные плавучіе порты. Н. А. Сахап- 

скаго. Спб., 1882, фол. 16.

А. 178 691.7
8СНАВ01Ѵ8КѴ, С.
МизіегЬисН Гііг Еізеп-Сопзігисііопеп. Ѵоп 

С. бсііагоіѵвку. Теіі I. Ьеірхі§ и. Вег­
ііп, Зрапіег, 1888, Гоі. 163.

•
А. 179 622.333 + 621.95 "Т 621.284

КІЕОЬЕВ, А.
Вгапбі’з ЬугігаиіізсИе Сезіеіпв-ВоЬгта- 

зсіііпе. Ѵоп А. КіеіПег. Міі 7 Таіеіп 
ип<1 7 Техій^иг. \Ѵіеп, Ьеіипапп и. АѴеп- 
ѣгеі, 1877, Гоі. 38. ТаГ 7,

А. 180 656.222.4
ВАСЮТЫНСКІЙ, А.
Пропускная способность Варшавско-Ка- 

лпшской ж. дороги. А. Васютынскій. 
г. Варшава, 1903, Гоі. 34.

А. 181 625.1434-625.1444-625.151
ВАСЮТЫНСКІЙ А.
Верхнее строеніе пути и обыкновенный 

переводъ съ рельсами вѣсомъ 32 к§./т. 
(23,8 ф./ф). Варшавско-Калшпской ж. д. 
г. Варшава, Гоі. 40.

А. 182—186 625.1
СБОРНИКЪ
пояснительныхъ записокъ, расчетовъ, 

техническихъ условій, договоровъ п ин­
струкцій по постройкѣ ж.-дорожной ли­
ніи. По.тоцкъ-Сѣдлецъ п вѣтви Гродна- 
Мосты. 1902—1906. Томъ I—II. іп Гоі 
204. (къ Альбомамъ отъ 6. 510—544).

ПРИМѢЧАНІЕ 1. Буквы и число, стоящія налѣво составляютъ сигнатуру (шифръ) книги и обозначь» 
ютъ мѣсто, занимаемое ею въ шкафахъ библіотеки. Число стоящее направо озна­
чаетъ отдѣлъ систематическаго каталога по десятичной системѣ классификаціи 
книгъ принятой Интернаціональнымъ Институтомъ библіографіи въ Брюсселѣ.

ПРИМЪЧАІПЕ И. Знакъ 7' обозначаетъ, что соотвѣтствующаго отдѣла нѣтъ въ печатной схемѣ клас­
сификаціи Интерн. Института библіографіи и номеръ составленъ въ библіотекѣ 
Варшавскаго Политехническаго Института.

ПРИМѢЧАНІЕ III. Названія книгъ напечатаны на одной сторонѣ съ тѣмъ, чтобы ихъ можно было 
вырѣзать и наклеить на карточки, которыя можно располагать въ алфавитномъ 
порядкѣ авторовъ для составленія алфавитнаго каталога или въ порядкѣ номе­
ровъ десятичной классификаціи для составленія систематическаго каталога.

145



А. 187 625.1
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Главы I, II и IV. 'Грасса дороги. От­

чужденіе. Земляное полотно. 1901, Гоі. 
109.

А. 188 625.1
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Главы V ст. 1, 2 и 3; Гл. VII ст. 4 и 5. 

Административное дѣленіе линіи, пере­
ѣзды, путепроводы, пѣшеходный мостикъ 
п путевыя принадлежности. Гоі. 53.

А. 189 625.1
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Главы II сг. 3. Глав. X ст. 1. Распо­

ложеніе путей п зданій на станціяхъ. 
Гоі. 74.

А. 194 625.14-621.138.5
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Зданія б. паровозныхъ мастерскихъ на 

ст. Александровскъ. Пояснпт. записка 
къ проекту большихъ паровозныхъ ма- 
стер. на ст. Александровскъ.

А. 195 625.1 621.138.1
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Паровозные сараи. Малыя мастерскія. 

Дополненіе къ сборнику малыхъ мастер­
скихъ и паровозныхъ сараевъ.

А. 196 625.14-621.138
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Силовое, механическое и электрическое 

оборудованіе большихъ и малыхъ мастер­
скихъ.

А. 190 625.1
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Главы IV и X ст. 1. Верхнее строеніе 

пути. Принадлежности станціи. Времен­
ное движеніе. Гоі. 110.

А. 191 625.1
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Гл. X ст. 4. Гл. VIII и VI. Общія рас­

поряженія по постройкѣ граждан. соору­
женій оборудовали, станц. зданій. Водо­
проводы. Телеграфы. Гоі. 85.

А. 192 625.1
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Гл. VII ст. I, 2, 3. Путевыя зданія 

и колодцы. Гоі. 50. ■.

А. 193 625.1-|-621.138.5 ,
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Глава VIII ст. 5 а. Проектъ большихъ ' 

паровозныхъ мастерскихъ на ст. Але­
ксандровскъ. Томъ II. Стропила.

А. 197 625.14-628.1
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Расчетъ устройства водоснабженій. Во­

допроводныя зданія.

А. 198 625.1 іі
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Сборникъ матеріаловъ по вопросу объ 

опредѣленіи отверстій искусственныхъ 
сооруженій.

А. 199 625.1114-625.13
СООРУЖЕНІЕ ІІ-ой ЕКАТЕРИНИНСКОЙ 

ЖЕЛѢЗНОЙ ДОРОГИ.
Дополненіе къ сборникамъ проектовъ 

каменныхъ трубъ, опоръ и верхняго 
строенія мостовъ. Техническія условія, 
инструкціи и распоряженія, испытаніе 
растворовъ и камней, временные мосты.

А. 200 621.954-621.934-621.98
БРАУНЪ. ЕВГЕНІЙ.
Дыропробивочные пресса, ножницы и 

вальцовочные станки. С.-Петербургъ. 
1908. 31. табл. 38.

146



А. 201 35-5621.1 -~ 62І.3 4~ 621.4
ЕВЕИСН, ІАМЕ8.
МоОегп роѵѵег депегаіогз, зіеаш еіесігіс 

ап<1 іпіегпаІ-сотЪизііоп. Ѵоіите I —2. 
Ьопйоп, 1908, Ѵоі. I. хіѵ, 8°. 201. Ѵоі. 
II. хіѵ, 8°. 203.

А. 202 575 4- 576 + 577
бЮТНЕВ, КОМВАй.
Ѵот ІІгііег гит МепзсЬеп. Еіп Вііііег- 

аііаз яиг АЬзіаттипц’з—иші ЕпМѵіс- 
кіип^’з Оезсііісііі.е аез МепзсЬеп. Іп II 
Вапсіеп тіі 92 ТаГеІп. ВіиМвагі, 1909.

Вапі I. Гоі. 202. ТаГ. 48. 
Вапа II. Гоі. 216. ТаГ. 42.

В. ООО 625.154-625.184-656.25
6ШІ.І.ЕМАМТ, р.
Бе таіегіеі Ое Іа ѵоіе а Гехрозіііоп ипі- 

ѵегзеііе сіе 1900. Раг Р. бгиіііртапі. Ра- 
гіз, Вегпапі, 1903, 4°.—263. АНаз бг 506.

В. 601 621.43
НІЕШ-ЕК, А.
(Згозз-ІЗазтазсЬіпеп. Ѵоп А. Віебіег. 

Міі 130 АЪЪііаипёеп іт Техі. Мііпсйеп, 
ОМепЪоигк, 1905, Гоі. 193.

В. 602 55
М0Е8СН, СА8ІМІВ.
Сеоіодізсііе ВезсЬгеіЬипд Оез Аагдаиег- 

Іига ипа Зет поі-аіісііеп ОеЪіеіе аез Кап- 
Іопз Хіігіеіі. Ѵоп Сазітіг МоезсЬ. Вегп, 
І)а1р, 1867, 4°.—хѵ, .‘119, ТаЪ. ѵіі.

В. 603 517.6
ВІСЕ, НЕВВЕВТ.
ТІіе ІЬеогу апсі ргасіісе оГ іпіегреіаііоп. 

В.ѵ НегЬегі Кісе. Ьупп, 1899, 4°.—іх, 234.

В. 604 725
ВАІЛИЕІ8ТЕВ, В.
АгсКііекіопізсЬе ЕогтепІеЬге Гііг Іпде- 

піеиге. Ѵоп В. Ваитеі&іег. ВіиКцагі, 
НоЯГтапп, 1886, 4°.—426. ТаГ. ѵ.

В. 605 531 4- 621
ѴІВѴ, сн.
Соигз йе тёсапіцие риге еі арріідиёе 

ргоГеязё раг Сіі. Ѵігу. Гото 1—4. Рагіз, 
Маяяоп, 1870, 4°. -370, 157, 219, 326.

В. 606
РВІкіИІРІЕМ
Оег Кгіедзкипзі. ѴоІІзіапОі^ез НапаЬисІі 

<1ег КТіе§Гіі1ігип§ Оег Сге^еплѵагі іп ііігепі 
цапяеп ІТтГап§е. ВапсІ 1, 111. Такіік. 
Ееірхі§, ЗсйаГег. 1871, 8°.—528, 978.

В. 607 621.5-4-621.422
ВІЕОбЕВ. А.
№ие ЕгГаЬгипдеп йЬег Оіе КгаГіѵег- 

зогдипд ѵоп Рагіз аигсіі ЭгискІиГі. (8у- 
зіет Рорр). Ѵоп А. Кіебіег. Вегііп, 
Ѳаегіпег, 1891, 4°.—112.

В. 608 624 626 4- 627
СВ0І2ЕТТЕ ЭЕ8М0УЕВ8, М. РН.
Иоіісе зиг Іез ігаѵаих риЫісз еп НоІІап- 

сіе. Раг Сгоігейе Оезпоуегз. Рагіз, Эи- 
поа, 1874, 8°.—207 рі. ххѵш.

В. 609 694.1
ВВЕѴМАМРІ, 6. А.
АІІдетеіпе Ваи-Созігисііопз-беііге тіг 

Ьезошіегег Вехіеііипц аиГ сіаз НосІіЬаи- 
чѵезеп. Ѵоп 6. А. Вгеутапп, пей Ъеаг- 
Ьеііеі ѵоп II. Ьап§. II 'Геіі. Сопзігис- 
ііопеп іп Н0І2, 4 §ііп2Ііс1і иіпзеагЬеіІеГе 
АиЯ. 8(и((§агі, ЛѴеізе, 1870, 4°. —254, 
ТаГ. 106.

В. 610 625.13
ВХІНА, РВАМИ.

і ЬеЬгЬисЬ гіег дезаттіеп ТиппеІЬаикипзі. 
Ѵоп Ёгапг Кйіііа. Вапа 1 — 2. Вегііп,

| Егпзі, 1864. 4°.—723. 422.

В. 611 , 386.3
ЬАбВЕМЕ, Н. гіе
Соигз гіе паѵідаііоп іпіёгіеиге. Кіеиѵез 

еі гіѵіёгез. Раг Н. сіе Ьа^гепе. Тоте 
1—2. Рагіз, ОипоЗ, 1869—1871, 4°.—ѵіп, 
163, рі 9; хі, 217, рі. 12.

В. 612 62

ВИДЫ
работъ конторы инженера А. В. Бари съ 

1880 по 1886 г. Москва, 6. г. 4°.—24.

В. 613 624.0-4-624.04
НЕІАІИЕВІ-ІМС, ЕВІЕОВІСН.
бгипсігііде сіег сопзігисііѵеп АпогОпипд 

ипё зіаіізсііеп Вегесішипц аег Вгііскеп 
ипа НосЬЪаи-Сопзігисііопеп. Ѵоп РгіеЗ- 
гісіі Неіпхсгііпц. Ееірхір;, Ееііх, 1870, 
4°.—ѵ, 132, ТаГ. ѵш; 178, ТаГ. 9.
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В. 614 9621.64/5
ВАШИ.
Ше пеиезіе Епіѵѵіскіипд ііег \Ѵа88егЬаІ- 

іипд. Ѵоп РгоГезвог Ваит. Ѵегзисііе тіі 
ѵегзсіііесіепѳп Ритрепзузіетеп. Егзіаі- 
Ѣеѣ ѵоп Ваит. Вегііп, бргіпцег, 1905, 
4°.—іѵ, 116. ТаГ. 9.

В. 623
Ентмсктмб.
йіе Епіѵѵіскіипд ІИііпсІіепз ипіег ііет 

ЕіпЛизве ііег КаіиілѵівяепзсІіаГіеп ѵѵаіі- 
геші ііег Іеіхіеп Цехепіеп. РезѣвеЬгіП. 
беѵѵісітеС ѵоп ііег йіаііі Мііпсііеп. тіі 
2 рі. Мііпсііеп. 4°.—203.

В. 615 621.81
БЕРЛОВЪ ІИ. Н.
Детали машинъ. Вып. 7-ой. Цапфы, 

оси, валы п муфты. Рига, 1905, 4° — 
293—428.

В. 624 58.5
МЕДВѢДЕВЪ, Я.
Деревья и кустарники Кавказа. Изд. 

второе, вып. І-й, съ 21 таблицей. Ти­
флисъ, 1905, 4°.—50.

В. 616 621.81
БЕРЛОВЪ М. Н.
Детали машинъ. Вып. 8-ой. Подшип­

ники. Рига, 1905, 4°.—429—496.

В. 617 56
РЕЕО, С01ѴРЕВ Е. В.
ТЬе іоѵѵег раіаеохоіс ІгіІоЬИаз оГ Ніе 

ВІгѵап (Іізігісі, аугзЬіге. Раіаеопіозга ■ 
рііісаі Восіеіу.

В. 618 56
ГООВО, АВТІЖ Н.
ІИоподгарЬ оГ Ше сагЬопіГегоиз серііа- 

Іороііа оГ Ігеіапіі. Раіаеопіо^гарііісаі 
Восіеіу

В. 619 541.1
ѢА^01.Т-В(ІВМ8ТЕІМ.
РІіузікаІізсІі-СііетізсЬе ТаЬеІіеп. Вегііп, 

1905, 4°.—ѵп, хѵі, 861.

В. 620, 621 625.1 4- 62 .2 4- 621.13
ВАСЮТЫНСКІЙ А.
Желѣзныя дороги, лекціи, читанныя въ 

Варшавскомъ ІІолитехйичѳскомъ Инсти­
тутѣ Императора Николая ІІ-го. Книга 
І-я и І1-я. А. Васютинскій. Варшава, 
1905/6 8°. Гоі. 299.

В. 622 621.9
СНиКСНІИ СНАНѢЕ8 & С-о.
Атегісап Тооіз. 1901, 4°.—368.

В. 625 56
ВѢАКЕ, 1. Г.
А топодгарЬ оГ Ше Раипа оГ Ніе Согп-

ЬгазЬ. В.ѵ <1. Р. Віаке. РаІаеопіо^гарЫсаІ 
Йосіеіу. Ьопііоп, 1905 — 1907, 4°.—106, 
рі. IX.

В. 626, 627 621.81
БЕРЛОВЪ, М.
Детали машинъ. Выпускъ 9-й. Детали . 

подъемныхъ машинъ съ 23 табл. Изда­
ніе Риккера. С.-ІІетербургъ, 1909, 4°.— 
708, табл. 23.

В. 628 56
8ѢАТЕВ, ГОА. ѣ.
А шоподгарЬ оГ ВгііізсЬ сопиіагіае. Ву 

!<1а. Ь. 81аіег, В. А. Ьопііоп, Раіаеопіо- 
§гар1ііеа1 Зосіеіу. 1907, 40, 4°.—ріаѣ ѵ.

В. 629 56
ѴѴНГОВОВМЕ, 6. Е.
А топдгаріі оГ 4Ье 8оиШ оГ ЕпдІапН; Ьу

(х. Р. \Ѵ1іісІЬогпе. Ѵоі. I—II. ТТіе Гаипа 
оГ Ніе Ьігпезіопез. Ѵоі. III. ТЬе Гаипа 
оГ Ніе Магѵѵооіі ап<1 РіИоп Весіз. Ьоп­
ііоп. V. I,— 1889— 1892, 4°.—344. Ві 6. 
Р. АѴѢііІЬогпе. ріаѣ, хххі; II. 1892—1907, 
4°.—222, ріаѣ. ххіѵ: 111. 1896—1907, 4°.— 
236, ріаѣ. хххѵш.

В. 630 624
Сооруженіе С. - Петербургъ - Вологодской 

ж. дороги. Производство работъ, надвиж­
ка и испытаніе моста черезъ р. Вол­
ховъ. Текстъ и рис. С.-Петербургъ, 4°.— 
41, лист. черт. 24.
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В. 031 I?. «38 621.81669.17
НАНбі, Н.
ЕізепЬііНепкиікіе. Еізеи-Меіаіі-Сгіевзе- 

геі, Бсіітіеііеп, АѴаІгеп. ВеагЬ. ѵоп И. 
НаІпі. тіі 3 ТаГеІп. Вегііп, зіпе аппо, 
ѵш, 4°. 144, іи.

6В0ѴЕ, 0. ѵ.
Коп8Ігикііоп8ІеВге сіег еіпГаеЪеп Ма- 

всіііпепіеііе ѵоп О. ѵ. бгоѵе. Техі и. Аііав 
тіі 28 ТаГеІп. Ееіраід, 1906, х, 4°.—557. 
ТаГеІп 28.

В. «32 621.9
8СН1.Е8ІМ6ЕВ, 6.
Оіе ІУегкгеидтазсіііпеп аиГ <1ег АѴеІі- 

аивзіеііипд іп Иііііісіі 1905, ѵ. И. Всіііе- 
віп^ег. Вегііп, 1906, 4°.—68.

В. 633 656 баі.86 -}- 664.744.2
МІСНЕМГЕЮЕВ, С.
Иеиеге Тгапзрогі— ип(і НеЬеѵоггісіііипдеп 

тіі Аііав 200 АЪЪіМ. Ьѳіргіг, 1906, ѵі, 
4°.—59. АІ1. 87.

В. «34 621.24
НОМОЮ, В. ипсі К. АІ.ВВЕСНТ.
Егапсіе-ТигЬіпеп. Еіп ЬеІігЬиеІі Гйг 

йсііиіе ипсі Ргахіз. НеГі I. Тііеогіе сіег 
АѴаззегіигбшеп. МііілѵеіОа. Ѵегіаг. ѵ. В. 
ВсЬиІае.

В. «35 58.11
ивзрвт, а.
Оіе рНузікаіівсііеп Еідепзсііайеп гіег і_аиЬ- 

Ыаііег. ВіЫіоіека Ьоіапіса, (Огі^іпаі- 
АЫіап<11ип§еп аиз ііеш безаті^еЬіеіе 
<1ег Воіапік, НеГі 60-іе). Ѵег1а§ ѵ. Ег- 
"’іп А7а§еіе. Міі 9 іаіеіп. Віиііеагі, 1903, 
4°.—120, іх.

С. 3286 624
І.АМ08ВЕВ6, ТН.
Оег ВгііскепЬаи. II. Теіі (іев НашІЪисііз 

<1ег Іп^епіеигѵіззепзсЬаГіеп. ВапО I. 
Оіе Вгйскеп іш аіі^ешеіпеп. Біеіпегпе 
Вгйскеп. Ваші II. Ноіхегпе Вгііекеп. 
\Ѵа88ег1еііип§8— ипсі КапаІЬгйскеп. Иіе 
КипзіГогтеп сіез ВгйскепЬаиез. 4. ѵег- 
теЬгіе АиНа§;е. Ееірхі§, Еп^еітапп, 1904, 

I 8°.—хп, 415, ТаГ. ххш.

С. 3281 621.43 -р 665.7 + 665.8
МАТНОТ, В. Е.
Оаз—епдіпев апсі ргосіисег—даз ріапіз.

Ву В. Е. Маіііоі. Кетѵ Тогк, 1905, 8°.— 
хіѵ, 314.

С. 3282 621.1874-621.779
МЕѴЕВ НЕИВУ, С.
8іеат раѵѵег ріапіз Йіеіг гіезідп апсі соп- 

вігисііоп. Ву Непгу С. Мауег. Зесопсі е<1і- 
ііоп, соггесіесі. Келѵ Тогк, 1905, 8°.—159.

С. 3283 6564-351.852.14
КАТАЛОГЪ.
Иллюстрированный каталогъ музея вѣ­

домства путей сообщенія имени Импе­
ратора Николая I. Спб., 1902, 8°.—-111.

В. «36 621.9
ВІСНАВО, М. 6.
Іа Мёсапідие а ГЕхровіііоп <1ѳ 1900. 

10-іе Ьіѵгаіѳоп. Ьеа таскіпез оиіііз. 
Раг. М. Сг. КісЬагД. Еііііеиг Ѵ-гѳ СИ. 
Оипоіі. Рагіз, 1902, 4°.—283.

С. 3284 526.9
ЛЮБИМОВЪ, Л. Н.
Низшая геодезія. 2-ое исправленное и 

значительно дополненное изданіе. Съ 9-ю 
цинкограф. п атласомъ чертежей. Томскъ, 
Макушпнъ, 1903, 8°.—ѵп, 220, чертеж. 234.

В. «37 59-19
СНИкІ, с.
ВіЫіоіЬеса гооіодіса. НеГі 19. Лііапііз. 

Віоіо^івсііо Віисііеп йЬег роіа^івсііе Ог- 
вапіатеп ѵ. Сагі. Сііип. біиіідагі, Ѵѳг- 
іад ѵ. Ег'ѵіп КТа&е1е 1896, ѵ, Гоі. 260, хх.

С. 3285, 3286, 3287 677
ФЕДОРОВЪ, С. А.
Общая технологія волокнистыхъ веществъ 

по Е. Ноуег’у съ нѣкоторыми дополне­
ніями и измѣненіями. Изданіе подъ об­
щею редакп. С. А. Федорова. Москва, 
Борисенко, 1900, 8°,—131, таб. 10.



С. 3288 662.92664.655.1
ГІ.ЕІ8СНЕВ, ГВ.
Оаз ВаскоГепЬаиѵѵезеп іт ІІгзргипд ип<1 

іп ііег 2икипГі. Ѵоп Ег. Еіеізсііег. Вапіі 
1 — 2 тИ АНаз. Наііе а. 5. Ко<1е 1899, 
8°.—ѵіп, 150, 52. Аііаз О. 510.

С. 3289 699.2
ѴѴНІТЕ, V/. Н.
НапсіЬисЬ Гйг 8сИіЯЪаи. Ѵоп \Ѵ. Н. \Ѵ1іі- 

іе. Ьеірхі^, Реііх, 1879, 8°.—хх, 684.

С. 3290 531: 69
КОРКА, С.
Оіе Ваи-Месііапік. Ѵоп С. Корка. Ееір- 

гіц, ЗсЬоііхе, 1873, 8°.—ѵш, 343.

С. 3291 624
8СНЕЕЕІ.ЕВ, НЕВМАИІ»!.
ТЬеогіе гіег СешбІЬе, Рийегшаиегп ипіі 

оізегпеп Вгйскеп. Ѵоп Негшапп Бсііей- 
іег. Вгаипяеіиѵеід', 1857, 8°.—хѵш, 454.

С. 3292 338
іноизтвіЕ
Оіе дгозіе Іпііизігіе ііег Ѵегеіпідіеп 8іа- 

аіеп. Міі гаЫгеісЬеп ІНизігаСіопеп. Нагі- 
Гогі, I. Вигг ипіі Нѵііе, 1872, 8°.—хѵі, 
1292.

С. 3293 347.763.4
ВЕ8СН0ВИЕВ, ЛЛ.ІІІ8 НЕВМАМ.
Оаз ііеиізсііе ЕізепЬаііпгесііі тіі Ьезоп- 

ііегег Вегйскзісіііівипц <1ез Асііеп ипіі 
ЕхргоргіаііопзгесЫез. Ѵоп Іиііиз Нег- 
тапп Везскогпег. Егіап^еп, Епке, 1858, 
8°.—ѵш, 319.

С. 3294 621.81
ВЕІИЕАІ1Х, Е.
Оег Сопзігисіеиг. Еіп НашіЬисіі хит 

ОеЪгаисІі Ьоіт Мавсіііпѳп - ЕпілѵегГеп. 
Ѵоп Г. Кеиіѳаих. 3. АиЛ. Вгаипзсіпѵеір, 
Ѵіезѵе§, 1872, 8°,—хх, 674.

С. 3295 385(023)
ТЕ8СН ЮНАМЕ8 и. СА8РАВ С0МЕ8.
КаіесЬізтиз Гйг гііе РгйГипдеп хит Ваііп- 

тѳізіег <іог Ніааіз-ЕізепЬаішеп. ВеагЪеі- 
(еі ѵоп Доііаппсз ТѳвсЬ и. Сазраг Со- 
іпез. Вегііп, ВіетѳпгоіЬ, 1886, 8°.—ѵш, 
386. ТаГ. хіѵ.

526.95С. 3296
8ТАМРРЕВ, 8.
Ткеогеіізске ипіі ргакіізсііе Апіеііипд 

хит ІѴіѵеІІігеп. Ѵоп 8. ЗіапірГег. 6 ѵег- 
теЬгіе АиЛа^е ЪеагЬеіІеі ѵоп Лоз. Ріі. 
Негг. АѴіеп, Вегоііі, 1869, 8°.—хіѵ, 234.

С. 3297 385
8СНѴАВЕ, Н.
ІіеЬег гіав епдІізсЬе ЕіяепЬаІіпѵѵевеп. 

Веізезіиіііѳп ѵоп Н. 8с1пѵаЬе. Вегііп, 
Егпзі, 1871, 8°.—133.

С. 3298 б2і.і
ВОТТСНЕВ, С. ТН.
ВегпоиіІІі’з ОатрГтазсЬіпепіеііге. 5. АиЛ. 

^апхіісііи тдеагЬеііеі ѵоп С. ТІі. Воіісііег. 
8іиЙвагі, 1865, 8°.—ѵі, 487.

С. 3299 526,.99 : 625
ѴѴЕВИЕВ, С.
Оіе Таскеотеігіе ипіі бегеп Апіѵепііипд 

Ьеі Тгасезіигііеп. Ѵоп С. АѴегпег. АѴіеп, 
і Ьеіітапп, 1873, 8°.—ѵі, 95.

; с. ззоо 621.18
ВЕІСНЕ, Н. ѵ.
Апіаде ипб ВеігіеЬ бег ОатрГкеззеІ. Ѵоп

Н. ѵ. Ееісііе. Ьеірхіц, Реііх, 1872, 8°.— 
| х, 202.

с. ззоі 691.15
НЕІИ2ЕВІ.ІН6, СН.
Оіе Сопзегѵігипд (іез Ноіхез. Негаиз§е- 

цеЬеп ѵоп СЬ. Нсіпхегііпц. Наііе, Кпарр, 
1884, 8°.—ѵі, 248.

С. 3302 385.113
ВАВѴСНАВ ѴОИ МАВІЕИНОВТ, С. В.
Вегесііпипд Оег Козіеп Гйг сіеп Регзо- 

пеп, — (іерііск, — Еііциі—ип<і РгасІИеп— 
Тгапзрогі аиГ Леи ЕізепЬаііпеп. Ѵоп С. 
К. Вагѵсііаг ѵоп Магіепііогі. АѴіеп, 1877, 
8°.—ѵі, 201

С. 3303 666.8
НЕиЗІАІСЕВ ѴОІМ ѴѴАЮЕ66, ЕОМ^й.
Оег СурзЬгеппег, Оурзціеззег ип<1 бурз- 

Ьаитеізіег зоѵіе Тііпеіі ипіі БіискагЪеі- 
іег. ВеагЪеКеі ѵоп Еіішипіі Неизіп^ег 
ѵоп \Ѵаіае88- Неірхіц, Ткотаз, 1867, 
8°.—хѵі, 354.
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С. 3304 31
С0ММІ88І0М
регтапепіе сіи сопдгёз іпіегпаііопаі сіе

кіаіізііяие. Мётоігез. 8і.-РеіегзЪоиг§,
Тгепке & Ризпоі, 1876, 8°.—918.

656.23С. 331'2
НОЕІИАМ, ІИАХ.

» 1_е ігайс сіез сНетіпз сіе Тег. Раг Мах
НоГтапп. Рагіз, Виіііаитіп. 8. а. 8°.— 
126.

С. 3305 623.91
РЕВЕОВАТІОИ
сіез сиігавзез еп Тег раг Іез ргсуесіііез 

таззіГэ ои сгеих еп асіег ои еп Гопіе 
(Іиге. Рагіз, Вегігапсі, з. а. 8°.—162, рі. ш.

С. 3306 83(09)
ѴѴЕВЕВ, 6Е0В6.
Эіе СезсбісЫе сіег беиівсііеп тегаіиг. 

Ѵоп Оеог§ АѴеЬег. 9. АиЛ. Ьеіриі^, Еп- 
^еітапп, 1867, 8°.—ѵш, 143.

С. 3307 ' 517.36
Р11ВЕ6Е, Н.
Тііеогіе сіег еІІірІізсЬеп Гипсііопеп. Ѵоп 

Н. Ригё§е. Ьеіргі§, ТеиЬпег, 1861, 8°.— 
хіѵ, 375.

С. 3308 625.143
ѴѴЕВЕВ, М. ІИ. ГВЕІН ѵоп
Оіе ЗіаЫІіШ (іез Сеііідез сіег Еізеп- 

ЬаІіп-ѲІеізе. Ѵоп М. М. Ргеііі. ѵоп АѴеЬег. 
АѴеітаг, Ѵоі^і, 1869, 8°.—ххіі, 257.

С. 3309 621.182.2
ВЁОЕ, ІИ. Е.
Ие Гёсопотіе сіи сотЬивііЫе ои ехрозё 

(Іез ргіпсіраих тоуѳпз изііёз ои ргоро- 
зёз роиг ргосіиіге еі ѳтріоуег ёсопоті- 
циетепіІа ѵареиг зегѵапі сіе Гогсе тоігі- 
се. Раг М. Е. Вёііе. Рагіз еі Ьіё^е, 
ЫоЪІеі, 1859, 8°.— 200, рі. хіѵ.

С. 3310 656.28
ВІ880М, 6.
Ассібепів бе сКетіпз бе Ее г. Раг О. 

Віззоп. РиЪІіёз еі аппоіёз раг Ре Лапгё. 
Рагіз, Непгу, 1865, 8°.—162.

С. 3313 385
СОІ-ибМОГІ, ЁООІІАВО.
1_ез сЬетіпз бе Гег гиззез сіе 1857 

і а 1862. Еіиііез зиг Іа Киззіе. Раг Егіои- 
агсі Соііі^поп. Рагіз, Ьипосі, 1864, 8°.— 

I 254.

С. 3314 17 : зз
ВАиОВІИАВТ, ІИ. Н.
Оез гаррогіз бе Іа тогаіе еі сіе Гёсо­

потіе роіііідие, Раг М. Н. Ваиіігіііагі. 
Рагіз, СгиіІІаитіп, 1860, 8°.—хі, 579.

(!. 3315 516
ВАІ-МОАІ, 6.
Тгаііё бе дёотёігіе апаіуіідие. Раг 

О. баітоп. Оиѵга^е ігасіиіі сіе Гап§іаіз 
раг Н. Кезаі еі V. Ѵаисііегеі. Рагіз, 
ваиіЬіег, 1870, 8°.—ххѵ, 564.

С. 3316 625.22
I ІИІІМІМАІ.-01ІВСНЕАНВТ8

Оіе ІИІпітаІ-ОигсіііаЬгіз и. ІИахітаІ-і_а(іе- 
Ргойіе. 2 пей ЬеагЬеііеіе Аиз^аЪе. Вег- 
ііп, Кгеісіеі, 1874, 8°.—97.

С. 3317 531:69
Н1ЕАІСК, 11Л.Ш8.
Эіе Ваитесііапік. Ѵоп .Іиііиз АѴепск. 

Ееірхіе, Ваит^агіпег, 1870, 8°.—425.

С. 3318 57(03)
СЛОВАРЬ.
Краткій систематическій словарь біоло­

гическихъ паукъ. Подъ редакціей В. 
Витнера. Часть 1 — 3. Спб., Бптнеръ, 
1904, 8°. -120, 102, 119.

С. 3311 386.1
моыаіоз, и
і_а паѵідаііоп іпіёгіеиге бе Іа Ггапсе, 

ноп ёіаі асіиеі, зоп аѵепіг. Раг Ь. Мо- 
Ііпоя. Рагіз, Ваиіігу, 187(5, 8°.—ѵі, 257.

; С. 3319 517.1
С011В8АТ, ЁООІІАВО.
Соигз (Гапаіузе таПіётаіідие раг Ебои- 

аічі Соигзаі. Тоте I—II. Рагіз, баиііііег 
ѴіПагз, 1902 -1905, 8»,—620; ѵі, 640.
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С. 3320 52.3
ФЛАММАРІОНЪ, КАМИЛЛЬ.
Популярныя лекціи по астрономіи. Пере­

водъ съ французскаго Спб., Бптнеръ, 
1905. 8°.—136.

656.234С. 3328

8СНЕЕЕЕЕВ, НЕНМАИИ.
Оіе Тгапврогіковіеп ипй ТагіГе йег Еі- 

вепЬаЬпеп. Ѵоп Негтапп 8сЬей'1ег \Ѵіев- 
Ьаііеп, Кгеійеі, 1860, 8°.—116.

С. 3321 624.02
РЫШКОВЪ, п. н.
Краткій курсъ мостовъ, читанный II. И. 

Рыжковымъ студентамъ III курса. 1900— 
1901 ак. годъ. 2-ое полугодіе. Варшава, 
б. г. 8°.—224, 55.

С. 3322 627.2
НАСЕИ, 6.
8ееиГег— ипсі НаГеп-Ваи. Ѵоп О. На^еп. 

Ватмі 1—4. Вегііп, Егпзі. 1863, 8°.—хѵіп, 
364, 407, 428; іѵ, 398. (Атласа не хва­
таетъ).

С. 3323 620.123.13
СЬЕВЗСН, А.
ТКеогіе <1ег ЕІавіісііаі Гевіег Кбгрег.

Ѵоп А. СІеЪзсІі. Веіряіз, ТеиЬпег, 1862, 
8°. -хі, 424.

С. 3324 621.134.2
2Е11ЫЕВ, 61І8ТАѴ.
Оіе 8сЬіеЬег8Іеиегипдеп. Ѵоп Сивіаѵ 

Яеипѳг. 2 ѵетЬеззегіе и. ѵегшеЬгіѳ Аиіі. 
ЕгеіЪег§, 1862, 8°.—хіі, 188. ТаГ. ѵ.

С. 3325 533-331
ВІІНІ.МАМ, ВІСНАВО.
Оіе ЬагошеігівсЬеп НоЬептеввипдеп. Ѵоп 

Вісііагй ВіПіІтапп. Ееіряір;, ВагіЬ, 1870, 
хіѵ, 133.

С. 3329 385.1
1ѴАСНЕВ, А001.РН.
йав ЕізепЬаНпіѵечеп. Ѵоп Айоіріі Ѵа- 

§пѳг. Ьеіриі^, АѴіпіег, 1877, 8°.—147.

С. зззо ббд.і 4- 622.341
КЕВЬ, ВВ11М0.
Сгипйгівв сіег Еі зепЬйІІепкипсіе. Ѵоп

Вгипо Кегі. Ьеіраір, Ееііх, 1875, 8°.— 
хѵіп, 468.

С. 3331 691.1:539.44-620.1
СНЕѴАІЧОІЕВ, Е. и. 6. ИЕВТНЕІМ,
Оіе тесНапівсРеп ЕідепвсЬаЙеп Йе« НоІ- 

2в8. Ѵоп Е. СЬеѵапйіег и. Сг. ЛѴегІЬеіт. 
I I. НаІГіе. АѴіеп, ВгаитиПег, 1871, 8°.—ѵі, 
' 123, 123.

С. 3332 624.22 4~ 624.3
І-АІ881-Е, ЕВ. и. АО. 8СНІІВІ.ЕК.
Оег Ваи сіег Вгйскепігадег тіі Ъезоп- 

ііегег Вйскбісііі аиГ Еівеп-СопзігисНо- 
пеп. Ѵоп Гг. Ьаівзіе и. Аіі. 8с1ійЬ1ег. 
8(иН§агі, К'еЕ, 1871, 8°.—х, 206, 189.

С. 3333 531.2 : 69
МІІИ.ЕВ-ВВЕ81.АІІ, НЕІКВ1СН Е. В.
Оіе пеиегеп МеВіойеп сіег ЕеяІідкеіівІеЬге 

иші <1ег Зіаіік Оег Ваикопвігикііопеп. 
Ѵоп НеіпгісЬ Е. В. Мйііег-Вгееіаи. Ьеір- 

Ваит^агіпег, 1886, 8°.—гѵ, 191.

С. 3320 332
8СНѴѴЕВЕМЕУЕВ, САНЬ.
0а$ Асііеп-бевеІІвскаПв Вапк ипй 

Ѵегяісііегипця—'ѴѴеяеіт іп Епдіаші. Баг- 
КевіоІН ѵоп Сагі ЗсІпѵеЬетеуег. Вегііп, 
Зргіпвег, 1857, 8°.—іѵ, 207.

С. 3327 621.13
ХѴЕІ-КІМЕВ, 6.
Оіе Ьосотоііѵе. Ѵоп О. АѴеікпег. Вбі- 

ііпдеп, 1859, 8°.—ѵі, 152.

С. 3334 656.2

8СНІМА, ЕВАИ2.
Зіийіеп ипсі ЕгГаЬгипдеп іт ЕівепЬаЬп- 

іѵевеп. Ѵоп Егапг Зсіііта. Ріа§, Ропіі- 
пісив, 1881, 8°.—288.

і С. 3335 621:625.72
КОСИ, ВІСНАВО.
0а$ ЕівепЬаКп-МавсІііпетѵевеп. Веаг- 

. Ьѳііеі ѵоп КісЬагй Коси. ѴіезЬайеп, 
| Вегепіапп, 1879, 8°.—192, ѵш, 678.
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с. зззв 656. 25
ѴѴЕВЕВ, ІИ. ІИ. ѴОМ.
йаз Теіедгаркеп ипсі Зідпаіѵѵезеп сіег 

ЕізопЬаІіпеп. Ѵоп М. М. РгѳіЪ ѵоп АѴе- 
Ьег. АѴеітаг, Ѵоі§;і, 1867, 8°.—хх, 319.

С. 3337 бді.і
РВІМТ2, ЕО11АВО.
Оіе Ваи ипсі Ииігііоігег осіег сіаз НоІ2 

аів Коктаіегіаі Гііг іескпізсііѳ ипсі рсе- 
іѵегЫісііо Хіѵеске. Негаи8ёер;еЪѳп ѵоп 
Есіиагсі Ргіпіх. ХѴеітаг, Ѵоі§1, 1884, 8°.- 
ѵі, 227.

С. 3338 625.7 + 625.8
АШ.В11В6.
Иег 8іга$$епЬаи тіі Еіп$сКІи$$ сіег Соп- 

зігисііоп сіег КігазвепЬгискеп. Ѵоп АІ11- 
Ьиг§. ВгаипесЬзѵеіц, Вгиііп, 1870, 8°.— 
хѵі, 372.

С. 3339 66(022)
\ѴА6№В, ІОНАМЕЗ ВІЮОІ-Е.
Оіе сИетізсЬе ТесЬпоІодіе аІ8 ЬеііГа- 

<1еп Ьеі Ѵогіезип^еп. Ѵоп «Іоііаппез Ви- 
сіоІГ АѴа^пег. 7. АиЙ. Ьеіргі§, АѴі^апсІ, 
1868, 8°.—хѵі, 824.

С. 3340 31:385
8СНІІИЕВ, 8ІЕ6МІІ№.
ѴегеисЬ еіпег ѵегдІеісЬепсіеп дгабесЬеп 

йіаіізіік сіег оезіегг. ипсі ипцаг. Еізеп- 
Ьаііпеп хѵаЬгепсі сіег Заііге 1866— 69. 
Ѵоп біецтипсі 8с1іи11ег. АѴіеп, Ьеіітапп, 
1871, 8°—46. ТаГ. хххѵ.

С. 3341 628.1
віівки, а.
Апіаде ипгі Огдапізаііоп еіаОіізсЬег \Ѵаз- 

еегѵегвогдипдеп. Ѵоп А. Вйгкіі. Хіігісіі, 
1867, 8°.—288.

С. 3342 91
КЕНЕВ, ЕВ. ЕОЦАВО.
Оег РгеиегіесЬе 8іаа{. Еіп НапсіЬисІі 

сіог Ѵаіѳгіапсізкипйе. Ѵоп Рг.Всіиагд Кѳі- 
Іег. 2. АиЙ. Вегііп, (ІиКепіар, 1873, 
8°.—843.

С. 3343 53(022)
НОН, ТНЕОООВ.
Сотрепсііит Оег РЬувік. Ѵоп Тііеосіог 

Ноіі. Егіапдѳп, Епко 1866, 8°.—279.

С. 3344 620.121 + 669.113.5 4- 669.91
8ТѴГЕЕ, КШІТ.
1)іе Еееіідкеііа-ЕідепесЬаГіеп ѵоп Еізеп 

ипсі 81а1і1. Ѵоп Кпиі 8іуйе. Ііеиіесіі 
ѵоп С. ХѴеЪѳг. N063! Аііаз. АѴеітаг, 
Ѵоіді, 1870, 8°—хѵш, 176. ТаГ. 9.

С. 3345 666.94
ІИІСНАЕЫ8, \Ѵ.
Оіе Ьусігаиіізскеп ІИогіеІ іпзЬезопсІеге 

сіег РогіІапсі-СетепГ. Ѵоп \Ѵ. МісЬаеІіз. 
Ьеіргі^, ОиапсВ, 1869, 8°.—хіі, 315.

С. 3346 385(47)
1А8ТВ7ЕМВ8КІ, 8.
0а8 ги88І8сЬе ЕіаепЬаііппеіх ипсі сііѳ 

\ѵіс1ііі§8Іеп ВеігіеЪз-ВевиНаГе сіез гиззі- 
зсііеп ЕіеопЪакпеп. Ѵоп 8. ЗазігхетЬзкі. 
8рі., Вбі®ѳг, 1878, 8°‘—137.

С. 3347 551-13 +551.491
І.ЕВ8СН В. ІИ.
Нусіго-РЬуеік огіег 1_еЬге ѵот рЬуеіка- 

ІіасЬеп ѴегЬаІІеп сіег паіигіісіюп Ѵ’аззег. 
Ѵоп В. М. Ьегесіі. Вегііп, Нігзсіиѵаісі, 
1865, 8°.—іѵ, 283. ТаГ. іѵ.

С. 3348 693.13 + 625.751 + 625.122
8СНІИІТТ, Е011АВ0.
Оег ЕгіікипеіЬаи аиГ Вігаезеп ипсі Еі- 

зепЬаІіпеп. Ѵоп Есіиагсі 8с1ітііі. Тіі. 
I—И. Ьеіргі§, Реііх, 1871, 8°.—іѵ, 79. 
ТаГ. хѵ. 98, ТаГ. хѵі.

С. 3349 665.5
РЕВ11Т2, Н.
Оіе Іпсіивкгіе Оег ІИіпегаІоІе, сіен Реіго- 

Іеитв, Рагайіпз ипсі сіег Нагяе. Ѵоп Н. 
Региіх. \Ѵіеп, бегоій, 1868, 8°.—хп, 348.

С. 3350 бдб(023)
6ВАР01Ѵ, Н.
Апіеііипд гиг АиГаіскі Ьеі Ваиіеп. Негаиз- 

§е§оЬеп ѵоп Н. бгароіѵ. Вегііп, Егпзі, 
1872, 8°.—328.

С. 3351 539.3+620.123.13
1ѴЕУВАІ1СН, 1АС0В 1.
ТЬеогіе еІаеііесЬег Когрег. Ѵоп ЛасоЬ 

Л. УѴеугаисІі. Ьеір/.іц, Теиітѳг, 1884, 
8°.—ѵпі, 279.
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С. 3352 656.2(032)
КАЕКА, ЕОиАВО.
ЕізепЬаЬп-АпдеІедепІіеііеп ип<1 Регзопа-

Ііепіп ІехікаІізсЬег Рогт. Ѵоп Есіиаічі
КаГка. Ьеіряі^, Реііх, 1885, 8°.—ѵш, 318.

С. 3353 656.4

ѴѴЕВЕВ, ІИ. ІИ. ѴОІМ.
Оіе Ргахіз сіев Ваиез ипсі ВеігіеЬез йег 

8ѳсипДагЬа1іпеп тіі погтаіог ипіі зсЬта- 
іег 8риг. ѵоп М. М. ѵоп \ѴеЪег. АѴеі- 
таг, Ѵоіді, 1873, 8°.—хѵш, 124.

С. 3354 63.1363.14
1АДОТА-В20ѴѴ8КІ, НЕМВѴК.
Меііогасуе іѵобпе \ѵ дозробагзіѵѵіе ѵ/іер 

зкіет, я 75-та гузипкаті. \Ѵагзяахѵа, 
1906, 8°.—ѵш, 158.

О. 335о 37®
СПОМЕНИЦА
о отвараньу Универзитета. Веоградъ, 

1906, 8°.—16, 162.

С. 3356 53(015)
1-АІЧ6, ѴІКТОВ ѴОИ
Еіпіеііипд іп біе ПіеогеіізсЬе Ркузік. Ѵоп 

Ѵікіогѵоп Ьап§. ВгаипзсЬіѵеі^, Ѵіотѵѳ§, 
1873, 8°.—ѵш, 566.

С. 3*Ѣ> і 621.8
ВЕІСНЕ, Н. ѵ.
Оіе ІИазсЫпепЕаЬгікаііоп. Ѵоп Н. ѵ. Коі- 

сііе. Вапсі 1—2. Ьоіряі^, Реііх, 1869,8°.— 
хп, 193. 225, ТаГ. 52.

С. 3358 623.15
2ѴѴЕѴЕВ, САВЬ.
Ше ЕеІбЬеГезіідипдзкипзі. Ѵоп Сагі 2іѵе-

уог. АѴіоп, Вгаитй11ог,'-1862, 8°.—ѵш, 
351.

С. 3359 576.84
20РЕ, ѴѴ.
Оіе Зраіірііге. Ыасіі <1ет пеиозіеп 8іашІ- 

рипкіе ЬоагЬеііоі ѵоп \Ѵ. ИорГ. 3 зеЬг 
ѵегтоіігіе АиЛ. Вгѳзіаи, Тгеѵопбі, 1885, 
8°.—ѵі, 127.

бз(062) + 338 : бзс. 3360
ТРУДЫ
2-го съѣзда дѣятелей по сельскохозяй­

ственному опытному дѣлу въ С.-Петер­
бургѣ, съ 14 по 20 декабря 1902 г. Спб., 
Кирпібаумъ, 1905, 8°.—ххѵпі, 330.

С. 3361 553(022)
ВІІВАТ, АМЁйЁЕ.
Тгаііё би дізетепі еі бе Іа гесЬегсКе 

(Іез тіпёгаих иіііѳз. Раг Атёбёе Ви- 
гаі. 5-е ебіі. Рагііе I. 6ёо1о§іе ргаіідие. 
Рагііе II. Оііез тёіаПіГёгез. Рагіз, Ѳаг- 
піог, 1870, 8°.—538, 505.

С. 3362 621
НАТОИ бе Іа 6011РІШЁВЕ.
Соигз бе тасЬіпез. Раг Наіоп <іе Іа Ѳои- 

рііііёге. Тоте 1—2. Рагіз, йипоб, 1889, 
8°.--ѵп, 893; хп, 909.

С. 3363 532 + 627(022)
ВОЕЕІАЕМ, Е.
Тгаііё безсгірШ еі гаізоппё без соп- 

зігисііопз. Нубгаиіідиез а Іа тегеібапз 
Іез еаих соигапіез. Раг Е. Койіаеп. 
Рагііо I. Нуйгаиіідие. Рагі. II. Соп- 
зігисііопз тагііітез. Рагі. III. Сопзігис- 
Сіопз еп еаих соигапіез. Вгихеііез, СІігі- 
зіорііе, 1861 — 1863, 8°.—308, 262, рі. ѵ; 
288, рі. ш.

С. 3364 ЗЗ8.9
С01ІВСЕІ-і-Е-8Е№ІЛІ-, I. 6.
Тгаііё ѢЬёогічие еі ргаііцие без епіге- 

ргізез іпбизігіеііез, соттегсіаіез еі а§гі- 
соіез ои тапиеі (іез ай’аігез. Раг I. Сг. 
СоигсѳПе-ЗепѳиіІ. 2-е ѳбіі. Рагіз, (іиіі- 
Іаитіп, 1857, 8°.—ѵш, 544.

С. 3365 625.111 + 625.72 626.12
ТОЧВЕТТЕ, 8ІІИЁ0И.
Тгасё без сііетіпз бе іег, гоиіѳз еі 

сапаих. Раг Зітёоп Тоигеііе. Рагіз, 
Ьасгоіх, 1858, 8°.—223, іаѣ. 31.

С. 3366 624.04
БЪЛЕЛЮБСКІЙ, В. Н. и Н. К. ГАРФЪ.
Краткое руководство для разсчета мо­

стовъ простыхъ системъ. Составили В. 
Н. Бѣлелюбскій и II. К. І'арфъ. Кіевъ, 
Шевченко, 1904, 8°.—164, таб. ххѵпі.
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С. 3367 622(022)
ПАУТОВЪ,ПЕТРЪ.
Горное искусство. Курсъ горно-техни­

ческихъ училищъ. Петра ІІаутова. Съ 
620 рис. въ текстѣ. Спб., Рпккеръ, 1904, 
8°.—хи, 479.

С. 3368 531: бг
снивсн, ікѵімб р.
Месйапісе оГ епдіпеегіпд. Ву Ігѵіпв Р. 

СНигсИ. Хѳ\ѵ Тогк, ЛѴіІеу, 1904, 8°.— 
хѵ, 834.

С. 3369 625.17
СОКОЛОВСКІЙ, 3.
Ремонтъ пути на желѣзныхъ дорогахъ. 

Переводъ съ нѣмец.: „Біо ВаИпѳгкаІ- 
іипр;“ Морица ІІолицера, дополненное 
и примѣненное для употребленія на рус­
скихъ дорогахъ. Э. Соколовскимъ. Спб., 
Суіципскій, 1875, 8°.—ш, 174„лис. 6.

С. 3370 625.1
РАІЛ.ІІ8, ВІЮ01-Е.
Оег ЕізепЬаІіп-ОЬегЬаи іп «еіпег ОигсЬ- 

ГІІЬгипд аиГ <1еп Кіпіѳп <1ег К. К. ргіѵ. 
ЗийЪаІіп-СедеІІесІіаП. Ѵоп ІІисіоІГ Раи- 
1И8. АѴіѳп, Ьеіітапп, 1872, 8°.—ѵі, 152. 
ТаГ. хіѵ.

С. 3371 625.13
КЕРБЕДЗЬ, ІИ. С.
Постройка двухъ тоннелей на Новорос­

сійской вѣтви Владикавказской желѣ­
зной дороги. Спб, Эрлихъ, 1890, 8°.— 
79. Атласъ С. 515.

С. 3372 338(57.1)4-9(57.1)
ДУНИНЪ-ГОРКАВИЧЪ, А. А.
Тобольскійсѣверъ. Составилъ А/А. Ду- 

пинъ-Горкавпчъ. Съ картой и АЗ ри­
сунками въ текстѣ. Сиб., Киршбаумъ,
1904, 8°.—х, 281, 78, карт. 1.

С. 3373 347-246
СБОРНИКЪ
обязательныхъ постановленій и мѣстныхъ 

правилъ по рыбопромышленности. Спб., 
Киршбаумъ, 1903, 8°.—х, 219.

С. 3374 59-7(584)
БЕРГЪ, Л.
Рыбы Туркестана. Спб., Гольдбергъ,

1905, 8°.—хѵі, 261, таб. 5.

С. 3375 63.922
ГЕЙНЕІИАНЪ, Б. А.
Рыболовство на Балтійскомъ морѣ у рус­

скихъ береговъ. Б. А. Гейнемава. Спб., 
Фролова, 1904, 8°.—120.

С. 3376 628.84-662.91
СВІЯЗЕВЪ.
Теоретическія основанія печного искус­

ства въ примѣненіи къ устройству раз­
ныхъ нагрѣвателей, къ отопленію и вен­
тиляціи зданій. Свіязева. Спб., 1867, 
8°.—ѵп, 235, лис. гѵ.

С. 3377 351:69
ШРАМЧЕНКО, ІИ.
Уставъ строительный, измѣненный и до­

полненный узаконеніями, обнародован­
ными по 1 февраля 1891 февраля 1891 г. 
Спб., Мартыновъ, 1891, 8°.—хѵіп, 114.

С. 3378 624.221.04
РИТТЕРЪ,АВГУСТЪ.
Элементарная теорія и расчетъ желѣ­

зныхъ стропильныхъ п мостовыхъ фермъ. 
Сочиненіе Августа Риттера. Спб., Май­
ковъ, 1875, 8°,—хп, 408.

С. 3379 625.1724-654.2(022)
608СНѢЕВ, СН.
Тгаііё ргаіічие бе Гепігеііеп еі сіе 

І’ѳхріоПаІіоп йез скешіпз сіе Гег. Раг 
СИ. СгозсЫег. Тоше 1 — 2. Вегѵісѳ сіе 
Іа ѵоіѳ. Рагіз, Ваисігу, 1870—1872, 8°.— 
ххѵп, 704, рі. хххѵ; хѵі, 746.

С. 3380 526.95
8ТАІИРЕЕВ, 8.
ТЬеогеіізсІіе ипгі ргакіівсЬе Апіеііипд 

гит МіѵеІІігеп. Ѵоп 8. ЗіатрГег. 5 ѵег- 
теѣгііе АиП. ІѴіеп, бегоісі, 1864, 8°.—хп, 
164. ТаГ. 3.

С. 3381 625.212
ВЕЙСБЛАТЪ, АДОЛЬФЪ.
Подвижной составъ желѣзныхъ дорогъ. 

Колесныя шины. Составилъ Адольфъ 
Вейсблатъ. Спб., Демаковъ, 1879, 8°.— 
92, таб. ѵіп.



531(022)С. 3382 625.114-625.11

ВИНКЛЕРЪ, Э.
Нижнее строеніе по ленціямъ Э. Винкле­

ра. Переводъ съ третьяго пзд. Л. Вур- 
целя.. ^пб., Безобразовъ, 1879, 8°.—269, 
таб. ііі.

С. 3383 531.69
ГОЛОВИНЪ, X. с.
Курсъ строительной механики. Лекціи, 

читанныя въ С.-Петербургскомъ практич. 
технологич. Институтѣ въ 1885/6 г. Спб. 
б. г. 8°.—270 (литограф.).

С. 3384 624(022)
ВЕСКЕВ, МАХ.
Оег ВгііскепЬаи іп веіпет дапгеп ОтГап- 

де. Ѵоп Мах Вескег. 3. ѵегЬеззегіе и. 
ѵегтеіігіе АиЙ. 5іиіі§агі, Маокеп, 1869, 
8°.—хѵі, 464, Аііав Сг. 516.

С. 3385 621..132.8
81М0И, НЕІИВІСН.
Оае ЕаігІіе’всЬе Раіепі-8увіет ип<і зѳіп 

ЕіпДизз аиГ Оеп ЪіПіцегѳп ВеігіеЬ ѵоп 
ВізепЪаІіпеп іпзопбегііеіі ѴісіпаІЬаІіпѳп. 
Ѵоп Неіпгісіі 8ітоп. МапсЪѳзіѳг, 62, 
8°.—

С. 3386 624.2.04
1ѴЕѴВА0СН, 1АК0В I.
АІІдетеіпе ТКеогіе ипб ВегесЬпппд <1ег 

сопііпиігІісЬеп ипсі еіпГасЬѳп Тгацег. 
Ѵоп ЗакоЬ I. ДѴѳугаисЬ. Пеіргі§, ТеиЬпег, 
1873, 80.—ѵіі, 133. В1. хі, 175. ТаС. іѵ.

С. 3387 625,151
РІИ26ЕВ, Ь.
Оіе деотоігівсііе Сопвігисііоп ѵоп АѴѳі- 

сІіоп-АпІацоп Гйг ВізепЪаІіп-СНеізе. Ѵоп 
П. Ріпх^ег. Аасіісп, Мауѳг, 1873, 8°.—ѵіі, 
133. В1. XII.

С. 8388 347.7бз.4(42)
8ІМ0И, НЕИВѴ АИ0ВЕѴ8.
Оіе НаЙрЛісМ сіег ЕівепЬаІіпеп осіег <1аз 

ПѳсЬі іп Вегив аиГ ПпГіНІе ипсі Ипгецеі- 
іііачзіркеііеп Ьеіш ЕізопЬаІіпЬеігіеЪо іп 
Впкіаші. Ѵоп Непгу Апбгѳіѵз 8ітоп. 
АѴеіпіаг, Ѵоірі, 1868, 8°.—хіѵ, 120.

С. 3389
ВІТТЕВ, А.
1_еЬгЬисЬ бег апаіуіівсііеп МесКапік. Ѵоп 

А. Еіііег. Наппоѵег, Кйшріег, 1873, 8°.— 
хі, 271.

С. 3390 513-5(021)
ВЕѴЕ, ТНЕОООВ.
Оіе (Зеотеігіе бег І.аде. Ѵогіга^ѳ ѵоп 

Тііеойог Кѳуе. 1—2 АЪіІіеіІ. Наппоѵег, 
Кйіпріег, 1866, 8°.—хіі, 146. ТаГ. ѵ. 268.

С. 3391 625143
8ТАИЁ,АЮІ8.
ТКеогіе ипб Ргахіз бев ЕівепЬаЬпдіеівев. 

Ѵоп Аіоіз 8іапё. \Ѵіѳп, Роііак, 1892, 
8°.—ѵі, 168. 'ГаГ. хѵі.

С. 3392 624.084-620.12
8СНЕГГІ.ЕВ, НЕВМАИИ.
ІІеЬег ОіНег—ипгі Водепігадег ипй ііЬег 

сііе Резііцкеіі сіег беГаззіѵапбе. 2 Мо- 
по^гаріііеп хиг Епѵеііегип^ сіег Віе§ип§з 
ипЗ Резіі§кѳіізі1іеогіе. Ѵоп Негтапп 
ВскеПІег. Вгаипзсіпѵеір, Ѵіеіѵе^, 1862, 
8°.—ѵш, 257.

С. 3393 691
СНАТЕАЦ, ТНЁОЭОВЕ.
ТесКпоіодіе би Ьаіітепі ои ёіисіе сошр- 

Іёіе сіез таіёгіаих <Іѳ іоиіѳ езрёсѳ. Раг 
ТЬёобогв СЬаіеаи. Тотѳ 1—2. Рагіз, 
Вапсѳ, 1863—1866, 8°.—ххіѵ, 517: ххѵш, 
851.

С. 3394 62(083)
СІАІЮЕЬ, 1.
Еогтиіев, іаЫев еі гепвеідпетепів иви- 

еів. Раг 3. Сіаисіеі. 7-е егііі. Рагіз, Би- 
посі, 1867, 8°.—хххп, 1340 рі. ш.

С. 3395 656.2214-621.131.і
ѵіііиемім, и, а. ооевнавр 

еі С. 0ІЕІЮ0ИИЕ.
Ое Іа гёвізіепсе (іев ігаіпв еі сіе Іа 

риіззапсе сіез тасЬіпез. Раг И. Ѵиіііе- 
тіп, А. (іиеЫіаггІ еі С. Піеисіоппё. Рагіз, 
Ьасгоіх, 1868, 8°.—хп, 100 рі. ѵш.

С. 3396 656.624-626.7
СНАИОІИЕ ЕТ ОЕ І.АСНЕМЁ.
Мётоіге виг Іа ігасііоп (іев Ьаіеаих. 

Раг Сііапоіпе еі сіе Ьа^гепё. Рагіз, Би- 
іюіі, 1864, 8°.—100 рі. 2.
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693.14+721.1С. 3397 624-22
СОІ_ЫБЛІОГ\І, ЁО.
ТЬёогіе ёіётепіаіге гіев роиігев гігоііев.

Ропіз тёіаШчиев. Раг Ё <1. СоПі^поп. Рагіз, 
Иипосі, 1865, 8°.—ѵпг, 138.

С. 3398 5Н(О22)
8ЕВВЕТ, 1. А.
ЁІётепів (Рагіітёііцие. Раг 3. А. 8ег- 

гоі. 3-е ёсііі. Рагіз, МаіІеі-ВасЬеііег, 
1861, 8°.—220.

С. 3399 5зі:[б9
КАРЛОВИЧЪ, В. ІИ.
Строительная механика. В. М. Карло­

вичъ. Очеркъ I. Спб., Тихановъ, 1891, 
8°.—275. Атласъ О 517.

С. 3400 ' 626(071.1)
ГЛУШИНСКІЙ.
Водяныя’сообщенія. Спб., б. г. 8°.—467 

Литограф.

С. 3401 б28.і(071.1)
КОТЛЯРЕВСКІЙ.
Лекціи водопроводовъ, читанныя въ Ин­

ститутѣ Пнжен. ІІут. Сообщ. проподава­
телемъ Котляревскимъ. 1875/76 г. Спб., 
б. г. 8°.—152, табл. 24. Литограф.

С. 3402 725(071.1)
СОКОЛОВЪ, д. д.
Лекціи гражданской архитектуры, читан­

ныя въ Институтѣ Ипжен. ІІут. Сообщ. 
Д. Д. Соколовымъ. 1873—74 г. Спб., 
1874, 8°.— 492. Литограф.

С. 3403 69(071.1)
КОКОВЦЕВЪ, К.
Курсъ строительнаго искусства. Общія 

начала. 1871—72 г. СиГ>., 1872, 8°.—248, 
198- лис. 69. Литограф.

С. 3404 63.13+63.144-63.196.15(071.1)
НЮБЕРГЪ, А. Г.

Лекціи объ осушеніи и орошеніи мѣстности, 
читанныя въ Инст. Инж. ІІут. Сообщ. въ 
1874—75 ак. г. репетиторомъ А. Г. Ню- 
бергомъ. Спб. 1875, 8°.—240.

I С. 3405

КОКОВЦЕВЪ, К.
Основанія. Спб., б. г. 134, таб. ххіѵ. 

Литограф.

С. 3406 53 ; 69
БѢЛЕЛЮБСКІЙ.
Лекціи строительной механики, читанныя 

въ Инст. Инж. ІІут. Сообщ. 1873/74 г. 
Спб., 1874, 8°.—422, 132. Литограф.

С. 3407 625.1(071.1)
ГЛУШИНСКІЙ, I. П
Желѣзныя дороги. Лекціи I. И. Глу- 

пшискаго. Спб., 1876, 8°.—117, табл. 27.

С. 3408
НАБЕЙ, 6.
бгигнкііде (іег Ѵ/аЬгзсЬеіпІісЬкеИв-ВесІі- 

пипд. Ѵоп С. На§еп. 2. шп^еагЪ. Аив§а- 
Ъе. Вегііп, Егпві, 1867, 8°.—187.

С. 3409 662.614-662.914-697
ЕЕВВІМ, ВІИАЮО.
ТесЬпоІодіе бег М/агте, Ееиегип^запіа- 

2?еп, Катіпе, ОеГеп, Неіхипй ипіі Ѵепіі- 
іаііоп сіег СіеЬаисІе. Ѵоп КіпаіДо Ееггі- 
пі. Іепа, СовіепоЪіе, 1878, 8°.—хѵш, 514.

С. 3410 656.235
ВИТТЕ, СЕРГѢЙ.
Принципы желѣзнодорожныхъ тарифовъ 

по перевозкѣ грузовъ. Сергѣя Витте. 
2-ое пзд. Кіевъ, Кульженко, 1885, 8°.— 
ѵ, 329.

С. 3411 625.1 и

ТІЕЕЕИВАСНЕВ, І.ІЮѴѴІС Е.
Оіе ЕгшіНеІипд (Іег ОигсКЛизв-РгоЯІе. 

тіѣ Ъевошіегѳг ВегйсквісЬіі^пп^ Зет Ое- 
Ьігкв ипб АѴіІбЬаске. Ѵоп Ьи(1зѵі§ Тіе- 
ІепЬасЬег. АѴіеп, ЬеЬтапп, 1879, 8°.— 
ѵіп, 146.

С. 3412 539-4
КІСК, ГВІЕОВІСН.
Оав безеіг (іег Ргорогііопаіеп МНбег- 

зіапііе иші веіпе Ап\ѵепсіип§еп. Ѵоп 
Егіеігісіі Кіск. Ееіряі^, Ееііх, 1885, 8°.— 
х, 118. ТаГ. пі.
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С. 3413 017.338 Ц- 656
1ѴЕІ.ТѴЕВКЕНВ
Оег іѴеііѵегкеііг ипсі веіпе МіііеІ. Киші- 

бсЪаи иЬег ЗсііИТаЬгі ипсі \Ѵе1Йіап<1е]. 
Ьеіряі^, брагпег, 1868, 8°-—778.

С. 3414 662.8
НАВЕТ8, А.

Ое 1’ аддіотёгаііоп сіев сотЬивііЫев раг 
А. НаЪеіе. Рагіз, Воггапі, 1871. 8°.—141, 
рі. хѵі.

С. 3415 531.9
ВЕТТІСН, нисо ЕШЕН ѵ.
Оіе ІиП аія АиадІеісЬтіііеІ сіег 8еіі§ѳ- 

зѵісЬіе Ьеі Рогйегтазсіііпеп. Ѵоп Ни§о 
Еёіеп ѵ. ВѳШсІі. АѴіеп, Нбіііег, 1885, 
8°.—124.

С. 3416 677.07
НЕВ2ЕЕІ.0, 1.
Оіе іесЬпівсііе РгйТипд сіег Сагпе ипіі 

(ІесѵеЬе. Ѵоп Л НегяГеІіі. Міі 69 АЬЬіІ- 
ііип^еп. АѴіеп, ИагііеЪеп, 1896, 8°.—ѵіі, 
160.

С. 3417 77.3 + 77-7
ЕйЕВ, Ю8ЕР МАВІА.
Оав РідтепіѵегГаЬгеп ипіі сііе Неііодга- 

ѵиге. Ѵоп ІозеГ Магіа Еёѳг. Міі 31 
Ноігзсііпіііеп. Наііе а 8 , Кпарр, 1896, 
хѵ, 307—538.

С. 3418 621(071.1)
ВВЕ88Е.
Соигв (1е тёсапічие арріічиёе, ргоГеззё 

а 1’ ёсоіе ішрёгіаіе <1ез ропіз еі сііаиззёев. 
Раг Вгѳвве. 2-е еіііі. Рагііе 1—3. Рагів, 
СаиіЬіег—Ѵіііагв, 1865—1868, 8°.—ххѵіі, 
536; ххі, 568; ххѵі, 360.

С. 3419 621.126
_ РАВІ8, Е.

Тгаііё сіе І’Ьёіісе ргориіаіѵе. Раг Е. Ра- 
гіз. Рагів, Вѳгігапіі, 1855, 8°.—іѵ, 564, 
рі. хіѵ.

С. 3420 ' 59

ВАРАВВА, М.
Руководство естественной исторіи для 

городскихъ училищъ съ вопросами іі за­
дачами. Составилъ М. Варавва. Зооло­
гія. Годъ первый. Изд. 2-ое, Москва, 
Силаевъ, 1879, 8°.—187. Годъ второй 
п третій 1879, 8°—283.

С. 3421
САТАЮСЦЕ
гіев Ііѵгев сіе Гопіів еі Лаввогіітепі Іе 

баиііііег—ѴШагв. Рагів, СаиіЬіег Ѵіі- 
іаг, 1904, 8°.—232.

С. 3422 576.838.2 612.015.і 4- 58-Ц-99
БУТКЕВИЧЪ, В. С.
Энзимы и ихъ распространеніе въ рас­

тительномъ царствѣ. Москва, Кушнеревъ, 
1898, 8°.—131.

С. 3423 58.11.0144-58.11-015
КРАШЕНИННИКОВЪ, Ѳ.
Накопленіе солнечной энергіи въ растеніи.

Я. Крашенинникова. Москва, Левенсопъ, 
1901, 8°.—89.

С. 3424; С. 3425 54б 4- 547
КОЧКИНЪ, н.
Курсъ общей химіи. (Химія неоргани­

ческая и органическая). Составилъ Н. 
Кочкинъ. Спб., Демаковъ, 1904, 8°.—хѵ. 
671.

С. 3426 58.19
ВАРМИНГЪ, Е.
Распредѣленіе растеній въ зависимости 

отъ внѣшнихъ условій (экологическая 
географія растеній). Переводъ со 2-го 
нѣм. изд. А. Г. Генкеля. Спб., Брок­
гаузъ—Ефронъ, 1902, 8°.—474.

С. 3427 63.922 (Сахалинъ)
ШМИДТЪ, П. Ю.
Морскіе промыслы острова Сахалина. 

Съ 31 таблиц. рис. и чертеж.. 45 рис. въ 
текстѣ и картой. Спб., Пожаровъ, 1905, 
8°.—х, 458.

С. 3428 625.1
608СНІ.ЕВ, СН.
Тгаііё ргаіічие сіе Г ёіаЫівветепі, сіе 

1’ епігеііеп ѳі сіе Г ехріоііаііоп сіея сЬе- 
тіпв <іо Гег. Раг Сіі. (іозсіііег. 3-е еіііі. 
гѳѵио, соггівёе ѳі аиррпепіёе. Раг Р. 
Сиіііеіпапі. Рагііе I. Вегѵісе Ое іа ѵоіе. 
Тоте I. Гавс. 1 — 3. Рагів, Ветагсі, 
1894—1900, 8°.—1094, рі. ххѵш.
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621.31 (Нюренбергъ) I С. 3437С. 342»
іірреивовм, г.
ЕІекІгівсЬе Сепігаізіаііопеп <1ег ЕІекігі- 

гіШа-Акііеп^езеІІзсЬаЛ ѵогшаіз 8сЬис- 
кегі еі Со. іп ХіігпЪегц. Ѵоп Р. Брреп- 
Ьегп. Вегііп, 8ргіпцег, 8. а. 8°.—102.

С. 3430 622.25
ВІЕМЕВ, 1.
Ііав ЗсІіасЬіаЫеиТеп іп всЬѵѵіегідеп ЕаІ- 

Іеп. Ѵоп 3. Кіетег. Міі 18 АЬЬіМип- 
цеп іт Техі иші 19 ТаГеІп. Ргеіѣег^, 
Сгаг и. Оегіасіі, 1905, 8°.—ѵі, 135, ТаГ. хіх.

С. 3431 ЗЗЗ.38+ 333-5
КОФОДЪ, А. А.
Крестьянскіе хутора на надѣльной зе­

млѣ. Томъ 1—2. Составилъ А. Кофодъ. 
Спб., Вайсбергъ, 1905, 8°.—283, 695.

С. 3432 519
ЕРМАКОВЪ, В. П.
Теорія вѣроятностей. Лекціи читан­

ныя В. II. Ермаковымъ. Кіевъ, Завадз- 
кій, 1879, 8°. —пі, 140.

С. 3433 52.637+551.5
ФУСЪ, В.
Результаты сибирской нивеллировни, про­

изведенной въ 1875—1876 г. отъ стани­
цы Звѣрппоголовской до озера Байкала. 
Спб., 1885, 8°.—44, кар. 3.

С. 3434 622.6 + 622.7 + 669.0
ѢІНКЕИВАСН, С.
Оіе АиГЬегеііипд сіег Егге. Ѵоп С. Біп- 

кепЪасІі. Міі 24 Шоцгарііігі. ТаГ. Вег­
ііп, 8ргіп§ег, 1887, 8°.—152, ххіѵ.

С. 3435 666.3
КЕНѢ, ВК11М0.
НапйЬисІі сіег деваттіеп ТЬопѵѵаагепіп- 

ііизігіе. Ѵоп Вгипо Кегі. 2 АиП. Вгаипвсіі- 
іѵеід, Зсіпѵеізеііке, 1879, 8°—ххш, 744.

С. 3436 58.іі.2+58.іі.344
ПРЯНИШНИКОВЪ, Д. н.
Бѣлковыя вещества и ихъ превращенія 

въ растеніи въ связи съ дыханіемъ и ас­
симиляціей. Москва, Куіпнѳревъ, 1899, 
8°.—ПО.

546.21 546.26
8СНМЮТ, ЛЛ.ІЦ8.
ІіеЬег (Ііе ЬазізсЬеп ЕідепвсііаПеп йев 

баиегзіой'в иші Коіііепеіой'з. Ѵоп йиііиз 
8с1іші<1(. Вегііп, Вогпігае^ег, 1904, 8°.— 
110.

С. 3438 665.2 + 665.3
ВЕИЕОІКТ. В1100І.РН и. ЕЕВОШАНО ІЛ- 

2ЕВ.
Апаіуее сіег РеНе ипсі ^асйеагіеп. Ѵоп 

Кисіоіріі Вѳпесіікі. 4. егѵѵеіі. АиЯ. ѵоп 
Еегсііпапсі ІЛгег. Вегііп, Зргіп^ег, 1903, 
8°.—хіі, 941.

С. 343» 622
8ЕВЮ, АѢВЕВТ.
ѣеііГасІеп гиг ВегдЬаикипсіе. Ѵоп АІЪегі 

8ег1о. Вапсі 1—2. Вегііп, 8ргіп§ег, 1888, 
8°.—ѵш, 668, хіх, 841.

I С. 3440 622
ТКЕРТОѴѴ, Е. Г. 1МІІ8Т, \Ѵ. В0ВСНЕВ8.
ВегдЬаи ипй НііНешѵеееп. Ѵоп Е. Тгеріолѵ, 

Р. АѴііві и. IV. Вогсііегз. Ьеірхіц, 8рашег, 
1900, 8°.—ѵш, 605.

і С. 3441, С 3442 7(09)

РОЗЕНБЕРГЪ, Р.
Исторія искусства съ древнихъ временъ 

до нашихъ дней. Р. Розенберга. Ч. I. Спб., 
Изд. жур. „Міръ Бож.' 1905, 8°.—

; С. 3443 59-15
БРЭМЪ.
Жизнь животныхъ. Томъ 1—3. Спб., 

] 1902, 8°.—ххі, 853, ххі, 880; ххѵш, 1066.

| С. 3444 56(42)

80ѴѴЕВВѴ, 1АМЕ8.
Тйе шіпегаі сопсйоіоду оГ Сгеаі Вгііаіп,

| ог соіоигеіі Я^игез аші сіевсгірііопа оГ 
і ІІЮ80 готаіпз оГ Іевіасѳоив апішаіз ог 

8с1іе11в. Ву Яапіез ЭоіѵегЬу. Ѵоі. I—XIV.
I Бопсіоп, 1812, 8°.—
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С. 3445 63.93.027(47)531.81 : 658.6
КАЦЪ, И. С.
Торговые вѣсы. Ихъ конструкція, те­

орія п вывѣрка. Руководство и спра­
вочная книга при выборѣ, вывѣркѣ и ухо­
дѣ за вѣсами, а также при ихъ констру­
ированіи. Составилъ И. С. Кацъ. Съ 256 
объяснительными фигурами и приложе­
ніемъ главнѣйшихъ законоположеній 
о мѣрахъ и вѣсахъ, а также сравнитель­
ныхъ таблицъ мѣръ и вѣса разныхъ 
странъ. Одесса, 1905, 8°,—96, ш.

С. 3446 59(074.6)
ЗЛОТНИЦКІЙ, н. ѳ.
Акваріумъ Любителя. Подробное описа­

ніе водяныхъ животныхъ и растеній для 
акваріума, устройства акваріума, ухода 
за нимъ и проч. Н. Ѳ. Злотпицкаго. Съ 
263 политипажами и 2 таблицами. Изда­
ніе 3-е, передѣлаппое. 8°.—688.

С. 3447 53і.8і : 658.6
ВВАІІЕВ, Е.
біе Копзігикііоп гіег \Ѵаде пасіі міеееп- 

зсЬаі'ііісііеп бтішііваиеп ипсі пасіі Мазз- 
цаЬе ііігез Зрехіаіххѵескея. 2иш <3е- 
Ьгаисіі Гйг АѴа§епГаЪгікапіеп зо хѵіѳ Гйг 
ІесІіпізсЬѳ ЬеЬгапзіаИеп. Игіііе ѵоіізбап- 
ііі§ пеиЪеагЬеііеіе АпЛаце ѵоп 8х. Ьахѵа- 
схек. МИ 246 ТехіаЫііМип^еп .ипіі Та- 
Геіп. Иеірхіц, 1906, 8°.—ѵш, 285.

С. 3448 Зі:6з(47)
ФОРТУНАТОВЪ, А.
Сельскохозяйственная статистика евро­

пейской Россіи. Составилъ А. Фортуна­
товъ. Москва, 1893 г. 8°.—ѵіі. 246.

С. 3449 340.67
ВАЦМЕВТ, 6Е0В6, М. 0ЕМ8ТЕ0Т и. Е. 

ѴОІбТѢАНОЕВ.
ЦеЬгЬисЬ гіег дегісМІісЬеп СЬетіе. Іп 

хлѵеі Віііпіеп. УлѵеИе ^апхіісіі итцеаг- 
Ъеіѣеѣе АиПа^е. ВѳагЪеИеб ѵоп (1еог§ 
Ваитегі, М. ВеппзІеіН иші Р. ѴоізЫап- 
ііег.

/лѵеПег Вапіі. Иег Касіічѵеія ѵоп ЕсЬгіГі- 
ГаіясЬипреп, ВИН, 8регт изіѵ. ипіег Ъе- 
зопііегег Вегйскзіс1Иіцип§ ііег Ріюіо^га- 
ріііе. МИ 97 АЫііІіІипдеп ЕіпзсЫ. еіпег 
ГаіЬіцсг ВрокігаІІаГсі. Вгаипзсіпѵеіц. 
Игиск ипіі Ѵегіа$; ѵоп Ргіеіігісіі Ѵіеіѵец 
и. 8. 1906, 8°—х, 248.

С. 3450
ГРИММЪ, Е.
Рыбы прѣсныхъ водъ европейской Рос­

сіи. Ихъ признаки, размноженіе, распро­
страненіе и экономическое значеніе. Е. 
Гриммъ. Спб., 1906, 8°.—65.

С. 3451 58.52
ТЮБЕФЪ, К. Фонъ-
Хвойныя древесныя породы съ болѣе 

подробнымъ обзоромъ видовъ, зимую­
щихъ въ грунту въ Средней Европѣ. 
Сочинепіе К фонъ-Тюбефъ. Спб., 1902, 
8°.—ѵш, 203.

С. 3452 63.514-63.41(47)
ШРЕДЕРЪ Р. И.
Русскій огородъ, питомникъ и плодовый

садъ. Р. II. Шредера. 8-е изданіе. Спб., 
1907, 8°.—ѵш, 832.

С. 3453 63,173.44-63.514-63.191.193
КАМЕНОГРАДСКІЙ, П. И.
Парники и ранняя выгонка овощей, раз­

сады и земляники. II. И. Каменоград- 
скій. Спб., 1906, 8°.—хі. 256.

С. 3454 58.33.78
КИЧУНОВЪ, н. и.
Альбомъ розъ. Описаніе 300 лучшихъ 

сортовъ розъ. Н. И. Кпчуновъ. 20 хро- 
молит. таблицъ. Спб., 1905, 8°.—53, 20.

С. 3455 612.015
АВОЕВНАЮЕМ, ЕМИ.
І_еіігііисіі йег рЬузіоіодівсКеп СІіетіе іи 

(1геі82І(5 Ѵогіезипцеп. Ѵоп Етіі АЬсіег- 
Ьаійеп. МИ 3 Рікигеп. ИгЪап и. Есіпѵаг- 
гепЬеі’б Вегііп. \Ѵіеп, 1906, 8°.—ѵіі, 787.

С. 3456 547
НОНЕМАГіІ. А. Е.
1_еЬгЬисіі йег огдапівсЬеп СІіетіе Гйг 

81и<ііогеп<іе ан ИпіѵѳгзИабеп ип<1 іесііпі- 
8СІ1ОП Носіізсііиіеп ѵоп А. Р. НоИешап. 
РііпИе ѵегЬеззегІе Аиііаде. МИ гаЫгеі- 
зсЬеп АЬЫІіІип^еп. Ьеірхі^, Ѵегіар; ѵоп 
ѴеН и. С-о, 1907, 8°.—х, 494.
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