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Zagadnienie sprowadzania funkcji n zmiennych do pontaci ka-
nonicznych, ktoi*ym zajmuje sie niniejsza praca, nalezy oo pod-
stawowych zagadnien nomografii teoretycznej.

Szeroka tg problematyka zajmowato sie wielu autoréw polskich
1 zagranicznych. Liczne prace z tej dziedziny zawarte sg w wy-
dawnictwach Akademii Nauk ZSRR w specjalnych zeszytach poswieco-
nych nomografii (prace QsJ-p?]). W Polsce wymieni¢ nalezy prace
J. Wojtowicza (OJ- [5J)» 0. Stegienki ROJ i A. Hamanowej (?/J,

Szczegollnie wazng postacig kanoniczng jest posta¢ Soreau.

Problem sprowadzania funkcji trzech zmiennych (n = 3) do po-
staci Soreau omawiali M. Warmus [3)j 1 E. Otto [1J . Praca [1]
byta realizacjg mysli E. Duporcaga (Comptes Rendus 189&) [a]. 7, 1
kolei nastepstwem pracy [1] byta praca M. Czyzykowskiego [2.1
rozpatrujgca zagadnienie dla funkcji czterech zmiennych (n * 4).

Niniejsza praca jest uogolnieniem wynikow prac [1] 1 [2] dla
dowolnej n 5. Dokonuje to twierdzenie 1 w CzesSci | tej pracy
rozpatrujgc funkcje rzeczywista r; zmiennych rzeczywistych.

W Czesci Il wprowadzone zostije pojecie réwnowaznosci r6z? oh

j funkcji  F(x1, x2,.x.X,))i
przeprowadzone zostajg badania ycnych zaleznosci miedzy rézny-
mi przedstawieniami.

Cze$¢ 111 zajmuje sie dokiladniejszym zbadaniem twierdzenia 1
dla a = 5 celem znalezienia zaleznosci miedzy wynikami pra c
IOJ i [5).

W Czesci IV dokonane zostaje uogoOlnienie twierdzenia | r ;



ostabienie zatozen (zwiekszajac dowolno$¢ zbioru argumentow).
Nie zmienia to zasadniczo przebiegu dowodu twierdzenia, zwieksza-
jac jednoczes$nie znacznie mozliwosci stosowania twierdzenia 1.

Na koncu praca zawiera przykiady ilustrujgce uzyskane wyniki.



Czesc |

Niech bedzie produktem kartezjanskim n dowolnych nie-

pustych zbiorow ji yl» 2» eooi znaczy

2 =XExt
i=j
Niech F(x>|»Xg, e ¢ gdzie x* e "2 * DX<XgEF beee

X < Q , bedzie funkcja rzeczywista okreslong na zbiorze JC
= xn 4

Niec XMxk), Sdzie 1 = beda funkcjami rzeczy-
wistymi okreSlonymi na zbiorach ~"jr (dla k = ,2,.,.vn).

Definicja 1. Funkcje "(xX"Xg,..0,xn) nazywamy przedstawial-
ng w postaci Soreau lub, krotko, w postaci (S) w obszarze 52

wtedy 1 tylko wtedy, jesli istniejg takie funkcje NN,
Xp(Xg) , «ee, (- = *»25000tn)>
CEI(Xp XMXp e jn(Xp
SMXg) Xg(Xg) Xg(£g) «  X5(Xg)
F(X,|,x2» *++ ,xn) "* (S)
YY) ’fop

dla wszystkich (x*,Xg,...,xn) € JL . Oczywiscie nie kazdg funk-
cje n zmiennych mozna sprowadzi¢ do postaci (S).

Niech ¢ bedzie produktem kartezjanskim dwu dowolnych nie-
pustych zbiorébw (pu 1 2*w ~zn. O = efu X

Niech Uzx(u), Vx(v), Uut(u), ~(v) (G = 1,2,...,r) bedg funk-

cjami rzeczywistymi okreslonymi odpowiednio na zbiorach (p u
lub $Hv.

Niech G(u,v), gdzie u 6 <*u. V e <"y, bedzie funkcjg rze-
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czywistg okreslong na obiorze (I'.

Definicja 2. Funkcje dwoch zmiennych G(u,v) nazywamy funk-
cja rzedu n wtedy 1 tylko wtedy, jesli istniejg funkcje
Unu), U2(u), Un(u) 1 V7™V), V2(Vv), ...» Vu(v) takie, ze

1) Gu,v)~Ulu)Vi(Wrt U2(L)V2(v) + ... + Vnu)VvVn(v)

oraz nie istnieja funkcje UM(u) ,tJ32(u),... ™~ (u) oraz V.A(Vv),

V2(V) , ... Vn™(v) takie, ze

(2) G@u,v): -UNMNUNCVv) + U2(u)V2(v) + ... + tii_"J(wVn-1(v)

|
Funkcje G(u,v) nazywamy funkcja rzedu zero wtedy 1 tylko

wtedy, jesli jest tozsamosciowo rowna zeru.
Funkcje G(u,v) nazywamy rzedu | wtedy i1 tylko wtedy, jesli
iIstnieja funkcje U™MuJ-~Oi V™MV o takie, ze

GCu™™NUMNU) VA(V)

Funkcje G(u,v) nazywamy funkcja rz du wiekszego niz n wte-
dy i1 tylko wtedy, jesli nie istnieja funkcje U”(u), U2(u),
Un(u) 1 VI1(Vv), V2(v), Vn(v) takie, ze speiniajg tozsa-
mos¢ (1).

Oznacza to, ze funkcje G(u,v) nazywamy funkcja rzedu wieksze-
go niz n, jeshi jest funkcjg rzedu i0>n lub nie posiada rze-
du skornczonego.

Definicja 3. Funkcje F(xq,x2,...,xn) nazywamy funkcjg rzedu
n ze wzgledu na zmienng x* (@ = 1,2,...,n) wtedy 1 tylko wte-
dy, jesli funkcja F(x1,x2,...,xn) rozpatrywana jako funkcja
dwoch zmiennych u = x* 1 Vv = (X™»Xx2**** Xi-17 i+d* "* Xn* * ~’
dzie funkcjg rzedu n.

Analogicznie definiujemy funkcje rzedu wiekszego niz n ze
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wzgledu na a=121,2,....,n).

Definicja 4. Funkcje F(XxX"™Xg,-..,xq) nazywamy funkcjg nomo-
graficzng (zgodnie z terminologig N. Warmusa fo 7) wtedy 1 tyl-
ko wtedy, jesli:

1° jest przedstawialna w postaci Soreau (S),

2° jest funkcja rzedu wiekszego niz.1 ze wzgledu na kazdg
zmienng x™ (1 = 1,2,...,Nn).

W pracy tej podajemy warunek konieczny i1 dostateczny nomogra

ficznosci funkcji F(XX™NX2,...,Xxn) n  zmiennych X"~ X2»...,XN.

Symbolika i zatozenia ”

Zatozmy, ze dana funkcja F(x1,x2,...,xn) jest okresSlona w

pewnym obszarze 52 , w ktérym mozna umiesci¢ kostke Y , tzn.
*t
n

Y = ><X Yi’' ®dzie
i=1

(5) Ji ={Xi: &i 4 xiC bi |

dla kazdego i ¢ (I» 2, ...» n|.
WprowadZmy nastepujace oznaczenia:
Oznaczmy przez | cigg indekséw zmiennych
1 = (1,2,...,n)
Oznaczmy ciag zmiennych
def
~ (X1 ,x2t"** Xn)
Woéwczas funkcj — F(x“»x2>eeesxn) Mozna zapisaC k (Xglg ¢ |
Przyjmijmy Isze oznaczenia:

Dla kazdej kel i kazdego 1 Cl okreslimy funkcje



Y G —

gdzie .
XS dla s - k ) \
(4) S— SbB dla (s / k) * 8 = 1) :
Ia8 dla (s /7 k) A(s/ i)
Oznaczmy wartosci funkcji ... x”™) na wierzchotkach

kostki w sposOb nastepujacy:

(5)

Dalej na (*) wierzchotkach kostki typu

(6) gdzie
dla s s k
dla s / k
Dalej,
(7) Fls K, s'sg | ' gdzie
S

% dla (s / kl) a (s k2
Dalej, jesli <( k2 <( k™, to
def
€©) a . gdzie
k2) V (s s kb)
k2) A (s / kM)

%

| dalej, ogoélnie,

/

o'sc-1 - Qgdzie



dla

% dl7a L) rk

oznacza I-elementowy podcigg cj-igu 1 o kole uiym
. merze porzadkujagcym w dajacej sie upoi
mentowych podciggow |]fll’\lv , tzxi. 1k (5-’*

K-tyw
L-ele-

Wszystkich  wartosci F , Jest tyk, il' ¥igrzohotk.ow koat-

n Jk
yii- X <s> = 2n.

8—0

W sformutowaniu twierdzenia | pot ehn~ Indg tylko w if jSci

funkcJi  F(x ,Xg,..»,«n) W wierzchotkach kostki typu (5), (6)f

?) 1 W-

7 @), (5), (6) i (7) wynikr-, ze (1« A i

ic! kel
N dla k /i
© oo dla k=i
dla 1 7/ k

) dla

Zatézmy, ze
(V) o O
(12) M%l gt
( 15) A (k

kel
Niech dla A (k1Kk2<I-p wielkosci
k-1,kp,k7 c 1

Tk?k1k? Spetni H ukiad réwnan

ox*t- o



;
(4 i okski M Tagxqso T Frqkoko

. F
& kek3

Fo :

"Kike ~ Fk K
(15) v /i

z

oraz dla kazdej czworki k™ kg, ,k*eltakiej, ze ki <kg < k? <

spetnione sg réwnania
(16) i Tk2lijkl " Pk pkg T Pkjkakr T TkAkgkn

17) SSkik?  Tkgktkr C Tmgkikg T

" Kik? \\/,3 ‘ ‘ kaks

Rownah. postaci (14), (15) mamy 2*(n), zas rownan postaci ( 16)
1 (17) mamy 2«(’). |

Wowczas, przy wprowadzonych zatozeniach i przyjetych oznacze-

niach, zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Warunkiem koniecznym 1 dostatecznym nomogro-

wolnosci funkcji  F(X?®, Xg, % 7y jest zachodzenie tozsamosci

T P
m61,m/s
F(X’_j’ Xg, vee (FO) , .
n~



.k
Al
f y Tsik i )
Xk. y1
Xk * Tski
i Tisk
(16) k ki1\ 3
Y8 Yk
% i ib As .
Fio Fo
K \* "1 k
Tksi
To o
: . *
: f <kl

dla kazdego 8 €1.

Przystapmy do dowodu twierdzenia.

A. Przeproswadzimy najpierw (I:J‘owéd konieczno$ci twierdzenia v
ccesci dotyczacej przedstawic’:ln;)éc.l funkcji w postaci (5) (c;>
dnie z definicja 4).

T. Zalk cay zatem, ze funkcja F(x.],Xg,...,xn) jest przedsta
wialna w postaci (S).

Rownanie F-(x|fXp,.,. Ixn) = O okresla w .I1I Na ogdt pewna
hiperpowioi zchnie.

Zatozylismy (11) i (1>), ze funkcja F(X,,X2»eee»*u) L' yj-
nrt.je wartc-.zcl irj wierzch' (lach kostki Y:

Fo= < % ., /0 oraz

?k « PI‘ ) dla kazdego Kk < I
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Oznacza to geometrycznie, ze dla kazdego k<=l punkty

Ak(ush<«lIl ’ 8I5zle “s ” ia3 dla s 2 k nalez* do zbioru
punktéw speiniajagcych rownanie ~(xX?N,x2,...,xn) = 0, natomiast
punkt A(aA\.. T do tego zbioru nie nalezy.

Rozwazmy n krzywych Co (sel) okre$lonych paranietrycz-

nie rownaniami ( Xg - parametr)

(19) csl A i S gdzie  a [ xg (b

/

dla mkazdego s ei

Warunek
MNXp MNXp op* /\(X/\j)
NNX2N N2 L.l T2(x2)
(20) F(x,) "N21 ¢ e, -0
) T — ~em)

oznacza, ze punkty krzywych Cg (sel) odpowiadajgce wartos-
ciom parametru xg (s6l) oraz poczatek ukiadu O, N2*** /N

punkt 0(O,O,...,0) leza w jednej hiperptaszczyznie (w prze -

strzeni (n-1)-wymiarowej).
Wprowadzmy nowy ukiad wspotrzednych 0 | ®#2 *’* Jn w ten

spos6b, ze osie 0 0 72, eee> przechodza odpowiednio
przez punkty krzywych >C2»...,Cg,...JC odpowiadajgce wartos-

ciom Xl = X2 = a2,..., x5 =ab,..., xs = ag,..., *n=*n,

(poczatek ukiadu nie ulega zmianie).
Wzory na zamiane wspotrzednych majg postac
A= dil li +d12 [2+ * dlnfn

(21) ~2= d21 2d22 |2+ ... + d2n”n

fn= dnl yi +an2”2 + eee + ~nnj’n
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gdzie macierz

dil d21 e** dnl
d12 d22 * dn2

_dln d2n dnnj

jest macierza kwadratowa nieosobliwa, to znaczy
(22)

Wprowadzmy Oznaczenie wektorow
(23n) D—l(( T2’ eeee n v

JL* 2% xrwv
(232) n]

Korzystajagc z tych oznaczen przeksztatcenie (21) mozna zapi-

sa¢ macierzowo

(25) b

za$ przeksztatcenie odwrotne

Dla kazdego stl réwnanie wektorowe krzywej Cs(xg) zgod-

nie z (19) 1 (231) przyjmie postac

(x> = '

za$ réwnanie wektorowe krzywej *<g(xg) W Zmienionym uktadzie

przyjmie na mocy (23£) postac
(Xa) = FS<XS>’ eee’

gdzie dla kazdego 1 6 I
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def

Ze wzoru (2j5) mamy zatem

. X’Oa)
« D

dla kazdego »<~I

Korzystajac 7z okreslenia tloczynu macierzy z (24) wynika
v

X)) eee AN(x-P
e (X2) NI NN > S (X2)
3s<xP *s<V ... X>§)

f2(5P onxon oo f2<hp

b L p

fS<Xa> »++  fs<*s)
fn<xn> ... F“(xn)

Stad na podstawie twierdzenia Cauchy*ego o wyznaczniku 11

czynu dwoch macierzy mamy
fa(xp fa(X1) ... FA(xp
(25) f ,Xpy . y) = f2<X2> t12(X2) oo (X2)

x> “F VY e 4N
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Ze sposobu wprowadzenia ukiadu wspotrzednych O ! ?2*“ Fn

wynika, ze seil mamy

ponadto zauwazmy na podstawie (20) I (26), ze w ukiadzie
B ])1 [P <|a dla kazdego ki1 n+l rdéznych punktow, ?
ktoérych jeden byt poczatkiem ukiadu, a pozostate lezaty na
krzywych Cs(xs) (dla s e I) odpowiadajac odpowiednio warto-
zelom parametru xg - »s dla s/ k 1 *a =DbR dla s a Kk,
znajdowaty sie na jednej hiperplaszczytnie (w jsdhej prsests ?
ni  (n-1)-wymiarowej). A zatem 1 po zamianie ukiadu wspotr vi
nych (co mozna zinterpretowac¢ takze .jako przeksztatcenie n
finiczne) pozostang ©ne (albo ich obrazy) wspothiperpl as-zrr=-
we.

Poniewaz dla n roznych punktow 0, Cg(a?) (dla SH,
s / k) na podstawie (2?) ich wspotrzedne ¥ = Qay 0 dla
kazdego sel, s / k. zatem dla. z*chowania wspomnianej wspot-
hiperptaszczyznosci réwniez wspoétrzedna j p  punktu ~k™M1)

musi rownaé sie zeru:

fk(bg) = 0 dla & & K

(27)
Poniewaz zachodzi to dla kazdego k. I, wigc
(28) fk‘(bk) a 0 dla kazdego kel.

Il1. Ma podstawie (24) i (25) obliczmy teraz warto$¢ EQ

zaleznosSci od wartosci funkcji
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(29) F<> el
tfa: 0 0
0 ri(a2) 0
0 O _/\I(a/\) eeoe
0 0 0 ... fH

= rr f«(a8) . |D|

Sei
Z powyzszego 1 z tego, ze FQ /7 0 (11) , mamy:

(30) f~(ag) / 0 dla kazdego sfl,

Biorac pod uwage warunki (25), (28) i (50), ktére speitniajag
funkcje Tfg(xg) (k»s & 1) w punktach odpowiadajacych wartosciom
oraz Xg = bg dla s&I, mozemy napisaC

parametru: X = ag
wartosci zdefiniowanych uprzednio (4) funkcji Xg (dla s,kel)

w zaleznosci od funkcji fg(xsj). Wstawiajgc bowiem powyzsze

wielkosci do wzoru (25) otrzymujemy:
fl<al>- fl(al> T7@P eee f7(al)

fo<ar> Tl(A2) f2<°2> ... Tr£(a?2)
fk<xP Fk(xk® Tk<xP e Tk(Xp

fn<an> eee  *£(%>



0 0 u

r 0
0 f27a2) 0

0 0 £3j(9 0

<= Fk<xk> Fk<*k> eece fk(xp

0 0 0 e MUN?

Fa<r2> F3(aP eee IK-17ak-17EKAXKNiK+LNAK+LT **

vee FOSn> WS

Wykorzystujac wzér (29) otrzymujemy

F fk(x )
vk dla kazdego k€I
(M) K fk<ak)

Obliczmy teraz warto$é funkcji Xj w Zaleznosci od funkgji

I
fA(xi) (dla i,k 1);

fiCx.p
2(b2) 0 fa(b )
YR T
. e ) [ S ]
O O O o %o f2<an)
= f2<b2> eco ’ I,,.l =
2 % -
Po £2(b2)
27a2>

tfdowodniiny, ze dla kazdych i,k ¢ 1 many



dla 1 k

(an) t e- (0] O o » 0 « (0]

0 0 & « o

_ L INTI(XD) FA(XE) - e ENOD
i

0 .«0. O fi+i(*i4-in 0 QO e-- o©
e Vo0 >« *u, 8 o e ¢ 00 ¢t 9 0© o 4 - 0 w

0 Vi« 0 eofk-1<ak-I> 0 DV o
AKAK*> * * I\N X 4*F1<v 1 o - FE(bk)
0 940 O 0 fto 0 Q

Bozwijajac powyzszy ~znac-snlk -~dtug., k-tej kolumny, & na-
stepnie wediug 1-to”™ kolumny otrzymamy
1j - C-i)IZ=AN) A - (D) IKrif(x1>(-i) (i) * iR/ -1 -
TT **(%) ? incacp FE()

o —f2<N> 4<*k> aifn-T— -2 0,a. qu
f~aP ~aP

Wyrazny teraz wartosci funkcji "(surXg,®.. sx1) na wiersohot-
k&ch kostki przy pomocy wartosci frCa”) 1

Z warunkow (52) 1 (10) otrzymujemy dla kazdego lei, *61 1
a Kk

(55)
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Z powyzszego 1 z zatozen (12) wynika, ze:
(54) fk(kp / 0 dla kazdego (i,k.cl) i (i / k).

Korzystajac z (24), (25), (28) 1 (50) wyrazmy warto$C funk

cdi 2.2 \
0  OPE (b)) e T2
f2rp2n 0 F202)1 forpon e
1i(0?)  fj(bp o bj) *++ A(bb)
8125 X ST W i» , R S S| P
0 0 0 | I(®3) ¢t 0
O
0 0 o | 0 fi(a,)
0 f4(bP °£3(ad) ee- ®
» 202> 0 b2 - !
4 (b5) T5(b5} ° 0 eee/N<an’

[r(b1)f|(b2)fj(b}) + f bpfgCbpfrbps 'IT Ts(@ ) - [BI

S e.l SK Sz

~(bpfl(b2)f|(b3) ? ffoprkb-pt~bp

° N (al)«|(a2>T5<a3) ri*"1)fi<a2>£3(a3)
Oznaczajac
def (b)) (b2)fN(b3)
(36) T251 ) )
Tfl(alJEi™a2)r3(aj)
oraz
(57) [0

thal)f2(a2)f|(ad)
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I podstawiajgc do (35) otrzymujemy jeden z (©) wzoréw postaci.

(14):

T231 + T312 = F123
Ogodlnie biorac, niech €1 1 tNxt™<th« Witedy
mamy
Pivoks
0 0 0 0
0 » or? (bt )
P Pty bt > v
1> =
.t (bt=/ o
b, Lt/ 0 S,<bL,5  Ft <by >
4 t2
—@®t2 fI(b. )...fL (b ) 0 Ft_<bt )
3 3 V5
o 0 -0 0 f)rg'(an}

Dokonujac m inwersji wierszy celem zamiany t°, t? i1 t©
wiersza na 1, 2, 3 wiersz i nastepnie rowniez m inwersji ko-
lumn celem zamiany t1, t2 1 t? kolumny na 1, 2 1 3 kolumne

otrzymujemy
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2.t . * (-na" -
“1“2"3
t_ 1
>|ﬁ' <bt - D °
0 F 4 f." (b,, ) v of? <pt >
it i SRR is
0 ft <pt >'T? () «-f? (b. )
";2 2 2 2 '2  c2
] F2(bt X /3> 0 It _mmf? (bt
o (=) ,-tlj(\g) ft (\ > 3( *5)
\
0 0 0 0 0
0 0 0 0 N2> s 0
o *xee o (VN oy 16> > e e b o 0 o % 0 0 «
0 O O 1 0 0 oo f>rJ
H .
. s(as) + DI
(38) _

Oznaczmy dla t £ s j +t,«el oraz dla t'ptg’b e I i
b b b

def
(39) xt - T7(bY

def f
(40) = fj(at)
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02) 1t-5rt s

Uzywajac powyzszych oznaczen otrzymujemy z rownosci (38)

wszystkie (J) rownania postaci (14):

+ T.
W) wofsty © tstit2 t1t2t5

Wyprowadzimy teraz rownania postaci (15) dla kazdej trojki
t1*t2»t3 6 I» Sdzie *1M*2 <"3* Kor2ystajac z definicji (41)
(53) otrzymujemy

*2 | t, t
¥/ ¥/ - ¥/ T/ Tt
ri 12 2 Fl X2 Vi (VZ

8T

Po

Wyprowadzimy dla kazdej z () czwoérek t™tg,t),t™ £ 1 ta-
kich, ze tl<t2<t5<t4, réwnanie postaci (16)

rtgtytq A A4ADA
ttl‘%f%i rff{/o ficzirt £t 70 ferétdlo ﬁé‘\/f,&
, tg

f f f f £ f
P4 P «3 X1 *2 t4 b b b Y b *4



_cip Ll et s%eB
11 b h b'o b B0
f f f f fo f
L TbTo b 3 - h b b'b J

Podobnie dowodzi sie. ze dla kazdej czworki »4 e 1 oraz
tl t2<b<S zachodzg Wzory (17). I
XII. Przystapmy teraz do dowodu tozsamosci (13). Wyjdziemy z
tozsamosci (24)e 2 (>2) i () obliczymy wartosci 7(x1) dla

kazdego 1,k e I:

(44) i (xi)* i-i-— dla 1 /7k, 1,k61
(1) i
kfk
(45) Tk<xk)= * dla kazdego k ¢ 1
20

Wprowadzmy oznaczenia dla kazdego i,k ¢ I

C \
def RL P, _
(46) Uik " i dla 1 /- k

ik

<
|
% dla i =k
Tk

Wowczas tozsamo$¢ (24) przyjmuje postac:
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L £ vn
1

Ul U2 UI5 Ui
Yn
¥(]2 X% e a2

(47) -p(xrx2,...»xn) = U21 U22 U23 uzn
y2 LT
/ Xs i(g_ J

Unj iuhﬂ Un5 Unn

Dla przypomnienia - funkcje dla kazdego, i,k ¢: | sa o-

kreslone wzorem,(4), pozostaje nam zatem wyznaczy¢ wielkosc

dla kazdego i,kel, to znaczy musimy wyznaczy¢ macierz f
I*
tl | | /\12 eoe 1 In

u22 ... u2n
(48) u2 !

Unl Un2 “** unn

Macierz postaci (48) uzyskamy na u réznych sposobow odpo-
wiednio dla kazdej z sel postaci tozsamosci (18).

Dla dowolnego 8tl uzyskamy zaleznosci pozwalajace wyzna-

czy¢ macierz (48). Dla kazdego kel 1 k s na podstawie (4» ?
mamy
(agy USK U ukk Vikfo  Fofsfy B
uss  uks fs\Vvo xk o
”Y'sk s <k
Fo
Jd
As k(s

BL
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Dla I\k oraz 1Zs 1 k/ a mamy

uik

uis

Z powyzszego uzyskujemy dla kazdego 1,k G I:
Tksl : Fsl dla s<i<k

(50) 'u'-l°( - ukk_ TSkl ! *18 dla i<s<k
Uig k _
I UKS .
Toik Fis dla i<k<s
Dla k<i oraz 1/ s i k/ s mamy

Yige . "k Fokis FofsTk
sis ks -FILEFL o

skos
. =\/s*i
AVAV 4a B AVl
Z powyzszego my dla kazdego 1i.k el:
Kis - *31 dla s<k«<i
uik  ukk -
<T- I xg1 dla k <s<ii
1) uis  uks Iks 8 ]
‘Tisk p *13 dla k<i<s
Oznaczmy .
def u
S kk
(52) Pk

uks

Zatem dla kazdego i,kGIl 1 k / s na podstawie (46) oraz
(49)-(52) many
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Podstawmy textaz otrzymane powyzej wartosci wspotczynnikow u

do postaci (47). Uzyskamy wowczas

dla

dla

dla

dla

dla

dla

dla

dla

dla

1= k/s

k<1 =5

1= s<Kk

s< 1<k

I <s<k

I< k<s

s \k<i

k <s <1

k<i (s

Iis



F(x1( x2,

An
_s>T<n 1s
[ unsplF
: Fsn

...» Xn) x |[D| -

X1 1
oo

U. Pj Talk

1skKk
F1s

X2
U ps Ts2k
u2spk ™
* /\28

K
k

W=>K

xk
S

s Fks
~usspk E
0

o0y

s Tnks
unspk Forn

yS
o
uls

yS
)ﬁ%m

U2s

R

Uks

L)
XS

usS

Uns

F2s

Wyciggajac przed Wyznacznill:< Fig/uis 2 kazdego Ii-tego wier-

sza (lel)

wyciggajac 1/pJ

mamy

z kazdej

i (i /s) oraz (- —) z wiersza s-tego, a nastepnie
uss

k-tej kolumny (k € 1) 1 (k / s) otrzy-



¥s vn
xi %X L XL, X
1s  Tsl2 Ts1k mSs Ton1

3& 4 yk Xs Yn

T2sl  P2s Fs2k +2a Tsnd

X X . X% %R

Tksl Tks2 Pks Fks 1 Tsnk
-r2 A S
))gjs- xS 00 S o §o )y(s o0 §§
Pas P2s Fis -Fy Fen
vk vn
§%] )Y(% o A LI Xﬁ dod *n
Tnls Tn23 Tnks an an
Obliczmy teraz wyciagnieta wartos¢ M , przez ktora mnozymy

wyznac znik (54):

- 1 A
“S - _)
13 K Pk uss
k
-1

FiS' 0 uss*_ |_
iei
I/s

Korzystajgc ze wzoréw (46) i (52) otrzymamy
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_ 1T
(56) TT TT f:!l I:)o I1/%1I
151 it HE~ <fs)n"l 1 fx
1/Ss 1 S
1eT
1/s
Tl pj* 1T =TT We
i ktl uk kC-T
e s ks WeV
- TT (fe)t
i;ai B (-Dn~1- 11 F*
; KGI
k/s

(58)

Podstawiajac (56), (57) 1 (58) do wzoru (55) otrzymamy
n ’ |

r
i mew o <FoD 5
3 0

s o f Fo
i ej:
iI/s a
i G
I 1/s
L
' me« TT
- - 1 Gl
_Itl Fie
1 e
i/a v +

Korzystajagc z (29) otrzymamy ostatecznie:

]
(59) 1T

i 61

173
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UdowodniliSmy zatem, ze funkcje F(x1fx2,,.. ’'.p mozemy pr
stawi¢ w postaci Soreau na n réznych sposobéw (dla kazdego
«€l1). Przyjmujga one postaci!

JUPX?*--»>) = My det W

gdzie Mfl dane jest wzorem (59), macierz zas

k
i
=1,2,...,n
k~1,2,«»a,n
dana jest nastepujaco:
. . I <k<s A i <s<k
\ gk
X Xs Tsik )
I o
) ] FlS Skl
Xl? ' b
T----
Fisk \ |
k<i<s I >
. |
KK Xg Xk
(61) Wg e S K ¢k S
Ko Fsk
k <s<i § | S\ i \ k
Vv
. |
Lo Tksl
XII( *Xl?*l - X& !
Tiks | %] sk
L xk '
) !
L s ck<i '

kazdego s(I,



Wsrdéd wszystkich macierzy Ws (dla s€1) wyréznimy macierz

W , ktorej budowa jest najprostsza (dla s = 1):

(62) =

PrzeprowadziliSmy zatem dowdd koniecznosci twierdzenia w
czesci dotyczacej przedstawialnosci funkcji F(X™NX2,...,xq) w
postaci Soreau, tzn. udowodniliSmy, ze jesli funkcja F(x1x:2,

— X ) daje sie przedstawiC w postaci (S), to dla kazdego
sel spetniona jest kazda z n tozsamosci postaci ( s8).

Dowdéd dostatecznosci jest oczywisty, wystarczy pomnozy¢ w
kazdej postaci ktorys z wierszy lub ktorg$ kolumne wyznacznika
det WS przez MS (dla s€l).

B. Przeprowadzimy teraz drugg czesS.C dowodu dotyczgcag rzedu
funkcji  F(x1,x2,...,%xn) ze wzgledu na kazda ze zmiennych Xz
(iGI) zgodnie z definicjg 4.

Zacytuje twierdzenie z pracy M. Warmusa "Nomographic func-
tions” £37*

Funkcja rzeczywista G(u,v) okreSlona na zbiorze y



jest rzedu wiekszego niz

n wtedy i tylko wtedy, jesli istnieja

0 h olewenty UltuZ, . uittlo 1w elementy ,v2,...,
Virt takie, ze
ril 12 ,G1,n+1
WTZl V22 L u2’ n+1
(65) /0
Gn+1tl e.n+1,2 dJ4-1 N+
.. def )
gdzie G J = G(uit u.).

Odpowiednio zmodyfikowane (odpowiednio do def. 5 i naszych po
trzeb) twierdzenie powyzsze brzmie¢ bedzie:
Lemat 1. Jesli dla funkcji F(Xxq,x2,...,xu)= G(u,v), gdzie

u=x1, zas v = (X1,x2,...,xj_Lxi™,...,xn), okreSlonej w

Vv* bdzie u“nN* 9"v = /K Y. istnieja elemen-
s el
s/i
ty ul»u2 e ~u 1 elementy vl»v2 e rv takie» ze
GCU'pV.p G(urv2)
(64) 0
GCUg.vh) G(u2,v2)
to funkcja X2,...,Xn) = G(u,v) jest rzedu wiekszego niz

1 ze wzgledu na zmienng x~ (i CI).
: Dowdd. Poniewaz warunek (64) zachodzi, zatem funkcja G(u,v)
nie jest rzedu zero (G(u,v) "Q).

Zatozmy wbrew tezie, ze jest ona rzedu 1, to znaczy

G(u,v) = UMu) . Vi(v)

gdzie UM u)="0, V1(v) 0. Wowczas wyznacznik (64) przyjmuje

postac
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~(up.VV™vp MuNr V™MV Q)
Ul(u2)-V1i(vl) Ul(u2).V1(v2)

UNup O N\ VI(Vv2
~(ug) O 0 0

Wbrew zatozeniu (64). A zatem, poniewaz rzad funkcji G(u,v)
jest roézny od 1 i1 zera, musi by¢ ona rzedu r 2 c.n.d.

Opierajgc sie na lemacie 1 wykaze, ze funkcja F(¢l1,x2,...,Xn)
jest rzedu wiekszego niz 1 ze wzgledu na kazda xt (lei).

Niech

ai» u2 = brv’
V1 = (al**«*»ai_v/AL+1*”"’ak-1"ak,ak+' *eee*0p)
v2 = (al,...,aiN|,ai+1,.. >ak_g»bk»ak+1»**~»an)

Podstawiajgc ul,u2,vl,v2 do wyznacznika (64) otrzymamy

' G(ul,vl) G(uiyv2)
G(u2,vn) G@u2,v2)

= F(al»-“-,ai_1»airai+1»>*-*ak -ivak,ak+1,,,*»an)
F(al,...,ai_1tarn,ai+1,...,ak _1,bk,ak+1,...,an)

F(alt...,ai_1,br,ai+1,...ak _1,ak,ak+1t...,an)

F(alt... ,ai_1,br,ai+1,.... »blkrak+1> ¢+ ¢ »an)

bo Fo / O, FIk / O, F£ = Fk = 0 z zatozen (11) - (13).

Zatem funkcja F(xq,x2,...,xq) jest rzedu wiekszego niz 1 ze
wzgledu na kazdg zmienng xi (1&l).

Tak wiec, zgodnie z definicjga 4, funkcja F(Xx™x2,...,xn)

spetniajgca warunki (11)-(15) jest nomografiozna wtedy 1 tylko



—e32
wtedys gdy spetniony jest warunek (18)0 Twierdzenie nasze zosta-

to zatem dowiedzione®
Czesc¢ 11

Ao W sformutowaniu twierdzenia 1 wystgpito - zgodnie z (18) -

a. roéznych przedstawien w postaci Soreau. rozpatrywanej funkcji
»N2Y* % * '

dostuguja®© sie pojeciem”rownowaznosci réznych postaci Soreau"

- wprowadzonych przez M. Warmusa w pracy "Nomographic functions™

- zbadam zalezno$ci zachodzace miedzy postaciami wystepujgcymi w
(18) dla ' s£Il»

Definicja 5- Dwie postacie Soreau funkcji  ?(x"9.¢ ,25%)i

7. 1} % ...i?
cee X~ ... Ig
(65) *(*.,».¢..%%) — boac B4

A

bedziemy nazywali réwnowaznymi wtedy 1 tylko wtedyd jesli istnie-
%
je macierz liczbowa

°11 °12

C21 ~°22 ’°*
(66)

Ch1 Cnpp tf

ni©osobliwap to znaczy

(S7) IC{ » det C Z O

i n liczb d*jdg,.o.,dE speiniajgcych warunek



takich, ze
d 1 ax

dpX/ d .
(68)

lub

gdzie C*“1 jest macierzg odwrotng do macierzy O.

Jesli kazda z dwoch postaci Soreau danej funkcji F(Xx7,...,Xn)
jest rownowazna do trzeciej, to sg one rownowazne miedzy soba.
Tak okreSlona relacja rownowaznosci postaci Soreau” spetnia wa-
runek zwrotnosci, symetrii i przechodniosci. Jest zatem rowno-
waznoscig w zbiorze postaci Soreau naszej funkcji F(x.-j ,x2,...,*n)
i dzieli ten zbidér na klasy abstrakcji. llos¢ tych klas charakte-
ryzuje funkcje F(X1...... *n)e Zatem, jesli wszystkie postacie So-
reau nomograficznej fhnkcji sg rownowazne, to taka funkcje nazy-
wamy funkcja jedno-nomograficzng. Jesli funkcja noraograficzna ma
doktadnie dwie klasy nie-rbwnowaznych postaci Soreau, to nazywamy
ja dwu-nomograficzng funkcjg. Jesli funkcja nomograficzna ma do-

ktadnie 2 klas nierbwnowaznych postaci Soreau, to nazywamy



| - 54 -
I ja k-nomograficzng funkcja.

Rownowaznos$¢ dwoch postaci Soreau ma prostg interpretacje geo-
metryczna.

Wezmy rownanie F(X.j,-...,xQ) = 0 i zbudujmy dlah dwa nomogra-
my kolineacyjne dla dwoéch réznych postaci Soreau funkcji F(X,p
...» XN). Otoz, jesli postacie Soreau, na podstawie ktorych zbu-
dowaliSmy nomogramy, sa réwnowazne, to mozemy otrzymac¢ jeden no-
mogram z drugiego za pomocg przeksztatcenia rzutowego. Nie jest
to mozliwe w przypadku dwodch nierdwnowaznych postaci Soreau.

Lemat 2. Jesli jeden z wierszy postaci (S) jest pomnozony
przez liczbe a / 0 i1 jedna z kolumn jest pomnozona przez 1/a,
to wtedy tak otrzymana posta¢ Soreau jest rOwnowazna z postacig
wyjsciowg Soreau

Dowéd. Pomnézmy io~ty wiersz postaci (S) przez a / O, za$

kQ-ta kolumne przez 1/a Otrzymamy wtedy

| 1 20 | vk
?A(\ii( a Al X1
10* k ko
axJ a*? ... ax?
(69) . . b O
1 XKO
Ak . a Al
| -1 -A
a -u
1 ek
a ?(i 0
i<io,kel
k 1
(70) A 54, ... X° ... Xn |
0 0 X0 .,
Yk 0
| ,a XI 1
*o <i,ki-I -

ko-ta kolumna



A d = 11/a gdy s /i
s GI I 1 gdy a =1
det C a1

Dowod zachodzi dla kazdego z n’kZ przypadkow (i,KE£I).

Lemat 3. Jesli jeden z wierszy (lub kolumny) postaci (S) po-
mnozymy przez liczbe a / O, a inny przez 1/a, to wtedy tak o-
trzymana postac Soreau jest réwnowazna z postacig wyjsciowg (S).

Dowod. Pomnézmy i0°“*y wiersz przez a, zas$ JQ-ty wiersz

przez 1/a Otrzymamy wtedy

1<<i10,kei

ax? aXk ... ax®
/ X0 X0 0

XK
. (71)
10<<i<<JO,ke |

A Xbo o 5 o

X<
=

J0<l ‘k el



I>6 -

1 X?
a |
| yk
(72) « a Al
1k posl
a b yge
a
a
a 0
a
a
0 a
a
a
\ a
flr dla s€l, s / 10, jO
A det C = an

Dowdd zachodzi dla kazdego z (g) przypadkow.
Twierdzenie 2. Przy ustalonym potozeniu "kostki'—o)t/ , tzn.
przy ustalonych (5) wartosciach (%)sej 1 (Vs'el’ w3sy;t
kie n postaci (18) Soreau (dla s G1) funkcji F(x1,... ,xn)
wystepujacych w twierdzeniu 1 sg postaciami réwnowaznymi.
Dowdd. Wykaze, zo kazda z postaci (18) (dla s = 2,p,...,Nn)

jest réwnowazna z postacig dla s - 1.
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Dla s = 1 mamy

(75) . I >~NF0)2"” Set
8 Fi
S/1
Zapiszny det W nastepujgcej postaci:
s<kA?n
Kk<i(S\
s <i <k ™n
s =17n <k <j
: s <k <i ~n

Na podstawie lematu 2 1 5 bedziemy poprzez odpowiednie kolejne

mnozenie i-tych wierszy 1 wiersza pierwszego oraz k-tych kolumn
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I wiersza pierwszego tak przeksztatcali posta¢ (74), aby otrzy-
ma¢ pozadang s-tga (1b)(dla s = 2, 3, postaCc funkcji

FCXpXg,... ,xn). Dzieki lematom 2 i 5 postacie te bedg sobCo

rownowazne (w sensie definicji 5)*

Wykonamy nastepujace operacje:

1) kazdg k-tg kolumne (k 1) mnozymy przez
*0
2) kazdy 1-ty wiersz (i 1) mnozymy przez

5) kazdg k-tg kolumne, précz k - 1 i k. = s, mnozymy przez.

—— dla k<s oraz przez - - dla k>s,
Tslk T3k1
kazdy 1i-ty wiersz, précz 1 =1 1 1 = S, mnozymy przez
I B
dla 1 <s oraz przez J dla 1/ s,

5) pierwszy wiersz (i = 1) mnozymy przez (-FQ),

6) wiersze 1 «1 1 1 =S mnozymy przez

11s

. 1
7) kolumne k = s mnozymy przez — -
ls

Jednoczesnie przez odwrotnosci mnozymy pierwszy wiersz wyzna-
cznika (zgodnie z lematami 2 1 5)¢

Dla wygody 1 przejrzystosci obliczen iloczyn wartosci,przez
ktére mnozymy pierwszy wiersz, zapiszemy przed wyznacznikiem.

W postaci (74) utworzone zostato 20 pdl, w ktérych wyrazy po-
zagdanego (dla s-tej postaci) wyznacznika j™~/u”™J bedg miaty bu-

R

dowe podobna.
Obliczmy zatem otrzymane w powyzszy sposob wyrazy upk
przeksztatconego wyznacznika dla kilku wybranych poi (w prze-

ksztatceniach wykorzystamy zaleznosci (i?)-(""\V)):



a) dla I<i<k<s otrzymamy

by dla 1 s<k otrzymamy

-S P 1k Tsk! Fo Fla T

ulk ” T skl
_dk FIISt_FO?

c) dla 1<k<s otrzymamy

-s _ Tksl Fo Tslk F1s

sk ) W mks
‘*Elk Is / Is
<) dla | <s <i oOtrzymamy
-S F1i Tl1s T.
Uil 1ls
e) dla 1<k<s otrfymamy
7
s "1k Fo Tsin Tist _ .
u I . 13
Fuk "1s Y

-8 I:15 I:o I:15 FLS

£) %os
Flg Fis Fls

Obliczymy teraz wartos¢ Ks bedaca iloczynem wielkosci ,ji- z

ktore D)J3imy pomnozyé pi* -wszy Wiersz
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_ n
LA F1j -TI
K3 1 el PO . j €] j=Sel Tsj'1Tjls
§/ 1 X1
' <.Fo> <P18)"5
|
Ale
ft
TT “ .
j=2 Ts1jTjsl jsS+1 TsjlTjls j=a-
[
= ()n-2 FO . : 6s
Pls j-2 JI’js
skad /
P1B " !
o= 9"l oEj T F,. M-"\/tw'- %
3 PO 1.]
J=2
/s
TT pu
j:
Fis

w wyniku wykonanych operacji przeszlismy z postaci (18) dla

s = 1 do dowolnej innej postaci (W) s / 1, Btl. Rzeczywiscie:

det -e
TT « ,
_ . LC\_i 1S !
Tl FLI(FO)2" N7~ . det e
je-1 TT
i/ .
J C-l

J/1



: 11 l- ; df>t
JRX

Dowod twierdzenia 2 zostat zatem zakonczony-

B. Rozpatrzmy teraz zagadnienio niez»]ez'u. i

liniowanych w zatozeniach twierdzeni” | BurtoJi
.- /JA > dla kazdego i €]
Z warunkow (d)-(1J) wynikt, ze d.n k"zd 'I»

mamy

(75) Xi<xi? connt
inlyz dla | /i

Vo) " h

| 7) S

oraz dla kazdego I ~ k

CA<)

Lendt i. Jesli spelnion r; -eeurvnli

*/(x ) aa niezalezne rinlopo’( ' 1

1(80) A

1 Si

Aid-; -

liniowej : -

Al ' . Di

<1 t="~"Z >

to funkcje

k), to zr- + 1|

Dowéd. Jesli tozranon - wystepujaca w lemacie ma zachodzic,!



dla x* a al mamy

°1 xl<al> + C1 ©

czyli.

°i *0 * °i Fk - 0

Stad, poniewaz Pk a 0O 1 Fo  °»
o4

ot X o
Ale Xxf(xp O, zatem rdéwniez
°i = o

Poniewaz wynikanie w przeciwng strone jest oczywiste, zatem
lemat 4 nalezy uwazaC za dowiedziony.

0. Rozwazmy przypadek szczegolny. Niech wymiar przestrzeni
liniowej generowanej przez funkcje Xj(X.p5Xt(xXp ,-.. ,X™MXp

robwna sie 2, to znaczy
(81) dim{x;(xXEXN(x1),...,xI(x1)] = 2 dla kazdego I1£I.
Z (80) wynika, ze funkcja XT(x?) oraz dowolna inna funkcja

X~Nx.) (k1 1) tworza baze tej przestrzeni liniowej, gdyz sg

one niezalezne liniowo.

Lemat Jesli speinione sg warunki (4)-(13) oraz zatozenie
(81), to dla kazdego Ileir mamy
k 1 k2
X1 (xi Xi>
(82) ____(__l e ~--.(__~
Fikl Pik2

dla kazdego k™I, k2el (k™ /7 1, k2 / 1).
Dowod. Rozpatrzmy trojke funkcji XE (xXp l(xi),l’l’sz (xXp. Je*
i M
zeli spetnione jest zatozenie (81), to istniejg liczby C#, ,



(nie wszystkie rowne zeru) |
I K.
(BJ) o] xJ(X+) + Cil Xii(x1l) t C? X~ fxp : U

1
dla kazdego x! £ &, bi :

Niech acd = otrzymamy wtedy

k. | kp
°Ifo +

Ale, poniewaz | O 1 Fq / 0O, zatem
(84) ct = 0

Z powyzszego wynika, ze tozsamos¢ (63) sprowadza sie do po-

staci
k* K. kp kp
(85) Ci Xi «xi) + GI Xi XP — 0
Niech = b,; otrzymamy wtedy
k kp
(86) C4 Fijn + G "»|\kp — 0

Z (65) 1 (66) wynika teraz lemat 5, c.n.d
D. W sformutowaniu twierdzenia 1 wystgpity pary wielkosSci

(T , T i"2) okreslone uktadami rownan (14)-(15). Pary

teK‘V\JstJepujq w mianownikach, wyrazow wyznacznikbw det W  (dla
kazdego sel) symetrycznie wzgledem gtdownej przekatnej zgodnie
z (18). Jednak ze wzorow (14)-(15) nie mozemy jednoznacznie wy-
znaczy¢ wielko$¢. Tk R k 1 TR k ff . Mozemy je wyznaczyC
' jedynie alternatywnie, nie wiedzac jednak ’ktdéra z dwoch wiel-
kosci jest ktéra”.

Przypus¢my teraz, ze utrafiliSmy na wiasciwe rozwigzanie
(przez’utrafienie na wilasciwe rozwigzanie” rozumie¢ nalezy ta-

kie ustawienie par rozwigzan, aby .spetniaty zaleznosci (1t>),(17)



oraz aby tak otrzymany wyznacznik M det wn byt tozsamos$cCiowo

‘par (Tkzlkﬁ , Tkr'- I;2) wystepujacych w dot W8.

Powstaje pytanie: czy we wilasciwie zbudowanym (dobrze,utrg-
fionym) wyznaczniku det W mozemy zamieniC symetrycznie wszy-
stkie pary (T ™~"- Tr3i<1i<2) nie zmieniajac przez to jednoczag-
Snie wartosci wyznacznika det to, ?

Odpowiedz na to pytanie jest pozytywna, jesli speinione jest
zatozenie (bl). Pozytywna jest, oczywiscie, réwniez w trywial
nym przypadku, gdy obie wartosci wystepujace we wszystkich pe
X'ach sg sobie roéwne.

Twierdzenie j. JeSli dla kazdego iel

dim ~X.j(x.]),. ~
oraz K
det WS = det :
Uik 1GI
kel
to
) xll<
det ' Ef det .
Uik je l ki ie |
k$ i ke

Dowdd. W dowodzie tego twierdzenia bedg stosowane oznaczeni'
I twierdzenia dotyczgce permutaeji z ksigzki A. Mostowski i H.
Stark: “Elementy algebry wyzszej” £5J*

Przez £ 1j oznaczymy zbior elementow ciggu 1. Dowolng permu-
taoje zbioru | 1] oznaczymy

a2 n
Pag P2../P

aj bo
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(db) f(i) = p* dla kazdego icCl

Permutacje odwrotng do wyzej okreslonej permutacji f ozna-

czymy

-1 (el p2 ... pj
(89) f = 2 ... nl
albo

f(Pi> = i dla kazdego i 6l

Przez sgn £ oznaczymy znak permutacji
T
(90) sgn T = (-1) f

gdzie t, - iloSC¢ inwersji permutacji T.

Oczywiscie dla kazdej permutacji f zachodzi
(91) sgn f = sgn

Przez oznaczymy zbidér wszystkich permutacji f zbioru {
Wobec powyzszego i zgodnie z definicjg wyznacznika mozne za-

pisac

(92) det

Skorzystamy z twierdzen (A, Mostowski i M. Stark "Elementy
algebry wyzszej” [

a. ja jest &Ilbo rowna permutacji identycznos-
ciowej,albo jest cyklem, albo superpozycja cyklow roztgcznych.
b. Istnieje tylko jeden rozkitad danej permutacji na cykln

roztagczne, jesli za jednakowe uwazamy rozkitady rdéznigce sie

tylko porzadkiem cyklow.
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Sbidér wszystkich permutacji [f| rozbijmy na dwa roziaczne
zbiory permutacji I [f2j. Zbiér {f~ jest to zbidr tych
permutacji F, z ktoérych kazda daje sie roztozy¢ na cykle ro-
zlgczne co najwyzej dwuwyrazowe. Zbior zas { fgj s™oda, z
pozostatych permutacji zbioru F .

Dla«kaZdej z permutacji *€e[*} postaci (b7) utworzymy

zbiory
def . ) .

(95) = el » i1 = pj

def
(94) G2(f) :e “isl» \\/ |r(i / K) A (pt = Kk)A(PR = i)1

k €1

def 5= NN in

(95) 5<f) - (lei: [IPNGNM)] a [IMNG2(H]J

Dla kazdej permutacji 2 G (f2] istniefe permutacja odwrot-
na € {f2*f r6zna od permutacji .
W zbiorze T2 mozna zatem utworzy¢ zbidr par permutacji od-

wrotnych wzgledem siebie.

W zbiorze kazda permutacja jest odwrotna wzgledem sie
 samej: N = f-
Przykiad.
- 5 6 7 8, .6, .8 ,17x"2 4
-8 334528 L8 gnring 5 3 3

* 2 5 3 6 1 8 3 5 4
1 “KX 2 3 4 5 6 7 8 1-6;f-8K71A3 § 4 2

G~f) = = {6, 8}
Gg(f) = G2(F'1) = fi, 7j
G,(f) = G5(F'1) = [2, 5, 5, 4}

Dzieki zatozeniu (81) mozemy skorzysta¢ z lematu 5 wpro



dodatkowo dla kazdego i1 “funkcje proporcjonalnosci”

“1(yl) taka, ze
Kl
*1
“ik-

Stad dla kazdego ifjl oraz kel (k /7 i) mamy

Dla utatwienia zapisu bedziemy stosowaC prostszy umowny zo-

pis:
(97) x1I=xI-Flk

PostaC (92) mozna teraz zapisa¢ nastepujaco:

.
(9B)  det “ _ y sgn 17T P-(hlm.

uik T(%I i €1 Uipi
i
sgn 2 Nn. *E
| €1 )
Ale
P
n -
(99) sgn Ty ki
iei ipi
N * r il

Xi
L.i son. 1 R }-
irit ipG~fa) {x |€(-;[ (fq) U1P1

Wezmy teraz dowolng permutacje f2 e {f21 j odwrotng do niej

permutacje f|z')1 £ | P2i* Obliczmy dla nich odpowiednie iloczyny:



4B -

pi
> -

(100) sgaf2 TT A L X Ai__
u. J 'z x u7-~ u.
i £0% (20 2) 1P

X“ _r_ X*

v Pi pi

U 521y i

W powyzszych zapisach rozumie¢ nalezy, ze jesli G(f) - 0

(jest zbiorem pustym), to

dla j =1, 2, 5
INGAF) N

Z (91) wynika, ze
(102) sgn-f2 « sgn ol

Z okreslen (95)-(95) wynika rowniez, ze
(105) GNfp) - GMfp ) dla J =% 2,5

Zatozenie (bl) naszego twierdzenia 1 tozsamos¢ (96) bedaca
jego konsekwencja pozwolg nam teraz wykazac¢, ze suma funkcji
(100) 1 (101) jest pewnego rodzaju funkcjg symetryczna.

Wykorzystujgc w trakcie przeksztatcenn oczywistg tozsamosc

(104) rf dla j = 2, 5

i 6G_o(f2)

oraz (102) i (105) otrzymamy

sgn 2 'TT .FF

i EG1(f2) i €02(i2)
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A X
Hr ~pit
- sgn 2
1 1
T Ul .0
16(72) el
= sgn « 11 Xj TT )
uG”~) i€
1 1
(105)
T rtes,
i€ 1 iei '1

Dla przeksztatcenia (99) wykorzystanie (104) nie jest konie
czne. Skorzystamy natomiast z tego, ze dla kazdej permutacji

jest ona s ma dla siebie permutacjg odwrotng:

1 = v t2a* £7() = Pi i NM@EP =i dla i€l
Mamy zatem
(106) dla kazdego FC

Stad wynika, ze dla fie[f|r mozemy zapisa¢

(107) TT usr. = K rr fuieir up.it

iej 'P! iei

gdzie
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+ 1 dla Il uipi> o

ife |
k <
-1 dla || uiPif( o]
lei
|
Nieoh

1 % <2 1><5

"1t U111
i61
.3
d 1 172n6 vy
] JX2><6 |>
Wéwczas  J| g U -
Ipi Pii
it P!
" <ai3uytu/| | » u3il43uig)u22”56U65*
Ostatecznie korzystajagc z (99)» (10+) 1 (107)
(‘}») w na3lepujace, postaci:
L " p. k
ATy T AT i
’ N i 61 .
11w
16 |
(10B)
- . Yi , rr
IR e Xi <h 1PL> 1
x 1 !
.

1tl
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H H

T----g, cu/gumentow us}et taxie*
permutacji g (co wida¢ z postaci (108)), ze dokonuje ona .syme-

trycznej wzgledem gtownej przekatnej macierzy !—-j jednoczesne”

ik I
zamiany wszystkich mianownikow wyrazébw macierzy na Uj. 1 od
wrotnie (tzn. permutacja g jest superpozycja rozigcznych cyklow

co najwyzej dwuwyrazowych). Oznacza to zatem, ze

i ik 1e l | uki'ie |
L Jjk£d L IcE X

Dowdd twierdzenia 5 zostat tym samym zakorniczony.

Czesc 111

Opierajac sie na wynikach uzyskanych w Czesci | 1 1l niniej-
szej pracy oraz na pracy M. V/armusa "Nomographic ~unct-iongl* 5j
przeprowadzimy bardziej szczegotowe badanie kryterium nomogra-

ficznosci funkcji  ?( x,pXg,x~ ) (tzn. dla przypadku n = 5).

Zgodnie z zatozeniami twierdzenia 1 mamy zatem | = (1,2,5).
Niech ciggi (as)S€l oraz (bs)gel wyznaczajgce (5) poto-
zenie Kkostki bedg tak dobrane, ze speinione sg zatozenia (11)-
( 15). Wowczas, jesli liczby 7251 512 rozwiazaniem ukia-

du réwnan

.

T251 + T512 = P125
(109)

T251 T512 "

to zachodzi teza twierdzenia 1 (dla n = 5):
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Warunkiem koniecznym 1 dostatecznym nomograficznosci funkcji

jest zachodzenie tozsamosci

X1
+L 1 5
“*) P12 P13
(1o, P12P13 , %5 %92 %53
*Q *12 F12  Tyi2
2 XK
*13 T251 P13
XN X2
*12 F12  T251
XA X2 X
/\ 4 x*
(1102) > 5 %08
*0 *12 _po ?25
X1 X?
5%
T312 P23 *23
"
Al X4 X3
P1J T312 P13
X X
*13%23 5
o) I
*Q T2J1 P25 P25
X1 X2 X3
2X.
P15 p25 ~po

Na podstawie twierdzenia 2 postacie Soreau (1107),(1102), ('110.)
funkcji nomograficznej F(x™,x2,x") sa-postaciami réwnowaznymi w
sensie definicji 5*

W celu dalszych badan potrzebne nam bedzie powigzanie pojecia

zaleznosci liniowych funkcji le(x") dla 1, k™l (pojecia te wy-
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stepowaty w lematach 4 1 5) z pojeciem rzedu funkcji F(xX1fx?,X.;
ze wzgledu na zmienng x. (1 = 1,2,3) (definicje 2 i1 3).
Twierdzenie 4. JesSli spetnione sg zatozenia (4)-(17) oraz
funkcja FXx1tx2,x™) jest nomograficzna (tzn. na podstawie
twierdzenia 1 zachodzg tozsamosci (1101)-(1107)), to dla kazde-
go i1 (i = L oraz k (k= 2,5):

(111) <HmM[x'J(x1), XFf(Xi), x> (xXp} - K] < =

(112) 4- 2 rfunkcja F(x1,x2,x") jest rzedu k ze wzgledu na
‘zmienng X '.
Dowdd. Dla dowodu naszego twierdzenia skorzystamy z nastepu-
jacego lematu z pracy M. Warmusa

Lemat 6, Niech funkcja G(u,v) bedzie dana w postaci
(115) G(u,v) = ILj(u) ~(v) + U2(u) V2(v) + U, (u) V6(v)

(okreslenia powyzszych funkcji jak w definicji 2).

Woéwczas funkcja G(u,v) jest rzedu 3 wtedy i tylko wtedy,je-
shli funkcje 11,(11), U2(u), UMNu) oraz funkcje V1(v) ,V2(V) ,VL(V)
- traktowane oddzielnie - sg liniowo niezalezne.

Przeksztatcmy posta¢ (HOp (i = 1,2,3) funkcji F(x1,x2,x-)

w nastepujacy sposob (zilustrujemy to na przykiadzie 1 = 2):

x i &7

WI-

F12 *12 x231 .

X X% ;@ |
F(x1tx2,x) = M2r 2 x
( ) F12 ~F0 "23°
|
X X2
X

T312 F2? F23
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(114) .

r

Fds2

P12F25

Dla uproszczenia oznaczylismy

(115)
Oznaczajac
(116) hl(z2) = - H2(X2)- - —— *B HG(X2)— - = nn
F12. B2z ©
oraz
2 ki X
*12*23  1l2
5y2
. A
P12P23  T1F23
GMNx ,x?)= xixt X1X3

*12*23  *12T2
tozsamos¢ (114) wyrazi sie nastepujaco:
(118) F(x1,x2,x3)""HT(x2) g|(Xi,x5) + H2(x2) G2(x1tx5) +

+ H[|(Xx2) GjJCx™.xN)

Aby moc skorzysta¢ z lematu 6 potraktuje funkcje F(xX™,x2,X )

jako funkcje dwdéch zmiennych: u = x2 1 Vv = (X™N.X,), gdzie
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« €jt., v es? X (analogicznie jak w definicji 3 1 le-
X2 X3
macie 1).
Wykaiemy, ze funkcje G2(V)t G(v), GNVv) sa niezalezne li-
Niowo.
Jak wynika z'odpowiedniego twierdzenia w pracy [3j funkcje

GEEV),%p(v), Gi(v) sa niezalezne liniowo wtedy i1 tylko wtedy,

jesli istniejg takie elementy v/~ v2,v™ £ jJ?'v (Lv = i Xlx S?XS)’
X
ze
G™NV,)
(n9) G2(v2) GI(V2) Gocyps /0 Con
g2(v}) G2<v3>
Miech :
(120) yi = (ba»a5)» v2 = (al,an), (»!

Ze wzorow (9) 1 (10) mamy

(121)

Wstawiajac wartosci (121) do tozsamosci (117) i obliczajac
wyznacznik (119) otrzymamy

PO 0 0
*5
GJ0)2 (rO)4
0 O """" O """""""" j Q
1712F25 -,2)2(p25)2
*Q
0 0
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'NakazaliSmy zatem niezalezno$¢ liniowa funkcji
(122) G20 XN, Gp(x™ fx=)»  GjjCx MXN)

Z powyzszego wynika natychmiast teza dowodzonego twierdze-
nia.

Z lematéow 4 1 J wynika bowiem, ze

Ai® Xg(Xg), "2ne2n*
2?0wna sie 2 lub 3.

Z zatozenia, ze funkcja PCx”™.Xg,) jest nomograficzna, wyni-
ka (definicja 4), ze funkcjg F(X1tx2,x5) jest funkcja rzedu 2
lub 3 ze wzgledu na zmienng <2 (definicje 2 1) oraz twierdze-
nie 1).

Jesli mamy dim | XMN(x2),X2(x2)*x|(XQ)j « J, to z (122) i z
lematu 6 wynika, ze funkcja "(xX"Xgjxp jest rzedu 3 ze wzgle-
du na zmienng Xg»

Jesli funkcja nomoégraficzna P(Xx7ex2,x”) jest rzedu 3 ze
wzgledu na zmienng x?+ to dis {Xj(x2),x|(x2),XNx2)J tez musi

rowna¢ sie 3. GdybySmy bowiem przypuscili, ze dimfxj(x2),X2(x3),
X2(x2) i “0wna sie 2, to na podstawie lematu 5 mielibySmy

(123)

Z powyzszego/ (123) i (116) mielibySmy

a wowczas (118) zapisywatoby sie

(124)
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Z powyzszego (124) przedstawienia funkcji P(X,t,x2,%x5) oraz
z definicji 2 1 5 wynikatoby, ze funkcja P(Xx1»x2,x") jest rze-
du co najwyzej 2 ze wzgledu na zmienng x2 - wbrew zalozeniu.

Twierdzenie 4 zostato zatem dowiedzione.

Jak juz zaznaczyliSmy we wstepie (Cze$¢ I1»D) do twierdzenia
5, wielkosci Tp12 be.-"“ce rozwigzaniami ukiadu (109)
nie sg wyznaczone jednoznacznie, a jedynie z dokitadnosciag do
alternatywy. Wynika to z symetrii réwnan (109) wzgledem niewia-
domych T2 i

Powstaje zatem pytonie: czy wielkos$ci te mozna uzywa¢ wymien-
nie w wyznacznikach postaci (1101) ( =1, 2, ?2)?

Odpowiedz na to pytanie uzyskujemy dzieki twierdzeniu j dla
n = 5, co sformutujemy w kolejnym lemacie.

Lemat 7. Jesli dla kazdego i (i = 1, 2, 5)

(125) dim {xj(xzx), x2(Xi), XjIcxpd = 2
to
! * X2 X
X 4 AN A
-*o *<12 <0 *12 *15
w2 V2
X2 A X2 t X2 %5
?12 Fl12  TJ12 *12  *12 1201
X]| X5 XL <L X3
— [
iF15 T251 *15 *15  T512 *15

Analogiczne tozsamos$ci wynikajgce z zamiany miejscami wielko-
sci TMN)2 i zachodzg takze dla pozostatych postaci
(1102) 1 (110M).

Powstaje dalsze pytanie: czy oba tozsamosciowe wyznacznikKi
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(*126) okreslajgce det sg postaciami réwnowaznymi w sensie
definicji 5?
Odpowiedz otrzymamy w kolejnym twierdzeniu, ktore wystarczy
rozpatrzyC dla postaci (110,)« Dla uproszczenia oznaczmy T, =

-251 x 12 “ x512*
Twierdzenie 5» Postacie (126) sa postaciami Soreau funkcji

i - , . : . .
monograficznej IL,~«P(xX",x2,x") réwnowaznymi sobie w sensie

definicji 5 wtedy i tylko wtedy, jesli

(127)

Dowdd. Zgodnie z definicjg 5 dwie postacie Soreau (126) funk-
cji “NMX,. ,x2,x™) sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, jesli
iIstnieje macierz liczbowa

C11 c12 c15

(128) C C21 c22 25

°M
ch. c52

nieosobliwa, to znaczy
(129) H =detc /7 O

1 5 liczby d”?, d2» d$ speiniajgce warunek

|c| *d.1 d2 1
takie, ze \
4 X fi
_po
Y *% X2
(150) ~12 S
. _{,5_

= P15j
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2 5]
dix1 diX1 dix1
*12 *13
2
doX"  4ox5 dé_‘XE Cl2 ci13
*12 F12 T1 °21 c22 °23

dx* d X5 C31 €52 ¢33

=13 I 13

Z definicji mnozenia macierzy otrzymamy, ze (130) nastepuja-

ce tozsamosci:

(151)

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)
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(N0

Na podstawie rozwazan (65)-(84)

(159) nastepujace rownosci:

cNdN K 1 c12 ©
(110) °22d2 ” 1 091
c35d3 s 1 03] =

lematu  wynikajg

ci3 ~ 0
c22 ' O
c32 = 0

Z powyzszych réownosci i z (1M)-(159) wynikaja da

51
di°22 =
r2
d< =1
W) T2
d2°11 ~ | | " d3c22
d3CTL s 1

e0Sci (140)-(141) mamy kolejno

Doa¢j twierdzenia 5 zostat zetem zakonczony.

SJad -

Ao/.ng .role w n-> m// n roz<, izan.i.ach odegra nastepuj .ce

Twierdzenie 6. Jesli Ruikcji nomcgraficzna F(x",x0,Xz) ma

dla potozenia kostki | |, - okreslonej przez ciagi (aj)

("\/sei1 * Przedata-. (no) takie, &e
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(142)

(143) diffi{4a> X2, XJ|= 2

ff

funkcja T ><<Jest funkcjg jednonomograficzng w sensie

definicji 5*
Dowod. 7 zatozenia (143) na podstawie |ematy 5 mamy
X3 X* 1 W
(144) L , a2 %2 , ¥I— _ 21,
15 *12 F2?  *15  *23

Korzystajagc z powyzszego (144) przeksztatcimy postac (110~

funkcji P(x",x2,x”) nastepujaco:

ioA *
=20 %o *12
145
) £ &)
X2,X.) ﬁih.li,

po *23 2 T2
X2 X]

21.
23 Tl P15

15k XX oxexn

Fo 1 wiox5xg WWVa  *12%23*15+

PAE . Y222 xaxexs )

*1202%28  pion gp  FL2TIF23

Wykorzystujac (109), to znaczy

(146)
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otrzymamy

FdOF.,
K(x1,x2,>") +

o
2 2

*12

Z zatlozenia (142) i warunku (146) otrzymujemy rownos¢

(14b) 20<P123>2 * *P12P1'/2) = 0

PostaC (147) funkcji F(X.1tx™,xp .nie zalezy od T( i T.;.
Powstaje pytanie: czy przy innych potozeniach kostki Y2 (°“
kreSlonej przez jakies ciggi (>>2,JSC. - "b?s)s 11 thik df)l
nej, by spetnione byty warunki (11)-(13)) moga pojawicC si-
odpowiednich postaciach funkcji F(x.],x2,x..) (110) wielkosci
T 1 rozne? Konsekwencjg tego bytoby na podstawie lematu
6 1 twierdzenia 5, ze funkcja F(XxX1(Xp,x") jest podwodjnie no-
mograficzna (w sensie definicji 5)e

Zgodnie z teza naszego twierdzenia odpowiedZz jest negatywna.

Aby to wykazacC, oprzemy sie na .Drugim Podstawowym wierdze-
niu (Second Fundamental Theorem) pracy [Oj , ktore 1 (mie-
dzy innymi): Jesli funkcja F(X.pX2,Xp jest nomografic L
jest ona jednomonograficzna w trzecim gtdbwnym przypadku ze

spetnionym warunkiem
(149) (rji ~ rd42) + 4r™2i1gl = 0

(w przeciwnym razie, gdy (r™ ~ r,’\)2 - 4r™r,n / 0, funkcja
F(x,j ,x2,Xp jest podwdjnie nomograficzna).

Definicja 6 ( ius [5]). Funkcja rzeczywista F(X'|.é7”x’)



spetnia trzeci gtowny przypadek wtedy i1 tylko wtedy, gdy:

a) funkcja F(Xx1,x?,x™) Jest rzedu 2 ze wzgledu na kazdg ze
zmiennych x* (1 = 1,2,5),

b) istniejg funkcje rzeczywiste x™ (G =1,25% k = 1,2,
5,4% x. € jéx ) oraz funkcje rzeczywiste G/MNx2,x") 1 GA(X2,x7)

okresSlone na zbiorze 52 = ===, takie, ze
X2 X5

(150)  k(Xy},Xg,Xj) =  (x7) e XA(x?) G/ICxgjX]j)
oraz obie funkcje g](x2,x") 1 G"NX2,x,) sg rzedu 2, to znaczy

(151) GN(x2,x?) = x2(x2) XMx5) + X(x2) f2(xp
(152) GMx2»Xj)— X2(x2) XMxN) + X2(x2) A=)

J2AX2N == m51 A2AX27 + M52 A2AX2N
X2(Xpy = ADAXON + A2 N2AX2N
(155) _
Xj(xA) - N7 XA+t XA

NEAXBN=== a4l ANCH) + M2 ABAXEN

Wielkosci wystepujace w warunku (149) sa okreslone nastgpu-
jaco:
m51n51 * m41n4l
m5In52 ¥ m4In42

r51
r41
K52 “ m52n51 T m42a4l
r42 “>l52n52 * 42242

1§

(154)

Lemat 8. Funkcja nomografiozna F(x",x2,x”) okreslona tozsa-
mosciag (147) speinia trzeci glowny przypadek (w sensie defini-
cji 6).

Oznaczajac
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(155) XA(XA)“' X/\(X/\) i6 i

3-cest™] -2n_

(156)
20F23

., Uu X5<X3> . WNZ2' A(xA

(15?)  jgxofsri— 0 LT : ze 7O
4 *23

§2(x Xx;_ 22(X2) X7i£ i T (Xx2) Xj(x3)
*13 -12

*0<=2> S|<XP *0

(158)

?125
?12F13F25

otrzymujemy tozsamos¢ (14?) w postaci (150). Wystarczy zatem wy-
kaza¢, ze obie funkcje GXg™"x?) 1 G”™x™xp okreSlone tozsa-
mosciaml (15?) - (158) sa funkcjami rzedu 2. Dla funkcji
G*|(x2»x5) sprawa jest tatwa. Zaréwno bowiem funkcje x_|(x§l)*
XMx2) jak i funkcje XXM, Xg(xx) as. (lemat 4) niezalezne li-
niowoo Stad na mocy lematu 6 funkcja G”™(x2,x") (15?) jest rze-
du 2*
Skorzystamy 2 lematu 6 réowniez dla wykazania, ze funkcja
GM(x2,x7?) Jest rgwniez rzedu 2.
Oznaczajac
NINZ2N == A20X2NF Ag-Ag)—1 Ag(XQ)
V1(xJ) = x|(xJ) 1

*12
1+ x[() V127
*13 5 *12*13*23

widzimy, ze funkcje Ajazpnr Apazoa niezalezne liniowo (lemat
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Ale dla mamy
0
*
12 0
Ul<a3) Ul<b3 *0  *0*125
*13 *12*13

5" I Vg(xx) sg niezalezne liniowo. Wy-

G"x2,Xj) (156) jest rowniez rze-

du 2. Poniewaz warunek a) definicji 6 jest spetniony z zatozenia
(w’43)p zatem lemat 8 zostat udowodniony.

Mozemy skorzysta¢ zatem z definicji 6 dla odpowiedniego przed-

stawienia funkcji F(x:..,x2,x") danej w postaci (147). Utrzymujac

w mocy oznaczenia (150)-(158) oraz wprowadzajgc nowe oznaczenia

xNy.2) =z|=2;: X|(X?)=x]|(X]) —
p23
otrzymujemy ze (158)
X|(x2) =1-X"N(x2) + O'X|(X2)
XE(x2)— 0 XN(x2) + 1-X|(x2)
(159) X[(XB)=O"XA(X3) + ~=x<| (X5
*12

Porownujac (159) z (155) otrzymamy



m3, = 1 ws2 O
mil * 0 ra42
(160) n3dl =0 32 hi
- n P12
Fo |
nal = Fq Ti42

Wstawiajac (160) do (»154) otrzymamy
F

23
r3r " ° ‘41 - F,2
Z
(161) F )
o Via~?
ra2 -~ 1;13 r4? = F,2F,,

Wstawiajac (161) do (149) i korzystajac z (148) otrzymajmy

-
. , .0 23
F13 F1o
Fo B<2—.A\ + 4712KI5P23] = °
2 7
(F12) (Fyv)

Zatem na pod st>wie Drugiego Podstawowego Twierdzenia z pracy

[3] twierdzenie 6 zostato dowiedzione.

Whniosek 1. Jesli dla pewnego potozenia kostki Yj (Y!

- okreSlonej przez ciagi <C%)s€l 1 ’\bé'SEi nale5SMc?
przedstawienie (110)1 funkcji nomograficznej FCx"XgfXy spet-

niajgcej warunek
dim {x], Xp x; -2 dla i1 =1, 2,*3

jest takie, ze
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to takze i dla Innego potozenia kostki Y2 (Y2 CQ. ' ~ okre$lonej pra
przez ciagi (%0)sg?2 1 nalezace do bu - odpowiadajac®

ku przedstawienie (110)2 tej samej funkcji ?(X, jest t&Mes
ze

W przeciwnym bowiem razie (na podstawie definicji 5 c-r&z- twler-
dsenda 5 16) funkcja SCx"XgjX”) bytaby saraeea jedno- i &IW85*
graflosna’ oo nie jest mozliwe*

Drugie Podstawowa Swierdsenie s pracy fjJ Bdwi taksa*

(AW  JslU funkcja Xx™x"X]j) jest nomofrafioaaa 1 jssi rs”du
5 przynajmniej se wsglagdu na jedng se miennyoh jg (i™.Z2)8
to funkcja Fta.pXgtXj) jest funkcjg jednoneaagruficsw-

Oesiystoi w osasol IXI wyniki sbierssajr w nastfpujasyK; Werfse-
niui

Twierdzenie 7¢ Jazli funkcja nmsywlsta Hxx"Xj) otaHIm.
na sbiorse Q jest axM<raflomhs: <U pewnego po”odeMa kc«t®
Ki Y«i (Y.3 cQ ) ©Otrsyaamy odpowi«4ajgog stu posted (11$  funkcji
TCargXgpXM)™ tos

a) jeslhi
(165) to
dla kazdego 1£1 ©raa
(164) TL " T2
to funkcja P(x™»«2>x5) jest funkcja jednonomograflean-.- vwierdse-
nie 6) 1 dla kazdego innego potozenia kostki Yg elementy odpowia-

dajgcej mu postaci (110) muszg spetnia¢ wiasnosci (165)1 -.164?7?
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b) jesli
(165) dim XA(XL),

dla kazdego 1 €1 oraz
(166) . /T

to funkcja F(x,»x »x ) jest funkcjg dwunomograflczng (lemat M
dla kazdego innego potozenia kostki YA elementy odpowiadajgcej
mu postaci (110)*' speiniajg wilasnosci (165) 1 (166) (reprezentan-
ty ni©réwnowaznych sobie postaci Soreau otrzymamy zamieniajac
elementy T, 1 To miejscami jak w postaciach (4X£))$

c) jesli istnieje 1 (i€ 1) takie, ze
(167) dim N(x*), X~MN), XACx*)]. = 5

to funkcja F(x1,x2,xM)jest jednonomograficzna, oraz jesli

1 [ nd

T T2
to tylko jedno z ustawien ) moze stuzy¢ do przedstawienia
naszej funkciji.

Czes$¢ IV

Twierdzenie | zostato sformutowane w sposdb poniekad juz 'tra-
dycyjny analogicznie do sformutowan twierdzenia dla n = 3 oraz
n = 4 w pracach [i] oraz [*2].

Tradycja ta tkwi w zatozeniach 1 pewnych fragmentach dowodu.
Niemniej jednak niniejszg praca w wielu swoich sformutowani-eh
zawiera pewne tendencje do uogolnien, co wynika ,z mozliwosci roz-
szerezenia zakresu stosowalno;" twierdzenia 1. Zadaniem tej czy-

Scl pracy bedzie sprecyzowanie charakteru tych uogodlnien.
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Twierdzenie | (Cze$C i"dotyczy funkcji rzeczywistej n Zmiennych
rzeczywistych. Oznacza to, ze Q (str. 3) uwaza¢ nalezy za pod-
zbidr przestrzeni metrycznej R*1, czyli dla kazdego 161 mamy
QX C Rf za$ kostka Y (str. 5) jest n-wymiarowg kostkg zawartg w
n-wg/miarowej przestrzeni metrycznej (YG G Rn). Z tych tez
wzgledédw w definicji. 7 (str. 3) o przedstawialnosci funkcji
v (X,, X™) w postaci Soreau mozemy nawet mowi¢ (zupeinie

zresztg niepotrzebnie) o "obszarze . Aby nie zmniejsza¢ jed-

nak ogodlnosci (dla celow twierdzenia 01) wprowadzonego w definicji
| pojecia, nalezato zamiast méwi¢ o "obszarze QQ * uzyC po prostu
terminu "zbiorQ M (przyktady Z , 3 i ). W uogolnionym
twierdzeniu 1 (nazwijmy je twierdzeniem 01) okreSlone (str. 3)
zbiory Q (i€1) moga by¢ zbiorami dowolnego rodzaju. Yoga.byC
zbiorami IiX(;zb, zbiorami wektoréw, zbiorami elementéw dowolnej
przestrzeni, zbiorami krzeset w kinie A lub zbiorami jakiegokolwiek
innego rodzaju. Zadamy jedynie, aby zbiory te nie byly puste. Nieco
Sci Gejsze Wymagania jesteSmy zmuszeni postawi¢ wzgledem. mocy zolo-
row Qx4i jesli zazadamy, aby spelnione byly zatozenia .(W
(43 ). A m*ianowicie:
(168)

I' twierdzeniu | okresliliSmy bowiem kostke Y (str. 5;> ale ko-
rzystaliSmy tylko z jej "punktow wierzchotkowych”. Dlatego tez w
twierdzeniu 01 okreslimy Y jako zbidr 2n wyr6znionych elementéw

zbioru b* generowanych przez dwa elementy zbioru jt (z tego rodzaju

sugestig mozna spotka¢ sie bylo przy formulowaniu zatozen twierdze-
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nia 1 dla n » 5w Czesci XlIl (etr« 57 ))>
(169) a « * om N APRE€]
takiev ® dla kazdego s*~
(170) ‘ th, a € Qfb € 0
Po~c-etats elementy chloru Y sg okreslone przez “~kombinacje”

tych dwu- (169) ciggow zgodnie ze wzorem (Bp (etr. 6-7)«

' bl

(171) Nb'bG i * g4ssie
Chk<, gdy B « Xk

8° o Ope«™ O_il_”’li(

Oczywisci® wzzyetkie 22 elementy (epg”j ~?7) zbioru Y dzie-

ki (#tro 5 ) i *?G) ?aalezg do zbioru Q .

2 powyzszych rozwazan wida¢, fee w poréwnaniu z twierdzeniem 1

w twierdzeniu 01 zwiekszylismy dowolnos¢ zbioréow Tai' (i € 1)
i

(modyfikujac a koniecznosci okreslenie zbioru'Y (Y c(a).), czyli
zbiorow argumentow wystepujgoyoh w twierdzeniu funkcji* Bane funk-

cje okresSlone na *ych zbicx*ch cudujemy identycznie. A zatem funk-

cja ?2(X.p x«P «+» JL) okre$lona na zbiorze Q « X 72 3est
I z n el i

fm/kojg przyjmujaca wartosci liczbowe rzeczywiste, tak jak funkcje

"X~x. ) okreslone na zbiorach bZ (dla kazdego 1€1 i kazdego
k k - X

ktX)(str. 3)- | wreszcie funkcje okreslona wzorem (4)
(str* 5-6) nalezy rozumie¢ jako obciecie (zwezenie) funkcji rze-

czywistej Pokreslonej na zbiorze Q do zbioru
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(s /i)

bedacych rozwigzaniem ukta-
dow rownan (1<)- (15") dopuszczamy wszelkie rozwigzania liczbowe,
a zatem mogg to byo liczby zespolone (przykiad 2Z ).
PrzesSledzmy teraz, czy modyfikacja zatozen bedzie niata istot-
ny wptyw na przebieg dowodu twierdzenia. W dowodzie twierdzenia !

okresliliSmy (19) (str. 10) n krzywych cQ dla kazdego sglj
(172) os: A = (X8 ' gdzle AA XA

i€1"
Ale stwierdzenie, ze sg to krzywe, zaktada przynajmniej ciggtosc
wszystkich (dla kazdego 16 1) funkcji Zatozenia takiego
nigdzie jednak nie robiliSmy i nigdzie nie byto ono konieczne w
dowodzie twierdzenia 1. Poza tym zatozenie takie sugeruje koniecz-
nos¢ zinterpretowania wektora
(173) = K(8), ... XAbJ
jako krzywej. Nie ma jednak 1 t® potrzeby. Nie bedziemy zatem w
twierdzeniu 01 InterpretowacC wektorow (173) (s£1) jako krzywych,
ale bedziemy je nazywali ogdlnie tworami przestrzeni R (funkcje
X™ ) (16 1) sa wszak z definicji funkcjami rzeczywistymi) okre-
Slonymi przez zbidr X8(xg) (173); gdy xg 'przebiega” zbidor '"-x

Twory te moga by¢ zbiorami punktéw izolowanych, krzywymi, po-



wierzchniami (hiperpow.1 erzchnl ani )itp. zaleznie od -charakteru zbio~
A P
row 'J"y 1 funkcji X’§<XS' (kOIl). Na przyktad, gdy x - (Xx,y\

»Q XQ, Q 1! a<x<blJ Q =[]

X X \% X I, S S | y

(1 = (1,2,5)), 'a funkcje Xo (k€1) sg ciagte, to twor nasz (175)
bedzie powierzchnig.

Przy takiej interpretacji (175) przebieg dowodu twierdzenia 01
roznitby sie tylko terminologia od toku dowodu twierdzenia |I.

Nadal warunek (20) (str. 10) oznacza, ze punkty, tym razem nie
krzywych, lecz tworéw c (s€1) odpowiadajgce pewnym elementom Xxg
("przebiegajacego”™ dowolnie okres$lony zbior ji'v i(scl) oraz po-
czatnk ukifadu O, vee yn (punkt o uk’:aoélgu Rn> lezg w jed-
nej hiperp aszczyznie (w jednej metrycznej przes t-zeni (n-1)- wy-
miarowej

Po dokonanej w toku dowodu zamianie (21) (str. 10! ukiadu wspor.
rzednych (co mozna traktowacC takze jako prze: ..-izialceme aiiniczne
punkty tworow co (dla réznych s twory te mogg by¢ catkiem rézne'
uprzednio wspothinerptoszczyznowe pozostano n i | wspothiwirpt «sz-
osyznowymi (lezagcymi w jednej przestrzeni (n-1)-wymiarowej ).

Ba dalszym toku dowodu twierdzenia 01 poczynione przez rtas mo-
dyfikacje w stosunku do przebiegu dowodu twierdzenia * nie majg
zadnego znaczenia, gdyz ma on dalej charakter wytacznie oblicze-
niohy.

Tak postawione zagadnienie ujete w twierdzeniu 01 pozwala nam
rdk-rt zV; '‘g¢- probie- ;ii1eorraficznosci funkcji w szerszym aspekcie.

bdwi.em rozstrzygna¢ na przykiad problem przedsi.e.wialnosci
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funkcji rzeczywistej
(174) u?, ud> u?r ug)
zmiennych rzeczywistych u, , gdzie

3 <f U .C i dla kazdego 1 -1 0&9*?

C
rozumianej jako funkcje, czterech zmiennych

Xl * ANU3jiad™* x2 " u2* X3 = {Ul,U5*U(P* x4 “ "7
Bedzie:1?; zatem rozstrzygaC o przedstawi&Inocci rozpatrywane?;
funkcji w postaci

(X1 llZE *"*-;‘? ud» USP u6" u?' —~
e .

X. (Ug > 4) "=V VAV AV
*WAN
X2W2) X"(Ug) X2(u2)
1 M M H *
ZACun >ue>us$ ) ~NunNUj.Ug) 1| (uieu5,ufi) X3 (u.»/
voeocow doo o0 O 4w 0 om0 L TR
xXJ<V X4(uh)

razie negatywnej odpowiedzi Voo sprébowac
rozstrzygna¢ przedstawialno6_ tej samej funkcji P‘u;lL.u2-3°" ¢4

w innej postaci (S), gdzie na przykiad
i “ X2 o (I™MN™NUN), « N2FNANgtp

Tego rodzaju badania ilustruja przyktady»
Pryzkiady

) g5

Przyktad 1* Zbadamyf czy funkcja (
(175) P(Xwx2,x3,x47x5) s XIx2*3 - x4 - X5
* jest notnograficzna*

Niech a « (1, 2, 3, 4, 5'). Wowczas
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F(l, 2’ 3, 4, 5)I: —3

F(xl, 2, 3, 4, 5) « 6xI © 9, stad bt |
F(1, \/ 3, 4, 5) = 3x2 - 9, stad b? |

F(1, 2, x , 4, 5)

2x5 9, stad bj |

F(1, 2, 3, x4, 5) =1 - x , stad b" =

l

F(:I-’ 2, 3, 4, X 2 - Xc, Sth b_ =

z)
Dalej mamy

?lz = 2> 5, 3, 4, 5

4,5*
P13 =2 7 22 2’ 4* 5) * 45
Fw-r(|, 2, 5 1, 5)-3

Fig " o » 2 5§ 4, 2) » 3

' =F@, 3, 7?2, 4, 5) =45
23 2

F5)4 = F(, 3, 3, 1, 5) =3

F25 = F(t, 3, 3, 4, 2) = 3

N o= Hi, 2, ], 1,5 =3

F =K@, 2,1, 4, 2 =3

35 2

Rp = FM, 2, 3, 1, 2) =3

Widzimy wiec, ze dla a = (1,2,3,4,5) 1 b = > Ip 1, 2) sq

spetnione zatozenia (11)-(13). Dalej mamy:
F123 * ?(2 ° 2 * 4 5) = 11,25
riza=rF2 '3. 3. 1. 5) =7,5

P125 - P(.,5 3, 4, 2 - 75

ris4 " F(Z>2° 2 ' 1 55 =<7’5
P155 F(.2, 2.4 2 =175

2145 ¢ f<2> 2> 77 7 2> = 6
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Stosujac wzor (4) wyznaczamy pozostate funkcje dla
1ok C -£l1<2»3»4»57?
XA = F(xr 3, 3, 4, 5) = 9(xl - 1)
XM« Fx™ < ) 4, 5 “ oxt - 1)
XT = F(X]” 2, 3, 1, 5 - 6(x1 - 1)
XN« F(X™N 2, 3» 4, 2) « 6(x™ - 1)
X, » X8 (0 " 2)? xt 8 C= 30 - 2)
g4 - * (X" H5)Ff4*4g4° 2(x? 3l

XI = X2 =X? « X; » -i(xXx -4)
*4 4 4 4 4

XN = X|-X]|<«<X]| - -HXg - 5)
Obliczymy wartoéci T, i wystepujace w vyznaczniku (18)

dla s « | (posta¢ (62)) zgodnie ze wzorami (14)-(15)’

L0 3F .0%
32 2177 F 4
., Pzbz-a 23
312~ FQ 8
stad
ss 27 %
4
5 lub 21
2 4
T Ta12 1242
T 12" 14*24 27
412 W’O ~ 2

lub



(177)

stad

76-
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{Taso * Toog

452 T524
(179) stad fTss2 =2 b 352 4°
€T523 = 5 T523 = 2
€7342 * T423 “ *234 " 2
1 | *Q3*24*34 27
NT342 T423 “ Fq ")
(180) stad 342
< 523 523 2
Wykorzystajmy réwnosci (16)-(17):
(181)  T341T45TT5137534 « V41X 351 7514 453
(1827  T241T451T5127524 = "41251 '514' 452
(183)  T231T351T512T523 = "312' 251 513" 352
(184) T231T341T412T423 = T312T241T413T342

Wstawiajgc do rownosci

mujemy
(185)
(186)

(181)-(182) wartosci (176)-(180) otrzy-

T341T513 "™ T413T351

T2415512 * T412T251
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Dla réwnosci (183 '>-(186) uwzgledniajac )mznajdujemy

I s eor,ace rozwigzanie:

(187)

Wowczas otrzymujemy nastepujaca posta¢ (18) (dla s = 1) lub
(62) odpowiadajgce, funkcji F<XpX9 ,X, .x™ X].):
v T vV Vv

<»0”’ 4

(168)  det W,
6(x! - 1,5) 9(xl - N O™ - 1) 6(x, - 1) 6(x; - 1)
1 4,5 4,5 3 3

4,5(x2 - 2) 30 * 3) 4,5(x2 - 2) 9(x? - 2) 302 - 2)

' 4,5 312 “412 512
3(x_ - 3).3(35 - 5) 2(x, - 4.,5) 2(x, - 3) 2(x" - 3)
o m m
4,5 To31 4,5 413 513
4 X% Yy e-a 1"x4 47N\ *
T241 Tant 3
TR 5- ., - 2o
m T
3 251 351 3 3

Wstawiajac odpowiednie wartosci z (187) do wyznacznika ’188) i
wykonujgc odpowiednie dzia’rania/ otrzymamy

det Wl ~ -*x4 - x5)

A zatem
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EospaUywana przez-n”™ funkcja (175) jest funkcja nomografinzng
I posta¢ (185) jest jedng z jej przedstawien w postaci Soreau. In-

ne jej przedstawienie w postaci

dzenia 3. Spetnione sg bowiem zatozenia twierdzenia 5:
Vo B X 3% ¥, -2

dla kazdego i< |
b 'danej funkcji w postaci Soreau €St

warunkéw (1?7) bedziemy mieli

Toig Tag ™ Tsis =42
(189) x251 551 = O
Prsykiad 2. klech Q  ~ FAI™Bd =~ - ) dla kazdego i
1
a_) G2
Zgodnie z definicjg (str. JLXlx x, x
hiech funkcja rzeczywlsta F ¢ = 2 bedzie dana nastepujaco;
( FfApPANA-p = HO /- 0, F(BrB2A5) = 712 70
(no) - r(A¥A2,03) = O, r.yjZ-o

f-(avb%,aS) =P, '
Hu,,. .. ' ) =
boe
I (Xl ,x?x5) j--st uomograficzna

iech a ~ (ApA2A, - 1

0 = Ha™a™.a,) - Ro/ o
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?0 dla
X1 ® f(x,,a2,a,) -
10 dla X1
° i Frt  dla X3
xo - F(ALX2A5) - | O
10 dla X2
CFn dla "X
X| = F(aNA2,x5) «
dla XS
Dalej mamy
F12 f(bwb2,a3) = g1 O
F13 - F(B1J2,B5) = B15 * 0
F23 = F(ArB2,B?) = R23

(11 Bl

= b2

1
p

Widzimy wiec? ze dla a « (AMArA ) i

nione sg zatozenia (11)—(13). Dalej mamy:

= H4p (dowolna liczba rzeczywista).

Stosujac wzor (4) wyznaczam pozostate lunkcje Xj,(x,_)

i Fk 11,2,3?):
o dla
= F(xrB2,A3) =

Ho dla
- dla

X" = F(x1,A2,B5) = 3
dla
| - A ro dla

x! = FtB., ,x , = F12
2 R G
(0 dla

X2 = *"Al,x2°B3l

X1

Xl

X1

X2

X2

X2

<23 dla; xp

stad b"

stad b2

stald b

b =

Al
Bl
Al
Bl
a2
B2

a’

b2

B/\

B?

spet-

dla
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dla xo0 =

dla x~- B"

dla 3" A3

dla = B.
Cl>liczan wartosci j2 * x251 (lub krocej, T? i T{) wyste-
pujace np. w wyznaczniku (18) dia s (postac (1101)) zgodnie

z wzorami (14 '-(15 ™

(191)

lub

(192)

Wartos¢ A Moze przyjmowac wartosci ujemne, zatem rozwigzanie
réwnania (192) moga byC liczbami zespolonymi,

hatwo zauwazyé, ze dla 1 szdego ' - 1,2,5 zachodzi
dim[Xp  ~¥=,

Zatem Na podstawie lematu 7 oba wyznaczniki postaci (126) sa
] B ]
sobie réwne. Czyli oba rozwigzania fownania ( )

A7, P
““5 (F125i \[WZ ‘4 12'23525

2 I'"n21's"" 23
- - i . * —_—
VT2 5 (|1125 4 (1123  + 4 E

-iopusacza)
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Aby 3prawdzi¢ tozsamos¢ (1107), nalezy sprawdzi¢ jga dla wszy-
stkich 8 elementow zbi Jt+ . Rzeczywiscie, tozsamos¢ (11070) za-
chodzi dla wszystkich tych punktow. Sprawdzimy przykiadowo kilka

z nich (wykorzystujac (794 ))

-1 0 0
P12:13 Fo )
20 - “0
Yo F19
0 0
Y13
-1 0
. FfA’BgfA ) = — 1 0 0
*0
0 0
0 1 1
F12F13
. 1 0
P
0 0
0 1 1
J12*13 223
1 0
FO T
| T23 0
2 |
F F
I%IlZ T f
1
F T ET, i .
T, 123 123

- dowolna liczba rzeczywista)



>«ykazaliSmy zatem homograficznod¢ funkcji danej

iXSXktad_~.  Zbadamy, czy funkcja (Q = R")

Oh - [ e—— ™ -1-X]

- t
-t XN XKD — +XSXX3 X 7

jest nomograficzna.

Niech a- (0, 0, 0, O). Wdbwczas

Pe = F(O, 0, 0, 0) = |

Xj = F(XAS 0» 0, 0) =1 ~xl, stad py

X| « F(0, xg, 0, 0) = 1 - x2' stad b2 *
x| « F(O, 0, x, 0) - 1 - Xj? stad bl ’

I =
X4 F(O. o, o, X4) -1 - \/ stad pg-
Dalej mamy
vl = F(@, 1, 0, .0) =1
F13 = F@, o, p 0) =1
*14 = F(1, o, 0, 1) = 1
*23 = FO, 1, b 0) = 1
Foy = F(O, b 0, 1) =1
Fay =FO. 0, b 1) =1

/ldzimy' wiec, ze dla g = (0,0,0,0) i b = (bbb1) spetnione
sq zatozenia (11 p-(13). Dalej mamy:

Flog " F(L b b 0)
*124 - F(1, b 0, 1)
*134 F(1, 0, b 1)

*234 < F(O, b b 1)

0
0
0
0
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Stosujagc wzoér (4) wyznaczymy pozostate funkcje XT(x 1 dla.
fl1,2,3,4>

x% 5 = X; X

-4
*2. - > X2
N _ Yx
A
1 112 3
Af T x4

Obliczymy wartosci.?™ 1 T wystepujgce w wyznaczniku (18)

dla s'« i (posta¢ (62)' zgodnie z wzorami (14'-(1S):

\ >r3l * T312 * P123 ~ 0

Ty
231*512
-t Lt = 1 . ’
. . \ T = -1
?
I \?3i lub I 231
o0 0 1 512 * 1
I ogdlnie
j Tkil + Ti1k 0
Tk Tt x
stad
T = 1 B = -
ki ¢ N ) kil
ikt ! T !

dla kazdego 1.,k < 2,3,4; |
Wykoérzyiitajmy rdéynanie (16 )- (17):

(1941 951 T iy i s 7!

(195) T f

312241 T415 T3a2 = !

"Wybi.erzmy rozw.l gzaiilc
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Eudujac dla tych rozwigzali odpowiednig (3 = 1) postac (181 lub
(62) otrzymamy

12 15 14

M, =~ -_
(FOBQ 1.
X1~1 | Xl X1
Xy I~x0 My, -
det W 3 Xq Xf o 1o X

e %4 X
Po wykonaniu odpowiednich dztriitail otrzymamy
M, det Wv;; r, Xx2. XN
A zatem badana funkcja ( ) jest rzeczywiscie noi-sd: ruficzna.Roz-
patrywany przyktad pokazuje, ze funkcja ?(X. X ﬁ(éﬁd') nie musi
przyjmowac na‘wszystkich wierzchotkach kostki (z wyj 5tl iem czte
redl - Fj, PM (w r (F)) ,' rych ze..u) wartosci réznych
oi zera. Podobnie, pokazaliSmy to .!-s funkcji. F(xl,,xz_,xﬁ) W po-

przednim przyktadnie (K'l"’;’l -- dowodna liczpa rzeczywista)

lii..i..1* frzyklo'l ten silu t.ruje twierdzenie 01 (czes¢ =-

1=5 S
I'J.eeh bedzie dana funkcja. okreslona na P(l
S(fi, ,82_,35 | .3]51 SN
(196) 235 “2"i5 "12'3°s
Traktujgc te funkcj akcje nastepujacych trzech zmiennych

(97) s xe. L, © " T (84; 8


t.ru

»1 o

Cl? D4 *
x3

sprawdzmy, czy jest ona nomograficzna

niech a, 1, a
ro F(o,, a2» ag) =5(, 2, 3, 4, 5 = 36
[
Y F(X/t\’ a, a..) S(slt 2, 3, 4, 51 = 27s] + 9
9
x2 = F@a, x,fag)»sS(@ Sp. 4 5) = 1652 - 4s3 + 16
£3 - F™, a2, xp« S(1, 2, 5, s4, Sp) - J(o4 - 1) (s% S 1)
. 1 . s,
otasl i, - _ 3 - bz - (1; sI, ll)x - d, o,,V
balej ciainy: - r

s~ 1., 1, H 4 _ « 64
Fi, = Etb,. b., a5l . 1 51 = « 23

=
13

Ffb,. a2, b,) - S+ . 2. %, ., 05 °°t

Fy = i@ 0p, b) - S(1, 1,8 1, 0l =6

Widzimy wien, ze dla a =.(1, 2, 3, 4, 5), b = (” 1*8,1,0)
spetnione sa zatozenia (111—(15- Dalej i .y

F ox = F(b.,b b 1 = S(- ! , 1,8,1,01 = —
123 1 2 5

- wzor (41 obliczamy pozostate funkcj

I,k 1, 2, 3 1L
- O, = - -
XzI T()&,ﬁ, /8) 3(31,1,3,4,5) 16(s. 1)
= F(x1,a2,b5) = S(s™,2,3,1,0) = 2<1 - s,
xl = F(b4,x0,a | = 3(- ~ ,30,s ,4,51 =1 <2ar +
+ 16s9 - 5s9s, - 8)
Xp = r(@™,x9,bMN = i(1,Sg»S-j»1,0 = 8" - Sg - !
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A . P(bl(a2,x5)

s(-] ,2,3,34,s5) -
-1

X? = y(ai,b2,x3)

S4 - 21s5 + 5e4s5)

s(1,1,8,b4;b5)= 2(4 - s4 - is5 + s4bb)
Otrzymujemy ukiad (14)-(15)

CT231 + *312 * *123 = -3

< ] Iz a =yt
<"231 512 20 27
Okazuje sie, ze dla obu rozwigzan I ™12 Pestac

(0 = 1) (lub (1107)) odpowiadajgca badanej funkcji S"SpSg,85,87,35 i

nie jest z nia. tozsagna:7

Y10"13 128
e 0 "3
det =
27¢; & 9 16(s) - 1) 2(1 - sp
-36 -64/5 3/3
4/3(2s3+16s2-5s2sy-8+ 165, - 4s_ T 16 'sb “s2 "
) s - sl ; s

1/3(9-s -21s_r5s s > 2(ba - 4)(s5 - 1) 5(s4 - 1)(Sg¢ - 1)
9/3 m231 8/3

Po wykonaniu odpowiednich dziatan okazuje sie; ze
M det WI SCs™N s2, sb5, sh, )

Zatem na mocy twierdzenia 01 funkcja >(s>"s2’s3*sA*s5,t06'

traktowana jako funkcja rrzech zmiennych x, = sv *2 = 1S2°B3)’

X5 = Lj,'SSJ nie jest funkcjg nomograficzna,

Przyktad 5 Sprawdzimy, czy ta sama funkcja S(s],s2,s5,54»s5)

(wzér (/%)) traktowana tym razem jako funkcja trzech nastepuja-



cych zmiennych
(198) + xl = (s™ s2), x2 = (s5 s4), x3 =15
jest .funkcjg nomograficzna.
Niech a « (2, -1), & * (2, 3), a™ = -1. Zatem
Pe = F(@®» a2, a™) = S(2, -1, 2, 3, -1) =8

F(x™»®2tU. ) - S{sfs2,2,3,-1) = ~5s"®2 * aj ~ ~

Xg = M2 === 8(2,—1,57,87-1) — 4sh
® F(afé2 . ) - S(2,~1,2,3»8Y) — 5 .~ 35"
stad b, = (-2, ~§), ba= (0 9» 13 = "> .|
Dalej mamy
F = F(bl,b2,a5)=S(-2, -] , 0, 9,-1) = 8
2 = F(bra2tbs)= S(-2, - - , 2, 3,] ) = *
F25 = F(ai,b2,b5)= 3(2, -1, O, 9, |) = 24

Widzimy wiec, ze dla a = (2, -1, 2,3, -1) i b = (-2,
0, 9, |) spetnione sg zatozenia (11)-(13). Dalej mamy
F123 = —s<2° 8. & 9, p =~ 1R

Stosujagc wzér (4) obliczamy pozostate funkcje
i,k € {1,2,3] ):
X/\

F(x1,b2,&3)

S(s1,s2/0,9,-1)
S(sifs2,2,3, |

—O(8™ + 8 + s2 + 1)
X* = F(x1,a2,b )

= |(s.|s2 + 5sl + 5s2 - 3)

X1 ~ F(b" <2,a3)

S(-2, - g, S3*S4’~A ~ 9MSA ~ AN
X2 ~ 'X2% °3) ~ S'2>'"3,s4' 4" = 37254
xl = F(b )

S(<if -9, 2, 3 )=* +



-89-

- F(alFb2,x5) = S(2,-1,0,9,s ) = 9(s5 + 1)

Otrzymujemy uktad (14)-(15):

/ m - o 128
) 231 * T30 = Fiog 3
F .F F
‘( T 7T ZAS. 1y 21 320
231 312 EO 3
stad
. ) 8
(198) = -40 j T3 = 4
i 8 lub ) T 0
3 312
Mamy:
i 1 Y2
dim ox o 2
dim 1 72 2
ale

dim YUl X &N " 3
Zatem na podstawie twierdzenia 7 tylko jedna para rozwigzan jeulL
dopuszczalny. Woéwczas otrzymujemy nastepujacag posta¢ (18) (dla s - 1)

(lub (Holp):

F
9(12 13 40
[ *0. =9
(199) det Wl =
-5s,82-s"N-s?-1 -9(sls2+sl+s,+1) 1/3(s1s2+5s1+3s?-3
-8 8 -40/9
4/9(23"-38") 4s, 4/3(254-3SJ
Mn
8 8 <312
_5/3(s5+1) 9(y1l) 5-3s5
-40/9 T?31 -4}0/9

Rozwigzanie (W) Tj12 " -8/3, 7231 = “"0 nie ”est dol>re«c A%e lla

U3tf): = -8/3, T"ip - -40 det UJ5) przeksztatca sie do po-



staci

|t 92 l 81 (_;
? - 4
(200? Jc. W, 3 0, £ 8,
f ) j

| S : (

b' ) | fb ‘. .
Zatem wy;- n Cui '
- 3 4
traktowanej Véh
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