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Andrzej Adamski

KRYTERIUM ALGEBRAICZNE

NO"OGRAFICZNOŚCI FUNKCJI n ZMIENNYCH



Wstęp

Zagadnienie sprowadzania funkcji n zmiennych do pontaci ka­

nonicznych, któi*ym zajmuje się niniejsza praca, należy oo pod­

stawowych zagadnień nomografii teoretycznej.

Szeroką tą problematyką zajmowało się wielu autorów polskich 

1 zagranicznych. Liczne prace z tej dziedziny zawarte są w wy­

dawnictwach Akademii Nauk ZSRR w specjalnych zeszytach poświęco­

nych nomografii (prace QsJ-p?]). W Polsce wymienić należy prace 

J. Wojtowicza (OJ- [5J)» 0. Stegienki ROJ i A. Hamanowe j (?/J , 

Szczególnie ważną postacią kanoniczną jest postać Soreau.

Problem sprowadzania funkcji trzech zmiennych (n = 3) do po- 

staci Soreau omawiali M. Warmus [3j i E. Otto [1J . Praca [1 ] 

była realizacją myśli E. Duporcąa (Comptes Rendus 189&) [ą]. 7, ■ 

kolei następstwem pracy [1] była praca M. Czyżykowskiego [2.1 

rozpatrująca zagadnienie dla funkcji czterech zmiennych (n *. 4).

Niniejsza praca jest uogólnieniem wyników prac [1 ] i [2] dla 

dowolnej n 5. Dokonuje to twierdzenie 1 w Części I tej pracy 

rozpatrując funkcję rzeczywista r>; zmiennych rzeczywistych.

W Części II wprowadzone zost ije pojęcie równoważności róż? oh 

j funkcji F(x1, x2,.x.X„)i 

przeprowadzone zostają badania ycnych zależności między różny­

mi przedstawieniami.

Część III zajmuje się dokładniejszym zbadaniem twierdzenia 1 

dla a = 5 celem znalezienia zależności między wynikami pra c 

|ÓJ i [5j.

W Części IV dokonane zostaje uogólnienie twierdzenia 1 r ; c 



osłabienie założeń (zwiększając dowolność zbioru argumentów).

Nie zmienia to zasadniczo przebiegu dowodu twierdzenia, zwiększa­

jąc jednocześnie znacznie możliwości stosowania twierdzenia 1.

Na końcu praca zawiera przykłady ilustrujące uzyskane wyniki.



Część I

Niech będzie produktem kartezjańskim n dowolnych nie- 

pustych zbiorów jl y » » •••« znaczy
I 2 n

2 =X£x±
i=j

Niech F(x>| »Xg, • • • ♦ gdzie x^ ę ^2 * Xg£* ■• • • •

x < _Q , będzie funkcją rzeczywistą określoną na zbiorze JĆ .
=‘ ' xn 4

Niech X^(xk), Sdzie 1 = będą funkcjami rzeczy­
wistymi określonymi na zbiorach ~^ jr (dla k = ,2,.,. vn).

Definicja 1. Funkcję ^(x^Xg,.. ® ,xn) nazywamy przedstawial- 
ną w postaci Soreau lub, krótko, w postaci (S) w obszarze 52 

wtedy i tylko wtedy, jeśli istnieją takie funkcje ^(x^), 

Xp(Xg) , «••, (- = *« »2s • • • tn) >

1 £J(x.p X^(Xp ... jn(x_p

S^(Xg) Xg(Xg) Xg(:£g) • X5(Xg)

F(x,|,x2» • • • ,xn) " (S)
••• ’fop

dla wszystkich (x^,Xg,...,xn) € JL . Oczywiście nie każdą funk­

cję n zmiennych można sprowadzić do postaci (S).

Niech d> będzie produktem kartezjańskim dwu dowolnych nie- 
pustych zbiorów (p u i 2* v» ^zn. 0 = ę£u X

Niech U±(u), V±(v), Ut(u), ^(v) (i = 1,2,...,r) będą funk­

cjami rzeczywistymi określonymi odpowiednio na zbiorach (.p u 
lub $ v.

Niech G(u,v), gdzie u 6 <^u. V e <^y, będzie funkcją rze­
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czywistą określoną na obiorze (!'.

Definicja 2. Funkcję dwóch zmiennych G(u,v) nazywamy funk­

cją rzędu n wtedy i tylko wtedy, jeśli istnieją funkcje 

U^u), U2(u), Un(u) i V^v), V2(v), ...» Vu(v) takie, że

(1) G(u,v)~U1(u)V1(v)r+ U2(u)V2(v) + ... + Vn(u)Vn(v)

oraz nie istnieją funkcje U^(u) ,tJ2(u),... ^^(u) oraz V.^(v), 

V2(v) ,... ,Vn^(v) takie, że

(2) G(u,v):: - U^u^Cv) + U2(u)V2(v) + ... + tii_'j(u)Vn-l(v)

I
Funkcję G(u,v) nazywamy funkcją rzędu zero wtedy i tylko 

wtedy, jeśli jest tożsamościowo równa zeru.

Funkcję G(u,v) nazywamy rzędu I wtedy i tylko wtedy, jeśli 

istnieją funkcje U^uJ-^Oi V^v^/ o takie, że ’

GCu^t^U^u) V,^(v)

Funkcję G(u,v) nazywamy funkcją rz du większego niż n wte­

dy i tylko wtedy, jeśli nie istnieją funkcje U^(u), U2(u), . 

Un(u) i V1(v), V2(v), Vn(v) takie, że spełniają tożsa­

mość (1).

Oznacza to, że funkcję G(u,v) nazywamy funkcją rzędu większe­

go niż n, jeśli jest funkcją rzędu io'> n lub nie posiada rzę­

du skończonego.

Definicja 3. Funkcję F(xq,x2,...,xn) nazywamy funkcją rzędu 

n ze względu na zmienną x^ (i = 1,2,...,n) wtedy i tylko wte­

dy, jeśli funkcja F(x1,x2,...,xn) rozpatrywana jako funkcja 

dwóch zmiennych u = x^ i v = (x^»x2**’*,Xi-1^ i+d*’ " ,Xn^ * ’ 

dzie funkcją rzędu n.

Analogicznie definiujemy funkcję rzędu większego niż n ze
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względu na (i = 1,2,...,n).

Definicja 4. Funkcję F(x^,Xg,...,xq) nazywamy funkcją nomo- 

graficzną (zgodnie z terminologią N. Warmusa fo 7) wtedy i tyl­

ko wtedy, jeśli:

1° jest przedstawialna w postaci Soreau (S),

2° jest funkcją rzędu większego niż.1 ze względu na każdą 

zmienną x^ (i = 1,2,...,n).

W pracy tej podajemy warunek konieczny i dostateczny nomogra 

ficzności funkcji F(x^,x2,...,xn) n zmiennych x^,x2»...,xn.

• Ir
Symbolika i założenia

Załóżmy, że dana funkcja F(x1,x2,...,xn) jest określona w 
pewnym obszarze 52 , w którym można umieścić kostkę Y , tzn.

** n
Y = X Yi’ ®dzie

i=1

(5) Ji ={Xi: &i 4 xiC bi l 

dla każdego i ć (l» 2, ...» n|.

Wprowadźmy następujące oznaczenia:

Oznaczmy przez I ciąg indeksów zmiennych

I = (1,2,...,n)

Oznaczmy ciąg zmiennych

def
~ (X1 ,x2ł ’ * * ,Xn)

Wówczas funkcj F(x^»x2>•••»xn)

Przyjmijmy lsze oznaczenia:

można zapisać F (x )• € L ' 's's c I

Dla każdej kel i każdego i Cl określimy funkcję
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gdzie
r

xs dla s - k - •

(4) S- S bB dla (s / k) * (8 = i) V

a
l 8 dla (s / k) A (s / i)

Oznaczmy wartości funkcji ......... x^) na wierzchołkach

kostki w sposób następujący:

(5)

Dalej na (“) wierzchołkach kostki typu

(6) gdzie

dla s s k

dla s / k

Dalej,

(7) Fk kk2 1 s's & I

dla (s / k1) a (s

Dalej, jeśli ’<( k2 <( k^, to

def
(3)

* gdzie

k2)

gdzie

s

%

F
>

%
k2) V (s s k5) 

k2) A (s / k^)

I dalej, ogólnie,
/

0'SĆ-I ’ gdzie
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%
dla

d 1 ?a • rk ' . ,

oznacza i-elementowy podciąg cj-igu 1 o kole uiym k-tyw

. merze porządkującym w dającej się upoi L-elę-
fil dmentowych podciągów ■] 1^ v , tzxi. i k Q-’*

Wszystkich wartości F , Jest tyk, il' *’i ąrzohołk.ów koat—
i ’n J k

yii- X <s> = 2n.

8—0

w wierzchołkach

W sformułowaniu twierdzenia I pot ehn~ l^dą tylko w if jści 

kostki typu (5), (6)ff un kc J i F( x ,Xg,..», «n )

(?) i W-
Z (4), (5), (6) i (7) wynik?-, że (11 « A

i c 1
i

k e .1

(9)
s\

Po

dla

dla

k /

k =

i

i
i

i / kdl a
(10)

d 1 a

Załóżmy, że 

(U) Oo

( I2) ■A kg e I
tf -(k |

( 15) A (*k
k ę i

Gl

Niech

Tk?k1k?

dla
k-i, kp, k7 c 1

spełni H układ równań

(k1Kk2<l-p wielkości ox*t- ■'A
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(14)
r
i 'k2k5ki +■ T, . , ~ F, , ,

*5*1*2 k1k2k?

(15)

oraz dla każdej

• Vi*!
F, ,
k1k2 ’ Fk k 

o
Fo

• F
k2k3

t

czworki k^, kg, , k^ę I takie j, że k1 < kg < k? <
z

ł

spełnione są równania

(16) i 'l’k2lijk1 • jp • np
k^k.pkg kjkąk^ k^kgk^

(17) Sk1k2 Tkgk^k^ • T^■ąkyj kg

F
k1k2 V3 • « 1k2k5

. T

T

t

Równah. postaci (14), (15) mamy 2*(^), zaś równań postaci ( 16) 

i (17) mamy 2«(”). l
Wówczas, przy wprowadzonych założeniach i przyjętych oznaczę-

niach, zachodzi następujące twierdzenie:

Twierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i dostatecznym nomogro-

wolności funkcji F(x^, Xg, • • * ^L»)nz jest zachodzenie tożsamości

F (x,.j, Xg, • • •,

TT
m6I,m/s

Fras

n
*

(F0)n~2



i

/

i k K s 1 0 < k
»

,.k
Ai 

T
f ... k

Xk.
sik i

; Xk

Tj i sk

(16); k

k

i

i

*

z

* i

yk
1

T ski

k1 \

%
F, ko

\* '

xfAi
T., .iks

e
3

I

fi
Y8
jb

-Fo

Yk
As

c

I

i

1 Xi

k
Xk xi

*
*

dla każdego 8 € I.

i

T, . ks i*
*

f < k < i

twierdzenia.Przystąpmy do dowodu

A. Prze proswad zimy najpierw dowód konieczności twierdzenia v 

ccęści dotyczącej przedstawić lnośc.1 funkcji w postaci (5) (c;- > 

dnie z definicją 4).

■ »

T. Zał< cay zatem, że funkcja F(x.j ,Xg,... ,xn) jest przedsta 

wialna w postaci (S).

Równanie F-(x.| fXp,.,. lxn) =

h i pe rp o w i oi zc hn i ę.

Założyliśmy (11) i (1>), że

O określa w .ii na ogół pewną

nrt.je wartc-.żcl irj wierzch' (lach
sFo = ’<f

?k « P .
I

funkcja F(x,,x2»•••»*u) L’^yj-

kostki Y:

/ O oraz- ri.

.) d.l.a każdego k <£ I.k

i
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Oznacza to geometrycznie, że dla każdego k <=I punkty

Ak(ush«I ’ 8l5z;le “s ’ i a3 dla s 2 k należ* do zbioru 
punktów spełniających równanie ^(x^,x2,...,xn) = 0, natomiast 

punkt A(aA... T do tego zbioru nie należy.

Rozważmy n krzywych Co (sel) określonych paranietrycz- 

nie równaniami ( xg - parametr)

(19) cs! A

lei

dla mkażdego

Warunek

(20) F(x,j ,^21 • • •,

i

= 0

Ą(xs), gdzie

/

a / x ( b s A s v s

^(xp ^(xp •»* ^(x^j)

^2^x2^ ^2^x2^ ... T2(x2)

X1(x )nvny
^1 — ^(xn)

s e i

1

oznacza, że punkty krzywych Cg (sęl) odpowiadające wartoś­
ciom parametru xg (s6l) oraz początek układu 0, ^2***,/n

punkt 0(0,0,...,0) leżą w jednej hiperpłaszczyżnie (w prze - 

strzeni (n-1)-wymiarowej).
Wprowadźmy nowy układ współrzędnych 0 |f2 *’* J n w ten

sposób, że osie 0 0 ?2, •••> przechodzą odpowiednio
przez punkty krzywych >C2»...,Cg,...jC odpowiadające wartoś­

ciom X1 = x2 = a2,..., x5 = a5,..., xs = ag,..., *n = *n , 

(początek układu nie ulega zmianie).
Wzory na zamianę współrzędnych mają postać

^1= d11 li + d12 [2 + * d1nf n

(21) ^2= d21 -» d22 |2 + ... + d2n^n

fn= dn1 yi + an2^2 + ••• + ^nnj’n
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gdzie macierz

d11 d21 •** dn1

d12 d22 •*’ dn2

_d1n d2n dnnj

jest macierzą kwadratową nieosobliwą, to znaczy

(22)

Wprowadźmy oznaczenie wektorów

D

(23n)
/

D-|« 72’ •••• vn

i •

(232)
J1 ’ 2 * * ’ * ’

n]

Korzystając z tych oznaczeń przekształcenie (21) można zapi­

sać macierzowo 

(25) • D

zaś przekształcenie odwrotne

i

Dla każdego stl równanie wektorowe krzywej Cs(xg) zgod­

nie z (19) i (231) przyjmie postać

(xs> = t

zaś równanie wektorowe krzywej *<g(xg) 

przyjmie na mocy (23£) postać

w zmienionym układzie

-

(xa) = fS<XS>’ •••’

gdzie dla każdego i 6 I
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def

Ze wzoru (2j5) mamy zatem

.... x”oa)

♦ D

dla każdego »<~I

Korzystając z określenia iloczynu macierzy

X>s)

-*

X^x',) ...

1 ^(x2) ^2^x2^ ’’’

3s<xP *s<V ...

I
! « « •

f2(x;p
♦ • »

fS<Xa>

2^x2^

• • ♦

^(x-P

S"(x2)

• •

* * *

z (24) wynika
v

f2<hP
• • •

fs<*s)

p

fn<xn> ... f“(xn)

twierdzenia Cauchy*ego o wyznaczniku 11 •Stąd na podstawie

czynu dwóch macierzy mamy
fą(xp fq(X1) ... f^(x.p

( 25) f ,Xp y . . . y) = f2<x2> t’2(x2) ••• (x2)

fn'xn> 4 V ••• 4*^
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7 ę f Ze sposobu wprowadzenia układu współrzędnych 0 /2*“ tn

wynika, że sei mamy

(26) f*(%) - o.

(20)zauważmy na podstawie

.. < dla każdego k i I
I a '

i. (26), że w układzie 

n+1 różnych punktów, ?
ponadto

n 1 70 ) 1 ' 2 *
których jeden był początkiem układu, a pozostałe leżały na 

krzywych C (x ) (dla s e I) odpowiadając odpowiednio warto- 
s s

żelom parametru xg - »s dla s / k i *a = bR dla s a k, 

znajdowały się na jednej hiperplaszcżytnie (w jsdhej prsests ? 

ni (n-1)-wymiarowej). A zatem i po zamianie układu współr vi 

nych (co można

finiczne) pozostaną

zinterpretować także .jako przekształcenie n 

one (albo ich obrazy) współhiperpl as-zrr>-

we.

Ponieważ dla n różnych punktów

(2?) ich współrzędne

, zatem dla. z*chowani a
s / k) na podstawie < 

każdego s eI, s / k 

hiperpłaszcżyzności również współrzędna j 

musi równać się zeru:

0, Cg(a?) (dla SH,
f. = Aa,) 0 dla 
s k sx s .

wspomnianej współ-

p punktu ^k^'1)

(27)
fk(bg) = o dla 8 ss

Ponieważ zachodzi to dla każdego k. I, więc

i / 8

k

f,‘(b,) a 0 dla każdego kel.
K K

II. Ma podstawie (24) i (25) obliczmy teraz wartość EQ 

zależności od wartości funkcji

(28)
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• (29) F<> eI

tfa: 0 0

0 r|(a2) 0

0 0 -^l(a^) •••

0 0 0 ... fnn

= rr f«(a8) . |D| 

s e i

Z powyższego i z tego, że FQ / 0 (11) , mamy:

(30) f^(aa) / 0 dla każdego sfl,
» s

Biorąc pod uwagę warunki (25), (28) i (50), które spełniają 

funkcje fg(xg) (k»s & I) w punktach odpowiadających wartościom 

parametru: x = ag oraz xg = bg dla s&I, możemy napisać 

wartości zdefiniowanych uprzednio (4) funkcji Xg (dla s,kel) 
kw zależności od funkcji fs(xsj). Wstawiając bowiem powyższe 

wielkości do wzoru (25) otrzymujemy:

f1<a1>- f1(a1> f^ap ••• f^(a1)

f2<a2> f|(a2) f2<°2> ... r£(a2)

fk<xP fk(xk^ fk<xP ••• fk(xp

fn<an> ••• *£(%>



(M)

r
0

0

0

f2^a2)
0

0

0

£ Jj( 9

... u

0

0

• • • • * » « • « • ♦

fx> fk<xk> fk<*k> ••• fk(xp

0 0 0 ’ • M Un?

fa<*2> f3(aP •••

♦ • ♦

9

lk-1^ak-1^ Łk^xk^ik+1^ak+1‘t * * *

*'>n> ‘ W *

otrzymujemyWykorzystując wzór (29)

F fk(x )
yk _ dla każdego k€I

k fk<ak) I

Obliczmy teraz wartość funkcji X.j w zależności od funkcji
/

f^(xi) (dla i,k

f12(b2)

o2X,|
• •

0

1);

0

0
*

0

fjCx.p ...

f - ■> ( b ,,) ...

••• 0
♦ • • •

0 • * • f2<an)

. |dI =

= f2<b2> •••
1 -

’ I”1 =

Po f2(b2)

f2^a2>

tfdowodniiny, że dla każdych i,k ć 1 many

2
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(52) dla i k

( a^) #. • • 0

o. • * ' o o u -e o

0 . a ® V 0 » o « 0

4i e £» G » 0 * o/
OOG fe l) 6 0 « o o e « •

i ..
..r^’1(xl) f^(xŁ) • • e £^(X^)

0 . « o . 0 fi+i(*i4-i^ • © 0 0 e • • 0

tu & V 0 O > « V? * u , ® o e ♦ 0 O ♦ 9 0© 0 ♦ • 0 W

0 V Ł' <• 0 • •fk-1<ak-'l> 0 9 » V 0

^k^k* * * 32W £x*’! 4*1<v ■ 0 ...f£(bk)

. 0 9 4 0 0 0 ft 0 0 Q

Bózwijając powyższy ^znac-snlk -^dług., k-tej kolumny, & na­

stępnie według i-to^ kolumny otrzymamy

ij - c-i)1*^^).^ - (-i)1*krif(x1>(-i)(i“',)*‘li4 

' TT **(%)
• -f?<^> 4<*k> aifi-T—

W^-1 -

? i^acp f£(\)
-2—o, a. <ju
f^aP ^aP

Wyraźny teraz wartości funkcji ^(su^Xg,®.. sxl ) na wiersohoł-

k&ch kostki przy pomocy wartości f^Ca^) 1

Z warunków (52) i (10) otrzymujemy dla każdego lei, *61 i

(i k)

(55)
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Z powyższego i z założeń (12) wynika, że:

(54) fk(Łp / 0 dla każdego (i,k.cl) i (i / k).

Korzystając z (24), (25), (28) i (50) wyraźmy wartość funk

cdi ?.|2?>

P - X•125

\

0 r ^(bpi •f | ( b | ) • • • f°(^)

f2^b2^ 0 *2^2)1

° 1

f2^b2^ •’*
lj(b?) fj(bp bj) * * * 4(b5)

—-ntt —— ♦--w w-- « •- * • ł»1
» <....♦ ♦

0 0 0 !
41*1 ( ®ą) ♦ • » 0

• • • r

. 0 0 0 1 0 fJJ( a,)n nz

• ll>l =

[r^(b1)f|(b2)fj(b}) ł f^bpfgCbpf^bpJ

0 f4(bP •£ą(a4) ••• ®

» f2(b2> 0 f2(b2) • « ♦• •• •
4(b5) f5(b5} ° 0 •••/n<an’

! i T fs(a ) - | B I
S e.I SK Sz ' '

^(bpf|(b2)f|(b3) ? ffoprkb-pt^bp

° f^(a1)«|(a2>f5<a3) rl"1)fi<a2>£3(a3)

Oznaczając

(36) T251
def f^(b1)f^(b2)f^(b3)

f1(a1J£i^a2)r3(aj) 

oraz
(57) ■o

t^a1)f2(a2)f|(aJ)
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i podstawiając do (35) otrzymujemy jeden z (^) wzorów postaci.

(14):

T231 + T312 = F123

Ogólnie biorąc, niech € I i t^ x t^ < t^« Wtedy

mamy

Pt t tvV2x3

0 0 0 0

(bt )
V1 '1

ft <bt >
X1 1

<bt >’ •r? (bt ) 
X1 V1

|l>l =

<bt*2 r2
• ’-^t (bt-/... o

2 2
^*5

<bt 5 Z2 r3
ft <bt > 

x2 *2

<(bt2
3 3

t4 t2
.f J(b. )...ft (b ) ft <bt )v 5

0

0

000o • • fn(a )xr n/

Dokonując m inwersji wierszy celem zamiany t^, t? i t^ 

wiersza na 1, 2, 3 wiersz i następnie również m inwersji ko­

lumn celem zamiany t1, t2 i t? kolumny na 1, 2 i 3 kolumnę

otrzymujemy
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?. t . * (-na" - 
“1 “2 "3

’Dl -

0 f

J f?(bt X
2 3

I

t“<ht >
V1 x2

0

/(ł>t ) b b

t-

1 ’i
ft <bt

*2 2

0

>lft- <bt -'
1 1

>!f? (t>. )
2 '2 

!t'i (\ ) , -J {3

f? (b„ )•
"<, ■ >■/»i i

ft (\ >-

• •f? <bt > 
'i s

•-f? (b. ) 
'2 c2

■■f? (bt ) 
3 *5

0 0 0 0 0

0 0 0 0 ^(*2> . • * 0

«•«**« * * «• 0 V V » 1 e> > • • 4> 0 • 0 • * .. 0 0 «

0 0 0 0
1 0 •• f>rJ

H x
s(as) • jDI

(38) _ S6l

Oznaczmy dla t £ s i t,«el oraz dla t^ptg’b e I i

b b b
def

(39) xt = f?(bt)

def f
(40) = fj(at)
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02) TX t-rt , t~5 I d

Używając powyższych oznaczeń otrzymujemy z równości (38) 

wszystkie (j) równania postaci (14):
i

+ T. x x
t5t1t2W) t tX2T5 1 t1t2t5

Wyprowadzimy teraz 

t1*t2»t3 6 I» Sdzie 

i (53) otrzymujemy

równania postaci (15) dla każdej trójki 

*1^*2 <^3* Kor2ystając z definicji (41)

*2 t^ t, t
f/ f > f/ • f/ f/ ft
rl l2 2 r1 x2 v

r 12f f fL *1S b.
* (V2

1

Po
▼

Wyprowadzimy dla każdej z (^) czwórek t^,tg,tj,t^ £- I 

kich, że t1<t2<t5<t4, równanie postaci (16)

ta-

J’tgtytq t^t^t^ ^4^2^J

^3 ^4 ^1 o ft^ęt/o

f f f
. b b b

tp ijt ^<ł ^Zi ^4 ^2t 2ftJrtV ft4rt ft f,
11 tg t, O t^ tg <

fx fxt1 t2 *3 X1 *2 t4

^4 *2 ^3ftVfA
t2 b *4 0
f f f
Yb' *4
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ip L1-f. F
l1 b 0

t* t..|
f

h b 0
t4 b-f . łf bp
b b 0

f fL b b f f
_ b 3 -

f f
h b

f fb b J

/

b b 
~ft ft Fo

t2 4 0
r b b i -r. f+ b

b b 0 <
f f

2 4 J L b b j

Podobnie dowodzi się.

t1 t2 < b < S zachodzą
XII. Przystąpmy

że dla każdej czwórki »*4 e 1 oraz

11wzory (17).

tożsamości (24)• 2

teraz do dowodu tożsamości (13). Wyjdziemy z
f^(xi) dla(>2) i (^) obliczymy wartości

z

każdego i,k e I:

(44) fi(xi)“ —i-i-~ dla i / k, i,k 6 
fK

I

«

(45) fk<xk)=
xkfk
?0

dla każdego k ć I

Wprowadźmy oznaczenia dla
c

każdego i,k ć I

(46)
def

uik "
<

..

pi pJk o 
f .f.i k 
!o 

fk

V

dla i /- k

dla i = k

Wówczas tożsamość (24) przyjmuje postać: /
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1 2 fl
1

vn

U11 U12 UI5 U1n '

• y1
x2

y2
A2 • * •

Yn
a2

(47) -p(xrx2,'...»xn) = U21 U22 U23 u2n

/ y2
An

X5
_n_

■j^n

u i ni u' nn2i Un5 unn

Dla przypomnienia - funkcje dla każdego, i,k e': I są o-

kreślone wzorem,(4), pozostaje nam zatem wyznaczyć wielkość

dla każdego i,kel, musimy wyznaczyć macierz f

(48)

to znaczy
■*

tl I I ^12 ••• ' In

u2 1 u22 ... u2n ‘

Un1 Un2 ’* * unń

Macierz postaci (48) uzyskamy na u różnych sposobów odpo­

wiednio dla każdej z sel postaci tożsamości (18).

Dla dowolnego 8tl uzyskamy zależności pozwalające wyzna­

czyć macierz (48). Dla każdego kęl i k s na podstawie (4» ?

mamy

(49)
usk t ukk Vkfo F f f. o s k

uss uks fsVo F xk o

„V
rsk s <k

/ Fo
<

As

BL
k <( s

: F =

i
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Dla i\k oraz i Z s i k / a mamy

uik 

uis

Z powyższego uzyskujemy dla każdego i,k G I:

(50)
uik .“ .•
U. r, is

ukk _

uks

Tksl : Fsl

TSkl ! *18
T : Fsik is

d la s < i < k 

dla i < s < k 

dla i < k < s

Dla k <i oraz i / s i k / s mamy

U . 1 u, . -F F f f,ik kk o k i s o s k4.-VI-XXM* • « *•-
uis uks -fJLF f!

skos -Ws

. -Vs*i

W1 V1

Z powyższego

(51)
uik 
uis

ukk
uks

< T

my dla każdego i.k el:

kis = *31 dla s < k < i

iks ! *81 dla k <s< i

isk ■■ *13 dla k < i < sT
■

Oznaczmy .

s
Pk

def ukk 
uks

Zatem dla każdego i,k G I i k / s na podstawie (46) oraz

(49)-(52) many

(52)
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dla i = k / s

dla k < i = s

dla i = s < k

dla s < i < k

dla i <s< k

dla i < k < s

dla s \ k < i 

dla k <( s < i 

dla k < i ( s

Podstawmy texłaz otrzymane powyżej wartości współczynników u,, lis
do postaci (47). Uzyskamy wówczas



& -

F(x1( x2, ...» xn) x |D| •

X1X1 X1 ■ yS Yn

_S
u1sp1

*
ft

U. Pj Ta1k
1sKk „ 

F1s

♦ • • ■•lr • • • 
u1s T_s sn1

u1spn p
F1s

z1 9x2 x2 y S
x2 x*

sx2s1
u2sp1p

F2s

u ps Ts2k
u2spk ™

* ^2s

• • • ' ■ LIT"rrr • • •
U2s

“2Spn
F2s

xk
„k
xk Xsk Xn xk

Ts ksl
“ksp-i,

?ks
W>k •

•
' Uks

ft

T s snk 
ukspn F

' ks

X1
As

xk
s

■nr®
xs

s~1s
“USSP1p

-O

s Fks
~usspk p

Fo

U8S
ft

• ft

FF
“U p®-—SSrn r,

Fo

An

i *
•

T _sxn1s 
1 unsp1F

Fsnę

Ts nks
unspk ~

Fsn

• • ♦ • • •
Uns u psns*n

Wyciągając przed wyznacznik Fig/uis 2 każdego i-tego wier- 
F

sza (lei) i (i / s) oraz (- ■—) z wiersza s-tego, a następnie 
uss

wyciągając 1/pJ z każdej k-tej kolumny (k € I) i (k / s) otrzy­

mamy
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X1 X2X1 xkX1
¥s
X1

vn
X1

1s Ts12
• • •>

Ts1k
♦ ♦ • ' • « ♦

■Ss Tsn1

X1X2
24 yk

x2 Xs Yn
X2

T2s1 P2s
• ♦ •

Fs2k
♦ • • ♦ • • 

ł2a T osn2

X1 
xk

X2Xk xk
xk Xs xk Xn xk

Tks1 Tks2
• • •

Pks
* * • • • ♦

F1 ks ■ Tsnk

X1xs
-r2
xs 4

s
yS
xs X11X3

Pąs P2s
• • ♦

F ks
• ♦ • • • •

-Frt0 Fsn

x1 
xn

Y2 xn
vk 
xn Xsn

vn
*n

Tn1s Tn2s
• ♦ •

T nks
* • • ♦ • ♦

F sn F sn

Obliczmy teraz wyciągniętą wartość M , przez którą mnożymy

wyznać znik (54):

I

F.
13

U. „
13

1
“s 
Pk

F
-2-) .
ussk

k

-1

F. '1S o u
S3 * I

i e i 
i/s

Korzystając ze wzorów (46) i (52) otrzymamy
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(56) TT

151 
i/s

TT fi P ’
a o

it I f,fIS*'
i/ s

TT
i € I
1/a

<fs)n"1 11 fx

i eT
i/s

Tl pj = TT = TT We
k ęi 
k/s

ktl uks 
k/s

kC-T 
k^s WeV

- TT fs
(f )“_1
v s'

pk
k ęi 
k/s

-£3 (-1)n~1 - II f*

kGI 
k/s

(58)

Korzystając z (29) otrzymamy ostatecznie:

Podstawiając (56), (57) i (58) do wzoru (55) otrzymamy

ii Inl * i? • II i?

r n ’ ■
<Fo)D i

B ' ' 0 ’ x'is’
i ej: i i f Fo
i/s

i GI
i i/s
L

• im • TT
- - it F. i GI

i el
1S

i/a V ł

TT
i 61
1^3

-1
(59)
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Udowodniliśmy zatem, że funkcję F(x1fx2„.. ’.p możemy pr 

stawić w postaci Soreau na n różnych sposobów (dla każdego 

«€l). Przyjmują one postaci!

JUpX?*-- »x) = M det W• u o s

gdzie Mfl dane jest wzorem (59), macierz zaś

k
i

i=1,2,...,n
k~ 1,2,«»a,n

dana jest następująco:

(61)

•
• \

\ * —k

i < k < s

Xx s Tsik

X? »
1

T----
J’isk \ *
k < i < s <■

Xk ’ ■

WL e s
s

k < s < i

xki
T iks

. ■ •

»
i < s < k

Ai
, F.1S

•

T ski

%

>

Xs s • ♦ *
Xk

s
-F*0

1 F1 sk

» S \ i \ kI v
•

\ * ■
1 • Tksl

Xs■JL ( *75 *■
- xk
__k .•

■ V •I SI
xk

i?sk .
i • •

» •
L • s < k < i •

każdego s(I,



Wśród wszystkich macierzy Ws (dla s€ I) wyróżnimy macierz 

W , której budowa jest najprostsza (dla s = 1):

/

(62) =

Przeprowadziliśmy zatem dowód konieczności twierdzenia w 

części dotyczącej przedstawialności funkcji F(x^,x2,... ,xq) w 

postaci Soreau, tzn. udowodniliśmy, że jeśli funkcja F(x1,x:2, 

.x ) daje się przedstawić w postaci (S), to dla każdego 

sęl spełniona jest każda z n tożsamości postaci ( s8).

Dowód dostateczności jest oczywisty, wystarczy pomnożyć w 

każdej postaci któryś z wierszy lub którąś kolumnę wyznacznika 

det W przez M (dla s€l).s s
B. Przeprowadzimy teraz drugą częś.ć dowodu dotyczącą rzędu 

funkcji F(x1,x2,...,xn) ze względu na każdą ze zmiennych x± 

(iGl) zgodnie z definicją 4.
Zacytuję twierdzenie z pracy M. Warmusa "Nomographic func­

tions” £37*
Funkcja rzeczywista G(u,v) określona na zbiorze y



jest rzędu większego niż n wtedy i tylko wtedy, jeśli istnieją

• h olewenty u1tu2,...,uitł1 i w elementy ,v2,...,

V „ takie, żen+1
r11 „12 ,G1,n+1

„21 „22\JT V • • • _ 2, n +1u
(65) / 0

Gn+1t1 ę.n+1,2 -U4-1 ,n+*lU

. . def
gdzie G J = G(uit u.).

Odpowiednio zmodyfikowane (odpowiednio do def. 5 i naszych po
*

trzeb) twierdzenie powyższe brzmieć będzie:

Lemat 1. Jeśli dla funkcji F(xq,x2,...,xu)= G(u,v), gdzie

u = x1, zaś v = (x1,x2,...,xj_l,xi^,...,xn), określonej w
Vv* 5dzie u “ ^i* 9" v = /K Y.f istnieją elemen- 

s ei 
s/i

ty u1»u2 e ^u 1 elementy v1»v2 e rv takie» że

(64)
GCU'pV.p

GCUg.v^)

G(urv2)

G(u2,v2)
O

to funkcja ,x2,... ,xn) = G(u,v) jest rzędu większego niż

1 ze względu na zmienną x.^ (i CI).

; Dowód. Ponieważ warunek (64) zachodzi, zatem funkcja G(u,v) 

nie jest rzędu zero (G(u,v) ^Q).

. Załóżmy wbrew tezie, że jest ona rzędu 1, to znaczy

G(u,v) = U.^(u) . V1r(v)

gdzie U^(u)=^0, V1(v) O. Wówczas wyznacznik (64) przyjmuje 

postać
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W Vl(v2
0 0

A zatem, ponieważ rząd funkcji G(u,v)

^(up.V^vp ^(u^.V^Vg)

U1(u2)-V1(v1) U1(u2).V1(v2)

U^up 0 

^(u’g) 0

Wbrew założeniu (64).

jest różny od 1 i zera, musi być ona rzędu r 2 c.n.d.

Opierając się na lemacie 1 wykażę, że funkcja F(x>1,x2,...,xn) 

jest rzędu większego niż 1 ze względu na każdą x± (lei).

Niech = ai» u2 = bi’

V1 = (a1**«*»ai_v^L+1’*’’’ak-1’ak,ak+'l *•••*%) 

v2 = (a1,...,ai^Z|,ai+1,.. •>ak_ą»bk»ak+1»**’»an)

Podstawiając u1,u2,v1,v2 do wyznacznika (64) otrzymamy

' G(u1,v1) G(uiyv2)

G(u2,vn) G(u2,v2)

= F(a1»-‘-,ai_1»ai»ai+1»’*-*ak_-i»ak,ak+1,,,*»an)
F(a1,...,ai__1tai,ai+1,...,ak_1,bk,ak+1,...,an)

F(a1t...,ai_1,bi,ai+1,...ak_1,ak,ak+1t...,an)

F(a1t... ,ai_1,bi,ai+1,.... »bk»ak+1 > • • • »an)

bo Fo / 0, Flk / 0, F± = Fk = 0 z założeń (11) - (13).

Zatem funkcja F(xq,x2,...,xq) jest rzędu większego niż 1 ze 

względu na każdą zmienną xi (i&I).

Tak więc, zgodnie z definicją 4, funkcja F(x^,x2,...,xn) 

spełniająca warunki (11)-(15) jest nomografiozna wtedy i tylko 
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wtedys gdy spełniony jest warunek (18) o Twierdzenie nasze zosta- 

ło zatem dowiedzione®

Część II

Ao W sformułowaniu twierdzenia 1 wystąpiło - zgodnie z (18) - 

a. różnych przedstawień w postaci Soreau. rozpatrywanej funkcji

»^29 * * * *
dosługują© się pojęciem”równoważności różnych postaci Soreau"

- wprowadzonych przez M. Warmusa w pracy "Nomographic functions"

- zbadam zależności zachodzące między postaciami występującymi w

(18) dla • s£l»

Definicja 5- Dwie postacie Soreau funkcji ?(x^ 9. • ,25^) i

Ź? ... 1} % ...i?
... x~ ... lg

(65) *(*.,».♦..**) —— © o a c © ♦ o
Ą

i tylko wtedy9 jeśli istnie-będziemy nazywali równoważnymi wtedy
%

je macierz liczbowa

(66)

°11 °12

C21 °22 ’°*

C C zs • • ®n1 n2

ni ©osobliwap to znaczy

(S7) |C{ » det C ź O

i n liczb d^ jdg,. o. ,dE spełniających warunek



takich, że

-1 =2 d d^

(68)

lub

dpX/ d
C

a

gdzie C“1 jest macierzą odwrotną do macierzy 0.

Jeśli każda z dwóch postaci Soreau danej funkcji F(x^,...,xn) 

jest równoważna do trzeciej, to są one równoważne między sobą. 

Tak określona relacja ’’równoważności postaci Soreau” spełnia wa­

runek zwrotności, symetrii i przechodniości. Jest zatem równo­

ważnością w zbiorze postaci Soreau naszej funkcji F(x.-j ,x2,... ,*n) 

i dzieli ten zbiór na klasy abstrakcji. Ilość tych klas charakte­

ryzuje funkcję F(X1......... *n)• Zatem, jeśli wszystkie postacie So­

reau nomograficznej fhnkcji są równoważne, to taką funkcję nazy­

wamy funkcją jedno-nomograficzną. Jeśli funkcja noraograficzna ma 

dokładnie dwie klasy nie-równoważnych postaci Soreau, to nazywamy 

ją dwu-nomograficzną funkcją. Jeśli funkcja nomograficzna ma do­

kładnie 2 klas nierównoważnych postaci Soreau, to nazywamy
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»■

■ ją k-nomograficzną funkcją.

Równoważność dwóch postaci Soreau ma prostą interpretację geo­

metryczną.
Wężmy równanie F(x.j,... ,xQ) = O i zbudujmy dlań dwa nomogra- 

my kolineacyjne dla dwóch różnych postaci Soreau funkcji F(x,p 

...» x^). Otóż, jeśli postacie Soreau, na podstawie których zbu­

dowaliśmy nomogramy, są równoważne, to możemy otrzymać jeden no- 

mogram z drugiego za pomocą przekształcenia rzutowego. Nie jest 

to możliwe w przypadku dwóch nierównoważnych postaci Soreau.

Lemat 2. Jeśli jeden z wierszy postaci (S) jest pomnożony 

przez liczbę a / O i jedna z kolumn jest pomnożona przez 1/a, 

to wtedy tak otrzymana postać Soreau jest równoważna z postacią

wyjściową Soreau

Dowód. Pomnóżmy io~ty wiersz postaci 

kQ-tą kolumnę przez 1/a

(S) przez a / O, zaś

Xk
Ai

Otrzymamy wtedy 
I 1 ?0 I 

a A1
vk 
xi

io* k ko

(69)

(70)

axJ a*?
o o

xkAi
1 XK0 

. a
I -1 -A

a -u .

b-
aX?

J o

k
Ai

- -1 -24 xi„
o o

1 ęk 
a xi

i<io,kel
k

X.° ...
xo

Ykxi

xn 1
a

f "
k-ta kolumna o

• ♦ •

O

• • •

l

*0

,2a
<i,ki-I

o
L

i

1
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A 

s GI
d = !1/a gdy s / i

I 1 gdy a = i

, • ,, n-1det C = a
2 Dowód zachodzi dla każdego z n*~ przypadków (i,k£l).

Lemat 3. Jeśli jeden z wierszy (lub kolumny) postaci (S) po­

mnożymy przez liczbę a / O, a inny przez 1/a, to wtedy tak o­

trzymana postać Soreau jest równoważna z postacią wyjściową (S).

Dowód. Pomnóżmy i0“*y wiersz przez a, zaś jQ-ty wiersz

Otrzymamy wtedyprzez 1/a

A

i<i0,kei

. (71)

aX?
xo

aXk ... aX^
xo o

xk

i0<i<J0,ke I

1 y1a Xd0 ••
1 Yn
5 jo

Jo<1
Xkxi

/

f
k e i

i



i>6 -

(72) «

1 X?
a i

I yk 
a Ai

• • •

k
i

_1
a

j < 1 JO X
k C- I

a
a

a 0
a

a
0 a

a
a

\ a

1 dla s€l, s / 1 , jn O O

A det C = an

Dowód zachodzi dla każdego z (g) przypadków.
, o y .

Twierdzenie 2. Przy ustalonym położeniu "kostki- t , tzn. 

przy ustalonych (5) wartościach (%)s e j 1 (Vs'el’ w3sy;;t 

kie n postaci (18) Soreau (dla s G I) funkcji F(x,l,... ,xn) 

występujących w twierdzeniu 1 są postaciami równoważnymi.

Dowód. Wykażę, żo każda z postaci (18) (dla s = 2,p,...,n) 

jest równoważna z postacią dla s - 1.
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Dla s = 1 mamy

(75) . ! >^(F0)2"’ Set

8 fi
S/1

w następującej postaci:

s < k ^.n

Zapiszny det

s <i <k ^n

s <i^n
<k <i s <k <i ^n♦

5 będziemy poprzez odpowiednie kolejneNa podstawie lematu 2 i

Kk<i(S\

mnożenie i-tych wierszy i wiersza pierwszego oraz k-tych kolumn
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i wiersza pierwszego tak przekształcali postać (74), aby otrzy­
mać pożądaną s-tą (1b)(dla s = 2, 3, postać funkcji

FCXpXg,... ,xn). Dzięki lematom 2 i 5 postacie te będą sobCo 

równoważne (w sensie definicji 5)*

Wykonamy następujące operacje:

1) każdą k-tą kolumnę (k 1) mnożymy przez
* o

2) każdy i-ty wiersz (i 1) mnożymy przez

5) każdą k-tą kolumnę, prócz k - 1 i k. = s, mnożymy przez.

—!— dla k<s oraz przez - ----
Ts1k T3k1

dla k^> s,

każdy i-ty wiersz, prócz i = 1 i i = s, mnożymy przez
/j . X

dla i <s oraz przez ------ dla i / s,
xi1s

5) pierwszy wiersz (i = 1) mnożymy przez (-FQ),

6) wiersze i « 1 i i = s mnożymy przez ,
11 s

1
7) kolumnę k = s mnożymy przez — -

1 s

Jednocześnie przez odwrotności mnożymy pierwszy wiersz wyzna­

cznika (zgodnie z lematami 2 i 5) •
Dla wygody i przejrzystości obliczeń iloczyn wartości,przez 

które mnożymy pierwszy wiersz, zapiszemy przed wyznacznikiem.

W postaci (74) utworzone zostało 20 pól, w których wyrazy po­
żądanego (dla s-tej postaci) wyznacznika j^/u^J będą miały bu-

•* 
dowę podobną.

Obliczmy zatem otrzymane w powyższy sposób wyrazy upk 

przekształconego wyznacznika dla kilku wybranych poi (w prze­

kształceniach wykorzystamy zależności (i?)-("V)):



-

a) dla l<i<k<s otrzymamy

b) dla 1 s < k otrzymamy

p T
-s 1 Ik sk!
u1k ”

F F o "

-dk

1a _ T
' sk1

F t-F )'ls' o;

c) dla 1 < k < s otrzymamy

-F

-s _ Tks1 Fo Ts1k F1s 
sk _l? w y

1k ls ls
■^ks

<*) dla 1 <s < i otrzymamy

e) dla

£)

-s
Ui1

-1 < k < s

— s 
ukk

-8
%s

F1i Tl1s

, /otrzymamy

Ti ls

i? F T T1k o sil isl
rp

■|k 1s-F, y .
= F.

13

F F F1s o 1s
-F,1o FIS

F1 S 

1s F1s

Obliczymy teraz wartość Ks 

które D)'J3imy pomnożyć pi* -wszy 

będącą iloczynem wielkości ,j i - z 

wiersz



1_
K

3

40 -

1

Ale

8-1

TT
j=2

skąd

1
K~

3

W

II' 

j e J 
j/ 1

1

Ts1jTjs1

v-is

P0 .

n 
•TT 
jsS+1

n 

j € J 
jX1

F1j

' <-Fo>
l

<p18)"5

ft

1 n

II
j=a- 
j^s

Tsj1Tj1s

= (_1)n-2‘ F n-20 •

P1s j-2

, „sn-1= (-1) • Ej
P1B
P0

n n 
TT 

J=2 
j/s

F,1j

1

jl’js
6S

TT pu
j=2

F .js

wyniku wykonanych operacji

s = 1 do dowolnej innej postaci

TT f.
jc-i ,]S

Tl F1;J(F0)2”n^--------

je-I 
j/1

TT 

.j C-I
J/1

n 
•TI 
j=Se1 Tsj'1Tj1s

\

sz

/

M-'Vtw'5- %

przeszliśmy z postaci (18) dla

(W)

• det

s /

det

Ws

1, Btl. Rzeczywiście:

”e

i*

I



... 11
Jex j/a

!- df>t :
i 3

Dowód twierdzenia 2 został zatem zakończony-

B. Rozpatrzmy teraz zagadnień i o nie z» ] e ż’u . ■ ■ i 

liniowanych w założeniach twierdzeni” 1 BurtoJi 

..., /jA /> dla każdego i € J •

Z warunków (d)-(1J) wynikł, że d’.n k"żd ’/» 

mamy

(75) Xi<xi? connt

inlyż dla I / i

• >) ' h

1 7) ł'■ ’ ' i ' .

liniowej .• -

A ! ' > ' ■ . |) i

< 1 t-'^Z > i.

oraz dla każdego l ~ k

CA<)

Lend t i. Jeśli spełnion r; -••urvnl i

*/(x ) aą niezależne rinlopo’( ' 1

to funkcje

k) , to zr- • ■

■ (80) A
1 Si

'

A ió-;’ =
1

Dowód. Jeśli tożra'rnnoń - występująca w lemacie ma zachodzić,!



dla x* a ai mamy

°i xl<al> + C1 = °

czyli.

°i *0 * °i Fk - 0

Stąd, ponieważ Pk a 0 1 Fo °»

•4
ot X o

Ale xf(xp O, zatem również

°i = o

Ponieważ wynikanie w przeciwną stronę jest oczywiste, zatem 

lemat 4 należy uważać za dowiedziony.

0. Rozważmy przypadek szczególny. Niech wymiar przestrzeni 

liniowej generowanej przez funkcje Xj(x.p 5Xt(xp ,... ,X^(xp 

równa się 2, to znaczy

(81) dim{x;(xi)łX^(xi),...,xJ(xi)j = 2 dla każdego i£l.

Z (80) wynika, że funkcja XT(x^) oraz dowolna inna funkcja 

X^(x.) (k i i) tworzą bazę tej przestrzeni liniowej, gdyż są 

one niezależne liniowo.

Lemat Jeśli spełnione są warunki (4)-(13) oraz założenie

(81) , to dla każdego lei mamy
k z k2

xi (xi) (xi>
(82) —-----— = ~-----~

Fik1 Pik2

dla każdego k^I, k2el (k^ / i, k2 / i).
i 1 K2

Dowód. Rozpatrzmy trójkę funkcji X4 (xp (xi) ,1* (xp. Je“
i ^1 

żeli spełnione jest założenie (81), to istnieją liczby C^, ,



1-
(nie wszystkie równe zeru) ■

Ic K.
(BJ) o] xJ(X±) + Ci1 Xii(x1) t C? X^fxp : U

dla każdego x4 £
1

a., b. .i i
Niech ac4 = otrzymamy wtedy

°lf'o +
k. \ kp

Ale, ponieważ 1 = 0 i Fq / 0, zatem

(84) cł = 0
r

Z powyższego wynika, że tożsamość (ó3) sprowadza się do po­

staci

k_* k. kp kp
(85) Ci Xi <xi) + Gi Xi <XP ~ 0

Z (65) i (66) wynika teraz lemat 5, c.n.d

Niech = b,; otrzymamy wtedy

(86)'
k kp

C4 F.i + C. ł»\. — 0i ik^ i ikp

D. W sformułowaniu twierdzenia 1 wystąpiły pary wielkości

(T , T ) określone układami równań (14)-(15). Pary
* K. z • j i ^ 2
te występują w mianownikach, wyrazów wyznaczników det W (dla 

każdego sęl) symetrycznie względem głównej przekątnej zgodnie 

z (18). Jednak ze wzorów (14)-(15) nie możemy jednoznacznie wy­

znaczyć wielkość. Tk R k i TR k fe . Możemy je wyznaczyć

' jedynie alternatywnie, nie wiedząc jednak ’’która z dwóch wiel­

kości jest która”.

Przypuśćmy teraz, że utrafiliśmy na właściwe rozwiązanie 

(przez”utrafienie na właściwe rozwiązanie” rozumieć należy ta­

kie ustawienie par rozwiązań, aby .spełniały zależności (1t>),(17) 



oraz aby tak otrzymany wyznacznik M det wn był tożsamośćiowo

.

'par (T, ■ , , T , , ) występujących w dot W .
k2kri kr r2 8

Powstaje pytanie: czy we właściwie zbudowanym (dobrze,utrą-

f i ony m ) wy znac z ni k u

stkie pary (T^^-

det W możemy zamienić symetrycznie wszy-

T , , ) nie zmieniając przez to jednoczą- 
r3k1k2

śnie wartości wyznacznika det to., ?

Odpowiedź na to pytanie jest pozytywna, jeśli spełnione jest 

założenie (b1). Pozytywna jest, oczywiście, również w trywial 

nym przypadku, gdy obie wartości występujące we wszystkich pe

X'ach są sobie równe.

Twierdzenie j. Jeśli dla każdego iel

dim ^X.j(x.|),. ~

ora z k 
i

to

det W = dets
Uik IGI

kel

xk
det i E£ det __ 1

Uik i e I
u
ki ie I

k$ i ke I

Dowód. W dowodzie tego twierdzenia będą stosowane oznaczeni' 

i twierdzenia dotyczące permutaeji z książki A. Mostowski i H. 

Stark: ’’Elementy algebry wyższej” £5J*

Przez £ Ij oznaczymy zbiór elementów ciągu I. Dowolną permu- 

taoję zbioru | l| oznaczymy

12 n
Pą P2../P3

a] bo
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f(i) = p^ dla każdego ićl(db)

Permutację odwrotną do wyżej określonej permutacji f ozna-

c zymy
-1 (p1 p2 ... pj

(89) f = 2 ... n /

albo

f(Pi> = i dla każdego i 6I

Przez sgn f oznaczymy znak permutacji

(90)
Tf

sgn f = (-1) 1

gdzie
z 

t - ilość inwersji permutacji f.X
Oczywiście dla każdej permutacji f zachodzi

(91) sgn f = sgn f”

Przez oznaczymy zbiór wszystkich permutacji f zbioru {

Wobec powyższego i zgodnie z definicją wyznacznika możne za­

pisać

(92) det

Skorzystamy z twierdzeń (A, Mostowski i M. Stark "Elementy 

algebry wyższej” [

a. ja jest &lbo równa permutacji identycznoś- • 

ciowej,albo jest cyklem, albo superpozycją cyklów rozłącznych.

b. Istnieje tylko jeden rozkład danej permutacji na cykl n 

rozłączne, jeśli za jednakowe uważamy rozkłady różniące się 

tylko porządkiem cyklów.



4ó —

Sbiór wszystkich permutacji [f | rozbijmy na dwa rozłączne 

zbiory permutacji i [f2j. Zbiór {f^ jest to zbiór tych

permutacji f, z których każda daje się rozłożyć na cykle ro­

złączne co najwyżej dwuwyrazowe. Zbiór zaś { fgj s^łoda, z 

pozostałych permutacji zbioru f .
«

Dla każdej z permutacji *€•[*} postaci (b7) utworzymy

zbiory

(95)
def

= {iel » i = pj

def . \/ r 1
(94) G2(f) = iśl» V i (i / k) A (p± •= k) A (pR = i)

k € I

(95)
def

5<f) =
(lei: [l^G^f)] a [i^G2(f)]J

Dla każdej permutacji f2 G (f2j istnieÓe permutacja odwrot­

na € {f2*f różna od permutacji f^.

W zbiorze f2 można zatem utworzyć zbiór par permutacji od­

wrotnych względem siebie.

W zbiorze każda permutacja jest odwrotna względem sie

• samej: f^' = fr
Przykład.

f - f1 2
1 - ^7 4

3 4
2 5

5 6 7 8,
3 6 18'"

.6, .8 ,17x^2
''6''-8n71n4

4
5

5 5)3 2?

_ r7 *
1 “ M 2

2 5
3 4

3 6 1 8s
5 6 7 8' Ł-6;f-8K71A3

3
5

5 4
4 2'

G^f) = = {6, 8}
Gg(f) = G2(f'1) = fi, 7j

G,(f) = G5(f'1) = [2, 5, 5, 4}

Dzięki założeniu (81) możemy skorzystać z lematu 5 wpro



dodatkowo dla każdego ifl ’’funkcję proporcjonalności”

•':j(yj) taką, że
k1

*1

* ik-

Stąd dla każdego ifjl oraz kęl (k / i) mamy

Dla ułatwienia zapisu będziemy stosować prostszy 

pis:
umowny zo-

(97) xl=xl-Flk

Postać (92) można teraz zapisać następująco:

(9B) det
Xk

uik: i & I
.k £ I

sgn TT
i €1

Pi
XiL - r- Tl TU1.
Uipi

Ale

(99)

y
L. ,j sgn. 
i ri ł

sgn f2

Pi Y x Ai
u.
ipi

pi
*1

Xi
^77 

ipG^fą) 1X
• TT i€G2(fq)

piXi1

U1P1

y

ni e i
9

sgn f q
n

i e i

f1
* r

Weżmy teraz dowolną permutację
-1 z

f2 e {f2I

permutację fp £ | P2i* Obliczmy dla nich odpowiednie iloczyny:
i odwrotną do niej



(100) sga f2 TT

i £ 0*j (-^2^

Ai
u.

4B -

P • 
1 [ X? 
J ‘ zz. x u7~

y-1

u.

X“
Pi

pi
Ai__
u.

2) iPi

-r- X*
pi

~'l5(f2 ) ?i

I

W powyższych zapisach rozumieć należy, że jeśli G^(f) - 0

(jest zbiorem pustym), to

i^G^f) i^i
dla j = 1, 2, 5

Z (91) wynika, że

(102) sgn-f2 « r-1sgn f2

Z określeń (95)-(95) wynika również, że

(105) G^(fp) — G^(fp ) dla j = % 2, 5

Założenie (b1) naszego twierdzenia i tożsamość (96) będącą 

jego konsekwencją pozwolą nam teraz wykazać, że suma funkcji 

(100) i (101) jest pewnego rodzaju funkcją symetryczną.

Wykorzystując w trakcie przekształceń oczywistą tożsamość

(104) r f
i 6 G _•(f2)

dla j = 2, 5

oraz (102) i (105) otrzymamy

sgn f2 •TT
i EG1(f2)

•FF
i € 02(i2)
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X4
un

^pit

- sgn f2

1 1
+

. TT Uil
16G(f2)

n > %, iGG2(f£)uG}(f2) 1

= sgn • II xi • TT
UG^) i €

(105)
1 1

TT
i €- I

rt«<1 - p.i
iei • 1

)

Dla przekształcenia (99) wykorzystanie (104) nie jest konie 

czne. Skorzystamy natomiast z tego, że dla każdej permutacji 

jest ona s ma dla siebie permutacją odwrotną:

f1 = ♦ t2a* £^(i) = Pi i ^l(pP = i dla i€l

Mamy zatem

(106) dla każdego fC

Stąd wynika, że dla fie[f l ■r możemy zapisać

(107) TT iei
U.^ =
ipi k. r r i

ie i
. 1/2 

uiPi* up.i!

gdzie
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l

k

+ 1 dla II UlPi> 0
ife I

<
- 1 dla II u. / o iPi x

. lei i

Nie oh

*1 “ <2 1><5

U.
l>’t

ir

i 6 I
IJ 41'11

. - (j 1^2n6 y

.3 JX2><6 |>

Wówczas J|

it I
U.
lpi

U . =
Pi1

3
1

' <ai3uytu/| | -» u3iU43uią)u22”56U65*

Ostatecznie korzystając z (99)» (10z+) i (107)

('} ■') w n a 31 ę p u j ące ,j

-- V’’ 
if r

l ’ U T jf/i
det

(10B)

postaći:

sgn
p. 

v i 2i

III
16 I

----- +
1/2

f2 *
i

Yi
Xi '

i

rr

G I
<h 1P1> ■+ ~l x - sgn. 

' I.M

f 1 • II
i 6 I

i *
k

U. P. * u V1

11*
♦

■

+ ------ ----------

i t 1
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T---- g, cu/gumentow us}ęł taxie*
permutacji g (co widać z postaci (108)), że dokonuje ona .syme­

H
 H

trycznej względem głównej przekątnej macierzy !~-j jednoczesne^ 
iuik! u

zamiany wszystkich mianowników wyrazów macierzy na Uj. i od 
wrotnie (tzn. permutacja g jest superpozycją rozłącznych cyklów 

z co najwyżej dwuwyrazowych). Oznacza to zatem, że’

i ik ie I | uki'ie I
L j jfc £ <1 L łc £ X

Dowód twierdzenia 5 został tym samym zakończony.

Część III

Opierając się na wynikach uzyskanych w Części I i II niniej­

szej pracy oraz na pracy M. V/armusa ’’Nomographic ^unct-iong1* f5 j 

przeprowadzimy bardziej szczegółowe badanie kryterium nomogra- 

ficznosci funkcji ?( x,pXg,x~ ) (tzn. dla przypadku n = 5).

Zgodnie z założeniami twierdzenia 1 mamy zatem I = (1,2,5).

Niech ciągi (as)S€l oraz (bs)geI wyznaczające (5) poło­

żenie kostki będą tak dobrane, że spełnione są założenia (11)- 

( I5). Wówczas, jeśli liczby ^251 ^512 rozwiązaniem ukła­

du równań
r

(109)
T251 + T512 = P125

T251 T512 "

to zachodzi teza twierdzenia 1 (dla n = 5):
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym nomograficzności funkcji

(110,,)

jest zachodzenie tożsamości

X1 
±L
‘*0

X ;*2

*12

X1
2X.
*13

P12P13 ,

*0

1
P12

X 2x2

F12

x|
T251

X3X1

P13

X 3X2

Tyi2

X3 h_

P13

(110,)

^22

*o

*13*23

*0

x^

*12

X^*2 .

*12

X1

T312

x”^
A1
P1J

X1
a2

T2J1

X1

P15

X2

F12

X2
a2

-po
x22Ł.
P23

x2A1

T312

X2
a2

P25

X2

p25

T251

X3*2

?25

.X?
?...

*23

X3

P13

X3X2

P25

X3 
2X.
~po

(1102)

s

Na podstawie twierdzenia 2 postacie Soreau (110^), (1102) , ('110. ) 

funkcji nomograficznej F(x^,x2,x^) są-postaciami równoważnymi w 

sensie definicji 5*

W celu dalszych badań potrzebne nam będzie powiązanie pojęcia 
kzależności liniowych funkcji Xi(x^) dla i,k^I (pojęcia te wy­
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stępowały w lematach 4 1 5) z pojęciem rzędu funkcji F(x1fx?,x.; 

ze względu na zmienną x. (i = 1,2,3) (definicje 2 i 3).

Twierdzenie 4. Jęśli spełnione są założenia (4)-(17) oraz 

funkcja F(x1tx2,x^) jest nomograficzna (tzn. na podstawie 

twierdzenia 1 zachodzą tożsamości (1101)-(110^)), to dla każde­

go i (i =. 1. oraz k (k = 2,5):

(111) <Hm[x'J(xi), xf(Xi), x’(xp} . k] <- =>

r
(112) 4- ? funkcja F(x1,x2,x-^) jest rzędu k ze względu na

‘zmienną x. ' .

Dowód. Dla dowodu naszego twierdzenia skorzystamy z następu­

jącego lematu z pracy M. Warmusa

Lemat 6, Niech funkcja G(u,v) będzie dana w postaci 

(115) G(u,v) = ILj(u) ^(v) + U2(u) V2(v) + U„(u) V.6(v) 

(określenia powyższych funkcji jak w definicji 2).

Wówczas funkcja G(u,v) jest rzędu 3 wtedy i tylko wtedy,je­

śli funkcje 11,(11), U2(u), U^(u) oraz funkcje V1(v) ,V2(v) ,VX.(v) 

- traktowane oddzielnie - są liniowo niezależne.

Przekształćmy postać (HOp (i = 1,2,3) funkcji F(x1,x2,x-) 

w następujący sposób (zilustrujemy to na przykładzie 1 = 2):

X X1
F12

X^*1
*12

xf |

wr———- i
x231 :

F(x1tx2,x^) = M2*
X1 
a2
F12

X2x2
~F0

y5 iX2
^23 ‘

I
X1x3 X2

T312 F2? F23
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(114)

yr

P12F25

r 1 2r xX

+

Dla uproszczenia oznaczyliśmy

(115)

Oznaczając

H2(x2)- 1
- — *2, Hg(x2)~ -

. ik - 3

"'Ł'“ A -■> 
rp Z—F12. P23

h|(z2) = -(116)

oraz

2 xixi X2X1 
x1a3

*12*23 T Ti1l2

(11?)
V2V5
x1x5

y5y2
A"1

P12P23 T1F23

G^(x ,x?) =
1 2 xlxf X1X3

*12*23 *12T2

tożsamość (114) wyrazi się następująco:

(118) F(x1,x2,x3)^Hf(x2) g|(Xi,x5) + H2(x2) G2(x1tx5) +

+ Il|(x2) GjCx^.x^)

Aby móc skorzystać z lematu 6 potraktuję funkcję F(x^,x2,x_) 

jako funkcję dwóch zmiennych: u = x2 i v = (x^.x,), gdzie
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i

« € jt., v e ś? X (analogicznie jak w definicji 3 i le- 
x2’ i x3

macie 1).
2 *1 3Wykaiemy, że funkcje G2(v)t G;‘(v) , G^(v) są niezależne li­

niowo.

*

Jak wynika z'odpowiedniego twierdzenia w pracy [3j funkcje 
12 3Gp(v), Gp(v), G2(v) są niezależne liniowo wtedy i tylko 

jeśli istnieją takie elementy v^,v2,v^ £ j?'v (jLv = ii

że

wtedy,
S?x

x3
X

X1
),

(^9) G12(v2)

g2(v})

Gf(v2)

G^V,)

G2<v2>

G2<v3>

/ 0 * n

-

X

Miech <

(120) V1 = (bą»a5)» v2 = (a1,a^), (»1

Ze wzorów (9) i (10) mamy

i )

o

(121)

Wstawiając wartości (121) 
wyznacznik (119)

po 
*5

o

otrzymamy
do tożsamości (117) i obliczając

o
GJ0)2 

1?12F25

O
*0

F12

(f0)4
--------o---------------- j Q

-,2)2(p25)2

0

0

0
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'Nakazaliśmy zatem niezależność liniową funkcji

(122) G2(x^,Xj^,‘- Gp(x^ fx~) » GjjCx^fX^)

Z powyższego wynika natychmiast teza dowodzonego twierdze­

nia.

Z lematów 4 i J wynika bowiem, że

Ai® Xg(Xg), '^2^3C2^*

2?ówna się 2 lub 3.

Z założenia, że funkcja PCx^.Xg,^) jest nomograficzna, wyni­

ka (definicja 4), że funkcją F(x1tx2,x5) jest funkcją rzędu 2 

lub 3 ze względu na zmienną :<2 (definicje 2 1) oraz twierdze­

nie 1).
Jeśli mamy dim | X^(x2),X2(x2)*x|(Xg)j « J, to z (122) i z 

lematu 6 wynika, że funkcja ^(x^Xgjxp jest rzędu 3 ze wzglę­

du na zmienną Xg»

Jeśli funkcja nomógraficzna P(x^ex2,x^) jest rzędu 3 ze 
względu na zmienną x?ł to dis { xj(x2),x|(x2),X^(x2)J też musi 

równać się 3. Gdybyśmy bowiem przypuścili, że dimfxj(x2),X2(x3), 

X2(x2) i ^ówna się 2, to na podstawie lematu 5 mielibyśmy

(123)

Z powyższego (123) i (116) mielibyśmy
/

a wówczas (118) zapisywałoby się

(124)
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Z powyższego (124) przedstawienia funkcji P(x,t,x2,x5) oraz 

z definicji 2 i 5 wynikałoby, że funkcja P(x1»x2,x^) jest rzę­

du co najwyżej 2 ze względu na zmienną x2 - wbrew założeniu.

Twierdzenie 4 zostało zatem dowiedzione.

Jak już zaznaczyliśmy we wstępie (Część II»D) do twierdzenia 

5, wielkości Tp12 bę.-^ce rozwiązaniami układu (109)

nie są wyznaczone jednoznacznie, a jedynie z dokładnością do 

alternatywy. Wynika to z symetrii równań (109) względem niewia­

domych T2^ i

Powstaje zatem pytonie: czy wielkości te można używać wymien­

nie w wyznacznikach postaci (110i) (i = 1, 2, ?)?

Odpowiedź na to pytanie uzyskujemy dzięki twierdzeniu j dla 

n = 5, co sformułujemy w kolejnym lemacie.

Lemat 7. Jeśli dla każdego i (i = 1, 2, 5)

(125) dim {xj(x±) , x2(Xi), XjJcxpJ = 2

to

X '1. 4 * X2
A1

X5A1

-*o *<12 '*0 *12 *15

X2
2'yAp X2 Łll

v2
x2 X5X2

?12 F12 TJ12 *12 *12 T2^1
k

x|__ X5 X1 
iL

xL X3

iF15 T251 *15 *15 T512 *15

Analogiczne tożsamości wynikające z zamiany miejscami wielko­

ści T^.)2 i zachodzą także dla pozostałych postaci

(1102) i (110^).

Powstaje dalsze pytanie: czy oba tożsamościowe wyznaczniki
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(•126) określające det są postaciami równoważnymi w sensie

definicji 5?

Odpowiedź otrzymamy

rozpatrzyć dla postaci

-251 x i2 “ x512*

w kolejnym twierdzeniu, które wystarczy 

(110,,)« Dla uproszczenia oznaczmy T„ =

Twierdzenie 5» Postacie (126) są postaciami Soreau funkcji
-1monograficznej IL, «P(x^,x2,x^) równoważnymi sobie w sensie 

definicji 5 wtedy i tylko wtedy, jeśli

(127)

wtedy i tylko wtedy, jeśli

Dowód. Zgodnie z definicją 5 dwie postacie Soreau (126) funk- 

cji ‘^(x,. ,x2,x^) są równoważne 

istnieje macierz liczbowa

(128)

C —11

C21
c5.

C12

c22

c52

C15

c25
°M

C

nieosobliwa, to znaczy

(129) H = det c / 0

i 5 liczby d^, d2» d$ spełniające warunek

|c| *d.1 d2 1

takie, że
’4 X2

A1 fi
•

-p0

(150)
ylx2
^12

2
*2 X2

V srtJr■___
i

---

x5Ł

P15j

*
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d1x1
2

d1X1
5] 

d1x'1

*12 *13

doX^ 2
d2X2 d^xf

C- £. C12 c13

*12 F12 T1 °21 c22 °23

d,X* d X5 C31 c52 c33

*13’ TJ2 13

Z definicji mnożenia macierzy otrzymamy, ze (130) następują­

ce tożsamości:

(151)

(132)

(133) '

(134) •

(135)

(136)

(137)
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( W

(.^'0 r

Na podstawie rozważań (65)-(84) lematu wynikają . (jq) - 

(159) następujące równości:

d3CT1 s 1

c^d^ K 1 c12 “ ci3 ~ 0

°21 " c22 ' 0

°31 = c32 = 0

(110) °22d2 ” 1
c35d3 s 1

Z powyższych równości i z (1M)-(159)

5 ■

wynikają da

d1°22 = '
r2

(W)
d ,< = 1

d2°11 ~ 1
T2
7" " d3C22
J I

•ości (140)-(141) mamy kolejno

Doaćj twierdzenia 5 został zetem zakończony.

Ao/.ną .rolę w n-:> ■/,/ n roz<, iżan.i.ach odegra następuj .ce

Twierdzenie 6. Jeśli Ruikcji nomcgraficzna F(x^ ,xo,xz) ma 

dla położenia kostki I , - określonej przez ciągi (aj) .

('Vsei ** Przedata-. • (no) takie, &e
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(142)

funkcja f(x^Jest funkcją jednonomograficzną w sensie 

definicji 5*

(143) diffi{4* X2, XJ'|= 2

1 ' ff

Dowód.

(144)

Z założenia (143) na podstawie 
X3
_L
*15

X* 
a2

*12

X5X2

F2?

lematu 5 mamy
y1 v2

, ii- _ 21.
*15 *23

9

(110^Korzystając z powyższego (144) przekształcimy postać 

funkcji P(x^,x2,x^) następująco:

y1
A1

X2A1 X2

-?0 7?X12 *12
(145) X 2 X

F. ,,x2,x.) Hń. 1„- ,
po

x£

*23

i

"12

X2

T2

X2
21.

xj

f23 T1 P15

Wykorzystując (109), to znaczy

X ’x2y-^ 12A3 x^xjx| x2x^
Fo l *12*15*0 Wa *12*23*15+

x2x^r2
1'2*3

y2 2 2
~

X1X2X3 )

*12^2*23 ^*12^ ?23
F12T1F23 J

(146)

k
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otrzymamy

K(x1,x2,>^)
FdOF.,

w
"0

+

2 2

*12

Z założenia (142) i warunku (146) otrzymujemy równość

(14b) ?0<P123>2 * *P12P1'/2J = 0

Postać (147) funkcji F(x.1tx^,xp .nie zależy od T( i T.;.

Powstaje pytanie: czy przy innych położeniach kostki Y 2 (°“
2 2

kreślonej przez jakieś ciągi (»,JSC. - i ^bs)s ■ I t'ik df)l 

nej, by spełnione były warunki (11)-(13)) mogą pojawić si- 

odpowiednich postaciach funkcji F(x.],x2,x..) (110) wielkości 

T.j i różne? Konsekwencją tego byłoby na podstawie lematu 

6 i twierdzenia 5, że funkcja F(x1(Xp,x^) jest podwójnie no- 

mograficzna (w sensie definicji 5)•

Zgodnie z tezą naszego twierdzenia odpowiedź jest negatywna.

Aby to wykazać, oprzemy się na .Drugim Podstawowym wierdze- 

niu (Second Fundamental Theorem) pracy [ój , które i (mię­

dzy innymi): Jeśli funkcja F(x.pX2,xp jest nomografic ; » 

jest ona jednomonograficzna w trzecim głównym przypadku ze 

spełnionym warunkiem

(149) (rji ~ r42) + 4r^2ią1 = 0

2(w przeciwnym razie, gdy (r^ ~ r,^) - 4r^r,n / 0, funkcja

F(x,j ,x2,xp jest podwójnie nomograficzna).

Definicja 6 ( ius [5]). Funkcja rzeczywista F(x. ,x-,,x,)|.C.
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spełnia trzeci główny przypadek wtedy i tylko wtedy, gdy:

a) funkcja F(x1,x?,x^) Jest rzędu 2 ze względu na każdą ze 

zmiennych x^ (i = 1,2,5),

b) istnieją funkcje rzeczywiste (x^) (i = 1,2,5$ k = 1,2, 
5,4$ x. € jćx ) oraz funkcje rzeczywiste G^(x2,x^) i G^(x2,x^) 

określone na zbiorze 52 = 2*2, takie, że
x2 x5

(150) k(Xyj,Xg,Xj) = (x^) +■ X^(x^) G/jCxgjXj)

oraz obie funkcje g](x2,x^) i G^(x2,x,) są rzędu 2, to znaczy

(151) G^(x2,x?) = x2(x2) X^(x5) + X^(x2) f2(xp

(152) G^(x2»Xj)— X2(x2) X^(x^) + X2(x2) X^(x^)

J‘2^x2^ == m51 ^2^x2^ + m52 ^2^x2^

■X2(Xpy = ^2^x2^ + m42 ^2^x2^
(155) _

Xj(x^) - n^ X^(x^) + n^2 X^(x^)

^’5^X5^=== a41 X^C^j) + ^42 ^5^X5^

Wielkości występujące w warunku (149) są określone następu­

jąco:

(154)

r51 = m51n51 + m41n41

r41 ~ m5ln52 + m4ln42

r52 “ m52n51 + m42a41

r42 “ >al52n52 + “42a42

Lemat 8. Funkcja nomografiozna F(x^,x2,x^) określona tożsa­

mością (147) spełnia trzeci główny przypadek (w sensie defini­

cji 6).

Oznaczając
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(155) X^(x^)~ X^(x^) i- ‘
0 , •

(156) 3-cęst^j -2n_
?0F23

(15?) „ UU X5<x3> .
Jr4'-X2’JŁ5^— " ----- ~

■

■^2^z2' ^(x^)

4 *23

(158) ś2(x Xx;_ 22(X2) X’(i£ i
*13

^(x2) Xj(x3)

-12

. *2<=2> S|<XP *0 ?125
-?12F13F25

otrzymujemy tożsamość (14?) w postaci (150). Wystarczy zatem wy­
kazać, że obie funkcje G^Xg^x^) i G^x^xp określone tożsa- 

mościaml (15?) - (158) są funkcjami rzędu 2. Dla funkcji 

G*|(x2»x5) sprawa jest łatwa. Zarówno bowiem funkcje x|(x2), 
X^(x2) jak i 

niowoo Stąd na

du 2*

Skorzystamy
G^(x2,x?) jest

Oznaczając

^1^z2^ •'s== ^2^x2^ *

V1(xJ) = x|(xJ)

— 2.' * 
funkcje X^(x^), Xg(xx) as. (lemat 4) niezależne li- 

mocy lematu 6 funkcja G^(x2,x^) (15?) jest rzę­

2 lematu 6 również dla wykazania, 

również rzędu 2.
żę funkcja

^gv-^g)-—■ ^g(Xg)

1
*12

-1_ + x|(l ) ,..-Vl2?
*13 5 *12*13*23

widzimy, że funkcje ^1^z2^’ ^2^z2^ niezależne liniowo (lemat
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Ale dla

U1<a3) U1<b3

mamy

0
*12

*0 *0*125

*13 *12*13

O

5' i Vg(xx) są niezależne liniowo. Wy- 

G^(x2,Xj) (156) jest również rzę­

du 2. Ponieważ warunek a) definicji 6 jest spełniony z założenia

(■’43)p zatem lemat 8 został udowodniony.

Możemy skorzystać zatem z definicji 6 dla odpowiedniego przed­

stawienia funkcji F(xz.,x2,x^) danej w postaci (147). Utrzymując 

w mocy oznaczenia (15O)-(158) oraz wprowadzając nowe oznaczenia

x^(y.2) =z|>2;: x|(x?)=x|(Xj) —
p23

otrzymujemy ze (158)

(159)

x|(x2) =1-X^(x2) + O'X|(X2)

X£(x2)~ O X^(x2) + 1-x|(x2) 

x|(x5)=O'X^(x3) + ^-x|(x5

*12

Porównując (159) z (155) otrzymamy
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(160)

m3, = 1

m41 ’ 0 ra42

n31 = 0 n32
hi
P12

F_0
n4l = F 13 Ti42

Wstawiając (160) do (»154) otrzymamy
F

(161)

r31 " °
23

‘41 - F,2
Z

F
12...

r32 ~ F' *13

Via? 
r4? = F,2F„

Wstawiając (161) do (149) i korzystając z (148) otrzymajmy

0 ~
2

+ 4
F F0 ’ 23
F F13 12

F0 ____
2 2 

(F ) (F ) K 12' V V

k2-A + 4?12K1 5P23] = °

Zatem na pod st>wie Drugiego Podstawowego Twierdzenia z pracy

[3] twierdzenie 6 zostało dowiedzione.

Wniosek 1. Jeśli dla pewnego położenia kostki Yj (Y1
1 1- określonej przez ciągi <%)s€l 1 ^bS'S£i nale5Mc?

przedstawienie (110)1 funkcji nomograficznej FCx^XgfXy speł­

niającej warunek

dim {x], Xp x; - 2 dla i = 1, 2,*3

jest takie, że
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to także i dla Innego położenia kostki Y2 (Y2 C Q. ' ~ określonej pra 

przez ciągi (%)sg2 1 należące do bu - odpowiadając®
2

ku przedstawienie (110) tej samej funkcji ?(x, jest t&Mes

że

W przeciwnym bowiem razie (na podstawie definicji 5 c-r&z- twler- 

dsenda 5 16) funkcja S’Cx^XgjX^) byłaby saraeea jedno- i &IW85* 

graflosna? oo nie jest możliwe*

Drugie Podstawowa Swierdsenie s pracy fjJ Bdwi taksa*

(1W JslU funkcja Xx^x^Xj) jest nomofrafioaaa i jssi rs^du

5 przynajmniej se wsglądu na jedną se miennyoh jg (i^.Z)8 

to funkcja Fta.pXgtXj) jest funkcją jednoneaagruficsw-

Oęsiystói w osąśol IXI wyniki sbierssajr w nastfpująsyK; Werfse- 

niui

Twierdzenie 7c Jażli funkcja nmsywlsta Hx^x^Xj) otaHlm. 

na sbiorse Q jest a«M<rafIomhs - <U pewnego po^odeMa kc«t®

ki Y« (Y. cQ ) ©trsyaamy odpowi«4ająoą stu posted (11$ funkcji 
i 3

TCa^gXgpX^)^ tos

a) jeśli

(165) to

dla każdego i£l ©raa

(164) T1 ” T2

to funkcja P(x^»«2>x5) jest funkcją jednonomograflean-.- vwierdse- 

nie 6) i dla każdego innego położenia kostki Yg elementy odpowia- 

dającej mu postaci (110)^ muszą spełniać własności (165)1 -.164??
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b) jeśli

(165) dim X^(x1 ),

dla każdego i € I oraz

(166) . tJ / T.'

to funkcja F(x,»x »x ) jest funkcją dwunomograflczną (lemat M 

dla każdego innego położenia kostki Y^ elementy odpowiadającej 

mu postaci (110)*' spełniają własności (165 ) i (166) (reprezentan- 

ty ni©równoważnych sobie postaci Soreau otrzymamy zamieniając 

elementy T, i To miejscami jak w postaciach (4X£))$

c) jeśli istnieje i (i€ I) takie, że

(167) dim ^(x*), X^f^), X^Cx*)]. = 5

to funkcja F(x1,x2,x^)jest jednonomograficzna, oraz jeśli

„1 / nJ
T1 T2

to tylko jedno z ustawień ) może służyć do przedstawienia

naszej funkcji.

Część IV

Twierdzenie 1 zostało sformułowane w sposób poniekąd już 'tra­

dycyjny analogicznie do sformułowań twierdzenia dla n = 3 oraz 

n = 4 w pracach [i] oraz [*2j.

Tradycja ta tkwi w założeniach i pewnych fragmentach dowodu. 

Niemniej jednak niniejszą praca w wielu swoich sformułowani-eh
/

zawiera pewne tendencje do uogólnień, co wynika ,z możliwości roz- 

szerezenia zakresu stosowalno;’• twierdzenia 1. Zadaniem tej czy- 

ścl pracy będzie sprecyzowanie charakteru tych uogólnień.
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Twierdzenie 1 (Część i''dotyczy funkcji rzeczywistej n Zmiennych 

rzeczywistych. Oznacza to, że Q (str. 3) uważać należy za pod- 

zbiór przestrzeni metrycznej R*1., czyli dla każdego 161 mamy 

Q C Rf zaś kostka Y (str. 5) jest n-wymiarową kostką zawartą w
x
i n

n-wymiarowej przestrzeni metrycznej (YG G R ). Z tych też 

względów w definicji. 7 (str. 3) o przedstawialności funkcji 

y(x,, x^) w postaci Soreau możemy nawet mówić (zupełnie

zresztą niepotrzebnie) o ’’obszarze . Aby nie zmniejszać jed­

nak ogólności (dla celów twierdzenia 01) wprowadzonego w definicji 
1 pojęcia, należało zamiast mówić o "obszarze Q * użyć po prostu 

terminu "zbiór Q M (przykłady Z , 3 i ). W uogólnionym 

twierdzeniu 1 (nazwijmy je twierdzeniem 01) określone (str. 3) 

zbiory Q (i€l) mogą być zbiorami dowolnego rodzaju. Yogą.byĆ 
xi

zbiorami liczb, zbiorami wektorów, zbiorami elementów dowolnej 

przestrzeni, zbiorami krzeseł w kinie A lub zbiorami jakiegokolwiek 

innego rodzaju. Żądamy jedynie, aby zbiory te nie były puste. Nieco 

ści Gejsze Wymagania jesteśmy zmuszeni postawić względem. mocy zolo-

rów Q i jeśli zażądamy, aby spełnione były założenia .(-W 
x4

( 43 ). A mianowicie:
ł

(168)

■" twierdzeniu 1 określiliśmy bowiem kostkę Y (str. 5;> ale ko­

rzystaliśmy tylko z jej "punktów wierzchołkowych". Dlatego też w 

twierdzeniu 01 określimy Y jako zbiór 2n wyróżnionych elementów 

zbioru b‘-1 generowanych przez dwa elementy zbioru jŁ- (z tego rodzaju 

sugestią można spotkać się było przy formułowaniu założeń twierdze­
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nia 1 dla n » 5 w Części XII (etr« 57 ))>

(169) a « * ** " ^Pb€I

takiev ż® dla każdego s*~

(170) ‘ t b , a € Q f b € o

Po^c-etałs elementy chloru Y są określone przez ^kombinacje” 

tych dwu- (169) ciągów zgodnie ze wzorem (Bp (etr. 6-7)«

(171) ^b^bG i * g4ssie
• •*?

Ck, gdy B « Xk

8 «* ■ . i „i
• %•«* •T’k

Oczywiści® wzzyetkie 221 elementy (•pg^j ^?7) zbioru Y dzię­

ki (#tro 5 ) i *?G) ?aależą do zbioru Q .

2 powyższych rozważań widać, fee w porównaniu z twierdzeniem 1 

w twierdzeniu 01 zwiększyliśmy dowolność zbiorów Tai' (i € I)
i 

(modyfikując a konieczności określenie zbioru Y (Y c(a).), czyli 

zbiorów argumentów występująoyoh w twierdzeniu funkcji* Bane funk­

cje określone na “*ych zbicx*ch cudujemy identycznie. A zatem funk­

cja ?(x.p x«P «>•♦» JL) określona na zbiorze Q « X ^2 3est
i z n i e I i

fm/koją przyjmującą wartości liczbowe rzeczywiste, tak jak funkcje 

"X^(x. ) określone na zbiorach bZ (dla każdego i€I i każdego
k k - X

ktX)(str. 3)- I wreszcie funkcje określona wzorem (4)

(str* 5-6) należy rozumieć jako obcięcie (zwężenie) funkcji rze­

czywistej .^Pokreślonej na zbiorze Q do zbioru
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(s = i)

(s / i)

będących rozwiązaniem ukła­

dów równań (1<)- (15") dopuszczamy wszelkie rozwiązania liczbowe, 

a zatem mogą to byó liczby zespolone (przykład Z ).

Prześledźmy teraz, czy modyfikacja założeń będzie niała istot­

ny wpływ na przebieg dowodu twierdzenia. W dowodzie twierdzenia 1 

określiliśmy (19) (str. 10) n krzywych cQ dla każdego sglj

(172) os: A = ^(x8’ ’ gdzle AA XA

i€ I "

Ale stwierdzenie, że są to krzywe, zakłada przynajmniej ciągłość 

wszystkich (dla każdego 16 1) funkcji Założenia takiego

nigdzie jednak nie robiliśmy i nigdzie nie było ono konieczne w 

dowodzie twierdzenia 1. Poza tym założenie takie sugeruje koniecz­

ność zinterpretowania wektora

(173) = K(x8), ...... XAb’J
jako krzywej. Nie ma jednak i t® potrzeby. Nie będziemy zatem w 

twierdzeniu 01 Interpretować wektorów (173) (s£l) jako krzywych, 

ale będziemy je nazywali ogólnie tworami przestrzeni R (funkcje 

X^x ) (16 I) są wszak z definicji funkcjami rzeczywistymi) okre- 

ślonymi przez zbiór X8(xg) (173); gdy xg 'przebiega” zbiór "-x •

Twory te mogą być zbiorami punktów izolowanych, krzywymi, po­



wierzchni ami (hiperpow.1 erzchnl ani )itp. zależnie od -charakteru zbio~
, A #_*

rów 'J'' i funkcji X’2<x • (kOI). Na przykład, gdy x - (x,y\ y S S
» Q X Q , Q ■■ ! a< x <b J, Q = [ j

X X V X I, • -x j y
3 ' —

(I = (1,2,5)), a funkcje Xo (k€I) są ciągłe, to twór nasz (175) 

będzie powierzchnią.

Przy takiej interpretacji (175) przebieg dowodu twierdzenia 01 

różniłby się tylko terminologią od toku dowodu twierdzenia I.

Nadal warunek (20) (str. 10) oznacza, że punkty, tym razem nie 

krzywych, lecz tworów c (s€I) odpowiadające pewnym elementom xg 

(’’przebiegającego" dowolnie określony zbiór 'jl’v i(scl) oraz po-
8. n 

czątnk układu 0, • ••, y n (punkt o układu R > leżą w jed­

nej hiperp aszczyźnie (w jednej metrycznej przes t-zeni (n-1)- wy­

miarowej .

Po dokonanej w toku dowodu zamianie (21) (str. 10 1 układu wspór. 

rzędnych (co można traktować także jako prze: ..-iziałceme aiiniczne 

punkty tworów co (dla różnych s twory te mogą być całkiem różne' 

uprzednio współhinerpłoszczyznowe pozostano n i l współ hi .'•••'• rpł «sz­

osy znowymi (leżącymi w jednej przestrzeni (n-1 )-wymiarowej ).

Ba dalszym toku dowodu twierdzenia 01 poczynione przez rtas mo­

dyfikacje w stosunku do przebiegu dowodu twierdzenia * nie mają 

żadnego znaczenia, gdyż ma on dalej charakter wyłącznie oblicze-

nióhy.

Tak postawione zagadnienie ujęte w twierdzeniu 01 pozwala nam 

rdk-rt' żV; ’.‘gć- próbie- ;z ■ •orraficzności funkcji w szerszym aspekcie.

bdwi.em rozstrzygnąć na przykład problem przedsi.e.wialnosci
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funkcji rzeczywistej

(174) u?, u4> u?r ug)

zmiennych rzeczywistych u, „ gdzie

a <f u C dla każdego i - 1 g&9*?i. C i "* i
rozumianej jako funkcje, czterech zmiennych

X1 * ^U3,ia4^* x2 " u2* X3 = {U1,U5*U(P* x4 “ ^7

Będzie:7?; zatem rozstrzygać o przedstawi&lnoćci rozpatrywane?;

funkcji w postaci

spróbować

( XI j. 11 £ *"* ■» '?
■ ' Z .7

u4» U5P u6" u?' ~

X.’ (u »u)< 3 4
^<V*? VVV

X2W2) *X^(Ug) X2(u2}

Z^Cu^j >uę>u$ ) ^(u^Uj.Ug) i|(uieu5,ufi) X*(u. /
3 »

v <• c w «* . o •> © 4i w tó 0 «■ 0 * e o »

xJ<V X4(u^,)

razie negatywnej odpowiedzi V ■ ■

» • » (14, )
f

rozstrzygnąć przedstawialnoó_ tej samej funkcji P‘u.;1.u2-->

w innej postaci (S), gdzie na przykład

x-i “

Tego rodzaju badania

x2 • (t^t^u^), « ^2*^^ itp

ilustrują przykłady»

Pryzkłady
1

Przykład 1* Zbadamyf
Z~) „5czy funkcja ( ~ R )

(175) P(xvx2,x3,x4?x5) s xix2*3 - x4 - x5

* jest notnograficzna*

Niech a « (1, 2, 3, 4, 5'). Wówczas
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-X

F(1, 2, 3, 4, 5)'= -3

F(x1 ■, 2, 3 , 4 , 5) « 6x1 t 9, stąd b4 ■

F(1, V 3 , 4 , 5) = 3x2 - 9, stąd b? ■

F(1, 2, x , 4 , 5) = 2x5 9, stąd bj ■

F(1, 2, 3, X4 , 5) = 1 - x , stąd b^ =

F(1, 2, 3, 4, x„ ) ~ 2 -5 Xc, stąd b_ =

Dalej mamy

?1z = 2 > 5, 3, 4, 5) = 4,5*

P13 ’^2 ’ 2’ 2 ’ 4* 5) * 4,5 

Fw-r(|, 2, 5, 1, 5)-3

F._ " »• 2» 5S 4, 2) » 315 2
1' = F(1, 3, ? , 4, 5) = 4,5

23 2

Fo. = F(1, 3, 3, 1, 5) =< 324
F25 = F(t, 3, 3, 4, 2) = 3 

^4 = Hi, 2, | , 1,5) = 3

F = F(1, 2, | , 4, 2) = 3
35 2

2) = 3

dla a = (1,2,3,4,5) i b = 5, lp 
F.ą = FM, 2, 3, 1, 4 j;

Widzimy więc, że 1, 2) są

spełnione założenia (11)-(13). Dalej mamy:

F123 * ?(2 ’ 2 * 4’ 5) = 11,25

r124=F(2 ' 3. 3. 1. 5) =7,5

P125 - P(| , 5, 3, 4, 2) - 7,5

ri54 " F(Z > 2’ 2 ’ 1’ 55 = <7’5

P155 = F(| , 2, 2 . 4, 2) = 7,5

?145 ‘ f<2 > 2> ’’ ’’ 2> = 6
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Stosując wzór (4) wyznaczamy pozostałe funkcje dla

1 <>k C -£l<2»3»4»5?

X^ = F(xr 3, 3, 4, 5) = 9(x1 - 1) 
aX^ « F(x^ 2< I' j 4, 5) “ 9(x1 - 1) .

xf = F(x„, 2, 3, 1, 5) - 6(x - 1)
1 j 1

X^ « F(x^ 2, 3» 4, 2) « 6(x^ - 1)

X » X^ ® (xo “ 2)? xt ® -C = 3(x? - 2)
2 2 2 z c z
4 - * ,(x5 " 5)f 4 * 4 ° 2(x? ■ 31

XI = x2 = x? « x; » -i(x -4)
*4 4 4 4 4

x^ = x|-x|«x| - -HXg - 5)
Obliczymy wartości T,^ i występujące w vyznaczniku (18)

dla s « 1 (postać (62)) zgodnie ze
454. O =8 F_ . ® ~T

3'2 ?12? F 4
„ „ _ Pźbż-a

312 FQ
243

8

wzorami (14)-(15 ) ’

stąd

•T

27
4

2
2
T412

lub

Q X.
2
21

4

T412

124 2
T? *P

12' 14*24 _ 27
w’ ~ 2
0

- ss

lub
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(177) stąd = 5
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f T + T\ 452 524
f

i m Tlv~452 524

(179) stąd f T = ” 5) 552 2 lub 352 ■
tT523 = 5 T523 = 2

ę?342 * T423 “ *234 " 2

1 _ *23*24*34 _ 27
^T342 T423 “ Fq " 2

(180) stąd

< 523 '

342

523 2

Wykorzystajmy równości (16)-(17):

(181) T341T45TT513T534 -TT T T
" 413 351 514 453

(1827 T241T451T512T524 — m T T T
~ 412'251 514 452

(183) T231T351T512T523 - m T T T
' "312 251 513 352

(184) T231T341T412T423 = T312T241T413T342

Wstawiając do równości (181)-(l82) wartości (176)-(18O) otrzy-

mujemy

(185)

(186)

T341T513 " T413T351

T2415512 * T412T251



-78—

Dla równości (183 '>-(186) uwzględniając )■znajdujemy

■*. s eor,łące rozwiązanie:

(187 )

Wówczas otrzymujemy następującą postać (18) (dla s = 1) lub

(62) odpowiadające, funkcji F<XpX9 ,x, .x^ ,Xj.):

1? T- V V

<»o’’
M1

4

(168) det W„i

z (187)

6(x.t - 1,5) 9(x1 - n 9^ - 1) 6(x. - 1) 6(x -» i t) '
7 4,5 4,5 3 3

4,5(x2 - 2) 3(x *2 3) 4,5(x2 - 2) 9(x? - 2) 3(x2 - 2)
• 4,5 312 “412 512

3(x_ - 3).3 (35 - 5) 2(x - 4. ......2 ,5) 2(x, - 3) 2(x^ - 3)

4,5 T 231 4,5 rn m
413 513

4 X,4
Z y

4 ♦ - ą 1 " x4 4 ” \
T241 T341 3 *

liii 5 - 5 -
2

5 ~ 2 - x5

3 rn
251

T
351 3 3

wartościWstawiając odpowiednie do wyznacznika ’188) i
/

wykonując odpowiednie działania otrzymamy

det W1 ~ -*x4 - x5)

A zatem

i
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EospaUywana przez-n^ funkcja (175) jest funkcja nomografinzną 

i postać (185) jest jedną z jej przedstawień w postaci Soreau. In­

ne jej przedstawienie w postaci . .

Spełnione są bowiem założenia twierdzenia 5:

■ ad k1 Y2 X3 X4 dim p. , Xp Xp X. , ... j - 2

dzenia 3.

dla każdego i <- I

Zatem drugim "symetrycznym" w sensie tw i e r> lżenia 3 przed a tawl en i cm

b ’danej funkcji w postaci Soreau jCSt

warunków (l?7) będziemy ml el i

T ‘,12 T40

(189) x251 551

= T =4.5515

= 5 ■

Prsykł ad '2. klech Q
X.

1

łAi*Bd - ) dla każdego i,; >

i

Zgodnie z definicją (str.
a )
JL X

X1

G2

X
X

2

hiech funkcja rzeczyw1sta F(' 2 

( FfApA^.A-p = H0 /- 

. r(A,ł^A2,b3) = o, 

f-(avb2,a5) =P,

(no)

0,

będzie dana następująco;

F(BrB2,A5) =

Hu,,. ... ' ) =1 ć-

”12 *0

r.jZ-o

■
2

i (x1 ,x?.x_5) j’--st uomograficzna
i

’.'i ech a ■> »-.- (Ap A ?, A , - ■■ ■' ' ■

o = Ha^a^.a,) - Ro / o
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X1 ■ f(x,,a2,a,) -
?0 dla X1 stąd b^ = B^
10 dla X1 “ B1

• i' Frt dla x~ =
X2 - F(A1,X2,Aj) - ) 0

!
2 2 stąd b2 = B?

I0 dla X2 = b2

CFn dla '"X = A
x| = f(a^,A2,x5) «

dla
stad b_ ~ B„■ 3 3X, ~5 3

Dalej mamy

F12 f(bvb2,a3) = B12 0

F —
13 F(B1,J£2,B5) = B15 * 0

F =23
F(ArB2,B?) = R23

Widzimy więc? że dla a « (A^,Ar;,A ) i b = speł­

nione są założenia (11)—(13). Dalej mamy:

= H.n, (dowolna liczba rzeczywista). .125
Stosując wzór (4) wyznaczam pozostałe lunkcje Xj,(x,_) 

i Fk |l,2,3?):

dla

= F(xrB2,A3) =

X'' = F(x1,A2,B5) =

0 dla X1 = A1

F<12 dla X1 = B1

[° dla X1 = A1U'3
dla X1 = B1

x! = FtB., ,x_ ,A_) =
2 12 5

X2 = *^A1,x2’B31

ro dla X2 - a2
(F12

dla X2 - B2

( 0 dla X2 83 a2

F<r23 dla' » *• X2 = b2
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dla xo =
c. £*

dla x~ - B^

dla ~ A3 3
dla = B.

Cl >1 i c z an wartości -j 2 * x 2 51 (lub krócej, T? i T{) wystę­

pujące np. w wyznaczniku (18) dia s (postać (11O1)) zgodnie

z wzorami (14 '-(15 ''

(191)

lub

(192)

Wartość A może przyjmować wartości ujemne, zatem rozwiązanie

równania (192) mogą być liczbami zespolonymi,

ha two zauważyć, że dla 1 sżdego
dim [Xp ^} =

i - 1,2,5 zachodzi

na podstawie lematu 7 obaZatem
■»

sobie równe. Czyli oba rozwiązania,:r~.
“5 (ł'125i \(W

.2 I'l2I's'" 23
(I*123 + 4 ~~Ę

wyznaczniki postaci (126) są

równania ( )
PFF2 *12 15 25

+ 4 -----Z--------
F0

2

4-T - - (i1V2 " 2 125

-iopusacza) >
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Aby 3prawdzić tożsamość (110^), należy sprawdzić ją dla wszy- 

stkich 8 elementów zbi Jł . Rzeczywiście, tożsamość (110^) za­

chodzi dla wszystkich tych punktów. Sprawdzimy przykładowo kilka

ż nich (wykorzystując (794 ))

-1

, FfA^BgfA ) = —

P12*13
y "O

o
Fo
F 12 F

y
13

?0 - ‘'o

*0

0

0 0

0 0

-1 0

1 0 o

o o

o 1 1
F F12 13

FP
1 o

o o

o 1
J12*13

F0
F23
T 2

, 1
?23
T1

1

1

o

o
i

F F 
□12 .m T rp f

1 2
F T 4- T1 2

T.T1 2
F = R123 123

- dowolna liczba rzeczywista) 



>«ykazaliśmy zatem homograficznodć funkcji danej 

iXSXkład_^. Zbadamy, czy funkcja (Q = R^)

'' ' ' ' ' b’'b — X/-t-X j

1- t
-t x-^ + XjX^ - +Xsxx3 x 7

jest nomograficżna.

Niech a— (0, 0, 0, O). Wówczas

Pę = F(0, 0, 0, 0) = 1

xj = F(x^ s 0» 0, 0 ) = 1 ~ x1 , stąd b1 =
x| « F(0, xg, 0, 0) = 1 - X2’ stąd b2 '
x| « F(0, 0, x^, 0) - 1 ~ Xj? stąd bJ ’
x! = F(0,

4 0, 0, x ) -
4 1 - V stąd b4’

Dalej mamy

X'l2 = F(1, 1, 0, .0) = 1

F
13 = F(1, o, b 0) = 1

*14 = F(1, o, 0, 1) = 1

'*23 = F(0, 1, b 0) = 1

F
24 = F(0, b 0, 1) = 1

F
34 = F(0, 0, b 1) = 1

7/1 d zimy' więc, że dla a =• (0,0,0,0) i b = (bbb1) spełnione

są założenia (11 )■-(13). Dalej mamy:

F =
123 F(1, b b 0) = 0

*124 - F(1, b 0, 1) = 0

*134 F( 1, 0, b 1) = 0

*234 ‘ F(0, b b 1) = 0
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Stosując wzór (4) wyznaczymy pozostałe funkcje XT(x ■ dla.

fl,2,3,4> ;.

2 5 z
X7 x; = x; X.1 i 1 1

■b-4
*2. = > •— X2

X? - X* JC5 > . -SE
1 „2 .3

A •1 -- -x*T X4

Obliczymy wartości.?^ i T występujące w wyznaczniku (18) 

dla s'« i (postać (62)' zgodnie z wzorami (l4'-(lS):

\ f>r3l * T312 ' P123 ~ 0

T»
‘231*512

:-t ,.<i I rt — 1
i \?3i

I ogólnie

lub
\ T =- -1■ 231

/

'f512 ’ 1= -1 
. >12

' T ł T 0j kil i 1k >; •

.■ T T ~ -1. . ki l 11 k X.
s tąd

• T, ■ « = 1, ki 1 , .
Lud

= -1) ki 11
.’ .■ 1 ■ T 1i Ik 111

•

dla każdego i ,k < 2,3,4; •

Wykórzyiitajmy róynani e (16 )- (17 ):

( 1941 . T . r .= 1
251 i 1 .ii 4 25

(195) T , f T - 1312—241 415 342 • -

’ Wy b i. erzmy ro zw.1. ązai i ■ c
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Eudując dla tych rozwiązali odpowiednią (3 = 1) postać (181 lub

(62) otrzymamy

odpowiednich dztńłail

. M, = ~ 12 15 14
, X2(F )0

•-1,.

X ~ 1 X X1 i 1 1
x„ l ~xo M y

2 '2 • 2
det W =5 •

1 X_ x.Y 1-x, ~x„3 3 3 3
■ x, x, •x. 1-X4 4 4 4

Po wykonaniu o trzymamy

M, det Wv;; r^, x2. x^

A zatem badana funkcja ( ) jest rzeczywiście noi-sd: ruficzna.Roz­

patrywany przykład pokazuje, że funkcja ?(x. ,x_,x.z>x4) nie musi 
>234

przyjmować na ‘ wszystkich wierzchołkach kostki (z wyj 5tl iem czte

redl - Fj, P^ł ( w* r (f)) , ' rych ze... u) wartości różnych

oi zera. Podobnie, pokazaliśmy to .:!!-• funkcji. F(x,,x_,x,) w1 2 p po­

przednim przykładnie (K-..,., -- dowodna liczpa rzeczywista)1 J

lii..i...1* frzyklo'1 ten silu .-t.ru je

1’J.eeh będzie dana funkcja. określona na

twierdzenie 01 (część
1=5 s
X
I =1

rn.

S(fi , ,S_,3, . 31. 1 '' 2 5 . 5 >

(196) 4 C e? «-? o
5 ‘ 12 3 5

CS f

22 3 5 1
4

Traktując tę funkcj akcję następujących trzech zmiennych

(197) ■<, = (s , 8) > 4 j
ł

(3 , to*1 .* °1 ’ >2

t.ru


»1 *•»»

sprawdźmy, czy

Cl? ■'
x3

jest ona nomograficźna

D4 *

■ * ..

niech a,1 1 , a

ro F (o, , a 2 > a,) =3 5(1, 2, 3, 4, 5) == 36 . -
iV

“1 F(x^, a ,t <- a...) S(s1t 2, 3, 4, 51 = 27s] + 9
9

X2 = F(a_, x,,fi a_-) »3 ■ S (1, Sp, , 4, 5 ) = 16s2 — 4 s ~ + 16 3
£ =

3
F^, a2, xp« S (1, 2, 5, s4, Sp) - J(o4 - 1) (st - 1)5 ■ •

o t ąSl i • , 1
= ~ 3 ’ b„ ---- (.1z ; si, bx - d, o;■ ✓

V,/ * •

bal e j ciainy: - r

F =12 Etb,. b. , a5l . s(~ | , 1, H, 4, 51 = “ 64
~3

F _ =
13

Ffb,. a2 , b,) - c/------L o -z
»-* \ i > *- * s f ■» 05 “t

F =
23

i(a^, Op , b.) - S(1, 1, 8, 1, Ol = 6

Widzimy więn, że dla a =.(1, 2, 3, 4, 5), b = (” 1*8,1, O)

spełnione są założenia (111—(15• Dalej i .y

F ox = F(b.,b ,b 1 = Ś(- | , 1,8,1,01 = ~
123 1 2 5 5

- wzór (41 obliczamy pozostałe funkcj

i,k 1, ?., 3 1:

Xz; = T(x.,k,%) = s(s.,1,3,4,5) - I6(s. - 1)1 12 3 1 ’
= F(x1,a2,b5) = S(s^,2,3,1,0) = 2<1 - s., 1 

xl = F(b4,xo,a_l = 3(- ~ ,3o,s ,4,51 = I <2ar +

+ 16s9 - 5s9s, - 8)

Xp = r(a^,x9,b^l = i (1, Sg»S-j»1,0 = 8^ — Sg — 1
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4.' P(bl(a2,x5) = s(-| ,2,3,34,s5) -

- | (9 - ś4 - 21s5 + 5e4s5)

X? = y(ai,b2,x3) = s(1,1,8,b4;b5)= 2(4 - s4 - is5 + s4b5)

Otrzymujemy układ (14)— (15)

CT231 + *312 * *123 = ~3 

k j _ _ *izVa = yt
<"231 512 ?0 27

Okazuje się, że dla obu rozwiązań i ^12 P°stać . -

(0 ■= 1) (lub (110^)) odpowiadająca badanej funkcji S^SpSg,85,8^,35 i

nie jest z nią. tożsama:
t? 1?

12^13 128
"i * *0 " 31

det = i

1 27e, 4- 9i
16(s^ - 1)1

2(1 - sp

-36 -64/5 3/3

4/3(2s3+l6s2-5s2sy-8 • 16s„ - 4s_ t 16
ć. s..... ..

’ s5 “ s2 " 1
s? -64/3 T312

1/3(9-s -21s_r5s s > 2(bą - 4)(s5 - 1) 5(s4 - 1)(Sę - 1)

9/3 m
231

8/3

Po wykonaniu odpowiednich działań okazuje się; że

M det W1 SCs^ s2, s5, s^, )

Zatem na mocy twierdzenia 01 funkcja >(s>^s2’s3*sA*s5,to6' 

traktowana jako funkcja rrzech zmiennych x, = sv *2 = 1S2’B3)’

X, = U.sJ nie jest funkcją nomograflczną,
5 4 5

Przykład 5> Sprawdzimy, czy ta sama funkcja S(sJ| ,s2,s5,s4»s5 )

(wzór (/%)) traktowana tym razem jako funkcja trzech następują-



cych zmiennych

(198) • x1 = (s^ s2), x2 = (s5» s4), x3 = f?5 

jest .funkcją nomograficzną.

Niech a « (2, -1), &2 * (2, 3), a^ = -1. Zatem

Pe = F(a^ » a2, a^) = S(2, -1, 2, 3, -1) = 8

— F(x^»®2tU._) — S{ sf s2 , 2,3 , — 1) = ~5s^®2 ** a-j ~ ~

Xg = j *^2 *~ 8(2,—1,s^,8^,-1) — 4s^

® F(af &2 ,) — S(2,~1,2,-3»8^) — 5 . ~ 3s^
1 5stąd b, = (-2, ~ g), ba = (O, 9)» b_3 = . ■

Dalej mamy

F = F(b1,b2,a5) = S(-2, - | , O, 9, -1) = 8

? = F(bra2tb5) = S(-2, - - , 2, 3, | ) = “

F25 = F(ai,b2,b5) = 3(2, -1, O, 9, |) = 24

Widzimy więc, że dla a = (2, -1, 2, 3, -1) i b = (-2,

•, O,

O, 9, |) spełnione są założenia (11)-(13). Dalej
, 1 S 12RF123 = -S<-2’ 9 ’ °> 9, |) =~ —

Stosując wzór (4) obliczamy pozostałe funkcje

mamy

(i,k € {1,2,3j ):

X^ = F(x1,b2,&3) = S(s1,s2/O,9,-1 ) = -9(8^ + 8(j + s2 + 1 ) 

X'* = F(x1,a2,b ) = S(slfs2,2,3, |) =

= |(s.|s2 + 5s1 + 5s2 - 3)

X,7 ~ F(b^ ,:<2,a3) - S(-2, - g, S3*S4’~^ ~ 9^^S4 ~ ^^3^

X2 ~ ’x2* °3) ~ s'2>'^3,s4’ 4 ^ = 3^2s4 “

xl = F (b^ ) = S (-<i f - g , 2, 3, )= “ + ;
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- F(alFb2,x5) = S(2,-1,O,9,s ) = 9(s5 + 1)

Otrzymujemy układ (14)-(15):

/ m
) '

( T Tk 231 312

+ T = F - —231 312 123
F F F
ZAŚ. 1.y_2l

F*0

128
3

320
3

st ąd
8
3(198) = -40

lub
'ts

j T231 = 

) T .
312

Mamy:
dim

dim

1 Y2
2* 2’
.1 „2

ale

Zatem

1*1’ Xf* X-|J "

na podstawie

dim p x

twierdzenia 7 tylko jedna para rozwiązań jeuL

3-U

8
3

2

2

-40 ,

dopuszczalny. Wówczas otrzymujemy następującą postać (18) (dla s - 1)

(lub (Hop):
1 p F

X12 13 40
■ 1 ‘ *0. = 9

(199) det W1 =

-5s,ś2-s^-s?-1 -9(s1s.2+s1+s,+1 ) 1/3(s1s2+5s1+3s?-3

-8 8 -40/9
4/9(23^-38^) 4s, 4/3(2s -3s

4 J
8 8 rn

<312
' -5/3(s5+1) 9(y1) 5-3s5

-40/9 T?31 -40/9♦
Rozwiązanie (W) Tj12 " -8/3, ^231 = “^O nie ^est dol>re« A^e lla 

U3tf): = -8/3, T^ip - -40 det UJ5) przekształca się do po-



staci

ł
. t 9.., 1 8 c1 . 2 1 2

(200? J c. W, 3_ 0 , •8, •'
3 4 5 4 1

f 1 s ( ) j
5. 5

• .. przekaztaiceniach jeat tożsawońaj ov.-o r

b' .!)• ! fb '■ 4 ’

Zatem wy;- ■' ■ Cui • . . . '
‘ - 3 4 : ’

traktowanej 7^ .
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