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Jakoz, jeZeli
: q="1Tq(cosg-+nsing)="Lq.n?P,
to kladac Vi’q:a, gdzie a jest skalarem i oznaczajae ay przez «, otrzymamy
g=c%. . « « (4

Forma normalna kwaternionéw.—Algiebra kwaterniondw.

48. Wiemy, ze
E:r,?— Tq(cosptysingp)=89+Vq . « + . . . (1)
gdvuie Vg oznacza promien wodzgey dlugodei Zysing w kierunku prostopa-
dlym do plaszezyzoy kwaternionu. Prowadzae przez poezatek promieni wo-
dzacych uklad osi prostolinijnych i oznaczajae prze @, y, = wspolrzgdne kofiea
promienia V7 i oznaczajge jeszeze Sy przez w, otrzymamy
g=w—twityjtek . .. . (2)
Ten ostatni wzér nazywa si¢ formg normalng kwaternionw,
Z tego wynika, Ze
Sg="Tgcosg—=w (3)
Vo= Tosingq=wai+t-yj-+-2k N
Podnoszae obie strony tych réwnan do kwadratu i odejmujge od siebie
ofrzymamy

(80)*—(Vg)*=(Tp)>=w*+atyt2?, . . . . (4)

ztad c
Tq_—:l/wU—m“—f-y"‘-@E, PRI ()
a e i
7=T4.Uy,
wiee
_ wwiyi4-2k ©)
Voo tyte

49, Przekonawszy sie, Ze normalny ksztalt kwaterniondw jest
g=t0-Fai-yjok
moZemy kwaterniony uwazaé jako liczby zlozone wyiszego gatunku, w skiad -
ktérych wehodzg trzy jednostki urojone i, j, k ezynigce zadodé rdwnaniom
(@) § 39 i od jednostki liczebnej I. Jednostki urojone podlegaja prawu
lacznodeiowemu, wyraZonemu réwnaniem:
yk=(ij).k=i(jk),
nie podlegajg prawu przemiennodciowemu
Y=,
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czynig zad zadosé rownaniu
ai=1ta,
jeZeli a jest liczba rzetelng Iub urojong pospolita.
Zamiast wyprowadzié wyiej wyloZone wlasnodei z pogladéw geometry-
eznyeh moznaby bylo postawié je z giry jako okreflenie i badaé wilasnodei
liezh ksztaltn g==w-{-ai-37--2k, postugujae si¢ formulami algiebry zwyezaj-
nej (z temi ograniczeniami, ktdre pociagaja ze soba postawione okres-
lenia) *).
50. Dwa kwatcrniony
g=w—-wityj—tzk, q=w e iy j-Fek
nazywajg sig réwnemi, gdy majg miejsce nastepujgee réwnania
W=y L=y, Y=y, F=71.
51. Przy pomocy formy normalnej kwaternionéw mozna dowiedé, se
wypadki dzialah nad kwaternionami sg zawsze kwaternionami.
a). Prayjmujge, Ze zasadnicze wiasnodei dodawania liczb zwyczajnyech
(rzetelnych lub urojonyeh) maja tei miejsee i dla kwaterniondw, otrzy-
_mamy
71 0a=(wy +-'51 e e e ) k)“}"(wz +*’”2'H‘.’:' 2t k)=
(wy—~10g )~y iy iy j~yaf -2 k- 20k =
(wi—wo) (@3 Y- (1 4-92)j +-(214-2 ).
Z tego wypada bezposrednio, Ze
7 1+H1=0s+:
(114q2)+1=0:14-(72-1)-
b). Opierajge sig na zwyklem okresleniu odejmowania, otrzymamy
71— =(w1 +“'; f—i—y:}'—!—:: k) -—(wg+m3i—]—mg'i+y.-j 2 k)=
(wy —wy ) (@, — @iy — Y )71 —2 ). '
Widzimy ztad, %e jeseli
q1=0 2,
to
Wy =Wy, By =0y, Y=Yy, 27=22. (§ 50).
¢). Przyjmujac, Ze mnoZenie kwaternionéw jest rozdzielnosciowem
i opierajac sig na wlasnodeiach jednostek urojonych i, 7, &, otrzymamy:
T2 == (1040, — @ @y~ Y —2, 2, ) A= (W 25+ @y WY 23— 2,7, )
~H(wyYa—ay 2, Wo 2y @, A2y 01 Yy — Y122 Wy )k« o+ (D)
Oproez tego, mamy '
0:0:=(8q,~+V1q,) (S V72)=57, 87,457, Vg, 4574 Va4V, V.. .

2)
T 71=(Sq,+ V7.) (87,4 Vi, Y=87,.80, +872. Vg, +87,. V5. + V.. V. (

*) ' Btanowi to przedmiot algiebry formalnej, ktérej zisady wskazalimy w przed-
mowie, -
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Widzimy ztad, ze dwa iloczyny ¢,¢, i ¢,q, r6%nig sig tylko ostatnim
wyrazem.
Dla uwidocznienia tej réZnicy wypiszemy ostatnie wyrazy réwnah (2)
V. Viy=— (@, @Y1 9221241 2 —2.40) i+
 (my—rr )@y —ay ) . IR C)
Vg, Vg =— (@ @0y Yot 21%)— (Y1 22—, Y Vi
(210, —2y0 )] — (@ —0Y )k« o v 0 0 0 0 (d)
ztgd ofrzymamy nastepujace dwa réwnanias:
S(Vq, . Vg, )=8(Vq, V) D5 B e e
VY,V )=—V(V5, V1,

Na zasadzie tyeh réwnafn moZemy rdwnaniom (2) nadaé nastepujgey
ksztalt:
Q172=801 89,805 . Vi, 87, VoSV, Vi )V (V. V)
Ta:71=87, -S'?a"{"‘s"fﬂ- ti _i"’S"Yi ‘ Tf{f’z"‘l"s( Vg Vo) — (V. Ii’r'?z)
Iloczyn
0. Kq, =S, Vg,) (8¢,— Vg )=(874)* —(Vq,)?==Ng,=
w, -, >4y, 2-a=(7¢,)* (pordwn. § 34, 2).
Przy tej sposobnogei dowicdziemy jednego twierdzenia algiebraicznego.
Cuzynige

. (B

_ 01:9:=093, Kqy=K{(q,.9,)=Kq,.Kq,
ofrzymamy
Q3+ Kqs=Nqs==0,.9,-Kq,. K9, =Ny,.Nq ,
t.: )
Wy 2oty 2y -y 2= (w0, 22, 2, - 2 2) (1022 220?),
gdzie : - ' '
Wy ==Wy Wo— Ty Xy =Y, Yg—2, 7,
< dg==to, ¥y s Wat-y 2o —21 Y
Y3 =01y 5y W0y t-2 @y — w20
2y == 11 2y~ 2y W o -0, Yy — Y Ve _
Za pomocg formy normalnej kwaternionéw, opicrajae sig¢ na prawie
rozdzielnodeiowem tych liezb i prawie tgesnodciowem jednostek 4, j, & moZemy,
dowiesé [prawa lgeznosciowego mnozenia kwaterniondw, wyraionego réw-
naniem -

%29 =(2192)-8:=91(025)-

Jakoz, kladae

T 9y =@ iy g2, k

Qo =Wy a1y, |22k

Qs :1&?3——}—:?33 1:_]"3’ sJH'za ke ;
1 wykonywajace dzialania wyraZone przez (9192) 93 1 9,(qq,) ofrzymamy wy-

padki identyczne. j

'



d). Przez iloraz
BB s b oo o)

dwoch kwaterniondw ¢, i ¢, okreSlamy nowy kwaternion g, ezynigp,y zadod
rownanin
(adi=fy + + + + =« + « «(2)
7 tego ostatniego réwnania otrzymujemy
93+, K =9 Kq,,
czyli
W NV=00 K7, + o0+ o (D)
Z tego 16wnau11 ofrzymamy,
Ny, awg=wwy~Fa, 2,4y yo—-202,
NGy ey ==ty — W@ 241, —Ya7,
No Y=y —w0,y, 2,2, —w, 2,
N, 2y=tw0, 2y ~2, Wy~ 0 —Y, &,
Zbadamy teraz nieco blize]j whasnodei dzielenia kwaterniondw.,
Z rhwnania (J) otrzymujemy
- Qs _.__‘35'1('?1 C e (4)
9 —d= Ng,
ztad, kladae ¢,=1, otrzymamy

{_-—.._" —’:Eg_i I )
71 l No, @
" a tem samem
._i____ Kq, "hf‘(h . (6
o 71 "Ny, N-‘?' -N'?: "?t €
Mftmy teZ _
Ll — qz'ﬁ'qﬂzq"%ﬁq“-"q"% ..... . 7
" N, New g &
(?_&) (’h) Ky, .
2 92/ 91 KKy
79 Nz~ Nga DNy
QtK(’Za'?m) LT ()
N(Qa ) f,?s% 2
91 _?1'NG’3._41N‘?3 (‘72[{?3) ?1-K(‘12K’71)_..
(Qg 2:.K75 N(q,Kq,) T Np, 2
Qs

01 EKg)Kgs__919:K0s__0::05 @
' Ngs Ny, 72
Z tego cosmy wyzej preytoezyli wynika, Ze

LT L )1
9 Fa q,



Jakoz
' F AT S
2 9 {?: .-qula_%.% Qs

Niemniej prawdziwem jest tez réwnanie

%, fa—y.

4 . 2 q."‘.:f,
@2 9 s
lecz za to réwnania
9, 1102, 91 __T1
o "**’(’g)m' :
7s
nie’sa, prawdziwemi. -

WylozyliSmy tym sposobem teorye pierwszych czterech dziatan nad kwa-
ternionami, co sie za§ tyezy wyZszych dziatan, to dla szezuploSei miejsca nie
mozemy ich wylozyé i odsylamy czy:elnika do klasycznego dziela Hamiltona:
Elements of Quaternions, Section II. On Powers and Logarithms of Diplanar
Quaternions; with some additional Formulas.

7

Twierdzenie o iloczynach promieni wodzacych.

52. Twierdzenie. Skalar iloczynu trzech promient wodzacych wiedy tylko
emienia swdj wmak, gdy zachodzi zmiana w porzadhy cyklicomym caynnikbw €. 7.

—+-8efy=-}-SBya=-1{-Syep= } vt o¥ 0 0o D)
—Bey=—_8fay=—=~yBa.
Jakoz

Sufy=S0(fy)=8 j-a(Vfay)} +8 }atsw} :

Lecz poniewaz wSBy jest wektorem, wige Sza(S,‘j‘y =10, a przeto

Saﬁr::s{acm)[ = S[ «(V6) lz—sma.
W taki sam sposéb otrzymamy
Sayﬂ:_S{ V(a}‘).ﬁ ‘ :—S}‘ﬂﬁ:

SI,S. V(ey) t =—88ya. -

Supy=S] Vet)r |=—sper.
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Otrzymujemy wice
Safy=>=SBye=>_8yap=—Sayf==—Spay=—S8pe.
58. Oznaczajae trzy promienic wodzace «, B, ¥ praes

@yiA-y1-21k, @aityn )2, ky wyi-fyffegk

i wykonywajae mnoZenie ofrzymamy

Ty Yy %
SC\’@}J:— Lo yz 2y R T T T T S (I).

Py Yq %y

Jezeli w tym wyznaczniku zmienimy porzadek kolumn lub wierszy, to
otrzymamy te zwiazki, zachodzace pomiedzy skalarami iloczymu trzech pro-
mieni wodzacych, ktoresmy w poprzednim paragrafie podali.

Jedeli @y=w, y1==y,, #1=2,, t0 wyznacznik réwna si¢ zeru i bedziemy
mieli. ’

Seay=>~8e®y=10,
co tez powinno byé, gdy% @y jest wektorem.

Jezeli pomiedzy wspllezyonikami jednostek urojonyeh zachodzg trzy
réwnania linijne

@, @, Yy~ 2==0
. Y@~ Yy s7=0
2, -2, Y2 32=0,
“to ma tes miejsce rdéwnanie
aa--By+ye=o,
mna.cm;gce e trzy promienie wodzace e, B, y leZg na jedne) plaszezyimie.
Wypada ztad, e jekeli
Sofy=0. . . + « «(2)
to trzy promienia wodzace e, 8, y leia na jednej plaszezyZnie.
Do tego wypadkn moznaby bylo dojsé w sposob nastepujacy:
Wiemy (§ 44), 7c
Vep="TaTBsing.1y,
wige i
S(Va.y)="TalBsing. Syy.
Oznaczajgc przez kat 9 pomigdzy promieniamiz iy, otrzymamy
S(Vap.y)=~8afy=~— T T Tysing cos .

Lecz Ty.cos9 jest dlugokeig prostopadlej, spuszczounej z kohca promie-
nia y na plaszozyzne (oB), a Ze TuTBsing oznacza podwdjne pole trojkata,
zbudowanego na promieniach e, 8, wige Sofy oznacza szeéeiokrotng objetolé
pyramidy, zbudowanej na promieniach wodzgeych a, B,y jako na krawgdziach
i majacej wierzcholek w poczgtku. Jeli zatem SeBy=o, to promienie wo-
dzace lezg na jednej plaszezy’nie.

Zasady rachunku kwaterniongw, 7
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Odwrotnie, jeiéli «, B, y lezg na jednej plaszezyZnie, to I'ef, jako prosto-
padly do plaszezyzny (cf), jest tei prostopadiym ido promienia yi dla
tego

S(Vef.y)=~Refy=o.

Ztad wypada, %e réwnanie Sefy=o sluZy jako cech¢ do wyznaczania,,
ezy trzy promienie wodzgee lezg na jednej plaszesyZnie.
54. MoZemy zawsze wyznaczy¢ takie trzy wielkodei @, y, z aby bylo
an-By-+yr=0=wy iy j-+2.k,
gdyZ réwnanie to wychodzi na uklad trzech nastgpujacych réwnah:

@ a-t-ayy e, 2=,
YuYayYar=Ys
2 -2y -2y 2=2.
Z powyiszych réwnah otrzymujemy rdwnanie
e f y 0
@y @y Wy 0,
Y Y2 Ys Ya
% 2y %3 %
ktére mozna napisaé w nastepujacym ksztaleie
: 08aPy—=aSByd-|pSyad-4-ySefd . .. .« . (1)
stuzace do wyraZenia promienia wodzacego d za pomoeg trzeeh innych e,
B, y» Réwnanie to jest niezmiernie waZnem, ho daje nam moznodé rozloZenia -
dowolnego promienia wodzgeego d w kierunku frzech innyeh «, B, y, nicle-
.zaceych na jednej plaszezysnie. "
65. Wyprowadzimy teraz zwiazki, zachodzgee pomigdzy wektorami
iloezynéw trzech promieni wodzacyech. -
Poniewaz

=0

2Ved—=—2 F&u"".aa—ﬁa
wiec podstawiajac w to réwnanie VBy zamiast d, otr zymamy

2V (e.Viyy=e. VBy—VBr. @,
dodajae do tego réwnania

o= a.Sy—8f.q,
ofrzymamy

2V(8Veay)=ofy —Bya==(ap-Ba)y—p( ra-l—ar)-——
2y8ef— 2[38')’5:

V(e VRy)=ySef—BSye . « . . . . (I)
Dodajae do tego réwoania toZsamosé

V@Sgy)=aSBy,
otrzymujemy waZne réwnanie
Vaﬁy_._(tSﬁ'y——BSya—l—ySaﬁ o ooa (@)

ztad
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Zmieniajac w tem réwnanin « na y i y na e, otrzym'am'y
ViBa=ySBa—BSay4-aS)p,
ztad wypada, Ze
VolBy="yBik,. . « & « « (8
Z rdwnania (1) ' '
V(eViy)=ySuf—fSye
otrzymujemy ’
MBIyg=cSBy—ySefl
Ny Ve)=BSyae— «SBy,
a % nieh
P(eVBy)+ VEVIQ+-Vy Vaf)y=0 . . . (4)
Jejeli w réwnaniu (/) zamienimy « na Ve, to ofrzymamy
V(Veep. Vy)=yS(Va.8)~ BS(y. Vesf2y=—FiSueBy. (5).
PoniewaZ na zasadzie (§ 52) ;
_ S VBy)+-S(BVya)~-S(y V) =38y,
wiee dodajac to réwnanie do réwnania (4) otrzymamy
| oV By+-BVyaty Vap=38ay « . . . (6).
W § 54 podaliSmy wzbr dla dS«By, podamy teraz drugi wzor dla tego
gamego wyrazenia.
Fatwo widzied, 7o
V(y.duB)=V.y(S0af-VaB)=ySdaB-|V.y(0Sef—a SBI+BSIq)
=y8Vaf-+VydSap— Vya SBI-+TVyBSde . . (a)
Z drugiej zndw strony
V(yd.)=1.(8yd-Vyd) (SaB+Vap)=VeBSyd-4 VydSafs-V.VydVap
=VapSyd—+4VydSup— V. Ve Vyd
= Ve Syd+ VydSaB—o8efy4-ySefd . . . . . (D)
Pordwnywajae wzory (e) i (0) otrzymamy
08ufy=VafSyd-4VBySud-+ VyeSps . . . . (7). ;
56. Dla casterech wektoréw «, 8, y, d ma oczywiScie miejsce réw-
nanie ;
_ SaByd=_8(aVByd),
. leez poniewaz (2, § 55)
VByd=pSyd —ySpo-4-0.58y,

wige
; © Supyd=8up.8yd—Say.Spd+-8¢d. Sy . . « . (D)
Na zasadzie tego wzorn otrzymamy '
SByde =SBy.8wd—SBJ. Say—-4-Sef.Syd
a zatem

SeByd—~Byda=Fydof=8daBy . « . « . . (2
Poniewaz - '

af.yd=(Sap+-Vep) (8y0+-Vyd),
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wiee
Sefyd=_8aB.Syd+S(Vep. Vyd),
o ztad
S(Vep.Vyd)y=0upyd—8ef.Syd . - . . . « ()

87. Podamy jeszeze dwa wzory dla iloezynu dowolnej liczby uymkem
2 ktoryeh kazdy jest promieniem wodzacym.

Wiemy (§ 45, 7), Ze

K(aﬁr v A==k e L e e

Réwnanie to mozemy napisaé w ksztaleie

Sefy . . A—Vafy . . Ju=(—1)"uk . . yfe,
a e
Safy . « Au-VeaBy . . Au=afy . . . .,
wiee
28wy . . Au=afly . . MAd-(—=1)rud o -+ yBe
2Vafy . « p=afy . .An—(—=D)"vk. . )Be,
ztad oczywiScie wyplywa, %e
Sefy .« o Au=(—1)"Spy + + . yfa C ()
VeBy . . « p=—(—1)*Vph. . yfc ] 3

58. DPodane wyZej wzory geometryczne jasno pokazuja bogactwo prz e
keztaleen, ktérym podane byé mogg iloczyny promieni wodzacyeh, a Ze, jak
poniej zobaczymy, kazda forma takiego iloezynu ma pewne znaczenie geome-
tryczne, wige latwo widzieé, jak wazng rolg odgrywarachunek kwaternionéw
w badaniach geometrycznych.

Dla wykazania rozmaitoSei przcksztaleen, ktorym podane byé moga
najprostsze nawet wyrazenia, podamy dwa przyklady, ktdre sig esesto powta-
rzajy przy badaniach geometrycznych,

Jezeli O oznacza &rodek odeinka AA4', to oznaczajae 04 pracz e musimy
OA' oznaczyé przez —e. Nazywajae promich wodzaey dowolnego punkiu 7°
przez e, otrzymamy, Ze dla wszystkich punktow plaszezyzny prostopadlej do
odeinka 44’1 prowadzonej przez jego &rodek O, ma miejsce nastepujace
rOwnanie

Tlotw)=Te—e) « . + « (1)
Lecz rOwnanie to moZzemy jeszeze napisaé w ksztaleie
(o+e)*=(e—2)?% . . . ()
z ktﬁlego ofrzymujemy nastepujace 16wmme
0*-28gu-w?=p*—280a-}-c:?,
czyli Sga:o s owoxwow o a3

Temu ostatniemn r6wnanin mozemy nadaé ksztatt

pa—tag=0, . . . . .(4)

ktory jest identyeznym z réwnaniami
eg+t+Keg=0. . . . .(9)
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g‘: . - L] 'l » " . (i
SU%=o (6)

Bt & 2 W *n &
rvyi=1 (7).

Kasde z powyzszych rownai wyraza pewns wlasnosé plaszezyzny.
W ten sam sposdb wozemy tez i réwnanin kuli opisanej » punktu O pro-
mieniem réwnym OA="7« nadaé nastepujace ksztalty:
: To=Tats v« o:a & ¢ o ()
=Bt e e i)
T(?.):i. s 2 st i

2

o .
(s%) -*(V;) =1, ..(4)
Sle+9 ((—=8)=0. . . . (9
2TVeag=T|(x ) (e—e)] . (6)
o=(e-Fe)~"(o—u) - « . (7)
(o+a)*—28e(et-u)=0 . - (§).

Kazde » tych rownah wyraza pewng wiasnosé kuli. -

Zastosowania geometryczne wzoréw wyzej podanych.

§ b9, 1) Niech bedzie réownoleglohok ABOD i oznacumy AB=DC
brzez ¢, AD=DBC pruez B. Przy tem oznaczeniu bedzie AC = «-f,
BD=—f—c.

Poniewaz

(e HB)P=a-28aB 42 . + (§ 45).
Uwuzgledniajae (§ 44) i nadajge temu réwnanin ksztalt zwyezajoy, otrzy-
mamy
AC*=AB*+-BC*—2AB.BCeosB3,
znany wzor trygonometryezny.
2) Poniewaz

(e w?)“:a —28up-+p2,
(P e

wice

ezyli
AC-BD —AB -+ BC 4 DC+ AD
3) Poniewas
V(pd-a) (B—a=—VBa-Vuf=2Vup,
wiee biorae tensory ohu stron tego réwnania otrzymamy twierdzenie naste-
pujace Pole réwnolegloboku, ktérego boki praylegle sg réwne i réwnolegle:
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przekatnym danego réwnoleglobokn jest dwa razy wiekszem od pola tego
rownoleglohoku,

1) 80 (B—)=p*—a?,

z rOwnania tego widzimy, Ze ten saklar wtedy tylko staje si¢ zerem, gdy
=% t. j., gdy Te=TB. Ztad wniosck, Ze przckatne réwnolegloboku wte-
dy tylko przecinajg si¢ pod katem prostym, gdy réwnoleglobok jest ukos-
nikieni.

5) Ozmnacuzajac wiellodei 1 kierunki bokéw tréjkata branyeh w jednym
kierunku przez «, f, y, przez 4, p, v—katy zewnetrzne trojkata, przez s zas—
jednostke dingofei w kierunku promienia prostopadlego do plaszezyzny tréj-
kata, ofrzymamy (§ 47)

23 2u 2
@-Is 7Ty .}L:s 2y “.;.:5 T,
a
2% 2u Q0 24,20  2v

7Ts 7T, w _mw ' w
zkad B—s ") y=¢f; a=& y=¢ o

ostatnie z tyeh réwnan pokazuje, Ze
24 2u | 2o
en | n | m=l

Réwnanie to jest tylko wtedy mozliwem, gdy wykladnik potegi & jest
wielokrotnodcig 4. Najprostszy praypadek ma miejsce wtedy, gdy

Ae-pi4-v=2m.
ztad wypada Ze summa katéw zewnetrznyeh frdjkata rowna sie czterem katom
prostym.

6) Wyrazenia g=efe—"* (z ktorego bezpodrednio wypada ge=—«p).
jest oczywileie promienicm wodzgeym, ktérego tensor réwna si¢ tenso-
rowi . ' '

Poniewaz _

Beo=Pfeafa—=a *p*c—1,
wiec

Spe g=c?8*Su —1=o,
ktore to rownanie pokazuje, Ze ¢ leZy na plaszezyZnie promieni « i 8.
Pouicwaz dalej

Sug=_8pe=_Sefa—'e=~up,
wige promienie ¢ i § tworzg jednakowe katy z promieniem «, lecz po stronach
rdzoych, gdyz w przeciwnym razie o i 8 zlewalyby sie ze sobg. Jeéli wice
promien e jest normalnym do jakiej§ powierzchni odbijajacej i f kierunkiem
promienia padajacego, to ¢ bedzie kierunkiem promienia odbitego, -

7) Niech ABC (Fig. 14) bedzie tréjkatem; ABDE, ACFG dwoma
réwnoleglobokami, zbudowanemi na bokach 48 i AC, H—punktem przeciecia
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sig DI i GI% nalezy dowiesé, Ze summa pol
tych dwdieh réwnoleglohokdéw réwna sig polu
réwnologloboku, zbudowanego na prostych
réwnych i réwnoleglyeh 8C i AH.
W tym celu ezyniac
AE=e, AB=8, AC=y, AG=4,
otrzymamy
Al=c--af,

AHB=(a-}-oP)p

(Fig. 14), VAHB=Vaf . . . . ()
W ten sam spbséb otrzymamy

AH=04yy
AHLy=(0-yy)y
VAHy=Vdy . . . +(2)
Odejmujae od siebie réwnania (/) i (2) otrzymamy
VAHB—y)= Ve Voy=Vefpt-Vys,
czyli
VAH.CB=VAE.AB+VACAG,
Biorge tensory obu stron réwmania ofrzymamy wyiej wypowiedziane

twierdzenie.

Uwage.  Latwo widzied, e Vg i V79 maja jednakowe znaki. Doda-

Jjae wu}c{ do sicbie dwa réwnania (Z) i (2) otrzymamy
VAH(B4-y)=Vep-4-Viy=Vef—Vyd

t. j. Ze jezeli prazez I oznaczymy frodek hoku B, to réimica pél réwnoleglo-

bokéw ABDI i ACGI' réwna sig polu rownolegloboku, zbudowanego na

Al 4AH,

8) Sumuma kwadratéw bokdéw ezworokata réwna sig summie kwadra-
téw przekatnyeh i poczwornego kwadratu z prostej, Iaczace] drodki przekat-
nych. Jakoz, oznaczajac w caworokacic ABCD, AB przez e, AC przez g, AD
przez y, otrzymamy dla bokéw czworokgta nastgpujace wartofei: AB—e,
BC=p—a, CD=y—p, AD—=y, dla przekatnych zas: AC=p, B.D_y--u, dla

prostej nakonice ZX, lyczacej drodki J i X praekatnych 2K=%= 1;—‘}5'

Lecz tatwo widuied, Ze _
oA (8—a) - (r—B)*+r*=F*-(r—a)*+ (a+r—B)*
Biorge temsory obu stron tego rdwnania otrz zymamy wypowiedziane
twierdzenie,
9) Iloczyn promieni wodzgeych, przedstawiajacych trzy kelejno po so-
bie nastepujace boki czworokata, wpisanego w kolo jest promieniem wodza-
cym, idgeym w kierunku bhoku czwartego.
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Jakoz niech bedzie czworokat ABCD wpisany w kolo i niech AB=q
BC=p, CD=y i DA=0¢ bgdg bokami tego czworokata. - Oznaczajae przez
@y, B, yi 1 0; jednostki dtugoei brane w kierunku békéw otrzymamy

oy By =— cosg—|nsineg,
gdzie ¢ oznacza kat zewnetrzny czworokata przy B, y—uzas jedunostke dlugodci
w kiernnku prostopadlej do plaszezyzny caworokgta. Poniewai kat ¢ réwna
sig katowi wewnetrznemu przy D, wige oznaczajac kat zewnetrzny przy D
przez 1, otrzymamy
_ oty By ==cosy-t-nsinp.
Lecz poniewaz
?-‘ =cosy--psin,
1
wiee
dy=(cosyp-ysint))ys=ef1y.
Wprowadzajac tensory otrzymamy
_Ta.Tﬁ.fl'y_a )

txﬂy__.__w— e (D).
Z tego rOwnania otrzymujemy
afyl=—"Ta, TﬁTyTﬁ, P v (2_)

t. j., 26 iloczyn promieni wodzaeych, przedstawiajgeych boki czworokata wpi-
sanego w kolo, brane w jednym kierunku jest iloScig rzetelng.

Waiosek 1. Jeieli punkt D coraz bardziej sig zblizajae do punktu 4
ostatecznie z nim sie zleje, to czworokat wpisany przejduzie w trdjkat wpisa-
ny i bok D4 w styczng do kola w punkeie 4. Rownanie () pokazuje wtedy,
ze iloczyn trzech promieni wodzaeych, przedstawiajgeych kolejno po sobie na-
stepujace hoki tréjkata jest promieniem wodzacym stycznym do kola opisane-
go w punkcie, ktdry stuzyt za punkt wyjécia dla obiegu trojkata.

Whiosel II, Jeieli w réwnaniu (2), napisanem w ksztalcie

AB.BC.CD.DA=~—qa?
wyrazimy boki fréjkata przez réznice promieni wodzgeych hokéw, otrzymamy
(b—e) (y—f) (9—1) (a—d)=—a>

UwaZajac teraz punkt D jako zmienny i oznaczajae jego promien wo-

dzacy przez ¢ ofrzymamy réwnanie kola w postaci -
V(B—a) (1—B) (o—) (a—@)=0

§ 60.10) Znalesé warunek przecigcia sig wysokodei pyramidy tréjéciennej.

Niech ABCD beduie dowolng pyramidgtrojéciennsiniech OA=—=e, CB=8§,
0C=y beda krawedziami, wychodzacemiz puktu 0. Wysokodei pyramidy wy-
chodzgce z punktéw 4 i B mozna co do kierunku przedstawié w ksztalcie V8y,
Vye. Jeleli te dwie wysokofei sie przecinaja, to trzy promienie wodzace f—e,
. VBr, Vye leia na jednej plaszezy’nie i na zasadzie (§ 53) bedzie mialo miej-

sce rownanie ‘
S(8— ) VBy Vya=R(8 - &) V(VByVye)=o.
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Leez wedlug § 55
V(VByVya)=—1SBra,
wiee
S(B—e) V(VBy Vyu)=—8(8 - &)ySpye
=—8(fy — ey)SBye=(8uy—SBy)SBya=o0,
a ze Sfye nie moZe byé zerem, gdyi promienie e, §, y nie leZg na jednej
plaszezyimie, wige musi by¢
8oy ="y,
ezyli
(=B —r*—p*=(y—a)*—~y>—a?,
ktore to rdwnanie przechodzi w

(r=f)Fa*=(—a)*+*,

BC*{-04*=4(C"*+ 0B

Réwnanie to pokazuje, Ze warunkiem przecigeia sie wysoko$ei czworo-
keianu w jednym punkeie jest ten, aby summa kwadratow kazdej pary kra-
wedzi przeciwlegtyeh hyla zawsze jedng i tg samg.

11).  Jezeli ABCD jest caworobokiem (skoénym Iub plaskim), ktérego
kolejno po sobie nastgpujacemi bokami 8a «, g, y, J, to iloczyn afyd jest kwa-
ternionem, ktérego plaszezyzna jest styczng do kuli, opisanej okolo ezworobo-
ku w punkeie 4, bedacym poczatkiem obiegu.

JakoZ

AB.BC.CD.DA=(AB.BC.CA) (AC CD,DA): (TAC)*

Lecz iloczyny w nawiasach wyraZaja promienie wodzace, styczne do kol
opisanych okolo trojkatéw ABC 1 ACD (§ b9, 9, wn. II), wige oznaczajae te
styczne przez 7y i r, otrzymamy

AB.BC.CD.DA=1¢,1,: (TAC)*

Poniewaz wyzej wspomnione kola leza na kuli opisanej okolo ezworobo-
ku ABCD, wiec r, 1 vp ledg na plaszezyinie stycznej do kuli w punkeie 4,
wige 7,7, :(TAC)* wyraia kwaternion, ktdrego plaszezyzna jest styczng do
kuli w punkeie 4.

t.jw

¢. b. d. o.
. Wniosek. 0% kwaternionn 4 B.BC.CD.DA jest oczywiscie skierowang,
wzdinZ promienia 04, wige
V(AB.BC.CD.DA,=x.04

Uwaga. Poprzednie twierdzenie pozwala nam wpisaé w dang kulg
czworobok, ktérego boki s réwnolegle do czterech danych prostych.

61. 12). Ouznaczajac boki tréjkata 4BC, uwaiane jako promienie wo-
dzace przez e, f, y otrzymamy

p=y-te,
e=pr+be,

Zusady rachunku hwaternionso, 8
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— 882=88y-}-Spex
(T8)*=—T§ TycosA— TP Tecos C,
a, zachowujae znakowanie, uzywane w trygonometryi, otrzymamy
b==acos C-+-ccos A.
13). Mamy tei
yB=r"+rye

Vyp=Vy*+Vya=Vye,
Ty Thsin Aa="Ty Tasin(1800—B)n=TYy T'asinB.y,
ktére to ostatnie réwnanie po wprawadzenin zwyklego znakowania praze-
chodza i '

zkad

bsind=asinDB.
14). Nakoniec z rownania
e =F—y
otrzymujemy
@Bt =28y,
2 ktérego wypada znany wzér trygonomefryezny
' a?=b%1-c2—2bccos .

62. 15). Niech «, g, y oznaczaja jednostki promieni wodzacyeh, po-
prowadzonych od &rodka O kuli do wierzchotkéw 4, B, C' trojkata sferyczne-
go ABC. _

Oznaczajge katy tego tréjkata pruez A4, B, C; hoki za$ im przeciwlegte
przez a, b, ¢ otrzymamy:

i Suf=— cosc, Sfy=——cosa, Sya=~—cosh
TVep=sine, TVfy=sine, TVyr=sinb.
Jeieli teraz przez A', B/, ¢, oznaczymy wierzeholki tréjkata bieguno-
nowego wzgledem tréjkata ABC, to otrzymamy:
UVep=0C", UVBy=04" UTya=0B".
Ztad wypada, Ze
S(UVep.UVBy)= - cos(n— B)=cos 3,
S(UVBy.UVye)= —cos(mr— C)=cos(,
S(UVye, UVap)=—cos(m— A)=cosA.
Widzimy tez, ze
‘ TV(UVeapB.UVBy)=sin(n —B)=sinB, i t. d.
Lecz
S(Vap. VByy=S[(Vap+Saf) VBl=S(af V)
=Sa(fVpy)=Sa V(B Vy)=Sa(yS8—FS6y) (§ 65, 1)
. = —8Sey —SefSfy=cosb—cosacosc.
Z drngiej znéw strony
S(Vep. VBy)=TVep.TVByS(UVap.UVBy)=sinasinccosB,
ofrzymujemy wige znany wzor trygonometryi sferyezne;
cosa=cnsbcosc-+-sinbsinecosA.
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Do tego samego wypadkn mozna tez bylo dojsé daleko prosciej wycho-
dzac z réwnania
Ef ¢
y e J’,
Jakoz z tego rownania otrzymujemy

A wBan Lol o
SE=8E 8- L8V, V=
“=s5Ls2 (v ‘)

a z niego, po wprowadzeniu zwyklego znakownnia
cosa==coshrosc—~+sinbsineS(0C', UB'),
ezyli ostatecznie
cosa=cosheosc|-sinbsinc cosd,

16). Ouznaczajac przez ey, fi, y: promienie wodzgee 04', OB', 0C',
otrzymamy .
Vep. VBy=y,smne.a  sine=sinasincsin B.f,
gdyi trojkat ABC jest biegunowym dla trdjkata A'B'C",
lecz z drugiej strony wedlug § 55, 5

V(Vup.VBy)=—BSufy=81'a TpTysinc sing, (§ 53)
gdzie ¢ oznacza kat nachylenia promienia y do plaszezyny ef, wige uwzglednia-
jae, te Te=Tp="Ty=1, otrzymamy

sing=—=smasin B,

W taki sam sposéb oftrzymamy

sing =sinbsin 4.

Przychodzimy wige tym sposobem do znanego wzoru trygonometryi

sferycznej
sind __ sinB__sinC
sina sieb  ane

Zadania do rozdziatu Il

1. Dowieté, ze S(a-+B) (B-+7) (r-}-a)=28efy. (Dowodzi sig przez
bezposrednie mnozenie). '
| 2. Dowiesé, ze S(Vef.VEy.Vya)=-(Sefy)® (Stosowaé § 55, 5 do
V(VefVEY),

3. Dowiesé, ze S[V(VafVEy)V(VEyVya)V(VyaVef)]= -(Sﬂﬁr)‘

4, Dowiedé, ze S(VByVye)=y*Seff—Sy8Sya.

5. Dowiesé, ze «*g%yi=(Vapfy):—(Sefy)*. (§ 87).

6. Dowioll, fe B2y ==a(Shy)*HB2(Sye)*+r*(Sep)’—(Sapr)*—
28apSpySya. (§ 55, 2).

7. Dowicté, ze Sy Vefy=y*Sap (tak jak poprzednie).

8. Dowiesé, 4o (afy)*=w’8'y*+-2efySafy.
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9. Dowiesé, e S[V(a-4B) (B+1)ViB+y) (r+a)Viy+e) (a-p)=
L(Sapy)®

10. Dowiedé, de S(VeapyVByaVyes)=4528S fySyaSepy.

11. Dowiesé, ie Sm.:;S‘ﬂycT—Sﬁq;S‘yucc-I-SquJaﬁ—-—ASJ:;Sa{}y:_—u

12. Dowiaéé, ie (afy)?=2e8%*+a(By) B> (ay)*-r*(«f)*— «
2aySafSPy.

18. Dowies¢, e Vupy+aVpyd-RpVydatyVia=48apud.

14. Dowiesé, Ze wyradenic VefVyd+-VayVig{-VadVpy jest wekto-
rem. (§ 57).

15, Dowiesé, ze a®f*4-(Sefy)*=(Vafy)*

16. Dowiesé, %e Sq*=2(Sq)*— (Lq)™

17. Dowiesé, ze Sq*=(Sq)*-—38¢(T'Vq)*.

18. Dowies¢, ie Vo®=[3(Sq)*—(1'Vq)*]Vy.

19. Jakie tmerthemw geomefryczne moina wyprowadz.u, % Samego
ksztaltu rownania prostej o=(I—x)a-}-xf?

20. Jalkie twierdzenia geometryczne wyraZa rownanie p==eacosp--pfsing,

21. Dowied¢, Ze jeZeli na bokach tréjkata ABC, prostokatnego przy 4
zbudujemy kwadraty zewnetrzne ABFG, ACHE, to proste BK i F'C praeeci-
naja sig w punkeie O, lezacym na wysokosei trojkata, poprowadzonej przes
punkt 4.

22. Dowiesé, ie summa kwadratéw trzeeh bokéw tréjkata réwna sig
potrbjnej summie kwadratow z prostych, Iaczacyeh wierzeholki trojkgta z jego
§rodkiem ciezkosei.

23. Jezeli a, b, ¢ oznaczajg dlugodei krawedzi réwnoleglogcianu prosto-
katnego, wychodzacych z jednego punktu, to kwadrat pola frdjkata, majqcego
swoje wierzcholki w koficach tych krawedzi rdwna sig 'a(a®d%+-0%% 4 c%a®),

24. W kazdym czworoboku plagkim lub skosnym iloczyn z pruekatnych
i dostawy kata przez nie utworzonego rowna sig summie lub réznicy dwdch

iloczynéw z bokéw przeciwleglych i dostawy katéw przez tez boki utwo-
rzonych.

25. Dowies¢, Ze jeleli w pyramidzie tréjgraniastej OABC Lkrawedzie
przeciwlegle sa sobie réwne, to proste laczgce Srodki krawedzi przeciwleglych
s4 prostopadie do tych krawedzi,

26, Jeieli ze szeSeiu krawedzi przeciwleglych pyramidy tréjgraniastej,
cztery z nich tworza dwie pary prostych, przecinajacych sig pod kgtem pro-
stym, to 1 trzecia para tworzy uklad dwéeh prostych, prostopadlych do
siebie.

27. Z wierzeholka O pyramidy tréjgraniastej OABC poprowadzono do
podsta“y ABC prosty OD, tworzacs réwne katy ze dcianami 0AB, 0BC

i OC4; dowieé¢, ze pola OAB 0BC i OCA sg propor eyonalne do pol DAB
DBCi DCA.

w@

@
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98, Niech A BCD hedzie pyramidg tréjgraniasta, 4', ', ¢', D', §rodka-
mi ciezkodei §cian BCD, DA + . . Dowiedé, ze summa poteg dowolnego
punktu wzgledem kul, ktorych srednice sg A4', BA', CC', DD'i summa po-
teg tego samego punktun wzglgdem punktow, ktorych srednicami sa krawedzie
pyramidy maja sig do siebie w stosunku 2: 3.

29. Iloczyn promieni wodzacych, przedstawiajacych boki pieciokatu
skoénego, wpisanego w kulg jest promieniem wodzacym, stycznym do kuli
w poczatku obiegu.

30. Oznaczajge przes U4, OB, OC jeden uklad trzeeh osi do siebie
prostopadtych, przez OA', OB'i OC'—drugi taki uklad, wyprowadzié znane
wzory dla przeksztaleenia wspéhrzednych jednego ukladu we wspélrzedne
drogiego ukladu. (W tym celu nalezy dowolng dlugosé OM wyrazié pruez
wspblrzedne kofica M i kwaterniony elementarne).



