ROZDZIAL 1.

Dodawanie punktéw.—Rachunek barycentryczny.—Dodawanie promieni
wodzacych.

SRR

1. Chege punkt w praestrzeni nezynié wielkosoiq, musimy wprowadzié
pojecie punktow wiclokrotnych. W tym celu moZemy sobie wyobrazié, Ze
punkty obeigzone sa cigzarami, ktérych wielkodé jest wielokrotnoseis cieiaréw
punktéw pojedydezych. Z tego to powodn Mebius punkt n krotny nd okredla
jako n raz cigiszy od punktu pojedynezego A i zajmujacy to samo miejsce
w przestrzeni, Do tego samego celu moZna dojsé, uwazajac punkty w prze-
strzeni jako przedstawieiele odeinkéw réwnoleglyeh i réwnokierunkowych,
majgeyeh swij poezatek w tych punktach i ktérych diugodei sg proporeyonalne
do wagi punktéw.

2. Przez summg A-B dwéch punktéw pojedyhezych A i B, Mubius
rozumie podwojny punkt 2C, ktéry duzieli odeinek AB na dwie réwne czedci.
Mamy wige réwnanie

A-+B=2C,
albo
C="/2(4~B)
Z samego okreslenia summy punktéw wynika, Ze
: A4-B=DB+A '

to jest, Ze dodawanie punktdw podlega, prawu preemiennodeiowenay (Commutative
Principle).

Przez summe

mA-4nB

rozumiemy punkt (m--n) krotny C) ktéry odeinek 4B dzieli w stosunku n: m;
t.j. e 4G BO=n: m.

8. Latwo widzieé, Ze summa trzech punktéw po.]edyﬁcaych

8D=A+B+-C

oznacza punkt tréjkrotny 8D, bedacy Krodkiem cigikosei trojkata ABC;
ktérego wierzeholki przypadajg w trzech danych punktach.

Jakoz, summa A-+B oznacza punkt dwukrotny 237 we $rodku hoku A2
polozony; 2M--C za§ oznacza punkt tiéjkrotny 3D na linii CM polozony
i dzielaey ja w stosunku CD: MD=2: 1, czyli oznacza Srodel ecigikosci
trojkata.

Zdnﬂdy rachunku kwaterniondi. . 1
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Dla otrzymania summy A---B+C dodaliémy do summy (44-B) punkt €,
lecz latwo widzied, ze ten sam wypadek otrzymamy dodajae do 4 summg
(B4-0); tak Ze ma micjsee réwnanic

(A4-B)+ C=A+(B+0), _
t. J. Ze przy dodawaniu punktéw ma miejsce prawo {geznosciowe (Associative
Principle),

Latwo tes widziet, je summa n punktéw pojedyhcsych omacza punkt -
krotny, ktéry przypada we frodku cigzkodei uldadu tych punktow.

4. Na zasadzie wyiej podanego okreslenia, mozemy latwo dowiedé, de
summa p A 4-pdSpd4. . .. dp, 4, omacza punkt (pA-p,+
Ps—++ « =p ) krotny O, ktory praypada we srodkn cigzkodel ukladu punk-
tow p, 4, p,4, . « . . . p. A, tak e

}}lfIl+z)zAg'+ S I ] 4,
=@ 4Py » o v o F0) 0. . . o (1)

Gdyby$my poprowadzili dowolng plaszezyzne i przez dane punkty i przez
punkt O proste réwnolegle pomigdzy soba, az do przeciecia sig » plaszczyzng
w punktach 4', A', 4 's o+« « 0 to wedlug zasad statyki, réwnanie -

IA1£1’|+p2A311’2+ oo o pd A=
(ptpy e o ) 00" - (1)
sluzylo by do wyznaczania wspélrzednej 00 rodka cigzkodei ukladu punktéw.
Mobivs prayjawszy réwnanie (1) jako skécenie réwnania (7¢) uwaial wyraze-
nie p,d,Fp A, +p At . . . Fpad jako symbol frodka cigikodei O
i z tego powodu ealy rachunck dodawania punktéw nazwal rachunkiem ba-
rycentrycanym *),

5. Cheac dad cxytelnikowi pojecie na ezem polega istota. tego rachunku,
musimy przedewszystkiem Zwréeié uwage na fo, ze tak samo jak dla Srodka
cigzkodei trojkata 4BC mozemy tez dla kaZdego punktu O plaszesyzny troj-
kata ABC znale$é wzér lgezacy go 4 trzema punktami zasadniezemi 4, B, C,

o Jakoz, dajmy, ze prosta CO

M (Flig. 1) daieli bok AB w stosunku

/ \‘\. AC'; BC'=m: 1. Wedlug (§ 2)

B/ >4 punkt (I+4m) krotny C' bedzie

7 HH“‘:_‘::: ~’::/’ przedstawicielem summy LA-+m /3,

Aol L'\ M o Przyjmujae teraz, %e punkt O

o dzieli prostg CC' w stosunkn C' O:

e CO=n: (I+m), majdziemy, io

punkt (-Fm--n)krotny () jest przedstawicielem summy IA-mB-4nC,

tak Ze :

- (t-m4-n) O=lAd+4FmB4-nC

.0

" *) 4 F. Mibius, Der Barycentrische Caleill, ein nenes Hilfsmittel zur analytischen
Behandlung der Geometrie. Leipzig 1827 1.
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O=pA+4q¢B4rC. . . . (1)

Latwo dowiedé, e p, ¢, », oznaczaja stosunki pol trojkatow 0BC, 04C
i 0AB do pola trojkata 4BC.

Otoz Mibius stara sig wyznaczyé zwigzki zachodzgce pomiedzy liczba-
mi p ¢ i kiedy punkt O ma czyni¢ zado$é pewnym warunkom. W tym celu
uwaza te wielkodei jako funkeye zmiennej niezaleznej ¢ i dowodzi, Ze gdy fun-
keye te sg pierwszego stopnia ksztaltn a—-0t, punkt O opisuje linig prosta, je-
zeli sy drugiego stopnia t. j. ksztaltu a--bt—-ct*, punkt O opisuje przecigeie
stozkowe i t. d. Tym sposobem postgpujae, mozemy latwo otrzymaé roZne
twierdzenia o poprzeeznyeh tréjkata, sieciach geometryczuyeh, a przez wpro-
wadzenie stosunkéw anharmonicznych dowiesé réznyeh wlasnoSei przecigd
stozlcowyeh.

Jako przykiad dowiode twierdzenia Jana de Ceva., Wiemy, Ze dodawa-
nie punktéw podlega prawu lacznodeiowemu i przemiennodciowemu, wige
O=pA-+4-qB4-rC=(pA--gB)+rC=pA--(g B4rC)=¢B+(pA+r0),

t. j. Ze punkt O lezy na przecieein sig trzech prostych CC', 44!, BB', (Fig. 1)

!
z ktoryeh pierwsza dzieli bok AB w stosunku g;%:—;— druga dzieli bok BC'
1 " !
w stosunku %——L, frzecia nakoniec dzieli Dok AC w stosunku %:*E

Ztad wypada zrane tw1erdzenie

BA" CB' AC_r» p g __

470 BA TB ¢ »rp

BA', CB', 4C0'=4'C. B'A. C'B
Latwo tox widzies, ze wprowadzajae pyramide ABCD zamiast trojkata moze-
my za pomocg wxorn

O=pA4 -I—gB—]—rC’—f—sD 5w oap o w e o KB

zastosowaé rachunck baryeentryczny do figur w przestrzeni.

6. Z pierwszego wejrzenia zdawaé by sigmoglo, e rachunek barycentry
ezny jest rodzajem geometryi analitycznej, opartej na wspélrzednych trojkat-
nych na plaszezyznie, lub pyramidalnyeh w przestrzeni, lecz w rzeczywistosel
tak nie jest, Mobius bowiem wprowadzajac rachunek barycentryezny dal
poczatek nowej nauce, tak nazwanej algiebrze formalnej, przedmiotem badan
ktérej, moga byé zwigzki pomiedzy przedmiotami bez wagledu na ich tresé.
Ramki niniejszej pracy nie pozwalaja mi wehodzié w blizszy rozbidr tego
przedmiotu i musze sie ograniczy¢ na wzmiance, Ze dziedzina badah algiebry
formalnej rozeigga sig do wszelkiego rodzaju dociekatl, ezy to moralnyeh, ozy
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fizyoznyeh i %e ona zawiera w sobie jako szezegélny przypadek algiebre zwy-
czajna, zajmujacy sie wielkoSciami. George Peacock, D. I. Gregory, H. Gras-
gmann i Willlam Rowan Hamilton wypracowali podstawy tego nowego ra-
chunku, ktorego szezegblnym przypadkiem stanowia kwaterniony, znajdujace
nadzwyezaj szerokie zastosowanie we wyzystkich galgziach matematyki®).

Odejmowanie punktéw.— Promienie wodzace.
7. Pruzes réinicg
md —nB
rozumiemy punkt (m-—n) krotny O, ktory odeinek AB dzieli zewnetrznie
w stosunke 40: BO=n: m. To okreflenic widocznie jest wynikiem okre§lenia
summy.

Latwo widzieé, Ze rdZnica

A—B
oznacza punkt leZzgey w nieskofiezonofei i obeiaZony waga 0. 7 tego to powo-
du rézZnica ta wiadciwie punktu nie oznacza, nalezy wige nadaé jej inne
znaczenie, a najproSciej bedzie, jezeli przes te réinieq oznaczemy odeinek 5.l
Odecinek ten jest tylko zaleznym od A i B i zmienia swdj znak wraz ze zmia-
na A na B, co tez ma miejsce i z roznicy algiebraiczng 4—B.

8. PoniewaZ w kazdym odeinku nalezy uwzglednié jego dlugosd, kiern-
nek i miejsce w przestrzeni, musimy wyznaczyé, ktérych z tyeh frzech clemen-
t6w réznica 4 — B jest przedstawicielem. W tym eelu musimy zbadaé znaczenie
réwnosei dwoéch odeinkow AB i 0D,

Z réwnania

A BT ve -5 6 501

A-4-D=B--C.

Lecz A--D oznacza rodek O prostej AD (Fig. 2), B-C oznacza $rodek
A ¢ Dbrostej //C, wige rdwnanie (1) oznacza, Ze
przekgtne czworokata ABCLD w punkeie
przecigeia, dziela sig wzajemnie na czgdel
3 rowne, ozyli, Ze cuworokat jest réwnoleglo- -
bokiem, t. j. ze odeinki BA i DC sg réwne
B D . 1 réwnolegle. I'rzychodzimy tym sposobem
(Fig. 2). do wniosku, %e réZnica dwéeh punktow
“oznacza odcinek prostej pod wagledem jego wielkodei i kierunku, lecz nieza-

leznie od jego miejsca. '
Dwa odeinki z tego powodu nazywaja sig réwnemi, gdy sa réwne, r6wno-

legle i jednakowo skierowane.

wypada

*) Jako dalszy cigg niniejszej pracy, postaram sig wyda¢ zasady algiebry formal-
nej, opierajac sig na pracach Grassmans, H. Hankla i B. Peirca'a,
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Z okveflenia voZnicy punktow przy uwzglednienin rownania (1) wy-
pada, Ze wszystkic linie rownolegle schodza sig w jednym i fym samym
pukeie, nieskoncezenie odlegtym. ' ’

9. DPrzyjmmjae, ze prawidla dzialah nad punktami sg zgodue z prawidla-
mi zwyezajnej algiehry, otrzymujemy ’

BA-(4—DB)=A4, _
t. j. dodajage do punktu B, poczgthu odeinka B, roznicg (4— 1), ezyli od-
oinek B4, przesuwamy ten punkt o odeinek BA zaréwno co do wielkodei, jak
i co do kiernnku i ofrzymujemy koniec odeinka B4, Widzimy ztad, Ze odei-
nek B4 dodany do punktu, odgrywa rolg dzialacza, przesuwajacego ten punkt
iztego to powodu otrzymal nazwe promimia wodzacergo (vector), W na-
stopstwie promienie wodzace oznacza¢ bedziemy greekiemi literami, dingosei
zad ich—lacifiskiemi. Tak np. promien wodzacy £ oznaczemy litera «,
samg za8 dlugosé BA przez a. W teoryl kwaternionéw diugosé promienia,
wodzacego oznaczal bedziemy przez Te i nazywad bedziemy fensorem: (wydlu-
Zaczem) promienia wodzacego, jednostke za$ dlugosei w kierunku « oznaczaé
bedziemy przez Ue i nazywaé bedziemy wersorem (zwrotnikiem) promienia
wodzacego, tak |
e=cUa=Tuv.Ue=Uxa, T,
Do tego samego wypadku dojdziemy, przyjmujae, Ze prawo lacznodciowe
stosuje sig do summy B--(4—DB).
Przyjmujac howiem, Ze
BA4-(A— B)=(B-+4)—5,
ofrzymamy
(B4A)—B=2M—B=4 (§§ 21 7),
gdzie M ozacza Srodek odeinka BA.
Latwo tez widziet, ze dodajae (A— B) do dowolnego punktu 2 przesuwamy ten
punkt w kiernuku B4 o dtugods BA.
Jakoz
_ DA-(A—B)=(D+A4)—B,
lecz (D-4)=20, gdzie O oznacza frodek odeinka DA (Fig. 2), wige
D--(A— B)=20—B=0C, ;
Poniewaz O jest $rodkiem odeinka DA i BO0=0C (§7), wige odeinek DU jest
rownym i réwnolegtym odeinkowi 84, a zatem punkt D zostal przesunie-
tym o DA,

Dodawanie i odejmowanie promieni wodzacych.

10. Przyjmujge, Ze prawa zwyczajnej algiebry znajduja zastosowapie
do v6znic punktdw, otrzymujemy
(A— B)+4-(0-—4)=0—B,
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lecz (A—#) ounacua )_nomlcn wodzgey BA (Fig. 8), (C-— A)—promich wodzg-

ey AC, (C—B)—promiei wndmcy B,

4 wi ce

BA4-AC=BC, . . . (D
t. j. summa dwéch bokbéw tréjkata réwna
sig traeciemu hokowt, przebieznemas w kiciun-
u od pocagtlou pierwszego bokw do Fotien
9 ° drugiego.
(Lig. 8.) Dodawanie wige promieni wodzg-
cych jest identycznem z dodawaniem sil i predkodei.

Z réwnania
BA+AC=BC(,

otrzymujemy :
AC=B(0—BA,
t. j. 76inica dwéch bokbw tréjkata, wychodzacych z jedneyo punltu rdwna siy
trzeciemu bokowi, preebieinemu od kotica odjemmika do kovca odjemns).
Poniewaz

AB-+BA=AA=o,
wiee

BA—=—AB

t. j., Ze stawiajqe p?zed promieniem mmak (=), emieniamy jego kirunck na
Fierunel wprost pracciwny.

Poniewaz w tréjkacic ABC
AB+BO=AC=—CA,
wige
AB+-BC4-CA=o.
Latwo tez widzieé, Zo w kazdym wielokqcie ABCD . . . JKL,
ABA-BCH0D4- . . . JE-+KL+4LA=o.

Z tego ostatniego réwnania otrzymujemy

AB+-BCA-CD+ . . . +KL=—LA=AL,

11. Mozna dowiesé. ze prawa przemiennoSciowe i laeznofciowe stosnja

si¢ przy dodawaniu promieni wodzgeyeh,

Jako? z Fig. 3 widzimy, Ze
i BA+-AC=BC,
BD4-D0=BC,

a e BD=AC0, DC=BA, wige
AC4-BA=pA--AC.



[ Z (Fig. 4) widzimy, 2e

F AB-LB0O=AC,

/ (4B4-BC)+CD=AC}-COD=AD.
Lecz

[

B0+CD=BD,
wige
ABA-(BC+-0D)=AB+BD=AD,
wypada ztad réwnanie
(AB+-BC)4-CD=ABA(BCCD),
e wyrazajace prawo lgeznoSeiowe przy
dodawaniu promieni wodzacych.

(LMy. 4),
Zastosowanie dodawania i odejmowania promieni wodzgcych.

12. Jezeli «, p i y oznaczaja trzy promienie wodzace, wychodzace
z jednego punktu i lesace na jednej plaszezyinie, to mozna zawsze dobraé
takic liezby zwyczajne a, 6, ¢ aby bylo

aa—-bf+ey=o0 . . . .(1.)
Jakoz, kreflac trojkat o bokach réwnoleglych do danyeh promieni wodzacyeh,
majacyeh dtugosei @, b, e otrzymamy, e summa promieni wodzacyeh, przedsta-
wiajacyeh bokiltrojkata ezynig wlasnie zadosé rownaniu (1) (§ 10). Wypada
ztad, Ze kaidy promien wodzgey o, mouina zawsze przedstawié w ksztalcie
o=wea--bf, . . . .(2)
gdzie e i g oznaczajg promienic wodzace, lezace na jednej plaszezyinie z pro-
mieniem g. '
Latwo widzieé, Ze o oznacza przekatnia réwnolegloboku, kiérego boki sg
rownolegle do promieni e i 8.
Otrzymujemy ztad wniosck niezmierny wainy przy zastosowaniach teoryi do-
dawania promieni wodzgeyeh, a mianowicie, Ze réwnanie
' aa—+-bf=no,
pociaga za soba réwnania
- A0, o==0

gdy# ac-+bf oznacza przekatng rownolegloboku, znikajges tylko wiedy, gdy
i same Dboki réwnoleglohoku staja sig zerami.
Nietrudno tez widzieé, ze w praypadku, gdy «,f i y ozmaczajy trzy promienie
wodzgee, wychodzace z jednego punktu i nie lezgee na jednej "plaszezyZnie
aw--bp--cy oznacza praekatnia réwnoleglodeiany, ktorego krawedzie sg rowno-
legle do promieni wodzaeych «, §, y.
Réwnanie wiee

ac—-bf-~ey="0
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w przypadknu trzech promieni nie na jednej ptaszezyZnie pociaga za soby trzy

rownania
a_.:o, b:o, £=0,

13. Opicrajae sig na tem cosmy wyzej powiedzieli, postaramy sig do-
wieké niektoryeh znanych prawd geometrycznyeh na zasadzic dodawania
i odejmowania promieni wodzacyeh.

Niech O (Fig. 2) bedzie punktem przecigeia sig przekgtnych AL i B
réwnolegtoboku.

Wiemy, (§ 10), ze

B0O4-04=BA,
DO-+0C0=DC
a 7e
BA=DC,
wiee '
BO-4-04=D0-+-0C
zkad

BO—0C=D0—0A4.

Poniewaz réznica dwoch promieni wodzgeych jest promieniem wodza-
cym (§ 10), wige to ostatnie réwnanie jest tylko mozZebnem w dwdeh pray-
padkach:

a) Pr zekatne B8C1 DA réwnolegle

b) BO=0C, DO=04.

Pierwsze z tych przyduszczen jest memoiebncm wncc powstaje tylko drugie,
ktére dowodzi naszego twierdzenia.

14. Dowiesé, ze dwojsicczne bokéw trojkata przecinajg qu w punkeie,
ktéry odeina od kazdej z nich tuemq jej czedé.

Niech bedzie trojkat ABC (Fig: 5) i A4A', BB', CC' dwojsieozne jego bokdw,

Na bokach BC, ACi AB

obierzemy jednostki dlugodei,
ktére oznaczymy przes c«, g, y.
Oznaczajac dtugosdei bokow B C;
AC i AB przes a, b i ¢, otrzy-
mamy (§ 12) 5C=aca, 40=10g,
B AB=—g¢y.
Poniewaz
AB+BC=AC,

wige

G}’+£6ﬂ
Dla punktu O, przecigeia sig dwéch dw(umecznych BB'i CC' hokéw AC i AD
ofrzymamy dwa nastepujace réwnania:
AO=AB+BO=ry+BO
BUO=aBB'=x (—oy-+208),
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gdzie « oznacza jaki§ ulamek rzcezywisty,
wige
Ad0=cy (I—a)4-habf . . . . (1),

Leez z drugiej strony .

AV=4C4-C0=404yC0'=bf+y (—b-+1/2cy),
ezyli :

AO0=b3 (I=y)+"fayey . « « . . (2).
Odejmujge od sichio rownania (1) i (2) otrzymamy
¢y (d—a—"lay)4-08 (Yo~ 1-4y)=o,

Leez to réwnanie rozpada sie na dwa inne:

1—a— Yoy=0
I/MB —1—!—3‘:&,
ktore daja
J=1 ::?1'3.

Otrzymujemy wige

A40='fs (bf+-cy). . . (8).
Latwo widzieé, ze punkt O leZy na prostej A4'. Jako#, oznaczajge przez P
dowolny punkt na tej prostej otrzymamy ‘

AP=2% (ﬂgﬂ) = & (b8-cy),

gdzie & oznacza fakis nlamek (uwzgledniajac, de A4’ jest polowa prackgtnie]
rdwnolegloboku, zbhudowanego na hokach AC i AB).
Pordwnywajae to rownanie % réwnaniem (3) widzimy, e punkt O przecigeia
sio dwaojsiceznyeh hokdw BB'i CO' lezy va dwdjsieeznej A4’ i Ze
AO="/s (bp-tcy)=aAA'
; ¢. b. d. o,

15,  Dwojsicezne katow trojkata przecinaja sie w jednym punkeie. Za-
‘chowujae poprzedinie oznaczenie hokdw frojkata i przyjmujae, Ze punkt O
(I'ig. ) jest punktem przecigeia sig dwojsiceznyeh AA' i BB katébw Ai B

i otrzymamy

- 40=z (8+7), .
gdyt jak latwo widsie¢, gy
jest przekatnig ukognika, zbu-
dowanego na promieniach wo-
dzgeyceh g1 v.

Z tego samego powodn otrzy-
mujemy -

(Pig, 6).

bg—
OB=y(a—7)=Y (”“,Tc}"'.” )

Lecz .
A0+OB=AB,

Zasady rachunku Ewaternionfw. - . 2
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wige

a(fnty =L —py=e,
czyli
(aa--by) p-+[aw—(a-+|¢) y —ac] y=o.
Z tych réownan otrzymamy
' ae4+by=0
aw—(a—0) y=ac.
Réwnania te dajg

W
a-+b+c
a¢
s e
Z figury (6) widzimy, Ze
00=Cd-+4-A40,
a ke
: bﬂ-——aa
CA=—bp, AO= "l—b“‘f‘f-' B+
wige

bf - ao, ab
-l—b—l—c([3 =y = e
ktore to réwnanie dowodzi, Ze punkt O leZy na dwéjsiecznej CC', kata C.
Uwaga. Poniewaz

00=—1B-

Adl=2 (B4-y)
AA'=AB--BA'=AB--yBC=cy+y(lB—cy),
gdzie y oznacza stosunek liczebny odeinku B4’ do BC,
wige
o B+1=ybp+r (c—cy).

Otrzymujemy ztgd dwa nastgpujgce réwnania:

a=by, a=c—cy,
ktére po rozwigzaniu dajg

to jest
BA": A'C=c: b.
Réwnanie to daje nam znane twierdzenie, %e dwdjsieczna kata tréjkata dzieli

bok przeciwlegly na dwa odeinki proporeyonalne do dwdeh pofostalyeh
hokéw
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16. Niech O (Fig. 7) bedzie dowolnym punktem obranym na plaszezy-

znie trojkata 4BC i 4!, B!, ¢' punktami, w ktérych proste 04, 0B i OC, 1a-
¢ czgce wierzceholki trojka-

y ta z punktem O przeci-
najg boki tym wierzchot-

9 \\H\ kom przeciwlegle.
\ ‘“\M__\\ - Oznaczajac promienie °
\ wodzgee OA 1 OB przez
o B @if, otrzymamy
s Ofl=ma--nfB (§ 12).
i Latwo tez widzieé, Ze dla
bokéw trojkata ofrzymamy nastepujace wyraZenia:
AB=f—ea, BC=me-{(n—1) B, CA=(1—m) a--nf.
Przy tych oznaczeniach otrzymamy
0C'=w (ma-}-nf)
0C'=a+y (B—e),
gdzie y oznacza stosunek AC': AB.
Z tych dwdch rOwnan otrzymamy

y _AC'_n
= ()
W taki sam sposéb otrzymamy
0B'=+f
0B'=me~+nf4t (a(L—m)—uf],
zkad
-_t-—::f'_@:—-m . (2)
1—t B'A
Nie trudno tez znalesé, Ze
04'=ue
04'=p+v [nat-(n—1) B],
ztad
v B 3 (3)
I— 4'C """ "7
Pomnozywszy przez siebie trzy réwnania (1), (2) i (3), otrzymamy

AC' Cp' BA'
TF B4 CA "
wyraZajace znane twierdzenie. (Pordwn. § 5). :

" 17, Znaleéé érodek ciedkosei ukladu punktéw. Niech®beds dwa punkta
materyalne 4 i B, ktéryeh massy m i mu; ich érodek cigzkosei, jak wiadomo,
przypada w punkeie C, dzielacym prosty AL na dwa odeinki tak, e BC
: CA=m: my. Niech dalej U bedsie poczatkiem promieni wodzgeych,
cheemy wyznaczyé promien wodzacy ¢ érodka cigzkosei, wiedzge Ze promienie
wodzgce 04 i OB punktdw A1 B 83 ¢ i a,.
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Wiemy, Ze
, AB=a —ua,
a zatem :
my
. A C_'m—|—m —a
ztad
m
00=04+4-4C=u |- ”-;1—_;;? (e, —cx),
“a wiee

____mam, e
OC.....Q-—- m—l—»m1
Wprowadzmy teraz do ukladn nows mass¢ me, znajdunjacq sig na koneu pro-
mienia «2. Wiadomo, Ze $rodek ecigikoSei ukladu trzech mass praypada
we frodku cigzkodei punktu Ci massy ma; wynika ztad, e promieh wodzacy
frodka cigzkodei tych trzech mass dany bedzie wyraZeniem:

(m+m m“—l‘ﬂ 4 Oy _‘_”1 @, ma+m[ i _I'm, %
(m{—mﬂ -]—mo - mmy,—-m,

Dla dowolnej liezby mass otrzymamy

_ Zme
T 3m

Réwnanie to moZemy napisaé

Em(aégjzo_
Lecz biorac pod uwagg jedna z mass np. m,, widzimy, %o (@,—¢) oznacza
promienn wodzacy magsy m odnofnie do &rodka ciezkofei wkladu, a Ze m,
(e, —e@) oznacza promiel wodzgey majgey ten sam kierunek i poczatek co
pierwszy, locz mu razy od niego wigkszy, wige praychodzimy do twierduenia:
Summa promieni wodzqcych mass ukladu, wychodzqeych ze $rodka cigikodci

tego ukladu i powighkszonych proporeyonalnie do wielkosei tych mass réwna sig
260U,

Rownanie linii prostej.

18, Jeieli przez punkt staly O, obrany jako poczatek promicni swo-
dzaeych poprowadzimy promien OM, réwnolegly do danego promicnia «, to
rOwnanie

o=pec '
oznacza promiet wodzgey O, jezeli diugosé OMjest p razy wigksszg od dlugodei
«, Jedeli teraz zamiast ilodei stalej p podstawimy ilo$é zmienna =, mogaca
przybieraé wszelkie mozliwe wartosei rzetelne, to réwnanie '
o=l v v w- s i (L)
oznaczy¢ moze promien wodzgey kazdego punktn prostej réwnoleglej do « i
przechodzacej przez poczatek promieni wodzgeyeh, czyli innemi stowami, réw-



