ROZDZIAL V.

Rozwigzywanie réwnar kwaternionowych.

Y

76. Przy rozwigzywaniu rozmaitych zadaf za pomocs kwaterniondw
zachodzi czesto potrzeba rozwigzywania réwnain, w ktdrych niewiadome sg
kwaternionami lub wektorami (poréwn § 62,3). Otéz rozwiazywanie podo-
baych réwnan przedstawia pewne trudnodei, pochodzgce stad, Ze mnoZenie kwa-
- ternionéw nie podlega prawu przemiennogciowemun. Tak np. réwnanie

ag-Hqb=se,
gdzie a i b oznaczaja kwaterniony wiadome, 7 za$ kwaternion niewiadomy
nie moZemy, wogoélnosei méwige, rozwigzaé piszac (a--b)g=c. Hamilton, to
réwnanie rozwigzuje w sposob nastgpujacy:
~ Mnozge dane réwnanie przez Ko, nastepnie b przez dane réwnanie ofrzy-
nuje
Ka.aq+4-Ka.qgb=Ka.c
czyli
(Ta)*q+Ko.qb=Ka.c
i
agb--qb=cb
Dodajge do siebie ostatnie i pierwsze z tych trzech réwnan otrzymamy

7.(Ta)*+~(Ka-a)qb-+-qb*=Ka c--cb,

9[(Ta)*+-28a.9b-+-b*|=Ka.c-cb,
ztad bardzo latwo otrzymaé ¢.
Przyklad ten dowodzi juz, Ze nalezy zastosowaé szezegdlne metody dla
rozwigzy wania réwnan kwaternionowych.
Poniewa iloczyny aqb i bga nie sg w ogélnosei rownemi, wige ogélnym
keztaltem réwnan linijnych kwaternionowych bedzie

czyli

Eagqbn:_—_.c.
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R6wnania sfopnia drugiego obok wyrazéw aq®, 42D, aq®b mogs jesucze
zawieraé wyrazy aqbqe, wige ogéloym ksztaltem réwnai stopnia drugiego
bedzie

nza,,qbﬂqc,‘—{—ﬂll’qucmzk.

Modna tez latwo widzieé, jaki bedzie ogdlny ksztalt réwnania stopnia
n-go. Dla rozwiazania takiego rdwnania moinaby bylo wszystkie wiadome
kwaterninny wehodzace w sklad tego réwnania przedstawié w ksztalcie -
a-+Bi+tyj +3k, niewiadomy za$§ kwaternion w ksztalcie g=a ;-2 i-{-a, j+ayk,
Poréwnywajac ze soba wspStezynniki jednostek i, 7, &, i ilodei} od tych
- jednostek niezalelne, otrzymamy czfery réwnania stopnia » z czterema nie-
wiadomemi o, @, @,, ;. ROwnania te prowadzy do réwnania stopnia nf,
Sprzeciwialoby sig jednakie zastosowaniu rachunku kwaternionéw do geo-
metryi, gdybySmy rozwiazanie réwnah podobnego rodzaju redukowali do wy-
znaczenia czterech wspolezynnikéw, gdy? takie rozwigzanie nie daloby bez-
posrednio znaczenia geometrycznego otrzymanych wypadkdéw. Z tego to po-
wodu Hamilton podat metody rozwigzywania réwnath linijnyeh i kwadrato-
wych opierajae sie na wyznaczeniu skalaru i wektoru szukanego kwaternionu,
Metody te sg bardzo skomplikowanemi i nadzwyezaj doweipnemi (Lectures
on Quat. § 559 i 631). Metod tych w calej rozeiaglodei podaé nie moZemy
i ogranicza¢ sig musimy na réwnaniach linijnyech w formie podansj przez
Taita (Element. Treatise of Quater. Rozdziat V). :

T77. Nim przystapimy do rozwigzywania réwnan kwaternionowych,
musimy jeszeze powiedzied kilka sléw o tak nazwanych b kwaterniona-h. Do-
tychezas rozpatrywalidmy tylko takie kwaterniony, w kiérych wspolezynniki
jednostek 7, j i & sg ilosciami rzetelnemi. Moze sig jednak zdarzyd, Ze rachu-
nek z wektorami Inb kwaternionami doprowadzi do iloSei wrojonyech zwyczaj-
nych., Tak np. szukaj ge promieni wodzgeych punktéw przecigeia sig prostej

o=p+ay
z powierzehnig kuli
g2,
otrzymamy dla wyznaczenia skalaru niewiadomego @, réwnanie

B2y ey,

(SBr)*<y*(f*—e?)
daje dla = pierwiastki urojone ksztaltu a+b[/moniewai za8 @ jest ska-
larem, wige i |}/ —7 jest skalarem, podlegajacym prawu przemiennoScio-
wemu.
Ot6Z wektor ksztaltu

ktére, w przypadku

e=a-HBl" =7,
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Hamilton nazywa biwektor¢m, kwaternion zad

7=q1+1q al/ '__1;
w ktérym 71 ¢, sg kwaternionami o wspélezynnikach rzetelnych nazywa bi-
kwaternionam,
Latwo widziet, Ze
81,41V —1)=8¢,4-V —-18¢,

Vinta.l) —D=Vy,+) =1Vg,
Dla otrzymania tensorn Ty uwatamy, %e
(Tq)*=qKq=(Sq+Vq) (8—Vy)=
(Sq,+V =187, +Vq, +V —1Vg,) X (8g, + 80V —1- Vg, -V —1Vg,)=

(1y, )g_{T'?z)2+2l’/—_LS(?1 Ky,).

7 tego ksztattu tensoru widzimy, %e tensor kwaternionu urojonego moze
sig réwnaé zern chociazby skladniki g i ¢, nie} byly zerami, gdys Z'q=o,
w przypadku gdy .

Tq, =102 S(q:K7,)=o0.

Réwnanie '

Re=g,
gdzie ¢ oznacza kwaternion urojony ma nieskorezenie wiele pierwiastkéw.

Jakoz kladge

g=ttg-a, i-tsj4-w, &,
¢ =(Ty)*=0 4, *-wa >~y *=o0,

ktdre to 16wmmie ma nieskonczenie wiele pierwiastkdéw, w praypadku gdy
@o, @y, @y, 7, 85 ilofciami wrojonemi zwyczajnemi.

Wypada stad, %e iloczyn dwdch caynnikiw nie zawsze si¢ zmienia 26 2miang
Jednego z czynnikéw. JakoZ oznaczajac prze ¢ jeden z pierwiastkow réwna-
nia ¢%=o, ofrzymamy, Ze za rdwnaniem

7'q'=,

otrzymamy

idzie r¢wnanie
- 7'(g" g y=r,
gdzie @ jest dowolng liczbg urojong szwyczajna.
Poprzednie rozumowanie dowodzi, e dzielenie hikwaterniondw jest dzia-
laniem wieloznacznem.
78. Réwnanie kwaternionowe wiedy tylko ma zupelnie oznaczone
rozwigzanie, gdy strona wiadoma réwnania zawiera skalar i wektor.
Tak np. réwnanie g=¢, gdzie :
e=co+-¢,1}c¢.j+csk="T'c(coser-|-)sing)
jest zupelnle dostatecznem dla wyznaczenia 7.

Zasady rachunku kwaterniondw, 11
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Jedli za§ mamy rownanie Ty=co, gdzie ¢o jest skalarem, to otryy-
mamy
g=¢, Ue,
gdzie ¢ jest zupelnie dowolnym kwaternionem.
Tak samo réwnanie Sp=a, gdzie a jest skalarem daje
q =ﬂ+(€ y
gdzie « jest dowolnym wektorem.
Réwnies 1 réwnanie 7'Vg=D0 ma rozwigzanie, zawierajace trzy dowolne
skalary. Jakoz z danego réwnania wynika, Ze
g=w-Lp,
réwnanie to zawiera trzy nieoznaczone wielkodei a mianowicie w i dwie, shi-
Zace do wyznacezenia kierunku promienia j.
Réwnanie VaVg=] daje rozwigzanie, zawierajace dwic ilogei nieozna-
czone, Jakoz kladae Sy=w, otrsymamy
Ve q=Va(Sy+Vq)=a+-p,

wg=y-+za+-p,
gdzie y oznacza skalar eg. Widzimy wige, Ze rozwigzywaniem danego row-
nania bedzie

zkad

=ty fa o
Rozwigzanie rownania Veg=f ofrzymuje sig w sposobh nastepujacy.
Oznaczajge Swq przez «, znajdujemy

aqg=w-+4,
g=a*(m+-4).

Réwnanie to zawiera jedng tylko ilosé nieoznaczona,
Nakouiec réwnanie

vkad

ag=f
daje
g=a .
79. Przychodzimy teraz do rozwigzania ogélnego réwnania stopnia
pierwszego
Sangbp=tc.
Przedewszystkiem dowiedziemy, Ze rdwnanie takie zawsze sig sprowa-
dza do rdwnania, zawierajacego tylko same wektory.
Jakoz kladac
@nb =Sanqba4-Vanqby=81abng+ Vaugb=>58f1q+Va,qb,,
ofrzymamy
Z8fug+-EVanqby=r,
alho po uproszezeniu :
Sfy+-3Vaaqba=ec.



= A e

Biorge skalar i wektor obu stron tego réwnania, znajdujemy
Se=8fy==8f.S¢-4+8(V{.Vq)
Ve=23Vaqby=32V[au(S7+Vq)bu]
=387 Va,bu-+2V(a, Vohy)
=893Va,b,--ZV(a. Vqby).

Po wyrugowanin Sg otrzymujemy réwnauie linijne dla Vy. Oznaczajac
Vg przez ¢ znajdujemy, Ze to réwnanie bedzie mialo ksztalt

d==aSBg—+y Vagd,
jesli dla uproszezenia opuseimy znak 2. Leez wedlug (§ 55,7)
0SeBy=VufSyo + VByScogtVyaSpo.

Podstawiajae w poprzednie réwnanic wartosé dla ¢ z tego ostatniego
rOwnania otrzymamy dla wyznaczenia ¢ réwnanie ksztaltu

ZeoSlio—=1'¢ & & w0 @ = & (D

JeZeli z tego réwnania wyznaczymy o=7Vq, tojedno z réwnat dla S
lub Ve da nam Vg, a tem samem g=S¢-Vq.

80. Zajmiemy sig teraz rozwigzaniem réwnania (I) §.79. W tym
celu pierwsza strong tego réwnania oznaczmy przez ¢¢. Funkeya ta jest
przerwszego stopnia wzgledem ¢ i oznaeza promien wodzacy.

Oznaczajae przez ¢~*' funkeye odwrotng wzgledem o, t. j. taka, Ze
¢ (go)=0, widzimy, Ze réwnanie (1) § 79 daje g=gy~'y. Wypada ztad,"Ze
dla rozwiazania rownania wektoryalnego dosé bedzie wyznaczyé ksztalt funk-
eyi g% W tym celu musimy zbadaé zasadnicze wlasnosei funkeyi ¢,

81. Z samego_ksuztaltu funkeyi ¢ wypada:

1. gloteitot - + « )=gotgo, 9o+ . « .

2. dpo=g¢do. Rownanie to jest wynikiem poprzedniego i okredlenia
rdzuiezki.

3. gag=apg, gdzie « jest dowolnym skalarem.

4, ¢~ 'g=q¢™', gdyz dzialania wyraZone znakami funkeyi ¢ i ¢!
wzajemnie 8ig zZnosza.

W tem miejseu wypada nam nadmienié, Ze dzialanie oznaczone przez ¢
n razy powtorzone oznaczaé bedziemy przez ¢, tak samo i dzialanie oznaczo-
ne przez ¢ %, » razy powtorzone, oznaczaé bedziemy przez ™.

82. Dla otrzymania ¢—'9 oczyli dla odwréeenia funkeyi ¢ (inwersyl
funkeyi ¢) musimy jeszeze wprowadzié funkeye spreciong s go i ktbry ozna-
czemy przez ¢'g.

Z réwnania

go=23uSBo :
za pomocy dzialania 8.7, gdzie o oznacza dowolny promien wodzgey otrzy-
mamy
Soqpo=I87aSfo=380pS7c..
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Oznaczajac SpSuc przez ¢'c otrzymamy
Sogo=8gp'(e) » + « « . « ().

Funkeya ¢’ nazywa sig funkeys sprzeZong wrgledem ¢ i réwnanie (1)
stanuwi jej wlasnodé charakterystyesng. Funkeya o' roZni sig od o tem, Ze
w niej przestawiono litery «if. ZXatwo widzied, Ze na odwrdét funkeya ¢
jest sprzezong wzgledem o.

Jezeli g'=1, to powiadamy, %e funkeya ¢ jest §;rzedong wrgledem sie-
bie samej.

Dodajae do réwnania (Z) réwnanie

S7p'o=Bypx
otrzymamy réwnanie
So(p +9")e=>S8u(p+¢")s,

ktore dowodzi, ze funkeya oo’ jest zawsze wagledem siebie sprz¢zong.

Opréez tego, poniewaz

Sepe==5pgp'e, albo Segp—9')e=>,
wiee promied wodzacy (¢—¢')e jest prostopadlym do g, cuyli, e
(p—9')o=Vde.
Wypada ztad, Ze
po="4(p+9")e+i(p— 9" )e=%(p+9p o4 Vde,

t j. ze kazda funkeya wektoryalna i linijna o réini sig od funkeyi sprugzoné;
wzgledem siebie wyrazem ksuztaltn Vdg, gdzie ¢ oznaczy dowolny wektor.
Jeteli funkeya ¢ jest sprzczong wzgledem siebie, to promiel d staje s¢ zerem.

Eatwo widzieé, Ze kolejne zastosowanie dzialah o i 1, odpowiadajacych
dwoém funkeyom wektoryalnym i linijnym prowadzi do nowej funkeyi Jinij-
nej i wektoryalnej.

Za pomocy tej prostej uwagi moZna dowiedé, e funkeya @o' jest sprug-
zong wzgledem siebie. Jakoz

Segp'o=8¢'o¢'e="05¢'¢y' c=8s99'e.

Oznaczajac przez g dowolny skalar znajdziemy, ze funkeya (9--¢)e
jest wektoryalng i linijna, jeZeli nig jest ¢ i2e funkeys wzgledem niej sprag-
zong jest @'g.

83. Po wyloenin wyZej podanych wlasnofci funkeyi ¢' moZemy
przystapié do odwrdcenia funkeyi ¢.

Poniewai kazdy promien wodzacy mozemy wyrazié przez trsy - inne, nie
na jednej plaszezyZmie leZace, wige prayjmujac, Ze wogélnodei trzy promienie
0, 90, ®*0 nie leZa na jednej plaszozyZnie, otrzymamy

—glo=wo+ypa+<9%, « .« ()
gdzie x, y, = oznaczajg wspolezynniki rzetelne, od ¢ niezaleine.

Stosujge do obu stron popriedniego réwnania dzialanie, wyraZone przez -

@' otrzymamy '

— 9 e=wg " 0+yo-2p0
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— g~ te=yet:p0+g%¢. -+ (2).
Tym sposoben wyrazilia‘smy funkeyq ¢—! za pomoca dzialah hezposreduich.

Dla wyznaczenia wspolezynnikéw a, y, z dostatecznem hedzie zastepic
w réwnaniu (I) promien ¢ przez trzy dane promienie np. i, j, k, przez co
otrzymamy trzy réwnania z trzema niewiadomemi.

Pozostaje nam teraz dowied(, Ze nawet w przypadku, gdy promienie g,
@0 1 % nie czynig zadosé postawionemu wyzej warunkowi, to jednak row-
nanie (1) ma miejsce.

Jezeli promienr ¢p jest rdwnoleglym do g, t. j. gdy ma ksutalt ko, to
¢3o=N%, a zatem p’¢ ma ksztalt (1), w ktérym y=a, z=1.

Jedli o, wo 1 %0 lezg na jednej plaszezyinie, to

9*e=po+qge
zkad
¢ “e=pge-q9*e=pre-+(P+1*)pe,
réwnanie majace ksztalt (1), w ktérém z—o,
Jezeli w rownaniu (2) a=o, to przy yzu, dziatajac symbolem ¢—*,
ofrzymamy '
y9~ o= —(2e+gp0)-
Nakoniee, jezeli @=0 i y=r, to
#~le=—0¢.

84, Dla objasnienia ogdlnej metody podamy przyklad ciekawy, znaj-
dujacy waZne zastosowanie w feoryi powierzchni, majacyeh Srodek, Zoba-
czemy pozniej, ze dla elipsoidy gg przybiera ksztalt

po=—1a"Siy -—Jb“SJg—kc‘éLo
Aastqprugc kolejno w tem réwnaniu ¢ ]_)1 zez 1, j, k, otrsymamy
pi=ia’, p*i=ia*, pi—ia"
@j=jb* 9% j=jb*, ¢"j=jb°
pk=rke?, p*k=ke*, ¢’k—Fc".
Podstawiajace te wartodei w réwnanie (1) poprzedniego paragrafu otrzy-

mamy -
—a=a-ty 34zat, - V=2a -I—,:;b""--]—zb", — =ty 22t
Wynika ztad, %e a®* bg ¢* ga plerwiastkami rdwnania
N wd, y Y5 qp

S
Otrzymamy wiee '

2= - (a®4-02+c?), y=a?\*}a®ec*+-b%?, o= —a*h%?
?1aG:aubzczg_(aﬂba+a2c2+b232)@’?_}_(“2_!_3)2_!_62}5019
Réwnanie to po podstawienin w niem g—'¢ zamiast o daje wzor
a*brete~ g =(a®h?4-a%* +-1%2)o—(a*+-b*+c*)pet9 e,
bedacy inwersysq funkeyi o, albo rozwiazaniem réwnania go=y.
Rozwigzanie 1o moze shuZyé jako wyjaduienie przypadkéw bardzie]
skomplikowanych. Jako dalssze praygotowanie zrobimy jeszeze jedng uwagg,
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Réwnanie
0=Wg=1p? 90— (u*+-b*-+c*)gPg-(ab>Fa*c* 0% go—u?bietp—
[p®— (r_a“—'r-bg--{-cg)gp“—f—(agbﬁ+aau:+bza“)go—a?‘bgcu]@
mozemy napisa¢ w ksztalcie
: o=(p—a*) (p—b%) (9~ ¢®)q,
gdyz @(m*g)=m?pg.

85, Metoda inwersyi Hamiltona. Nieeh A 1w beda dwoma takiemi
wektorami, %o '

po=Vau . .+ + .+ . ()

Operujae kolejno symbolami S% i Sp otrzymamy

S}lg}g:ﬂ, S'ngg:o,
a przez wprowadzenie funkeyj sprzezonych
Sag' k=0, Sog'u=o.
Promief zatem o jest prostopadlym do ¢'w i ¢'A, a wiec hedzie ksztaltu
mo="Ve¢'le'u,
gdzie m jest skalarem,
Z rownania (1) wypada, Ze
o=y~ Vi,
rownanie zatem
me— '\ Vin="Ve'lp'n . . . . (2)
rozwiaznje zadanie o inwersyi funkeyi p. Pozostaje tylko wyznaczyé m
i wyrazi¢ Vop'ie'n pracz Vi,

86. Niech » bedzie promieniem wodzacym, nielezgeym na jednej
plaszezyznic z promieniami 4 i ¢, Dzialajmy na obie strony réwnania (2)
symbolem Sg'r., otrzymamy

mSp'vep= 1 Viu==8(p"vVip'hp'n).
Uwzgledniajac zasadniczg wlasnodé funkeyj sprzezonych zuajdujemy
mSe' 1= Viu=mSrgy—' Vin=mSr Viu=mShur.
Sg'1Ve'kg'n==_8yp'dg'ng'y,
zkad
mShur=>~8¢'Ap'up'r
Se'lg'ug'y
=8 -

Latwo dowiesd, ze wartosé m jest niezalezng od szezegéluyeh kierunkdw
prowieni 4, i v. Jakoi zastgpujac A przez A--up, znajdziemy, e licznik
i mianownik ulamku (3) zostaja bez zmiany.

m

{3).

87. Zastapmy teraz w rownaniu (/) § 86 ¢ pruez g-f-g, gdzie ¢ ozna-
cza dowolny skalar, t. j., iunemi slowami, | rzypudémy, %e réwnaniem danem
jest (p4-g)o==Viu, gdzic 2 i 1 moga byé odmiennemi od 4 i u poprzedniego
paragrafn, otrzymamy
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mylptg) Vh=V.(p'+-g)Mp"+g)n
=Vp'lo'utgV(he' ut9'dw)+g* Vi s = gz
=(my—'~gy-+9°) Vhu,
gdzie pracz WV ozmaczamy funkeye V(o' nto'd.n).
Wedlug wzoru (4) poprzedniego paragrafu otrzymamy

_Slo'+9Ao' +pule'+9)v]
= Sy S

mfmygmygitlag® L. L (2),

m

gdzie
' _S[Ag'ng'vup'rp'dtrg'yp'u]
D= Shuv (3)
S[rwg' A4-vAg' ut-hug's] e
M=
= Shuv
1lo&ci te m, 1 m,, podobnie jak i m s3 niezaleZne od kieruvku promieni

A gty .

Podstawiajae teraz w réwnanie (1) wartodei m, i dzialajac symbolem
p-t+y¢, znajdziemy rownanie
(mA-my g-+-my g®4-9° ) Vap=[m—+g(py4-mg—=)~g* (@) +9°] Vi,
z ktorego otrzymamy réwnania symboliczne
my=g4-me=*t my=pta. . . . . (4).

Drugie z tyeh réwnah, ktére jost identyeznem z réwnaniem y=—m,—gp
pokazuje, Ze funkeya 1 jest takze linijng 1 wektoryalng.

Rugujge funkeye @ z dwdch réwnal (4), otrzymamy

mep ™ '=my—mypto*. . . . (A

Réwnanie to daje nam rozwiazanie zupelne wszystkich rdwnaf linijnyeh
wektoryalnych za pomoeg metody Hamiltona.

88, Metoda powyZsza daje nam sposoh wyrazania funkeyj odwrof-
nych ¢~ i (p+4g)~" za pomocy dzialan bezposrednich. Cale zadanie w tej
metodzie sprowadza sig do wyznaczenia ilodei m, my, m,. Po wyznaczeniu
tyeh wielkogei, ma micjsee rownanie symboliczne (7), ktdre jest identycznem
z rownaniem

@t —mypif-mp—m=0. . . . .« . (6),
£, %ewtym przypadku dla kazdego promienia wodzgcego ¢ ma miejsce
rownanie '
' (pP—my>+m p—m)o=0 . « . «(7)

To ostatnic réwnanie odgrywa waing rolg przy wyznaczeniu osi po-
wierzchni drugiego stopnia, glownych osi bezwladnosei, przy Dadaniu prze-
ksztaleen cial stalyeh i innych kwestyach podobnego rodzaju

Jezeli utworzemy réwnanie stopnia 3-g0

gt —my e+ m s —m=—o
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i wyznaczemy jego pierwiastki s,, sz, s;, to rOwnanin symbolicznemu (6) moze-
my nadaé ksztalt symboliezny;
(p—8,) (p—32) (p—s8)=0 + « « - - ()
89. Damy teraz kilka . przykladow dla wyjasnienia ogélnej metody.
Preyklad 1, Niech heduzie
_ po=Vuyf=y.
Poniewaz
So Vagf=~80aof=>SBoa=_58¢Vpoe,
wiee
¢'o="VPea=Vugh, (§ 55,3)

t, j., Ze
po=yp'e
Wedtug wzoru (3) § 87 ;

= _..SM T S(VealfVappVorf).

Prazyjmujge, Ze promienie «, #, y nie lezg na jednej plaszezyZnie, otrzy-
mamy:

1 n n 0o
-?:L:E‘Eﬁ—?S(u"ﬁ.rxﬂ'. VuyB)=a*g*Sep,
a to na zasadzie wzoru

VaBy=aS8y—{Sya-+-ySuf.
W taki sam spos6b otrzymamy :

1

my :mﬂ(maﬁz Vayp-+ap®pVayf+Bataf?y) =~ a*3*
1

My BV ayft-acfy+-a*fhy)=—Sup.

Witawiajac te wartosel w réwnanie (5) § 87

0B 8up= —y*B2}-Sup Vuyf+Va( Vayp)B.

Rozwijajac wektor Vu“@ ofrzymamy
I L o {
= B(c Say-+p-'88y—1)-

Rozwigzanie powyZszego réwnania mozna bylo otrzymaé daleko prodciej
przez zastosowanie szezegdlnego sposobu. .
Jakoz stosujge do davego réwnania symbole Sw i S otrzymamy
a*8od==~8ny, p*Seo==SpBy,
ztad
eSfr=u— ‘Sery, pBeag=f~"8py.
Lecz dane réwnanie moZemy jeszeze napisaé w ksztaleie
Veop=uS3e—oSuf-{-pSug=y.
Podstawiajae wyiej otrzymane warto$ei przyjdziemy do otrzymanego
sposobem ogbélnym rozwigzania.



— 89

Patwo sprawdzié, Ze rozwiazanie powyisze czyni zadéé danemu row-
naniu,
90. Prayklad 11, Rozwigzaé réwnanie
po="Vafo=y.
Srpg=8oafo==8goaf=~Sp Vouf=8pgp's,
zkad
¢'e=Voaf="Vpay.
Przyjmujac @, @, y zamiast 4, u i» otrzymamy
m=a?8*8upf, m;=2(Sup)*4|-c*p% m,=38up.
0u*@*Saf=y[2(8aB)*+*B*|—3 VefySap |+ V(«f. Vaby).
Rozwijajac wektory iloezynéw otrzymamy ostateeznie:
0B p=— uf*Say+-B(28upS ey — c2SBy)+ra?p®.
W tym przykladzie zupelnie tak samo jak w poprzednim, przyjeliSmy,
e @, 1y nie leza na jednej plaszozyznie.
91. Przyklad IIl, Rozwiaza¢ réwnanie
Veo=y.
Bardzo proste rozwiazanie otrzymany, uwaﬁmc e Sep jest ilofcia nieo-
znaczong @ MoZemy wige napisaé

sg=wa-7,

e=¢"" (@)
Zastosujmy teraz metodg ogélng. W danym przykladzie
SoVeg=8g Vue,

zkad

ige
9'e=Voe.
Poniewa? Sey=o0, wige &y jest wektorem. MozZemy zatem zamiast 2, 1
ivobraé s, y, &y. Otrzymamy wiedy
© m==a, my==—s?, my=0,
Podstawiajg te wartoSei w réwnanie symbolicznem (6) § 88 otrzymamy
pl—e2p==0.
Dzialajac symbolem ¢—2, zuajdziemy
p—sg~ =g,
Lecz oznaczajac ¢@—*o przez o, otrzymamy
@20==0, V(sVeo)=V(e*c — e8e0)="n,
t. j .
' s*0—eSso—o0,
zkad
o=—{Q&,
Znajdziemy wiec ostatécznie
Vey—s* Q=—2s, Q__.r‘(w-}«y)

Zasady rachunku bwatem:or:r.fw . 12
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92. Preyktad 1V. Rozwiazaé réwnanie
po=0wSBo+-c, SBio+-2SBa0=7-
F.atwo widzied (§ 82), ie
¢'o=pSuo—1-B, 8, o-+B. 8w 0.

Prayjmujae, 2@ «, @, & nie leza na jednej plaszezyZnie, mozemy je

obraé zamiast 4, &, v.
o@'a=08ua -8, 0 B Se 0t
¢! oty =P8y P18y @y -FoSp 2
@' o, =PpSeay 1B, S ttg4-B, Sy

Z tych réwnah ofrzymamy
Sea Se,« Scye
S(p' wep'er, p'ee,)=1BB, B, | Serer, Ser, @y Serp s 1§ 58 i muozenie wyznacunikow
Seicey Sz, 02, Sty vty

=(A8aa-}+-A1Se, e-A,8u,0)SB8: B,
gdzie minory 4, 4,, 4,, dane s3 réwnaniami:

A=8u o, Seey 00y — 8oty oty Sty 00y =—8Ve, ) Vry ety
4, =Baye Secery ~ Swveey Seey 0, ==— SV, Very 0ty [§66 (1) i (3)]
A,==8aa,Sa;a,~—8a; e, Saey==—SVaa, Vo, o,.

Podstawiajge te wartodei znajdziemy, ze wyznacznik réwna sig
— (SecaSVe o, Ve ap+-SegaSVa,0 Va, «y-4-SayaSVea, Vay e,)
=—S[e(aSVe, o, Vo, ay+t-0, SVoya Vo ay—-ay SV, Ve )]
=—8[a(aSe; a, Vayuy +aySuy e Ve ay-+-a,Sea, Ve @)
=—080. Vi, cy8ee, ¢y=——(Swaye,)%  [§ B4].
Wartosé ta daje
m=— Sew; s S, fo.
W podobny sposéh otrzymamy '
my =—8( VBB, Voo, Vp,pVaye VB, Veya)
my==8(aBa,f,—0c,fs).
Rozwigzaniem zatem danego réwnania bedzie
o=ty See, e, SBB, fr=y3SVac, Vf1—HpySef— ™.
Po wykonanin wskazanych dzialan ofrzymamy
08wy oy SEB; Bo= VB, By Ser, ctyy+VBofSory ay- VBB S y.
Do tego samego wzpadku mozna bylo dojsé drogg daleko krétszg dziata-
Jjao na obie strony danego réwnania symbolami Se,e,, Seme, Sea,.
Otrzymamy wtedy
Sea; ey 830=~8u,a,y, Se, eS8 0=8e,ety, Seect, o SBr0—=Necryy.
Mnozge kolejno te réwnania. przez VAiB., VB.B, V8B, i uwagleduiajac

Wzor ‘
08 efy="VupSyd--VBySad- VyeSEd,



ofrzymamy
ofSae; 0o 8P fy=Vp B, Sy teyy4- VB, ety y-+- VBB, Serer, y

93. O Fierunkach gléwnych. Szukajmy teraz warunku, -azeby po
wykonaniu na promienin wodzaeym ¢ dzialanie oznaczone przez ¢¢ otrzymad
promien wodzaey, majacy ten sam kierunek coi ¢ t. j., aZeby

pe=z0 lub Vopo=o.
Z tego warunkn wyplywa, Ze
p =2, po=2"0.

Podstawiajge te wartosei w réwnanic (6) § 88 otrzymamy dla wyzna -

czenia z nastepujace rownanie
(2 —myz®t-m,z2—~m)g=o,
tak Ze # jest jednym z pierwiastk6w s, ey, s» réwnania 2®—myz>t-m,z—m==o.

Poniewas powyzsze réwnanie jest stopnia 3-go, wige jeden praynajmnie;
z jego pierwiastkdw jest rzetelnym. Praypusémy pr .aedewszystklem e wszyst-
kie 84 rzetelnemi

W tym przypadlku, kazdy z promieni wodzaeych, o, g3, 0,, czyniacy za-
dosé warunkom

(9—31)0:==0, (9 —8,302==0, (P~83)0,=0 . . . . ()
bedzie rozwigzaniem naszego zadania.

Wyznaczywszy te trzy kierunki ¢, 0,, 05, kitre nazwiemy gtbwnemi,
rozt6zmy promien wodzacy dowolny ¢ na trzy skladowe czedei wazdhiz 01, 02
i g, otrzymamy _

0 =101 @020, - + v . . (D)

Dzialajae na to réwnanie symbolem  —s, i nwzgledniajge réwnania (1),

ofrzymamy
(p—81)0=0r2 (8, — 8, )0, e, (83~ 81)0;.

Dzialanie wige wyraZone symbolem g -—s, znosi te skladows promienia
o, ktora idzie wzdluz g,.

Dzialajge na ostatnie réwnanie symbolem (¢ —s,), otrzymamy

(p—81) (p—d)e=a(s;—82) (85—81)0s |
1 w taki sam sposéh znajdziemy

(p—81) (p—83)0=0;(8,—31) (8:—83)02

(p—8,) (—¥5)0=0t, (83— 82) (8,—%3)@1

W przypadku wiee, gdy pierwiastki ¢, s,, 8, 85 ré‘nemi pomiegdzy so-
b, kierunki gléwne dane sa przez wyrazenia:

(@ —81)(p=38)0, (p —81) (P—3)9, (p—5,) (p—8a)e « + « - (4),
gdzie ¢ oznacza dowolny promien wodzacy.

Latwo dowiedt, Ze w tym przypadku, oprécz kierunkdw @i, @, €5, niema
innego kierunku, ezynigeego zadosé réwnaniu (7). Jakoz, jezeli by taki kie-

. (3).
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runek o istnia}, to moZnaby bylo dowolny promien wodzgey ¢ rozlozyé
w kierunku oy, g, i 0y i wykonajge fakie same jak poprzedunio dziatanie,
otrzymalibysmy
(p—38,) (p —83)0==B1 (8, — 8,) (81—8,) 1,
a ztad réwnanie
ay(sy— 82) (8,—84)0,=PB1(8,—8,) (8,—8,)1,
7 powodu réinogei kierunkéw ¢, i oy, mogloby mieé miejsce tylko przy
8;=—s, lub s;=s,,

t. j. w wypadku réwnych pierwiastkow.

Jezeli dwa pierwiastki s, 1 s, sa sobie rownemi, to operujac znakiem

¢—s, na réwnanie (2) otrzymamy
(p—s2)o=0,(5,—82)e,.
Dzialajac znowu na réwnanie (2) symbolem (¢ -s;) otrzymamy

(9""‘3| )Q:("’.’z = si) (“2 92_1—“398)
t. j , 7e kazdy promieh wodzacy o plaszezyzny (¢.0,) danym jest co do kierun-
ku przez (- s1)e, jakimkolwiek byl by promien ¢. Zatwo tez widzied, Ze
kazdy promien wodzgey o tej plaszesyzny czyni zadodé réwnaniu (@ —s,)o=0.
Nakoniec, jezeli wszystkie trzy pierwiastki s;, s,1 s, sy sobie réwnemi, to -
operujae na réwnanie (2) symbolem (¢—s;) otrzymamy

(p—81)e=0,

© ot j., 2e w tym przypadku kazdy promien wodzacy jest kleumkmm
gléwnym.

Jeieli dwa pierwiastki rownania stopnia 3-go sa urojonemi, to bedziemy
mieli jeden tylko kierunek gléwny, gdyZ znaczenic pierwiastkéw urojonych
podstawione w réwnanie (3) daja biwektory.

94. Przypadek, gdy funkeya o jest sprzgions wzgledem siebie sa-
mej, zastuguje na oddzielne badanie. Przedewszystkiem dowiedziemy, Ze
w tym przypadku wszystkie pierwiastki s,, 8,, s, 8a rzetelnemi, JakoZ pray-
puszezajace, Ze jeden z tych pierwiastkéw Jest urojonym ksztaltu g,--h,}/ =1
i Ze odpowiadajacy mu kierunek gléwny jest o -}—02[/ —1 (6w 3 § 93),

znajdziemy
¢(0+0a)/ =T )=(9£-|-’1=]/"—_ZJ (eato) =7),
ktére to réwnanie rozpada sig na dwa ‘inne:
P01 =50, Ry 02, PUs==0,01~+P20s.
Operujge odpowiednio symbolami S, i Sg, i uwzgledniajace réwnanie
80,p0,==850,97,, znajdziemy
his (0304 *)=0,

ztgd k,=o, gdy% 0, 1 0. nie moga byé jednoczednie réwnemi zeru.
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W tym wiee przypadku mamy trzy kierunki gléwne o;, 0, i 0;. Ponie-
waz identyeznie (¢—s;)91=0, wigc So¢(p—s,)e;=0; oprécz tego, poniewaz
z zaoZenia p=g', zatem Sp,(¢p—s,)¢=0, przy zupelnie dowolnym kierunku g.
Lecz wedlug réwnan (3) paragrafu poprzedniego, kierunki o, i o, 88 ksatal-
tu (p—sy)o, wige kieruvek ¢, jest prostopadtym do kierunkéw o, i g,.
W taki sam sposéh mozna dowiesé, e i gy jest prostopadiym do gz. Trzy
zatem kierunki gléwne tworzg uklad trzech prostych, do siebie prosto-
padiyeh.

Poniewaz tensory kierunkéw gléwnych sg nieoznaczonemi, wige moze-
my przyjaé, ze one sa jednostkami. To zaloZywszy widzimy, Ze réwnanie

08010, 0=01800,0+0250, 010+ 025010, 0
przybiera ksztalt
—0=01802030-1-0,80, 01005 S0s 020,
z niego zad wypada

— 0=510150,050+820250301 01805801020 - + . (I).
Przyjmujac zamiast ¢4, 0,, 05 kierunki i, j, £, znajdziemy
po——3,18ip—s,JSjo- 8,kSke . . . . . . .(2).

Za pomocy tego wzoru mozemy ofrzymaé caly szereg innych wzoréw,
# ktérych najwazniejszym jest nastepujacy

po=lotmV(ifnk)o(i~nk) . + . « . . . . ().
Rozwijajac druga strone tego réwnania po zastapieniu o przez

i f-ayjta,k, po zad pracz 8 o it-8,ayj--s; a3k, latwo znajdziemy, Ze row-
nanic (J) ma miejsce gdy

sy==l~m —mn?, s,=l+m-—mn?, sg=I+4m-mn?,

vkad

ni=—

8§, —38, . 8 +8; i B
=g g =Ty

Warto§é zatem n bedzie rzetelng gdy za 1 & wybierzemy kierunki, od-
powiadajace najwigkszemu i najmniejszemu z pierwiastw réwnania § 93.

95. Rozwigzanie réwnan kwaternionowych wyiszych stopni, jakiesmy
jui wyzej (§ 77) wspomnieli przedstawia nadzwyezajne trudnofei i dotych-
czas nie wynaleziono jeszeze ogélnych metod rozwigzywania réwnai stopni
wy#szyceh nad 1-szy.

Hamilton podat sposéb rozwigzywania réwnan stopnia 2-go, ksztaltu
¢*=ag-4-D.
Sposéb ten polega na tem, %e kwaternion ¢ przedstawia w ksztaleie

g= 1o (a~|~w—|—-g),

gdzie w jest skalarem i¢ wektorem,
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Réwnauie dane przybiera po podstawieniu tej wartoei keztalt
0% (w+-0)*-2wa-f-agea=2(a*+ wat-ga) 44,
i gprowadza sie do
(1w—-0)*-ag—ea=a*+-4b.
Polozmy teraz

Va=a, S(a*}4b)=c, V(a*{-4b)=2y,
ofrzymamy
(w-0)*+2Vao=c-|+2y.
Réwnanie to rozpada sig na dwa inne:
wi-g=:¢, Nw-tea)o=y.
Dzialajae na ostatnie 1éwna.me symbolem Se, otrzymamy ze W?glqdu
na Sweo=o

3(w+a)g—_-’§'ﬂ
w
Tym sposobem znajdziemy
(we) 9:"2‘—?-4—;@ ezyli (w-eyeo=(w+a)y — Vay,

i ztad
(Vay)®

2,82
wh=y2— 3
¢ Vi —a?

Podstawiajge zamiast o warfos¢ c—w® ofrzymamy ostatecznic row-

nanie '
(w2—a?) (w*-- cwy*)— (Vey) =o.

Réwnanie to daje szesé wartodei dla w i dla kasdej ,a nich ofrzymamy
odpowiednig wartosé dla ¢, a tem samem dla ¢.

Hamilton dowibdl, ze tylko dwa kwaterniony q sa rzetelnemi.

Réwnanie g2=ag-10 jest identycznem co do ksstaltu z rownaniem

*=—qga—b, gdy?’ w ostatniem mozemy g, @ i b nwazaé Jako spragione 2 lite-
rami odpowiedniemi pierwszego réwnania.

Rdéwnanie nakoniec
q*=nq-+qb
lubo ma ksztalt réwnania stopnia drugiego sprowadza sie do réwnania sto-
pnia pierwszego. Jakoz mnozge obie strony tego réwnania przez ¢ ', a na-
stepnie g—* przez kaszdy wyraz iloczynu otrzymamy rownanie
I=q~"a4-bg—",
majgee ten sam ksztalt co rdwnanie (§ 76).



ZADANIE DO ROZDZIAELU V.

Rozwigzaé réwnanie Vaof—=Vayp.

Rozwigzaé réwnanie agfo—=oaof.

Rozwigzab roéwnanic ap-+-oB=y.

Rozwiazaé réwnanie ¢-eof=af.

Rozwiazaé réwnanie eoe—"+-pfof— '=yoy—1.
Rozwigzaé rdwnanie egfo—=0foc.

Rozwiazaé réwnanie Sefo+pSxo—aVpo=y.
Kladae

© NSO o

o==iwtjy—-+kz
po==aiSig—-bjSjo—~-ckSke
cheemy wyrazié we funkeyi @, y, # niezaleZnie od i, 7, £ nastepujace r6w-
nania;
Tpo=1, Spp*p=—1, Sp(p>—0*)—p=~—1, To=T(pUp).
9. Dowiesé, e jezeli e, 8, y s trzema jednostkami promieni, do siebie
prostopadtych, to

8. VaegaVBppVypy=~—mSpy'—'aSh(g—9')e,
a zatem wyraZenie to réwna sxg zeru, jezeli funkeya ¢ jest sprzeZons wzgle-
dem siebie samej.
10. Dowiedé, Ze

; —Neep*e9°0) 00—
¥'(Vpeg*e)= T Vape=mVepe.

11. Wyrazié Poge we funkeyi ¢, ip®e iz otrzymanego wypadku
znalesé warunek, aby promief g¢ mial ten sam kierunek co o.

12. Znajae wspolezynniki réwnania zasadniczego stopnia trzeciego,
ktorego niewiadomsg jest ¢, znalesé wspdlezynniki takichie réwnat, kiérych
niewiadome s % o°, . . . ¢"

18. Dowies¢, Ze zasadnicze réwnania stopnia trzeciego o niewiado-
mych ¢ i Yo sa identycznemi.

14, Znale$é niewiadome funkeyeé linijowe ¢ i @, z réwnah

P+ =Y, pp1=h.
15, Dowiedé, ze jeZeli ¢ i oznaczajg dwie funkeye liniijne, to pro-
mieh
=W(paypat-ofif-+eryy)
jest stalym bez wzgledu na uklad trzech jednostek promieni e, 8, y, do siebie
prostopadiych.
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16. Rozwigzaé uklad réwnah jednoczesnych
Bap=0, Sagpo=o.
17. Rozwigzaé nklad réwnan jednoczesnych
Seg=0, Sopo=—0.
18. Dowiedé, Ze kazds funkeye linijng, sprzezona wagledem siehie sa-
mej g mozna napisaé w ksztalcie
gte=a(p+¢)*+b(Y-te) (o+y)t-e(o+y)?,
gdzie a,d, ¢, @, y, z, oznacuzaja hcaby rzetelne, @ Wi w dwie dane fuvkeye
linijne.




