
BOZDZIAŁ VII.
P o w i e r z c h n i e d r u g i e g o r z ę d u .

103. Łatwo widzieć, źe równanie skalarowe, w ktorem promień wo-
dzący o -wchodzi w stopniu drugim wyraża powierzchnię drugiego rzędu,
gdyż w ogólności każdy promień wodzący n—na przecina tę powierzchnię
w dwócli punktach. Równanie takie zawiera trzy rodzaic wyrazów: 1) wy-
razy od c niezależne; 2) wyrazy kształtu Sagi, w których promień wodzący
wchodzi w stopniu pierwszym, 3) wyrazy kształtu Sagbęc, w których pro-
mień wodzący wchodzi w stopniu drugim.

We wszystkich, tych wyrazach a,b, cf . . . . oznaczają wiadome
kwaterniony. Wyrazom drugiego rodzaju możemy nadać kształt

gdzie <5 oznacza stały wektor.
Podobnież i wyrazy trzeciego rodzaju można przekształcić. Jakoż ła-

two widzi eć3 że

Q

j}.8b.Q+3a'.Q.Vb.Q+Va'.Q, Yb.Q\=8»'8b.Q*-\-8[Va'.Q.Vb.(t]
~8a<8b.Qa--\-8Va'.Q.8Vb.Q-8Va'.Vb.Qn~-Ą-8Va<.Q.8Q.Vb (§55,1)

=(8a'8l>—BVa'Vb)Q*-\-28Va'.Q.SVb.e.

Oznaczając Va' przez «, Vb przez p i wprowadzając 7=5-, otrzymamy,

że ogólnym kształtem równania powierzchni drugiego rzędu będzie
2288$\A*\28C\ \ r ()

Przeniósłszy początek O promieni wodzących do punktu E i uczyniwszy
OE~s, otrzymamy po podstawieniu c-J-e zamiast ą.

- o
W teni równaniu znikną wyrazy, zawierające Q W stopniu pierwszym

j powierzchnia będzie miała środek, jeżeli
f y = o . . . . (2).
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Równanie to w ogólności daje tylko jedną, wariaść dla «, gdyż ono jest
stopnia pierwszego względem *• (Rozdz. V); dowodzi to, źe wogólności otrzy-
mujemy jeden tylko środek powierzchni. Opuszczamy przypadek, gdy rów-
nanie (2) wyraża linię prostą lub płaszczyznę t. j . gdy powierzchnia jest wal-'
cową lub redukuje się do układu dwóch płaszoayzn,jak też i ten przypadek,
gdy równanie (2)jestniemożliwem. t. j . , gdym (§87) jest zerem (paraboloida).

Wyznaczywszy wartość sf obliczamy następnie

przez co równanie powierzchni drugiego stopnia przybierze kształt

W przypadku, gdy D=.o, powierzchnia wyrażona powyższem równaniem
będzie stożkiem, gdyż jest jednorodnem względem Q\ W przypadku zaś gdy D
nie jest zerem, równanie powyższe wyraża elipsoidę, lub kiporboloidę.

W przypadku D, różnego od zera, dzielimy cale powyższe równanie
przez D, które to działanie możemy uważać jako równoznaczne ze zmianą
tensorów stałych promieni wodzących a [ §. Przyjmiemy, że dalsze badania
odnoszą się do elipsoidy.

Otrzymamy ostatecznie, że równaniem powierzchni drugiego rzędu, ma-
jących środek będzie

cjf-\-22SaQS$o^:l . . . . (3).

104 Odwrotnie możemy dowieść, że równanie powierzchni drugiego
rzędu będzie kształtu 3 % 103. W tym celu należy powierzchnię drugiego
rzędu uważać jako miejsce geometryczne punktów, dla których stosunek od-
ległości od punktu stałego i od prostej stałej jest ilością stałą e.

Niech i7" będzie punktem stałym (początek) FD—d— prostą,, prostopa-
dłą do danej prostej stałej, niech dalej § oznacza jednostkę długości w kie-
runku stałej prostej M— dowolny punkt szukanego miejsca geometrycznego,
MF=Q, MQ— odległość punktu Mod stałej prostej.

Łatwo widzieć, że
'•:•'•• MQ,=zFQ,—Q=.ó-\-y$~Q=xó.

Działając na to równanie symbolem 8.6 i uważając, źe kierunki <3 i p są
do siebie prostopadłemi otrzymamy

8*—

Lecz według danego warunku TQ-.T(MQl)=ze! czyli Q°-.x-d2=e} t. j .

Podnosząc obie strony wyżej podanego równania do kwadratu, otrzy-
mamy

• równanie, mające kształt równania 3 paragrafu poprzedniego.
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105. Przecinając powierzchnię, której równanie otrzymaliśmy płasz-
czyzną, przechodzącą przez punkt F i stałą prostą otrzymamy przecięcie stoż-
kowe. W przypadku, gdy e<.'J, krzywa przecięcia będzie elipsą i wtedy
równaniu (/) możemy nadać inny kształt. W tym celu szukamy punktów
przecięcia elipsy z prostą FD. Dla nich c=z^, więc podstawiając te warto-
ści w rów. (i) § pop. otrzymamy

. ' = T 4 - . , . " -

zkąd
..i ,

~i_{_8» — l—t
Z tych dwóch wartości jedna jest dodatnią, druga — ujemną, więc szu-

kane punkty --I i A1 leżą po stronach przeciwnych względem punktu F i dla
nich' będzie

i-j-e ' I—e

Oznaczając przez O środek prostej AA' otrzymamy

albo też, kładąc l\A'A)=z2a) znajdziemy T(0/(1)=ea.
Kładąc

0^=03, OA—a, 0M=<r,
otrzymamy

2

Jeśli Łe wartości podstawiany w równauie (1) § 104, to po wykonaniu
działań otrzymamy równanie elipsy, odniesionej do jej środka

MC

106. Różniczkując równanie (3) § 103 otrzymamy

Ponieważ (według § 74) wektor gQ-\-\;(aiS$Q-\-$8aQ) jest normalnym do
wierzchni w punkcie Q, więc

gdzia m oznacza wektor bieżący, jest równaniem płaszczyzny stycznej w punk-
cie o; równanie to na zasadzie równania (3) § 103 przybiera kształt

Ponieważ gQ-\-2(aS$Q~\-pSuo) jest funkeyą wektoryalną Unijną i przy-
tem sprzężoną względem siebie, więc możemy ją oznaczyć symbolem (pq (§ 80).
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Przez takie znakowanie, równanie płaszczyzny stycznej przybiera kształt
Satpq=l . . . . (/),

równanie zaż powierzchni
(2)),

Ponieważ (rpi>)~1 czyni zadość równaniu (1) płaszczyzny stycznej i kie-
runek ((/>£>) trr=L(̂ >̂ >): (</>(;)- jest kierunkiem normalnej, więc 7\cpo)~1 jest odle-
głością środka od płaszczyzny stycznej i Tcpo jest odwrotnością tej odległości.

107. Przypuśćmy, że mamy układ płaszczyzn stycznych, przechodzą-
cych przez dany punkt A, dla którego 0A=u. Dla wszystkich punktów
styczności będzie . .

czyli na zasadzie (pg—(p'Q

t. j . źe wszystkie punkty styczności leżą na płaszczyźnie, prostopadłej do sta-
łego promienia r/«, t. j . równoległej do płaszczyzny stycznej do powierzchni
w punkcie, w którym promień OA przecina tę powierzchnię, Płaszczyzna
ta, której przecięcie z powierzchnią daje krzywą, według której układ płasz-
czyzn styka sig z powierzchnią jest płaszczyzną biegunową. Jeżeli ta płasz-
czyzna przechodzi przez punkt stały, którego promień wodzący jest (i to otrzy-
mamy S§(pct=l} czyli Sctyp—'/. Zkąd wypada, że miejscem geoinetrycznem
biegunów, których płaszczyzny biegunowe przechodzą przez punkt stały jes-
płaszczyzna.

108. Wyznaczmy teraz równanie stożka mającego swój wierzchołek
w punkcie A i stycznego do dane] powierzchni drugiego rzędu.

Oznaczając praez n promień wodzący jednego z punktów styczności
znajdziemy, że równaniem linii stycznej odpowiedniej będzie

W=«-(-J(C —«) . . . . (7)
i oproc/ tego mają miejsce równania:

Jeżeli w te dwa ostatnie równania podstawimy wartość dla q, otrzymaną
zrównania {1) i następnie wyrugujemy 2, to otrzymamy

Dodając do obu stron tego równania po 1 otrzymamy równanie stoż-
ka stycznego do powierzchni imającego wierzchołek w « w kształcie

S(w(pw—l){Stt(f,a—l)—S{mtfct—l)'1 . . . (2).
Przenosząc początek promieni wodzących do wierzchołka stożka, t. j .

kładąc M = M - | - « , otrzymamy
{8<»(pw-\-28(>Hj>a-\-Sct(pa—1}—(

albo

równanie jednorodne względem Tw} wyraża więc stożek.
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Jeżeli w równanie (2) zamiast a podstawiemy xa i następnie uczynimy
m=z co, otrzymamy

O S W / w — • / ) Saycc — {Sf>tpay~=-o . . . . ( , ? )

jako równanie walca stycznego do powierzchni drugiego rzędu i którego two-
rząca jest równoległą do «.

109. Dla lepszego zbadania powierzchni S^(j>Q=^i starajmy się wy-
znaczyć miejsce geometryczne środków cięciw równoległych.

Dajmy, że cięciwy te są równoległe do stałego promienia wodzą-
cego a. Oznaczając przez « promień wodzący środka jednej z tych cię-
ciw otrzymamy, że promieniami wodząceini jej końców będą &> + «:«; pro-
mienie te muszą czynić zadość równaniu $o</>o—/, t. j . muszą mieć miejsce
równania

z których, odejmując jedno od drugiego otrzymamy

So)(j>ą=o . . . . (2).

Jestto równanie płaszczyzny, przechodzącej przez środek elipsoidy i nor-
malnej do f/a, a zatem równoległej do płaszczyzny stycznej, poprawadzoncj do
powierzchni w punkcie, w którym promień wodzący « przecina tę powierzchnię.
Płaszczyzna ta, jak wiadomo, jest płaszczyzną średnicową, sprzężoną z kie-
runkiem «.

Niech. BOC będzie płaszczyzną średnicową sprzężoną z kierunkiem
(Mirra i niech B i C będą dwoma punktami krzywej przecięcia się tej płasz-
czyzny z powierzchnią. Na zasadzie równania (i) mamy

' 8$g>u=o lub 8atj>P—o . . . . ( 2 ) ,
gdzie j9 oznacza promień wodzący punktu B.' Widzimy ztąd, że płaszczyzna
.średnicowa sprzężona z kierunkiem OB przechodzi przez O A. Przyjmując,
żo ta ostatnia płaszczyzna przechodzi przez punkt C (Q=y), znajdziemy

Sy<j)fl=:o, lub S[i(j>y=.o.
Lecz ponieważ równanie (2) ma miejsce dla wszystkich punktów krzy-

wej przecięcia się powierzchni z płaszczyzną średnicową sprzężoną % kierun-
kiem a, więc ma też miejsce równanie

Wypada ztąd, że płaszczyzną średnicową, sprzężoną z y jest AOB, Wi-
dzimy więc, że w powierzchni drugiego rzędu można wyznaczyć nieskończe-
nie wiele układów trzech promieni wodzących a, j3, y takich, że cięciwy rów-
noległe do któregokolwiek z nich dzielą się na dwie równe części przez płasz-
czyznę, przechodzącą przez dwa pozostałe. Takie trzy promiene tworzą układ
gółiśrednic sprząionyli.

110. Wypada więc ostatecznie, że pomiędzy trzema kierunkami pół-
średuic sprzężonych a; p, y mają miejsce równania;
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o . . (1).
Z tych równali wynika, że promień y jest prostopadłym do cpu <p@7

jest więc kształtu ioV<pa(p^ widzimy teź, że yy jest prostopadłym do a. i 0,
jest więc kształtu w' Vo#. Otrzymamy ztąd dwa szeregi następujących
równań:

(2)
. . . (3)

Musimy jeszcze zwrócić uwagę na równanie
y—(j>y— 1yz=ztv'(p~i Vufi,

czyli
w^-M^—wFtpBcp/S . . . . (4).

Szereg wyżej podanych równań jest identycznym z równaniami otrzy-
manemi przy metodzie inwersyi Hamiltona (§ 85J.

111. Posiłkując się średnicami sprzężone mi «, /? i y możemy łatwo
otrzymać równanie elipsoidy we współrzędnych zwyczajnych. Wiemy, że
każdy promień wodzący g można wyrazić we funkcyi linijnej trzech innych
promieni, nierównoległych do jednej płaszczyzny, więc oznaczając przez
a, § i y kierunki trzech osi sprzężonych^ otrzymamy

gdzie «3 (3 i y czynią zadość równaniom (?) § 110. Przyjmując jeszcze, że te
promienie czynią zadość równaniom 8acpa=l, Sfafi—l, 8yy>y=l} znajdziemy,
że a, § i y są promieniami wodzącemi punktów leżących na powierzchni.
Podstawiając wartość Q W równanie powierzchni i uwzględniając własności
funkcyi y> znajdziemy

Lecz x, y i z oznaczają stosunki składowych Q wzdłuż «, /3 i y do tych
promieni wodzących, wypada więc ztąd, że jeżeli przez £, IJ i t oznaczeniy
wspórzędne końca promienia Q, odniesione do układu średnic sprzężonych,
przez a, b} c zaś—długości połówek tych średnic, to otrzymamy równanie

112. Podamy teraz nowy kształt równania elipsoidy. W tym celu
uczynimy

(p——\f)0- . . . . (1).
Zohaczemy, że taką funkcyę xp możemy znaleść i że ona czyni zadość

tym samym równaniom co i funkcya cp. Przez wprowadzenie tej funkcyi
równanie elipsoidy przybiera kształt

a że funkcya ipc jest sprzężoną względem siebie samej, więc
SQ\p2Q=8lf.iQtpQ=(WQ)'1-=:-~l,

Zasady rachunku kwaternionów. 15



— 114 -

czyli
. { p ) l . , . . ( 2 ) .
Porównywając ten wypadek z równaniem kuli o promieniu równym

jedności

widzimy, że zachodzi analogia pomiędzy temi dwiema powierzchniami, a mia-
nowicie, że przez przekształcenie linijne promieni wodzących, przedstawione
funkcyą U', elipsoida przechodzi w kulę i naodwrót przez przekształcenie
promieni kuli za pomocą ftinkcyi i/'"1; tulą przechodzi w elipsoidę.

Równania (?) (§ 110) przechodzą w następujące

tak, źe jeżeli X, ;i, v są promieniami kuli, odpowiadającemi promieniom
«, (3, y elipsoidy, to

t, j . źe promienie kuli, odpowiadające trzem średnicom sprzężonym tworzą
układ trzech prostych, do siebie prostopadłych,

113. Dla wyrobienia sobie jasnego pojęcia o związku, zachodzącego
pomiędzy funkcyami <j> i \p 'odnieśmy promień wodzący Q do trzech osi eli-
psoidy. Oznaczając przez i, j , k jednostki długości w kierunkach tych osi
otrzymamy

(p=zxi-\-ijj-\-zh, . . . , (i) •
a źe równanie elipsoidy, odniesionej do osi jest tylko szczególnym przypad-
kiem równań elipsoidy, odniesionej do układy trzech średnic sprzężonych,
więc oznaczając przez a, &, o połówki osi elipsoidy, otrzymamy, że równa-
niem tej powierzchni odniesionej do osi będzie

OJ O C

gdyż z równania (1) wypada, iż
8iq=z:—x, SJQ=—y, #7cc——s.

Równanie (2) pokazuje, źe
i8io jSjQ kSko

H + (
Ponieważ 9>c=—ipipg, więc łatwo widzieć, źe

Równanie to pokazuje, że funkcya ipq rzeczywiście ma te własności,
o których w poprzednim paragrafie wspomnieliśmy. Podamy jeszcze kilka
wzorów; odnoszących się do funkcyj g> i ty* •
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Z równanie (3) wypada, że

a źe <p(m,v)=:xg>m, więc

Z równania

otrzymamy

Lecz ponieważ (j>i~——, więc <p-i<pi=~'f—-, gr~ 1-i=—a\, ę pp

a tem samem
( j > - i Q — a H S i o ~ ] - / / 1 j , $ j Q - j - c ' 1 k S k ( ) . . . . ( 6 ' ) .

i i ]•'

W taki sam sposób uwzględniając, że. U'i=— it.>i=~ djk=—-i
a' r J b' v c

otrzymamy
tfriQ=—(aiSiQ-\-ljSjQ-\-ck8kQ) (7).

Podstawiając w to równanie >pq zamiast g, otrzymamy
114. W poprzednim paragrafie przypuściliśmy, że w elipsoidzie za-

wsze istnieją trzy osie do siebie prostopadle. Przypuszczenie takie zawsze
jest uzadnionem, gdyż za pomocą sposobu, podanego w §§ 93 i 94 można za-
WHZO utworzyć równanie stopnia 3-go, służące do wyznaczenia wielkości
i kierunku tych osi.

Jeżeli równanie elipsoidy ma kształt 3q(pQ=l i jeduym z pierwiastków
równania stopnia 3-go (§ 93) jest >'i, to dla kierunku osi QU odpowiadające-
go temu pierwiastkowi mamy

<PQL—8IQI • • • • (1)

zkąd
S Q L e p Q l = s i Q ^ — — s l a - . . . . ( 2 ) ,

gdzie a oznacza połowę osi, idącej w k i e r u n k u Q{.

Z równania (1) wypada, że

5 p - i ? 1 — _ ? 1 . . . . ( 3 ) ,
• * • • • s ±

a zatem w przypadku, gdy równanie elipsoidy będzie kształtu
. S<>g>-iQ=:l. . • -. (4), , . . .

wtedy szukając połowy osi w kierunku QL znajdziemy
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to jest, że w tym przypadku pierwiastki równania stopnia 3-go, brane ze zna-
kami przeciwnemi wyrażają polowy osi elipsoidy.

115. Jeżeli w równaniu symbolieznein stopnia 3-go (§ 88,6) zamieni-
my (p na <p-\-hf a tem samem w równaniu (§ 88) s na s-j-A, to pierwiastki
tego równania, a więc i kwadraty połów osi elipsoidy (4) § pop. powiększą
się o h, a zatem różnice kwadratów tych połów pozostaną bez zmiany, czy-
li, że

jest kształtem równania wszystkich elipsoid współogniskowych z elipsoidą
(4, § 114), gdzie h oznacza parametr zmienny. Z tego kształtu równania
można wyprowadzić twierdzenie, źe dwie powierzchnie współogniskowe, ma-
jące punkta wspólne przecinają się pod kątem prostym.

Jakoż, niech

będzie równaniem drugiej powierzchni współogniskowej z powierzchnią (1).
Jeżeli Q jest promieniem wodzącym punktu, wspólnego obu powierzchniom,
to normalne do tych powierzchni w punkcie wspólnym będą

Ztąd

gdyż funkcye (q>-\-li)~x i (y-Ą-h1)-1 są sprzężonemu ,
Lecz ponieważ mamy równanie symboliczne

((JIMh)-\g).^li')-*-1^[(9+h')-i-(<p~\-h)-'l]! (Porów. Tait..

Quater. tłom. franc. T. I str. 290)
więc

a to na zasadzie równań (1) i (2).
Równanie (5) zawsze ma miejsce z wyjątkiem przypadku gdy h—h1

•*• j - S'dy powierzchnie (1) i (2) się zlewają ze sobą. Dowiedliśmy więc, że
powierzchnie współogniskowe drugiego rzędu przecinają się ze sobą pod ką-
tem prostym.

116. Niech

8c<pę=l I
W

będą równaniami przecięcia elipsoidy z płaszczyzną, przechodzącą prze jej
środek i starajmy się wyznaczyć osie tej elipsy, t. j . kierunki, w których Tq
ma największą i najmniejszą wartość, czyli dTc=o,



Różniczkując równania (i) otrzymamy
Stpgdę—o, Sado—o . . . . (2), .

opró cz tego, warunek największości i najmniejszości daje
dTQ=SędQ=o (3).

.Równania (2) i (3) pokazują, że (pQ, a i Q są prostopadlemi do CIQ a za-
tem leżą na jednej płaszczyźnie i dla tego czynią zadość równaniu

Sagcpę—o . . . . [4).

To ostatnie równanie dowodzi, źe tylko dwa kierunki czynią jemu za-
dość i że te kiernnki są do siebie prostopadłemi. Jakoż, podstawiając w rów-
nanie (4) zamiast o wektor c '=«e, («p jest wektorem prostopadłym do a i c,
gdyż na zasadzie rów. 1 « jest prostopadłym do <?) otrzymamy

lecz Vq'a=z—VctQ'=—a'zQ; zkąd 8Q'<J>(VQ'a)— — a^Sagipc—o.
t ]., że kierunek Q', prostopadły do o również czyni zadość równaniu (4).

Pozostaje nam teraz rozwiązać układ równań (1) i (4). Drugie rów-
nanie układu (I) możemy napisać w kształcie

^a(y~ 1^c)=o lub S(pQ<p~ia=o,
zkąd widzimy, że wektor <po jest prostopadłym do <p~la i do «c, a tem
samem czyni zadość równaniu

Operując symbolem SQ., otrzymamy

Zkąd, na zasadzie (§ 52,2)

o — o - _ t (v—Q2(f) %a

i ostatecznie ("rów 1)

Temu ostatniemu równaniu możemy nadać kształt

Sal (p— -j-l « = o • • • (5a).

Posiłkując się wzorami (§ 87,1J, w których podstawiamy

<7= j otrzymamy

Stosując ten wzór do równania (5B) znajdziemy
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Rozwiązując to równanie względem Q2 otrzymamy kwadraty połów osi
przecięcia.

Z powyższego równania wypada, że

a zatem pole przecięcia) jeżeli ono jest eliptycznem będzie

nTu
\/ —mStxrp~la

Równanie to dowodzi, że miejscem geometrycznom normalnych prze-
cięć centralnych elipsoidy, mających jednakowe pola będzie stożek

Jeżeli pierwiastki QL" i Q./ są równemi sobie, t. j . gdy

to przecięcie będzie kołem.
Widzieliśmy (§ 94,3), że funkeyi </>o można nadać kształt

rpo=^lQ-\^m V(i-\-nk)c> (i — nlc)\
i~\-nh . i—nk

o z n a c z a j ą c z a t e m przez Xifi w e k t o r y J7~ i T/~> o t r z y m a m y

n = k - h v h ' h • •• "•'•••' •'• -•••:

równaniu więc powierzchni drugiego rzędu możemy przedstawić w kształcie
l Q i - 4 r S ' l Q l , l Q — 1 . . . . ( 7 ) ,

lub na zasadzie wzoru (§ 56,1), w kstałcie
2Siqąiq-\-(i~s.iii)^=ii. . . .(8).

Kształt ten pokazuje, że jeżeli dioa przecięcia Icohioe pmcfer&chni drugie-
go rzędu nie leżą na płaszczyznach równoległyahy to one, leżą na tej samej kuli,
środek której przypada we środku powierzchni. Jakoż przecinając powierzch-
nię (8) płaszczyzną SIQ=:O lub S[IQ—O, otrzymamy równanie kuli

(I—SXIU)Q2Z=1.

117. Zbadamy teraz tworzące prostolinijne powierzchni drugiego rzę-
du. Niecłi SQ(PQ=1 będzie równaniem powierzchni. Tworząca prostoli-
nijna; przechodząca przez punkt a powierzchni i równoległa do promienia w
będzie kształtu a-\-xa. Ta ostatnia wartość podstawiona w równanie po-
wierzchni czyni mu zadość przy każdem znaczeniu x. Otrzymujemy tym
sposobem równanie

Sa.tpa~\-2xSa<pw-\-x28co<pw~l) ..
które się rozpada na dwa inne

$«cpi»=0 i 8wpwi=.o , . . (i). -
Pierwsze z tych równań jest równaniem płaszczyzny średnicowej, sprzę-

żonej z kierunkiem a, drugie jest równaniem stożka asymptotycznego.
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Przecięcie zatem tej płaszczyzny z powierzchnią stożka da nam kierunki
tworzących prostolinijnych.

Równania (/) dają;
yq>co= Va<i),

gdzie y jest skalarem, który należy przedewszystkiem obliczyć. Operujmy
na powyższe równanie dwoma symbolami S.p i S.y, gdzie § i y oznaczają do-
wolne promienie wodzące, nie leżące na jednej płaszczyźnie z •wektorem «,
Otrzymamy

a ż e SpcpM~8<i)<pfy £$Vum=z — SwVu(ll . . . . , w i ę c
8u(yy>P-\-VaP)z=zo,8(ofytpy—Vya)—Q . . . ( 2 ) .

Wypada ztąd, że
zo,= VKycp^Va§) (y<py-Vya) . . . (2°),

a ponieważ 8a(po)=Sa>cf,a=:o) więc
8<pa{y<p$-\-Va(ł) (yyy

czyli
y^iStpayftyy-^-ySyictf Vaft(py—<p(} Vyu)—8(f u

a opierając że na (§ 66,3) jako też na wzorze F(F«/SF/9^)=—$S<*P};
otrzymamy

mi/28u^y-\-yS(pa{ Va§cpy—<p@Vyct) — 8a.cpuSafiy=o.

Lecz łatwo widzieć, że współczynnik przy y równa się zeru. Jakoż
wiemy (§ 55, 1), że 7«ypy—yjSajff—$8cty, więc

— V(cpf},Vytt)=—u8<p$.y-j-y8(pfl.at

ws])ółczynnik zatem przy y równa siq Syctcpa V@y=o.
Tym sposobem równanie wyżej podane przechodzi w

Z równania (2«) posiłkując się wzorem (§ 85,2) i przekształcając je
w sposób podobny do wyżej podanego otrzymamy

które to równanie, stosownie do znaku y daje nam tworzącą jednego lub
drugiego układu; w równaniu tem zresztą my'i=l,

W wyżej podanym wzorze F/Sy, jest wektorem dowolnym, lecz nie pro-
stopadłym do a, gdyż p, y i « nie leżą na jednej płaszczyźnie. Oznaczając
go przez e, otrzymamy
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Ten ostatni wzór można jeszcze przedstawić w kształcie

J / m . • ' • • • •

jak się o tem łatwo przekonać możemy przekształcając pierwszy wyraz dru-
giej strony aa pomocą, wzoru VaV$y=y8afi — Say.

Podstawiając i:=V((pa.e), otrzymamy wzór

——,

W którym z przyczyny e—V$y, Sc<pa=o.
Każdy z podanych wzorów dla ZM rozwiązuje zadanie o tworzących

prostolinijnych powierzchni drugiego rzędu.
118. Dla lepszego wyjaśnienia wzorów i metod w tym rozdziale

wyłożonych podamy zadania odnoszące się do powierzchni i linij drugiego
rzędu.

Zadanie 1. Na elipsoidzie znaleść taki punkt, ażeby płaszczyzna
styczna w tym punkcie do elipsoidy poprowadzona, odcięła od trzech osi
równe odcinki (liczone od środka).

Równanie płaszczyzny stycznej w danym punkcie g jest

Jeśli więc trzy osie elipsoidy przyjmiemy za kierunki i,j, k, to ozna-
czając długość odcinka przez p otrzymamy

albo podstawiając w to równanie współrzędne zwyczajne, znajdziemy
(§ 113).

• < B . • • ; • , •

p—ń=l.
• • • aa

W taki sam sposób otrzymamy ^--1 ^—=lt tak że
~b2 ' c2 '~b

e 1

gdyż x\-y~\-z=±pi . ,

• Zadanie 2. Znaleść odległość środka elipsoidy od płaszczyzny
stycznej.


