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Wiemy, Ze
, AB=a —ua,
a zatem :
my
. A C_'m—|—m —a
ztad
m
00=04+4-4C=u |- ”-;1—_;;? (e, —cx),
“a wiee

____mam, e
OC.....Q-—- m—l—»m1
Wprowadzmy teraz do ukladn nows mass¢ me, znajdunjacq sig na koneu pro-
mienia «2. Wiadomo, Ze $rodek ecigikoSei ukladu trzech mass praypada
we frodku cigzkodei punktu Ci massy ma; wynika ztad, e promieh wodzacy
frodka cigzkodei tych trzech mass dany bedzie wyraZeniem:

(m+m m“—l‘ﬂ 4 Oy _‘_”1 @, ma+m[ i _I'm, %
(m{—mﬂ -]—mo - mmy,—-m,

Dla dowolnej liezby mass otrzymamy

_ Zme
T 3m

Réwnanie to moZemy napisaé

Em(aégjzo_
Lecz biorac pod uwagg jedna z mass np. m,, widzimy, %o (@,—¢) oznacza
promienn wodzacy magsy m odnofnie do &rodka ciezkofei wkladu, a Ze m,
(e, —e@) oznacza promiel wodzgey majgey ten sam kierunek i poczatek co
pierwszy, locz mu razy od niego wigkszy, wige praychodzimy do twierduenia:
Summa promieni wodzqcych mass ukladu, wychodzqeych ze $rodka cigikodci

tego ukladu i powighkszonych proporeyonalnie do wielkosei tych mass réwna sig
260U,

Rownanie linii prostej.

18, Jeieli przez punkt staly O, obrany jako poczatek promicni swo-
dzaeych poprowadzimy promien OM, réwnolegly do danego promicnia «, to
rOwnanie

o=pec '
oznacza promiet wodzgey O, jezeli diugosé OMjest p razy wigksszg od dlugodei
«, Jedeli teraz zamiast ilodei stalej p podstawimy ilo$é zmienna =, mogaca
przybieraé wszelkie mozliwe wartosei rzetelne, to réwnanie '
o=l v v w- s i (L)
oznaczy¢ moze promien wodzgey kazdego punktn prostej réwnoleglej do « i
przechodzacej przez poczatek promieni wodzgeyeh, czyli innemi stowami, réw-
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nanie (1) jest réwnaniem prostej réwnoleglej do « i przechodzacej przez po-
czatek.

Odwrotnie, tatwo widzied, e réwnanie (1) oznacza prosta, réwnolegla do
stalego promienia o i przechodzgceg przes poezatek, jezeli poczgtek ton jest
danym; jesli za$ poczgtek ten nie jest danym, to réwnanic powyisze ozna-
cza wszystkie proste réwnolegle do «.

Jezeli z poczatku O poprowadzimy promien OB=g, a przezpunkt B—
prosta nieograniczong BN, rdwnolegly do danego promienia «, to promien
wodzaey OP kaidego punktn prostej BN bedzie

OP=0B +- BP,
czy]i
o=f+ze, . . . . (1)
rownanie to jest rdwnaniem linii prostej BN.

19. Jezcli O4=e« i OB=j oznaczaja promienic wodzaee dwdeh pun-
ktow 4 i B, to rdwnanie prostej, faczacej dwa punkta . i B moZna przedsta-
wié w jednym z dwdch ksztaltow,

o=atw (§—c)

dals b gt 0=F+y (e—p),
gdzie w4y=1.

Pierwsze z tych dwdeh rownan mozna przedstawié w ksztalcie

o +(@—1) a— zf=o0,
W tem réwnanin summa wspolezynnikéw promieni wodzacych ¢, « i 8 jest i-
dentyeznie réwna zeru, gdyz

14+ (@=1)t (—x) =o
Przychodzimy wige do wniosku, Ze ogblnem rdwnaniem prostej, przechodza-
céj pracz konce 4 i B promieni wodzaeyceh « i 7 hodzie:

A+ Bp+Co=0, , . (1)
jezeli jednoczesnie ma miejsce tozsamosé
A+B+C=0 . . (2
Odwrotnie, jeZeli réwnanie
- Aa+Bf 4 Co=0
ma wyrazié prosta, przechodzacs przez konce promieni wodzacych e« if, to
- musi miejsce toZsamosé
A4-B+C=0
Jakoz, w:dmelu-’smy popuedmo, %e 1'6wnamem prostej, przechodzacej przez
kofee promieni @ i @ jest
_ 0+ (@—1) a—a =0,
Lecz réwnanie to od réwnania (1) moze sig tylko réimié stalym mnoini-
kiem m, tak Ze musi mieé miejsce toZsamosé
Aa+Bp+Co=m g+m (v —1) e—map,



- 14 —

ezyli Ze,
A=m, B=m (v—1), (=—ma,
ktére to réwnania dajg
A4+ B4 C=o

Wuiosek. 7 tego coSmy wyZej powiedzicli wyplywa nastepujace
twierdzenie:

Jezeli jednorodna linijna funkeya trzech promient wodzgeych, wychodzqey ch
2 jednego punktu i I 2qeych na jednej plaszczyénie, réwna sig zerw i summo
wspélezynnikéw liczbowy-h promimi wodzqych jest identycenie réunq zeru,
to kevice tych promieni le2q na jednej linii proste;,

20. Twierdzenie wyraZone ostatnim swynioskiem objadnimy przykladem
dowodzae znanego twierdzenia.

Punkt przecigeia sig dwojsiecznych bokow tréjkata, punkt przecigeia
sig jego wysokoSei i srodek kola opisanego okolo tego trojkata lezg na
jednej prostej, ktorg pierwszy z tych punktéw dzieli w stosunku 1:3

Niech G, H, K (Fig. 7) beda temi frzema punktami. Oznaczajac je-

A dnostke diugodei promienia wodzacego, idacego
w kierunku CB przez «, dtugodé boku CB przez
a, jednostke dlugosei promieni CA przez §, diun-
gosé CA zak—przez b, otrzymamy:

Y CB=ac, CA=Ip,
Kt Wiemy (§ 14), e
H CG@=o="s (ac—tB) . . « « (1)
B ~  Opréez tego nie trudno dowiesé, Ze
F oD ; AD=AC-}-CD=D (cos C.a—B)
(%4 73 BE=BC+CE=a (cos C'f—«),

dla punktu wige H, przeciecia sig tyeh dwdeh prostych otrzymamy

CH=bB+yb (cos C\.c.— f)

CH=aa+-aa (cosC'f—e),
ztad otrzymujemy nastepujgce dwa réwnania:
b (1—y)=wacosC'
a (1—az)=ybecosC,
ktére daja

P beosC )
sin?(C
Warto$é ta podstawiona w wyraZenie dla CH daje
CH :glzs%‘g% [ (b—acosC) @4-(a—beosC) B] « + + « .+ . @).
Nakoniec dla otrzymania promienia wodzacego CK==g: punktu K zwracamy
. uwage na nastepujgce dwa rownania:
CK=CF+4t AD

3 CK=CY-+4u BE,
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gdzie t i u oznaczaja wartodei liczebne (§ 18).
Réwnania te przy uwzglednieniu wartosei dla 420 i BE, poprzednio ofrzyma-
nych daja:

1
0K=g,=:2—m [ (a—beos C) a-(b—acos C) B]« . . . (3).

Z réwnah (1), (2) i (8) otrzymujemy
20,0, — 8¢=0,
a e 2-1—38=o0, wige na zasadzie poprzedniego wniosku punkty &, Ki I
leza na jednej prostej.
Co wiecej, poniewas

291+91_ 3¢=2 (@2—0)—(01—0),
2GK— G H=o,

wige

ezyli
2G K=GH.
21. Damy teraz ogélny ksztalt réwnania linii prostej. odniesionej do
dwdch stalych promieni wodzacych Od=« i OB=@ (Ilig. 8).

Niech PQ bedzie prosta. przeci-
najgeq kierunki stalych promieni
wodzaeych wpunktach Pi Qiniech
MM bedzie dowolnym punktem tej
prostej. Oznaczajac OP przez aq,
0Q przez 0B, gdzie aid ozna-
czajg liczby rzetelne, otrzymamy

OM=¢=0P+PM=acw+xPQ,
\ gdzie @ oznacza wartosé liczebng

zmienna, zaleing od poloZenia
punkfn M na prostej PQ.
(Fig. ). Lecz PQ=0B— «a, wige
o-=aa--a(lp—aea)=(a— ax) a-—-}-bmﬁ,
t. j. rownanie linii prostej, odniesionej do dwéeh promieni « i f bedzie
p==mo—4nf, . . v o i skl
gdzie m in sy funkeyami linieynemi Jedne; zmiennej niezaleinej .
Odwrotnie jezeli w réwnaniu (1) m i n 84 funkeyami linijnemi jednej zmien-
nej, to réwnanie to przedstawia lini¢ prostg.

Jakoz dajmy, Ze
. y m-—_al.fv—!"bi

ﬂ:’aﬁw+b
Padstawmggc te wartodei w rdwnanie (1), otrzymamy
o=(as0—~-b1) |- (auw—-by)p==b1 ee-bo (e a2 B,
Lecz rownanie to (§ 18) oznacza prosta, poprowadzong przez punkt, ktérego

promieh wodzacy jest b a--0,8 réwnolegle do promienia wodzgeego
a4 a-l-d'«,?.
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Rownanie linii krzywej ptaskiej.

22. Rownanie :
o=ma-}+nf "

oznacza linie krzyws plaska, jeZeli m i polgezone sg ze sobg rdwnaniem,
ktorego stopien wwyzszym jest nad 1 szy. . _

Jakoz, przyjmujae, Ze tem rownaniem jest ¢ (m, n)=o, widzimy, Ze¢ dla
danego n otrzymujemy oznaczong liezhg wartodei dla m i rdwnanie p=ma-4-nf
daje nam oznaczong liczhg punktéw, lezgeyeh na plaszezyZnie promieni wodzg-
eych @i 3. Nadajae wielkodei 2 wartosé odmienng od pierwszej, ofrzymamy
nowy szereg punktéw, ezynigeyeh zado§é réwnanin g=me-}uf.  Nadajge n
wszelkie wartodei rzetelne, ciggle po sobie idgee, ofrzymamy na plaszezyznie
promieni « i f szeveg punktéw, ktérych promienie wodzace czynig zado$é
rownanin danemu i dla tego szereg ten jest geometrycznem wyraZeniem da-
nego rownania. S

Z tego to powodu rownanie

e=ma—+-nf
jest réwnaniem pewnej krzywe/ plaskiej, jeieli pomigdzy wepélezynnikami m i n
zachodzi réwnanie ¢(m, n)=o.

- Zamiast jednego roéwnania ¢ (m, n)=0, moZemy przyja¢ Ze pomigdzy
~m iu i dowolnej zmiennej ¢ zachodzg dwa nastepujgce réwnania: A(m, #)==0
ipu(n, ¢)==o, z ktérych otrzymamy m=f1(t) i n=fa(t). '

Otrzymamy wige ostatecznie, %e

o=£,(0) et FoB . . - . (2)
jest rownaniem linii krzywej plaskiej.

Otvzymany wypadek w polaczeniu z tem cosmy méwili w poprzednim
paragrafie pokazuje, Ze réwnanie (1) oznacza linig prosta, gdy f,(t) i f,(7)
58 foukeyami linijnemi zmiennej niezaleinej ¢, ouvacza zad krzywa. jereli
Ji(8) 1 f,(t) sa dowolnemi funkeyami tej zmiennej.

 Uwaga, Latwo widzieé, ze w przypadkn, gdy o i f oznaczaja promie-
nie wodzgce, majace jednostki dlugodei, to f, (¢) i/, (), sa wsp6hrzednemi
prostolinijnemi punktéw krzywe;. : :

23. Prayllady. ;

1. Przyjmujge, Ze « i B oznaczaja promienie wodzace réwne co do dlu-
godei i do siebie prostopadle, widzimy, 7e

=ma—nf
jest rGwnaniem kola, kibrego Srodek przypada w poezgtku promieni wodza-
eyeh i ktérego promieh réwna sig dtugoSei promieni wodzgeyeh « i B, jezeli
wspOlezynniki 2 i n csynig zado§é rownania m*4-n2=1,

Réwnanin powyZszemu mozemy nadaé¢ ksutalt

o=ma-}| “1—m?, B,
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czyli
o=ucost-|-Bsint
2, Ounaczajge przez « i @ dlugosei 1 kierunki dwéch polow osi  sprze-
sonych elipsy ofrzymamy, Ze réwnanie
=mo-+nf
oznacza elipse, jezeli m*4-n?=1,
Réwnaniu temu mozemy nadaé ksztatt
o=uacost--Psint,
3. Oznaczajgo praeu e i @ jeduakowedtugodei odeinkéw /o (1o 4-52),
obranych na asymptotach hiperboli, otrzymamy, Ze réwnaniem hiperboli bedzie
_ o=ma—+{nf,
w zatoZeniu mn=1,
Réwnaniu hiperbgli mozemy nadaé ksztalt

gzmﬂ—f—ﬂ—ip _

lub
_ o=ctgi-+-Peotgt
4. Obrawszy dowolny punkt na paraboli i poprowadziwszy przez ten
punkt Srednieg oraz styczna do paraboli i odloZywszy nastepnie na Srednicy
jednostke dlugodei e, na stycznej zaé diugosé 1/ 2p (gdzie p parametr), ktora
oznaczymy przez f, otrzymamy réwnanie
' o=ma--nf,
ktére wyraZa parabolg, jezeli m=n?,
Mozemy teZ réwnanie paraboli predstawié w ksztalcie
o=uat®|-ft.
6. Wyprowadz!é réwnanie stycznej do paraboli.
Latwo widzieé, Ze rdwnanie siecznej, aczacej dwa punkta paraboli, kté-
rym odpowiadaja wartodei ¢ i 71 hedzie

e=mc*+ﬁt+y(m—t)[ “ (tx—l—t)—f-ﬁg,
czyli
9:at5+ﬁt-+m1 o (ty--t)+p z g

Biorge w tem réwnaniu t,=t, otrzymamy réwnanie stycznej do parabol

w punlkeie # _
=at*+Bt-t-o (2at-4-B).
Kladge w tem réwnanin #=—t, ofrzymamy
o=at*-ft—2at* —Pt=—at?,

_ Jest-to promien wodzacy punktu, lezacego na érednicy, gdyz nie zawiera
B, a zatem jest-to promief wodzacy punktu precigeia si¢ stycznej ze &rednica,
Poniewaz ot® jest odeieta punktu styeznofei, wige ofrzymujemy zna-

Zasady rachunku kwaterniondw. 3
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ng wiasnosé paraboli, Ze odeinek Srednicy, zawarty pomigdzy poczatkiem
wspolizgdnych 1 spodkiem stycznej réwna sig odeigtej punktu stycznodei, waie
tej ze znakiem przeciwnym.

7. Styczue poprowadzone do paraboli w trzech wierzeholkach tréjkata
wpisanego w parabole przecinaja boki przeciwlegle tym wierzehotkom w trzech
punktach, lezgcych na jednej prostej.

Jeden z wierzeholkéw O tréjkata moZemy obraé jako poczatek promieni
wodzaeych 1 przez ¢ i ¢, oznaczyd wartofei zmiennej niezaleinej w réwnaniu
paraboli, odpowiadajace dwém drugim wierzchotkom 4 i B,

Réwnania hokdéw tréjkata beda wtedy:

réwn, 04 o=(at*pt)x
réwn. OB o=(at Bty )y
réum, AB o=(ot*-pt) | (it et-B }
Réwnania stycznych do paraboli beda:
w punkeie O o=up
w punkeie A e=at?-Bt— v(2at4-B)
w punkeie B o=at, *-ft, +w(2at, ).

Promienie zatem wodzace punktdw przecigcia sig stycznych z bokami
trojkata beda

Stycznej w O % bokiem AB gi“t 'H

n W 4z H) 0B 92"—2t (ti ““*‘B}

» wBz 04 93"‘2‘3 (tﬁ—l—ﬁ)
Z tych rownah otrzymamy :

a2t —t)  0(2t—t) m(h”—t“) s
t ¢ ity :

1 jednoezesnie
2t —t 22—t tﬁ-—-tﬂ_o
ty t &% @

ktére to réwnania dowodzg, Ze punkta przeciecia sig stycanych z bokami tréj-
kata lezg na jednej prostej (§ 19).

Réwnanie linii w przestrzeni.

24. Dla ofrzymania réwnania linii w przestrzeni prowadzimy przez do-
wolny poczatek A (Iig. 9) trzy promienie wodzace AX—w, AV=p1 4Z=y
niclezgee na jednej plaszezyinie. Przezdowolny punkt D w przestrzeni prowa-
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N

dzimy proste rownolegle do obranych
promieni wodzacychina nich jako na
] krawedziach budujemy réwnoleglodeian
/ ABCDEFGH,
F 0 Latwo widzied, ze promieh wodzacy
/ // AD punkin D dany jest réwnaniem
: / ",/' o==aa-bB-}-cy.
\ I Jeseli punkt D opisuje kizywg
w przestrzeni, to punkta C'i H odpo-
i >A—X  wiednio opisujg krzywe na plaszezyz-
, nach promieni «f1ip y.

EA = (o Jedeli réwnanie krzywej, opisancj
Y/ przez punkt C' hedzie
(Fig. 9). AC=p=f,(t)a—/2(t)B,
to réwnaniem krzywej, opisanej przez punkt H bedzie

AH=¢=/f,(t)f+Sa ().

AH“:AE"}_EH::.{'.\ (t)ﬁ‘!_PY ’
poniewaz za$ H opisnje krzywa, wige
p=EH=CD=f,(t),

2

Jakoz

wtad .
AH=¢=Fa{tf-+Fs (0}
Z figury widzimy, Ze
. AD=4C4-CD,
wige
AD=¢=f1(t)e+L>(O)p+-S2(2)/.
Przychodzimy tym sposobem do twierdzenia, e réwnanie
" e=auftoy . . - . (1)
wyraza linie krzywa w przestrzeni, jeZeli wspélezynniki a, b i ¢ trzech promie-
ni wodzgeyeh «, B, 7, nie lezgeych na jednej plaszezyZnie, sa funkeyami jednej
ziiennej niezaleinej .
Przyklady.
1. Jezeli @, bic sq funkoyami linijnemi zmiennej ¢, wtedy réwnanie
powy#sze wyraZa linig prostg.
JakoZ dajmy, Ze
a=mit-}t-n, b=pi-}q, c=rt-}-s,
podstawiajac te wartoSei w réwnanie (Z) otrzymamy
o=na—~}qB-+sy-+(ma-t-ppry)t,
Lecz na—-qf—-sy i mu—-pp--ry wyraZaja uznacznn.e prnlmienie wodzace,
wice ¢ wyraZa linig prosts, poprowadzong przez konice pierwszego z tych
dwdéch promieni réwnolegle do drugiego '
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2. Réwnaniem linii Srubowej bedzie
acost—Bsint+yt,
jezeli @, B, y oznaczaja trzy promienie wodzgce do siebie prostopadle, z kto-
rych @i P 8g réwne promieniowi podstawy walca, na powierzehni ktorego le-
zy linia §rubowa, y zad oznacza odeinek wzdluz osi walea.

Riwnanie powierzchni.

25. Jeteli w rownanin
o=awt-btcy . . . . (1)
a, bi ¢ sa funkeyami dwéch zmiennych niezale/mych w i v
“:‘}’1(1‘: v), b:fpﬂ(u: 1’); c=1y (u, v)
to réwnanie (7) wyraza powierzehnig.

JakoZ, nadajac zmieunej » warto$é oznaczong m, znajdziemy, Ze row-
nanie

o=g, (m, v)a--gy(m, V)B4gs(m, v)y . « . . (19
oznacza linig krzywa (§ 24), lezaca na miejscu geometrycznem, danem przez
réwnanie (). Zmieniajac warto$é zmiennej u w sposéb ciagly, czyli przyj-
mujge, z¢ w jest parametrem zmiennym widzimy, Ze krzywa dana przez row-
nanie (1%) opisuje powierzchnie, ktérej punkta czynig zados¢ réwnaniu (7)
T¢ sama powierzchnie otrzymamy przyjmujae, Ze v jest parametrem zmien-
nym. '

Naodwrét, jeieli dana jest powierzehnia, to réwnanie jej musi mieé
ksztaltt (1), gdzie wspélezynniki a, b, ¢ sg funkeyami dwoch zmiennyeh nieza-
leznych. Jakoz, jesli wyobrazimy sobie powierzchnig utworzong wedlug
pewnego prawa, to prosta MP poprowadzona z dowolnego punktu M tej po-
wierzehni réwnolegle do promienia y, musi przecigé plaszezyzng promieni wo-
dzgeych off w oznaczonym punkeie P. Odwrotnie, nad kazdym punktem P
plaszezyzny « if, leiy oznaczony punkt powierzehni (jeden lub kilka), t. j.
innemi stowami, gdy w réwnaniu

o=au-4-bB4-cy
damy sobie dowolnie @ i D, to ¢ bedzie zupelnie oznaczong fankeyg a i b, ezyli,
Ze pomiedzy temi wielkodeiami musi mie¢ miejsee réwnanie 1 (a, b, ¢)=o,
ktbre jest réwnoznacznem z ukladem trzech réwnan: a=q (u, v), b=g, (v, v),
=g, (u, v).

Przykiady:

1. Dla otrzymania rdwnania plaszezyzny uwazamy ja jako utworzona
ruchem linii prostej, Slizgajacej sig réwnolegle po drugiej damej prostej.
Kierownica LR plaszesyzmy jest zupelvie oznaezona, jesli znamy jeden jej
punkt Pikierunek £Z. Dajmy, %6 ta kierownica jest réwnolegla do prostej

cce—cBoay
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i 2 dla promienia wodzacego punktu P ma miejsce réw nanie
OP=aa}-a,B+-asy.
Réwnaniem kierownicy przy tem zalozeniu bedzie
o=(act-a, B-t-aay)tv(ca—f-e, f+-coy),

gdzie v oznacza zmienng liczebny.

Przyjmujae, Ze tworzgea jest réwnolegly do prostej

bo—-byf~+-boy
i prowadzae przez dowolny punkt M plaszezyzny réwnolegls MN do tworza-
cej az do przecigeia sig z kierownica w punkeie N, otrzymamy
OM=ON--NM.

Lecz poniewaz N jest punktem kierownicy PR, wige

ON=aa}-a,f-+a,y+v(ce--cf-+|c,y),

a %e prosta NI jest réwnolegla do tworzacej, wige
NM=u(ba-+b,5+by).
Otrzymamy ztad, ze '

g=(a—-bu~}-ev) e~f~(ay by u—-o, v)E-{-(ay by t-cqv)y
jest réwnaniem plaszezyzny.
Naodwrét, tatwo tez dowiesé Ze obrazem geometrycznym réwnania
e=(a—+-bu—+-cv)e—(ay~-byu--e,v)B~(as+byut-0v)y
jest plaszezyzna.
Chege tego dowiesé, dajmy powyZszemu réwnaniu ksztalt:

o=(aee—-ayf4-ayy)-~(da—-by-boy)ut-(catc,f4-cay)v.
WyraZenia: ae—a,B-+asy, ba—+tb,B--boy, catcf-coy oznaczajg ftrzy
zupetnie okredlone promienic wodzace OM, OR,, OR,, tak, #e powyZszemu
réwnanin mozemy nadaé kszfalf '
' o=0M--u0R, —|—v OR,.
Lecz promieh wodzacy :
08=uO0R-+|vOR,
oznacza prosta, lezaca na plaszesyinie OF,I2;, wige

T AT ST T

oznacza promien wodzaey punktu M leiacego na prostej réwnoleglej do
plaszezymy OR, R,, t. j. punkt A/ opisuje plaszesyzng rownolegla do plaszery-
wy OR,R,.

Przychodzimy wige do twierdzenia:

Réwnanie

o=ao—-bp-}-cy

wyrata plaszczyzne, jedeli wspblezynniki a, b i ¢ sq ﬁmkc yami linginemi dewGoh
zmiennych niezalenych w 4 v.

2, Znalesé réwnanic plaszesyzny przechodzace]j przez kofice trzech promie-
ni wodzaeych «, i 7.
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Dajmy, Ze kofice tych promieni sg 4, B i C'(Flig 10) i Ze M jest dowol-
nym punktem tej plaszezyzny.
Promien wodzgey ¢ punktu M

1 exyni zadodé réwnaniu
OM=p=04-+4+4AM
lecz
AM=uAC+}vAB,
AC=A404-0C
AB=A0+0B,
ztad '
e=a~u(y—a)t+v(f—a),
czyli, Ze

o--(utv—1)a—vf—uy=0

jest réwnaniem szukanej plasz-

czyzny.
Réwnanie to jest szezegdlnym
(Fig 10). przypadkiem ogélniejszego row-
nania
Ag+-Be—-Ch+Dy=o,
w ktérem
A~B—C+D=o.

Preychodzimy wige do wniosky, Ze rbwnanie linijne pomigdzy caterema pro-
mieniamt wodzqeemi, w ktbrem summa wspblezynnikdw identycenie réwna sig
zeru, wyrada, ie pumkta kotcows tych promient ledgna jednej plaszezyinie.

2. W podobny powyZszemu sposéb mozna tez otrzymaé réwnania po-
wierzchni utworzonych ruchem linii prostej.

Dla ofrzymania réwnania takiej powierzehni wyobrazmy sobic na tej
powierzehni jake$ linie krzywa o=/(t), kierownice. Powierzehnig moZna
uwazaé jako utworzong ruchem linii prostej, tworzqeej, $lizgajacej sie po kie-
rownicy wedlug danego prawa. Dla wyraZenia tego prawa ruchu tworzacej
réwnaniem, zakreSlamy z poezatku, jako ze frodka, kulg promieniem réwnym

‘jednostce dlugosei. Promienie poprowadzone przez poczatek réwnolegle do
wazystkich tworzaeyeh przetng powierznig kuli wedlug pewnej oznaczone)
krzywej, danej réwnaniem
e=y(t),
gdzie (%) dla kazdej wartodei liczebnej zamienia sig w Jjedno&é, Przez kazdy
punkt M powierzehni wogéInodei przechodzi tworzaca, przecinajaca kierownice
w punkeie 4. Bedzie wige
04=f(t), OA+AM=0M,
oznaczajac zatem ONM przez o i nwazajge, 4 prosta AM jest rownolegla do
tworzgeej @(t), ofrzymamy
o=f(t)+vg(®).
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Jezeli w tem réwnaniu v i ¢ quq zmiennemi niezaleinemi, to ono wyraza
powierzehnig, utworzong ruchem linii prostej.

Przyjmujae, Ze ¢ jest iloScig staly znajdziemy, e réwnanie powyzsze
wyraza wszystkie punkta powierzehni, lezaee wzdluz jednej i tej samej two-
rzac¢j, prayjmujac przeciwnie « za ilodé stala otrzymujemy wszystkie punkta
powierzehni, ktére od krzywej o=f(t) sa oddalone o wielkodé v, mierzong
wzding tworzaeych.

Jezeli f(t)=p zamieni si¢ w punkt, to rownanie

o=/{)+vy(2)
przedstawia ogolne rownanie powierzehni stozkowych, jezeli za$ ¢ (1) =g zamie-
ni sig na prosts, to réwnanie powyZsze bedzie ogélnem réwnaniom powierz-
ni walcowych.

Przyklady:

1. Réwnanie. ‘
o=wa—yf-+tor
wyraza elipsoide trdjosiowa, jesli

e ty*tai=1.

e=wta—tyP4-(a4y)%r . . . . (D)
wyraZa stozek drugiego stopnia, ktéry przeciety plaszezyzna
e=rHe(e—rHE—y) . .« « (D)
daje elipse styczna do hokéw trdjkata, ktérego wierzcholki przypadaje
w koficach promieni «, B, y, a punkta stycznoézm przypadaja we Srodkach bo-
kéw tego tréjkata.
Jakoz, kladge y—wv, réwnanie powicrzchui przyjmuje ksztait

e=ata-tate®B+o?(1-H0)%,
g=a{ato-H1-+v)].

Jeieli w tem réwnaniu podstawimy za v ilo&é stala ofrzymamy réwnanie
linii prostej, przechodzacej przez poczatek, powierzchnia zatem jest powierz-
chnig stozkows, majaca swdj wierzcholek w poezatku.

~ Dla otrzymania przecieeia stozka (1) z plaszezyzng (2) musimy uezynié
oty *f-H(@4y) r=r+-2(a—y) 4B —7),
ktére to réwnanie rozpada sig na trzy nastepujace,
wl=z, y’=t, (x+y)’=1—(z1}1),
ezyli, ze dla punktdw (przecigcia sig stozka z plaszezyzng musi mieé miejsce
réwnanie

2. Réwnanie

czyli

1—(@*y*)=w*+y -2y,
2y ay="1)s,

rbéwnaniem wiec tej krzywej bedzie:

e=a*a—ty *p+-{1—(@™+y*)Ir,

ezyli
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ozyli
o—r=a*(e—y)+y*E—7)-

Przenoszae poczatek promieni wodzacyeh do koiea promienia y i odno
szae krzywe przecigeia do promieni (e—y)=4 i (B—y)=g, ofrzymamy réw-
nanie tej krzywej w postaci:

e=a*l—ty%,

o="EA—-nu,
gdzie £ i 7 czynia zado&é réwnanin

e+ o=
2y — (&-Fn)-fa=0

Prowadzac przez poczatek promieni wodzacych dowolng prosty o=
z (PA+-qu) znajdziemy, Ze ona w ogdlnotei przecina krzywe o—w*A--y*u
w dwoch punktach i tylko w praypadkn gdy e=zpi lub o=2qu, t. j. gdy pro-
stemi przecinajacemi beds same osie 2 i otrzymamy dwa zlewajgce si¢ punkta
przecigeia, ezyli, Ze osie sg styczmemi do krzywej. Rachunek bardzo prosty

pokaze, Ze punkta stycznodei przypadajg we Srodkach osi 2 i w.
3. Réwnanie

czyli

czyli

: e=(ae—-DB)i--(ara—b; -ty
wyraza paraboloide hiperboliczna.

Jakoz, widzimy Ze kierownica

o=ac—-bp
- Jest prosta, lezacy na plaszezyZnie «f. Tworzace za$
o=(as D, p4ty
88 réwnolegle do promieni wodzacych punktéw
e=ay a-}-b,B--ty.

Lecz punkta te leza wezystkie na plaszezyinie, okreélonej prostemi
a,e+Db,81y. Wige powierzchnig nasza moZemy uwazaé jako utworzong ru-
chem prostej, $lizgajacej sie po drugiej prostej réwnolegle do danej plaszezsy-
zny.

Lecz réwnanie tej powierzehni moZna jeszeze przedstawié w ksutalcie

o=(a, e+, Bv-(aa—lp-+vp)t,

ktéry pokazuje, Ze dang powierzchnig mozna uwazaé, jako utworzona ruchem
tworzacej

o=(ae—-bB+vy),
slizgajacej sie wzdhuz prostej

o=(a; a—0,B)v ;
réwnolegle do plaszezyzny dwdch prostych ac—-0f i y.

Dane zatem réwnanie wyraza paraboloide hiperboliczna,.
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4. Niech w réwnaniu powierzehni
_ o=aat-}(Beost-tysint)v
a, B iy oznaczaja trzy odeinki do siebie prostopadle, wychodzgce z jednego
punktu i majace jednostki diugoei.
Kierownica tej powierzehni jest nieograniczona prosta
o=cuat,
tworzace zad
0=(Beost—}-ysint)v
sg rownolegle do plaszezyzny B, y, t. j. prostopadie do «.

Rownanie powierzehni pokazuje, Ze ona powstata ruchem prostej, ktdra
bedge stale prostopadls do drugiej prostej posuwa sig wzdluz tej ostatniej
w taki spos6b, ze wysoko§¢ o kt6ra sig wznosi jest proporeyonalng do kata,
o ktory sig obraca. -

Zadania do rozdziatu I

1. Cazworobok, majacy swoje wierzcholki we §rodkach bokéw danego
czworoboku (plaskiego lub skofnego) jest réwnoleglobokiem.

2. Przekatne réwnoleglofcianu dziels sie wzajemnie na czefci rowne.

3. Jezeli na bokach czworoboku ABCD wyznaczymy punkty P, Q, Ri 8
w ten sposdb, ahy

AP _BQ__CR__DS =,

AB BC CD DA 7
gdzie & rozni sig od Y, to czworobok PQRS bedzie réwnolegtobokiem, je-
zeli nim jest czworobok ABCD,

4, Dwdjsieczne dwich kgtéw zewnetrznych i frzeciego kata wewnetrz-
nego trdjkata przecinajg sie w jednym punkeie.

6. Proste, laczace srodki bokéw przeciwleghych czworoboku (plaskiego
lub skoénego) dziels sig na réwne czefei w punkeie dzielgeym odeinek proste)
pomigdzy $rodkami przekgtnych, na dwie réwne czesei.

6. Jeleli przez punkt lezgcy wewnatrz tréjkata ABC poprowadzimy
trzy proste MN, PQ i RS odpowiednio réwnolegle do bokéw 4B, BCi C4A
a% do przecigeia sig z temi bokami bedziemy mieli

MN , PQ | RS __
TN oA

7. Dwdjsieczne katoéw zewnetrznych tréjkata przecinajg boki przeciw-
legle w trzech punktach, lezacych na jeduej prostej.

8. Punkty przeciecia sig odpowiednich bokéw dwéch trojkatéw, majg-
cych swoje wierzeholki na trzech prostyeh, przecinajacych sig w jednym punk-

cie leZg na jednej prostej.
Zasady rachunku Awaterniondw, 4
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9, Srodki trzech przekatnych cuworoboku zupelnego leza na Jjednej
prostej. Czworobokiem zupelnym nazywamy ukiad ezierech punktéw na,
plaszezyZnie wraz ze wszystkiemi prostemi, tgezgeemi te punkty po dwa.

10. Za pomocy dowolnego pigeioboku tworzymy pieé czworobokdw nsu-
wajge po jednym boku pigeioboku i przediuzajac dwa boki przylegle usu-
nietemu a% do ich przecigeia. W kazdym z tak otrzymanych ezworobokdw
prowadzimy proste, laczace frodki przekatnyeh, Dowiedd, Ze pigé prostych
tym sposobem otrzymanych przechodza przesz jeden i ten sam punkt.

11. Dowies&é, Ze y6wnanie

o=t—tatu—1 f4ov-1y, gdue t+u-tv=0

wyraza stoZel, majgey swéj wierzcholek w poczatku O promieni wodzgeych
i w ktorym e, Bi y beda tworzacemi. Plasuzezyzna przechodzaca przez koi-
ce 4, B i C' promieni wodzgeych «, B, y przetnie stoZek po elipsie -opisanej
okolo trojkata ABC i styczune do tej elipsy w punktach 4, B i C'begda odpo-
wiednio réwnoleglemi do hokdéw trdjkgta opisanego.

. 12, Dowie&é, Ze proste dziclgce boki przeciwlegle czworoboku skofnego
na ezesel proporeyonalne sa tworzacemi paraboloidu hiperbolicznego.



