ROZDZIAL 11,

llorazy i iloczyny promieni wodzgeych.—OkreSlenie kwaternionu.

e

- 26. lloraz
=L.. ...

‘ [#4
dwéch promieni wodzaeych, wychodzgcych z jednego punktu Hamilton na- :
zywa kwaternionem (ezworanem), przyczem przyjmuje, e iloraz ten jest je-

dnowartoSciowym.
Z réwnania
=t
a )
wypada jako okreslenie mnozenia, t. j. dzialania odwrotnego dzicleniu
b .
p=go="aa. . . . (9)

Musimy tu wyraZnie nadmienié, Ze ¢.¢ oznacza, i% ¢ mnoZemy przez
g, zobaczymy bowiem, Ze w rachunku kwaterniondw porzgdek eczynnikéw
wplywa na iloezyn.

Z réwnania (2) wypada, Ze kwafernion ¢ jest czynnikiem, ktéry dzia-
lajac na promich wodzgey « przeistacza go w promien f. Do tego za$ po-
trzeba: 1-sz¢ powigkszyé lub zmnicjszyé absolutng dlugodé ¢ promienia e,
by ona stala sig réwna dlugosei b promienia B; 2-gie obréeié «na plaszeyZnie
promieni «f o taki kat, aby promief e przybral kierunek promienia .

Dwa kwaterniony

QZ% i EI*.:El
nazywamy réwnemi tylko wtedy, gdy one czynig zadosé nastgpujacym wa-
runkom:
_ 1-sze. Jezeli stosunek dtugosei b i a promieni f i « réwna sie stosun-
kowi dtugofei b, i @, promieni B, i ey, t. j. gdy
: b_ b

a a
2-gie. Jezeli ptaszezyzna promieni Bz jest rownolegly do plaszezyzny
promieni B, e,
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3-cie. Jedli kat pomiedzy promieniami B i o xéwna sig katowi pomigdzy
B, i1 e,

. 4-te, Jezeli kierunek obrotu od « do B jest taki sam co i kierunck obro-
tu od e do B.

Przyjmujmy, Ze za kierunek dodatni obrotu uwazaé hedziemy ten, ktdry
dla obserwatora, znajdujgcego sig w poczgtku promieni wodzgeych i patrzacego
na plaszezyzng «f odbywa sig od lewej do prawej t. j. w kievunku skazdwki
Zegarowej.

To zatozywszy widzimy, Ze iloraz ¢ jest zaleznym od ezterech nastepu
jacyeh wielkosei.

1 0d stosunku liezebnego b: a

2) 0d wielkodei kata ap

3) i 4) 0d wielkodci, okredlajacych poloZenie ukladu plaszezyzn réwno-
leglych.

Lecz Yatwo widzieé, Ze tych wielkosei jest dwie. Jakoz, wystawiwszy
W poezatkn promieni prostopadty do tego ukiadu plaszezyzn réwnoleglych
widzimy, ze prostepadla ta jest zaleing od trzech katéw, kiére ona tworzy
z ukladem frzech osii kiore polgczone sg ze soba jednem rownaniem, a zatem
prostopadia ta okredla sig za pomocg dwdch wielkosci niezaleznych.

Ztad to pochodzi nazwa kwaternionu.

217. Kwaternion zatem zastosowany jako czynnik do promienia wodza-
cego « wydluza go lub skraca i jednoezesnie obraca go o pewien kgt. Z tego
to powodumozemy kwaternion uwazaé jako iloezyn dwdich ezynnikéw, jednego,
ktéry wydluza lub skraca promien wodzgey, & ten nazywa sie tensorem (wy-
diuzaczem), i drugiego, ktéry ten promief obraca o pewien kat i ten otmymal
nazwe wersora (swrotnika),

Oznaczajac tensor przez Tq, wersor zaé przez Uy moZemy kwaternion
q napisaé w ksztalcie

Ta=T4Tq « + + = « (L)

Poniewaz porzadek czymofei obrotn i wydinZenia oczywideie nie wply-

wa na wypadek dzialania, ktére wyobraza kwaternion ¢, wige
¢=Tq.Ug=0Uq.Tqg . . . . - (2).

Jedli przez o' 1 B’ oznaczemy jednostki dtugodei, odeigte na kierunkach

promieni « i §, a prztz ¢ i b absolutne dlugodei promieni wodzacych, to
_B__0p
ey S
o ao oo

. b : e 2 : e : |
Stosunek — 0ZnAcza wielkofei zmiany diugodei promienia e, EF 08—
o

wielko8é obrotu, bedzie zatem
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Uwaga, Oznaczajac przez y promief wodzgey, lezacy na plaszezyZnie
kwaternionu %, moZemy zawsze znalesé taki promien d, aby E—:Q. Ztad
wypada, %e : ’

&'-r:% 7=~;L y==4.

t. j., 48 q zastosowany jako czynnik obraca i zmienia dingod¢ nietylko pro-
mienia @, lecz kazdego promienia, na plaszezyZnie kwaternionu Deda-
cego. (§ 27).

Dziatanie nad kwaternionami.

28. Przy pewnych przypuszczeniach, o ktérych zaraz méwié bedziemy,
Tfatwo dowiesé, Ze wszystkie dzialania algiebraniczue nad kwafernionami wo-
gllnodei mowiac, zawsze daja jako rezultat kwaterniony.

29. Dodawanie ¢ odejmowanie, Niech b(;c14 dwa kwaterniony

fh—E i Qz—;;

7 okreflenia rownoei kwaterniondéw (§ 28) wynika, Ze te dwa kwater-
niony moZemy zawsze tak przeksztaleié, aby one mialy ten sam mianownik.
JakoZ na wspélnem przecigein sig dwoéch plaszezyzn danyeh kwaternionéw
mozemy zawsze wybraé taki promief wodzaey s i wyznaczyé odpowiednie
dwa promienie wodzace B; 1 d,, » ktérych pierwszy ley na plaszezyinie kwa-
ternionu q,, drugi na plaszezyZnie q,, aby

B0
q ' q. Y f
Otrzymamy wtedy
: &1
«11+fza—— =

Przyjmujge, 2e w tym przypadku ma miejsce prawo rozdzielnodciowe
dla wtamkéw zwyezajnych o Jednakowych’{mlanowmkaeh wyraZone réwna-
niem

a—|—b a

cc’

ofrzymamy
; d
qi—}-%:_&_'j:_i.

Poniewas .0, jest promieniem wodzgéym, wige ﬁ*:‘: L jest kwater-

nionem Q, a zatem

‘h"}“‘la:Q
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Uwaga, Praypuszezenie co do zastosowalnodel prawa rozdzielnoseio-

wego .‘i’ctz_’:ﬁ—l—i znajduje pothmdaeme w tem, Ze stosujge dzialanie

Bt

wyraZone znakami 7

- —[—"T do promienia wodzacego  (wspolnego

) :
przecigeia plaszezyzn -[3: i y) ofrzymujemy ten sam rezultat

Whniosek, Poniewai
ﬁl "'I"Ji :r?: -H31
e w’
wiee
G+ 2=q+4s,
t. j. summa kwaternionéw jest przemiennosciows.

80. Na zasadzie tego coSmy wyzej powiedzieli latwo dowiesé, te kasdy
kwaternion mozna rozlozyé na summe ilofei liczebnej i kwaternionu o kqme
prostym. Jakoz, niech bedzie kwaternion.

_0B__

Oznaczajac przez o' jednostke dlugodei w kierunku promienia wodzace-
go OA=« (Fig, 11), B' jednostke diugodei w kierunku OB=Ff, dlugodé & przez
a, dlugosé § przez b, kat za$ pomicdzy « i B przez
@, ofrzymamy '

OB=0P-0 Q=Dbcospa'-}Dsingd’,
gdzie ¢' oznacza- jednostke dingofei w kierunku
promienia O(Q prostopadiego do e.

A
Fig. 11). Z powyZszego réwnania otrzyma.my

1
= g.g_i)-cosgo-{— -—smcp.il (cos Jp—|—smq\-) -

Ztad widzimy, Z¢ kwaternion g—= gﬁ rzecnywiscie sktada sig z ezgdei li--
czebnej zﬂc-lsgo i z kwaternionu 533“9"&* o0 kaeie prostym.

Whiosek. Jezeli promienie wodzgce f i « sg do siebie prostopadiemi,
to (p«:g i czedé liezebna znika, jezeli zas promienie wodzace sa réwnoleéiemi,

to ==0 lub 7 i kwaternion przechodzi w liczbe zwyczajna,.
31l. Mnotenie i dzielenic kwaternionéw. Po dlugich poszukiwaniach,

Hamilton przyszedl do przekonania, Ze dla kwaterniondw musi mied miejsce
réwnanie

RI™

~<ig

=B
y.....(f),



réwnanie za$

prawdziwe dla liczb zwyczajnyeh nie moZe mied migjsea dla kwaterniondw.
Kelland podal nastepujace, latwe do spamietania prawidlo:

Réwne wartosel licanika i mianownika dwéch kwaterniondw, bedaeych iro-
lejnemi ceynnniliami tloczynu, wiedy tylko wzajemnie sig znosaq, jeteli one mogn
“byé wykreslonem’ kreskq idgeq w Lierunku pochyi!oéca pisma zwyeczajnego,

Przypuszezenie, Ze

nic innego nie oznacza tylko, Ze iloczyn P_.E,y podlega prawu lgeznodeiowe-
mu, wyraZonemu réwnaniem i

' a(be)y=(ab)e,

Jakoz, przyjmujae to ostatnie prawo mozemy napisaé

(- Ph=2 (it

a %e
{.3_. y==pB, .
Y
wiec wypadki otrzymane przez mnoZenie promienia y raz przez B, ‘-x—, drugi
- p o )
raz przez (:-; 83 identyceznemi, czyli, Ze
B oB-
@ ¥ ¥

Na zasadzie tego przypuszezenia latwo widzieé, Ze iloczyn dwoeh kwa-
ternionéw. jest kwaternionem.
Jakoz, kladge

_B_B
9 a“"—;'
==
Qo —

gdzie y oznacza promied wodzacy, lezaey na wspélnem przecigeiu plaszezyzn
kwaterniondéw ¢ 1 g5, ofrzymamy

By _B
{1 b .}’1 }’1.

82. Iloczyn dwéch kwaternionbw nié jest praemiennosciowym. Dla okaza-
zania tego twierdzenia, niech 04, 0B, OC (I"ig. 12) bedy trzema promieniami
wodzgcemi, majacemi jednostki dhugosei i uezyfmy

04=d', OB=f', 0C=y
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_p_0B _ _ 0C_y
1=z"ox " 0B g
Przy takiem zatoZenin bedzie

U=0pt 04 04 d
Na plaszezyznach OAB i OB(' poprowadZmy
odpowiednio promienie wodzgce OA'i OC' tak, aby "
kat BOA'=kat. AOB, kat C'OB=kat. BOC'i aby

(Fig. 2). dlugodei tych promieniani wodzgeych réwnaly sie
jednostkom. Otrzymamy wiedy
04' OB
"o *=ocv
_ 04" 0B_ o4
WE=DE 00 o0

: oc, 04" . . :

Kwaterniony o4 oo e wprawdzie te same tensory i katy, lecz
plaszeyzny. ich bedq roznemi, jesli tylko kwaterniony g,-1 ¢, maja rézne plasz-
czyzny, & zatem iloczyny 0192 i 2, bedg réznemi (§ 26). W przypadku, gdy
kwaterniony q: i 9, sa prostokgtoemi, leez lezg w réZnych plaszezyznach
wiedy promienie wodzace OC, 04, OC'i OA'leig wprawdzie na jednej plasz-
ezy’nie, lecz Yatwo widziet, ze katy A0Ci C'0A' kwaterniéndw iloczynow
sg réznokierunkowemi, a zatem nie sg réwnemi. ROwnosé kwaternionéw qqq,
1 g9, wiedy tylko bedzie miala mlerce, gdy kwaterniony ¢, i g, bedg na
jednej plaszezyinie,

Uwaga, Kwaterniony wyZej uwazane byly tylko wersorami, lecz la-
two dowiesé, Ze twierdzenie o nieprzemiennodei iloczynu jest prawdziwem
dla dowoluych kwaterniondw.

Jako#, oznaczajac przez ¢V iq® dwa dowolne kwatmnmny, mamy

qHJ qtﬂl—-Tq{l}Uq(iJ TQ(EJUQ(.GJ_. Tq“’fq 2) U‘Qtl_l Uq‘zi (§ 27).
Q@ qI=T® Ug(®. Ty M Ug V=T(>Tq' ), Ug(®, Up(",
a ie
Ty Tot="Tq® Ty
wige nie ma miejsea réwnodé
Q' D.gtD=q®,q(,
38. Kuwaternionem odm’omym wigledem kwaternionu Q nazywamy no-

wy kwaternionq—1, Tub -é-, okreSlony réwnaniem

Q-%zi, b qg~t=1, . . (2).



Jedli zatem bedzie

ng-i B=q.q,
to musi byé
——] 1 —"‘a
7 L Tp
gdyz
B a E:ﬁzi
w g g7

Przychodzimy ztgd do wniosku, Ze tensor odwrotnofei kwaternionu réw-
na sig odwrotnosei tensoru danego kwaternionu, wersor za§ odwrotnoéei kwa-
ternionu réZni sig od wersoru danego kwaternionu tem, Ze przy réwnosei ka-
t6w, kierunki tychze sq wprost sobie przeciwnemi, gdyz pierwszy zmienia o
na B, drugiza$ @ na a.

Latwo tez widzieé, Ze

—te= 7. Pt ... . @

ac o

34. Kwaternionem sprzgtonym z danem kwaternionem nazywamy kwa-
ternion, majacy ten sam tensor co i dany kwaternion, tg samg plaszezyzng i te
samg wartosé katowsg, a réini sig tylko kier unklem kata, ktéry jest wplost
przeciwnym kierunkowi kata danego kwaternionu.

Jezeli dany kwaternion oznaczymy przez ¢, to sprzeZony z nim oznaczamy
przez Kq.

Jedli zatem 04, UB i 04" (Ify. 12) sg promieniami wodzacemi, lezace-
mi na jednej plaszezyZnie i jesli pod wzgledem liczebnym heduie

B OA:OA', kat AOB:]&Q‘E. A'OR
to bedzie
N A OB 0B
. — =g, —— —Kg,
04 Do 4

Na zasadzie paragrafu poprzedniego bedzie
UKg=Uq . « « + ().
0 Poniewaz wog6lnodei wersor kwaternionu réwna sig
(Fig, 12). ilorazowi z kwaternionu przez jego tensor, wige
Uy—t=q - Tq—'=q Ty,
a 7e z samego okredlenia

- TKq::Tq,
wige : ,
K= TKq UKq=(Tq)*q—"*
QKq=(Tq)*qq~ ’_(Tq)"‘ )
Zasady rac?muku kwatarniondw. ! _ B
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Latwo tez widzied, zei :

- Koq=qKo=(T9)*. - « . (3).

Ten sam wypadek mozna tez bylo otrzymaé uwazajge, e tensory Kq i ¢
sa sobie réwne i e dzialania Uy i UKq wzajemnie sig znoszg, tak Ze dziata-
nie wyraZone przez ¢.Kq Iub Kq.q sprowadza sig do mnoZenia pruzez (Tq)2
Przychodzimy tym sposobem do twierdzenia:

Llocayn z Kwaternionw preez kwaternion spragdony réwna sig kwadratowi
tensorit.

85, Jezeli przez 0.4, OB, OC rozumieé bedziemy promienie wodzgce,
majace jednostki dlugodei, to

00_0C OB_
04—0F ‘02—
04_04 OB
0C OB '00°

Lecz na zasadzie (1, § 34)

04__[0C\ 04 OB\ 0B 00
W“K(OA) 0B K(OA) 0C K(UB)

moZemy wige drugie z dwéeh poprzedhich réwnaii napisaé w ksztaleie
0c OB oc
K ek K|—
( 0A ) ( ()A ) ( OB)
czyli
K(qq")=Kq'.Kq . . . (1),
Przychodzymy.tym sposobem do waznego twierdzenia.
Kwaternion spragiony iloczynu dwlch Lwaternionéw réwna sig iloczynowt
hwaterniondw sprzedonych czynnilkéw, wzigtych w odwrotnym porzqdiu.
36. Mnozenie kwaterniondw jest rozdzielnosciowem.
Wiemy ze
00 08_ 00
0B 04 04"
Rozkladajac promieh wodzacy OC na dwa inne 0D.-DE, bedziemy
mieli " '

(O.D—}~DE 0B _OD+-DE
0B )" 0&~ 04

Lecz na zasadzie (§ 29) réwnanie powyZsze mozZemy napisaé w ksztalcie
DE\ OB__0D , DE '
( 05 0B ) 0i—0a Tox
a Ze

OD_0D 0B DE_DE OB
OA OB 04’ OA OB " 04"
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wiee :
(E#D_“’_.Q}E) OB __0D OB_+DE 0B
OB' 08) OA~ 0B 04 "OB" 04"
Ornaczajac s preez p 2 przes g E 95 przez », otray-
0B 0B 04 : '
mamy

(p-t+-9) r=prtqr . <« (1)
t. j. mnoZenie kwaterniondw jest rozdzielnoSeiowem odnognie do dodawania
o ile ono sig tyezy mnoznika.
Stosujac teraz do 16W1mnia (1) twierdzenie § 35, otrzymamy .

K [(p+q)rl=Kr.K(p+9)
Lecz pnnmwm, Jjak latwo widziec,

e (Q'i“f'q z)— mﬂ!l ';'J(Qz
wige
Kpr+Kor=Kr, K(p+4q)=EKr. (Kp+Kg).
a na zasadzie § 3D
Kr. (Kp{-Kq)=Kr. Kp-+Kvr. K.
Poniewaz za§ Kp, Kq, Kr oznaczajg dowolne kwaterniony, wige ozna-
©zajae je przez i, 4, 7y otrzymamy
' r(prg)=rptrg . - (D)
t. j. mnoZenie kwaternionow jest rozdzielnoSciowem, odnofnie do dodawania,
o ile ono sig tyezy mnoznej.

Przychodzimy wige do wniosku, Ze mnozZenie kwnteunonéw jest wogdl-
nofei rozdzielnodeiowem t. j.

(p+9) (r-)=prtpstags . + .« - (3)

Uwaga. W nastgpstwie opierajae sig na prawie rozdzielnodciowem i na
tak zwanych kwaternionach zasadniczych dowiedziemy tez, Ze dla mnoZenia
kwaternion6w ma miejsee prawo lacznodeiowe, wyraZajgce sig réwnaniem:

; . (ab).e=a.(be)=abe.
87. Dziclenie woégdlnodei mozemy okresli¢ jako dziatanie odwrotne mno-
zeniu i to w dwojaki sposéb, uwazajae dzielng juz to jako iloezyn z ilorazu
praez dzielnik, juz tez jako iloczyn z dzielika przez iloraz. To ostatnie okre-
§lenie przyjmiemy dla dzielenia kwaternionéw, tak Ze
dzielna—"Toraz X dzielnik.

Eatwo dowiedé, Ze iloraz dwéch kwaternionéw jest kwaternionem,
Jakoz niech bedzie

H

3 : d_ad
Q ,-_—L"—ﬁ Ll gy

o [ y M
gdzie p oznacza promieh wodzaoy, leZaey na wspélnem przecigein sig plasz-
ezyzn kwaternon6w g4 i ga.
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Przez dzielenie otrzymamy
o B, S
94: ‘Ii'-‘ﬁ )
Przyjmujae, Ze dla ilorazu dwoch wtamkow o jednakowym mianianowni-

kn ma miejsce prawidlo zwyczajnej algiebry, otrzymamy .
: Vo P
= a::
¢ b.d. o.

Kwaterniony Zasadnicze,

38, Pomiedzy kwaternionami na szezegblng zastugujg uwagg kwater-
niony, ktérych tensor réwna sig jednosci, a kat jest prostym. Kwaterniony
takie nazywaja sie zasadniczemdt, czyli slsmsntm‘nemi, a to dla tego, 4e w na-
stepstwie okaze sig, Ze kazdy kwaternion daje sig wyrazié przez summe trzech
kwaternionéw elementarnych.

Nie trudno dowiesé, Ze wyraZeniem algiebraicznem takiego kwaternionu
jest jeden z pierwiastkéw réwnania

X?4-1=o.

Jakoz, jesli ¢ oznacza kwaternion elementarny i e jaki$ promien wodza-
ey na plaszczyZnie tego kwaternionu, fo g« oznacza promien wodzgey B, leza-
cy na tej saméj plaszezyZnie, majacy te same diugodé co e i bedgey prosto-
padiym do kierunku «; tak samo gf oznacza promien wodzacy y tej same;
co o dlugosci i prostopadty do f.

Poniewaz za§ oba obroty odbywajs sig na plaszezyinie kwaternionu g,
wige y musi musi lezeé na przediuzeniu promienia « t. j. musi byé

: y=—a.
Bedziemy zatem mieli
y=qf=qqe=ga=(—1)e.
Widzimy ztad, Ze ¢*=—=—1, czyli 4e ¢ jest pierwiastkiem réwnania
: X2dI=0. . . . (D),

Kwaternion zatem elementarny, jest pod pewnym wzglegdem réwnym je-
dnostee)” —1 zwyezajnych liczb urojonych, gdyi i ta jest pierwiastkiem r6wna-
nia (Z) i réwniez oznacza obrét o kat prosty. Nie oznaczamy jednak kwater-
nionu elementarnego przez |/ —1, dla tego, e znak ten nie pokazuje, na jakiej
plaszezyZnie odbywa sig obrot, a z powysszego réwnania widzimy, 7e kwadrat
kwaternionu elementarnego zawsze sig réwna —1, bez wzgledu na plaszezyzne
tego kwaternionu. Z tego to powodu Hamilten powiada, Ze r6wnanie (1) ma
nieskonczenie wiele pierwiastkow, ktére on nazywa geometrycznemi i ktére
on oznacza przez L. Pierwiastek zatem rownania (1) jest symbolem dziala-
nia, ktére dwa razy zrzedu zastosowane do promienia wodzacego zmienia jego
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kierunek na kierunek wprost przeciwny, nie zmieniajae jednak jego diu-
gosel.

39. Zobaczymy poZniej, Ze wszystkie pierwiastki réwnania (1) § 38
t. j. kwaterniony elementarne dajg sig wyrazié linijnie za pomoes trzech z nich,
ktérych plaszezyzny sg do siebie prostopadie i kiére oznaczymy przes i, j, k.

Dla wyprowadzenia zasadniczyoch whasnodei kwaterniondw i, 7, k, obierz-
Xa nmy trzy osie 0X;. 0X,, 0X, (Fig. 13)
; do siebie prostopadle i takie aby obro-
€ s ty od 0X; do 0X;, od 0X; do OX,,
/ 0d'0X, do 0X, byly dodatniemi od-
T4 noénie do osi 0X,, 0X,, 0X;. Na
0 3 X, tych oriach odkladamy jednostki diu-
B gosei 04, OB, 00, w kierunkach za§
odjemnych tych osi réwniez odklada-
x{ doa;:y jednosei dlugosci OAl, 08,

L.

Z okredlenia kwaternionéw zasadni-

(Fig. 13),
czych ofrzymamy
0¢ ., 04 , 0B (o)
~oB’’~oc'""oa" "
Przy tych samych oznaczeniach bedzie
. 0C 0A_ 0B, 0C __0B,

_'—k - - - - b
V=08 0000 ' 04, 04 Q)
04 0B_0C, O0A _0C,
M= o0 Oh 08"

i OB 0C_04;, 0B _ 04,
~— 04 0B 0B 0C, 00,

Z drugiej strony
' 04 OC_OA_1_k

J?__()_G' - aﬁ*-—— D-—B--—E-—EE‘:"—}G . [ TS T . (é)
. OB 0A OB =

fe— — — EoR R oy Ty
=04 0C 00 : @
. 00 0B_00. " .
k=08 04 04 AR

Oproécz tego, poniewas
y=k, -
wiee \
Yh=kh=kt=—1 . . . . . . (B)
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Tym sposobem otrzymujemy szereg nastgpujacych rownah
'&2_'_‘} Z_kﬂ\__.. 1
=k, Jh=t, ki=j
Ji=—k, ?Qj_—z th=—j
=1 :

PIRRN ¢

Latwo tez widzied, Ze iloezyn ilukolwiek kwaterniondw clementarnych
zawsze sie sprowadza do jednego z nich.  Tak np.
 hif=ii=—=—F.

Teorya wskazéwek (Indices).

40'. Osig Lkwaternionu % nazywany linig prosty, pr ustopadlq do
jego plaszczyzny i tak prowadzong, azeby opserwator umieszezony wzdiuz
tej osi widzial obrét dzielnika « ku dzielnej B, odbywajacy si¢ w kierunku
od lewej reki ku prawej. Of tg nalezy sobie wystawié poprowadzong w po-
czgtku promieni wodzacych « 1 f, NaleZy tu dodad, Ze kat obrotu musi byé
mniejszym od dwéch katéw prostych, '

Jezeli na osi kwaternionu odloZymy diugosé réwng dlugosei tensora
kwaternionu, to promied wodzacy tym sposobem ofrzymany nazywa sig wska-
z6wkq (index) kwaternionu.

Jezeli dany jest kwaternion, to mamy tez jego wskazéwke, lecz gdy zna-
my wskazdéwkg kwaternionu, to samego kwaternionu jeszeze przez to nie zna-
my. Wskazdéwka howiem daje wprawdze plaszezyzne kwaternionu, wielkosé
tensora i kierunek obrotu, lecz absolutnej wiellkkoSei kata obrotu nie daje. Dla
usunigeia tej nieoznaczonosei, Hamilton przyjmuje, ze wskazéwka ma nalezeé
do kwaternionu o kgcie prostym.

Przy takiem zaloZzeniu wskazéwka kwaternionu w zupelosei okredla
kwaternion. Taka wilafnie wskazowka oznacza siq przez Iy, jeZeli nalezy do
kyaternionu prostokatnego . Z tego codmy wyzej powiedzieli wyni-
ka, Ze

Llg=Tr+ + « ()

41. Dla wskazowek kwaterniondw pl'ostokqtnj'eh maja miejsce naste-

pujace twierdzenia: '

I.  Réwnym kwaternionom odpowiadajg réwne wskazowki i odwrotnie,
réwnym promieniom wodzgeym, uwazanym jako wskcméwlu kwaterniondw
prostokgtnych odpowiadaja réwne kwaterniony. - Twierdzenie to wyp}ywa.
z gamego okreslenia wskazdwek.



II. Summa wskazwek dwoch kwaternionéw prostokatnyeh réwna sie
wskazéwee ich summy
I A I =T gs) « « « . (D),
Jakoz dajmy, ze kwaterniony prostokatne dane sg réwnaniami
d

'?1:%‘ 7 Ja=——.
44 |
Jezeli na wepélnem przecigein sig plaszezyzn kwaternionéw 4, i g, we-
zniemy jednostke dlugodei rei obrerzemy sobie takie promienie wodzace gy
i dy, z ktorych pierwszy lezy na plassczybnie ¢1, drugi na plaszezyinie g,
aby bylo '
a0’y
DIy =Tp, TTy,=1T%;.
Dla otrzymania summy ¢3-4-¢, musimy wyznaczy¢ summg geometry-
czng B0y, gdyz

= B "l—Ji

Poniewaz Igi, Ig,, B, id; jako pr nstopad}e do u leza na jednej plaszezyz-
nie, wiee kat, ktory tworzg ze sobg g i Igs réwna sig katowi promicni wo-
dugeyceh By 10y i T(B,-4-d,)=TTq,-+1p.). Opréez tego, tatwo widsied, ie
promien wodzaey (I 4-17,) jest prostopadlym do pronnenm (Bi4-01). Wy-
pada ztad, %e

Ips+-lga=Iq,+12)
W taki sam sposéh mozma dowicsé, ze
'Tf?i"'[fr’r—f('?l"‘*’?) e e (2
I1LL éadmwumc oznaezenio wyzej podane, latwo widzied, e
B & o _
G p P Ags
, 'E:}E:giﬂ-nlz’ SRS
u

t. j., ze iloraz dwdeh ltwa.telnmnéw eIementmnych réwna sig ilorazowi ich
wskaz6wek. »

IV. Dozostaje nam teraz wylmmu zwigrek, sachodzacy pomiedzy ilo-
ezynem dwoch kwaterniondw prostokatnyeh i ich wskazéwkami,

Do tego celu musimy przedewszystkiem okreSlié co rozumieé naleZy
przez iloczyn dwdeh promieni wodzgeych, Otéz Hamilton iloczyn taki okre-
§la réwnaniem '

Ig Ig,=9,9s, « « + . (4 -
t. j. ze dln otrsymania iloezynu dwoéeh promieni wodzacych, nalezy pommozyé
przez siebie kwaterniony prostokatne, ktéryeh dane promienie sg wskazéw-
kami.
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42. Poniewaz kwaterniony prostokatne sg w zupelnosei okr eélcma-
przez swoje wskazéwki i poniewaz majg miejsca réwnania

To—+-T: =112
L9 Iy =092
I =1q1qy,
wige kwaterniony prostokatne mogg byé we wszystkich rachunkach zastgpio-
ne przez ich wskazéwki.
* To uezyniwszy otrzymujemy, Ze kwaterniony elementarne (§ 39)
0Cc , 04 0B
=& =00 "oz
moga byé zastapione przez ich wskazbwki, t.j. przez promienie wodzgce
o jednostkach diugokci, idgce odpowiednio w kiernnkach osi 0X,, 0X,,
0X,, (I'ig, 13).
Poniewaz dalej (§ 39)
Y=k, jh=, ki=j,
wige zardwno iloczyn jak i iloraz dwéch promieni wndzgeych, do siebie prosto-
padiych jest promieniem wodzgeym prostopadlym do ich plaszczyzny.

Wypada ztad, Ze jezeli promien wodzgey f pomnozymy przez promief .
wodzgey e, do niego prostopadly i majacy jednostke dlugoSei, to promien B
zostanie przez to obrécony o kat prosty na plaszezyZnie prostopadiej do
mnoznika. JeZeli ten promieh 8, w nowem jego poloZeniu pomnozymy przez
«, to B znbw sig-obréei o kat prosty i przez to zamieni sig w—8, t. j.

caf=eP—=—p, _
co pokazuje, Ze kwadrat promienia wodzacego, majacego jednostke dlugosei
réowna sig—I1, wypadek zupelnie zgodny z tym co$my powiedzieli w § 38.
Dia ofrzymania kwadratu dowolnego promienia wodzacego y, piszemy
r=1y.0y,
ztad
r*=(Ty)*(Uy)*=—(Ty)"

W taki sam sposéh otrzymujemy iloczyn dwéch dowolnyceh promieni wo-
dzgcych do siebie prostopadiych

Jakoz

yd=TyUy. ToUI=TyToUy. Ud=TyT0u,
gdzie 7 oznaeza promief wodzacey, majacy jednostke dlugodei, prostopadly do
plaszezyzny (yd) i tak poprowadzony, aZeby obrét wzgledem niego od y do &
odbywal si¢ w kierunku od lewej ku prawej. :

Uwaga. Qznaczajac przez ¢y, c,, ¢, dostawy katéw, ktére wskazéwka
kwaternionu elementarnego ¢ tworzy z trzema osiami prostokgtnemi otrzy-

mamy
t=tyit-opjosk,
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ozyli, %e c1t —-cy—tc ke jest ogolnym ksztaltem pierwiastku réwnania
X2-I=a0.

Przedstawienie kwaternionu w postaci summy.

43. Widzielismy (§ 80), Ze

0=E=ﬂ (coesv+ singp),

d:
poniewaZ ‘zad wedlug § 42 ———1— oznaeza promien wodzacy prostopadly do

plaszezyuny (e 0;), majacy Jednostk@ dlngosei i tak poprowadzony, aby obrét
od & do d, ezyli od « do @ mial micjsce w kierunku dodatuim, wige oznacza-
jac ten promieh wodzacy przez f otrzymamy

=€=—‘P- (cosgp—nsing)="Tq(cosg—trsing) « + « « (1.

Ztad wymka, ie mnoznik
: cosgp—-nsing
jest wersorem, obracajageym dowolny promien wodzgey o kat ¢ okolo osi,
poprzedzanej w kierunku 7. '

Wielko#é

Tqeosy
Hamilton nazywa skalarem kwaternionu ¢ i oznacza przez 87, wielko§é
zak
Tqsingy ‘
nazywa wektorem kwaternionu i oznacza przez V¢. Prues takie oznaczenie
kwaternion ¢ przybiera postaé
q=8¢+Vqg. . . . (2).
Z okreglenia kwaternionu sprzgionego Kq (§ 34) wypada, Ze
Kg==8y—Vq .
Uwaga 1, Wektor Vg moZemy napisaé w nastgpujacym ksztatcie
Ve=1VqUVq,
gdzie T'Vg="Tqsing, UVq=n.

Uwage 2. Poniewas skalar kwatelmonu elementm'nego 7 réwna slq
zeru, wige Ky=—=—m, a Ze kazdy promien Wod.aa,ey o moze byé uwa).anym ja-
ko kwatermon elementarny, wige

Ko—— _

44, W taki sam sposéb mozna tez rozlozyé i iloczyn dwéch promieni

wodzacych « i .

Zasady rachunku kwatsrniondw; 6



0 2 B Jakoz niech bedzie Od=w, OB=f i kat
AOB=g (Fig. 14), Wystawmy na plaszezyinie
\ AOB prostopadly 0D do OB w taki sposéh,
aby obrét kata prostego DOB odbyl sig w tym
Gl ___x A . samym kierunku co i kata ¢, Oznaczmy dalej
\ jednostki dlugostki dlugosei w kicrunkach 04,
D OB i 0.D odpowicduio przez e', B! i d',
(g, ). Poniewai
O = O0P4-P4,
ezyli
a=Tacosq.B'-- Tusingd’,
wige

af="TaTBcosy B>+ LeThsingd'p',

Lecz, f'*=—1. (§ 42), §'8'=y, gduic y oznacza jednostke promienia
wodzacego, prostopadiego do plaszezyzny d' f' 1 tak poprowadzonego, aby obrét
od ¢" do ' odbywal sig w kierunku dodatnim, Wypada ztad, Ze

af="Ta1B(—cosgp-}-ysing) . « . . (I)"
Z tego wzoru ofrzymujemy
Saff==—Tc TRcosyp @).

Vaf=TelBsing.y

Poniewaz

TVaf=TaIfsing . . . .(3)

wige _['Vaﬁ wyraza podwdijne pole tréjkata, zbudowanego na promieniach wodzq-
cych o 1 f.

Latwo widzieé, Ze

foa="TeTR(— cosp—sing.j.)=Sug— Ve . . . . (4).
\ 45, Z tego coémy_'wy}ozyli w dwéceh poprzednich paragrafach wynika-
Ja nastepujace wzory:

Vel—ee VB « oo . &)
«ppa=28B . . . . . . (3)
af—fo=2Veg . . . . . (9

" Sef==0, jesli kat pomiedzy e i g jest prostym (J)

oBf=Kge, =Ko . . (6) ($S 84, 85)
KBy . « d=(—1)*A. . - B . (7) :
(a+-8)*=(a+-B) (e-HB)=c>+-25ap-5* (8)
(e—B)*=(a—p) (a—B)=0>—280f--B* ()
B =raff=0affa,
gdyz BB jest skalarem. Wypada ztad, Ze
0220 Bu=(Sup}Veg) (Saf— VaB)=(Su)>—(Vep)*
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46. Jeieli na plaszezy’nie mamy trzy promienie wodzgce, a, @, y, to
oznaczajae przez ¢ kat («f), przes y—Xkat (9y), praez 4 zag jednostke diugobei
promienia wodzgeego, prostopadlego do tej plaszezyzny i odpowiednio popro-
. wadzonego znajdziemy, %e

cusyp~-ysing
jost wersorem, ktfry zastosowany jako ezynnik do dowolnego promienia wo-
dzacego, leZgeego na tej samej plaszesysnic obraca go o kat ¢. Tak samo
cost)-{-fsiniy
obraca taki promien o kat 1, wige

(cosg{-sing) (cosyp—-nsinyfr)=cos(qp—-ip)nsin(g~4p) . + . . (1)

obl aca 0 kat (gv—|—4)), wypadek ten jest zgodnym wypudklem
r B2
B a o

Widzimy ztad; Zze kwaterniony o jednej i tej samej plaszezyZnie, albo
o0 plaszezyznach réwnoleglych podlegaja tym samym prawom muoZenia co
i liczby urojone zwyezajue, réwnanie bowiem (Z) jest niczem inmem tylko
wzorem Moivre'a, gdys » niego dla n callowitego otrzymamy

(cosg—F-nsing)'=cosng-|-gsinng . . . . (2).

47. Wiadomo, Ze

o B 92 93
L H1+”+F2+1'2.3+ *

a‘. ﬂvl

CUSB-—-I 1 2+‘m — s
S 0"
sino=y 1.2-5;}120,4 Sl et v

Podstawiajac w pierwsze z tych réwnali ¢7 zamiast o, gdzie 9*=—1,
otrzymamy : '
eNP==cosp-}-ysingp . . . . (1)

Pruyjmujae kat prosty za jednosé, otrzymamy

GI=l s « o v 0 o o+ (D)
np=cosp-tysing .+ + + . ()

Wersor zatem mozemy przedstawié w postaci potegi promienia wodza-
cego, co jest zgodnem z tem coSmy wyZej powiedzieli. Jakoz mnozge promien
wodzacy przez n, 7%, n°. . .obracamy go o 1,2, 3. . . katéw pros-
tyeh, wypada ztad przes analogig, Ze mnoZae go przez 7% obracamy go o kat

: I : 2 -
¢, gdzie kgt @ wyrazonym jest w czgsciach kata prostego, t. j. @:-ﬁ- (gdzie
o wyraza ten sam kat ¢ wyrazony w czesciach promienia).

Na zasadzie wyZej powiedzianego mozemy kazdy kwaternion przedsta-
wié w postaci potegi promienip wodzacego.
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Jakoz, jeZeli
: q="1Tq(cosg-+nsing)="Lq.n?P,
to kladac Vi’q:a, gdzie a jest skalarem i oznaczajae ay przez «, otrzymamy
g=c%. . « « (4

Forma normalna kwaternionéw.—Algiebra kwaterniondw.

48. Wiemy, ze
E:r,?— Tq(cosptysingp)=89+Vq . « + . . . (1)
gdvuie Vg oznacza promien wodzgey dlugodei Zysing w kierunku prostopa-
dlym do plaszezyzoy kwaternionu. Prowadzae przez poezatek promieni wo-
dzacych uklad osi prostolinijnych i oznaczajae prze @, y, = wspolrzgdne kofiea
promienia V7 i oznaczajge jeszeze Sy przez w, otrzymamy
g=w—twityjtek . .. . (2)
Ten ostatni wzér nazywa si¢ formg normalng kwaternionw,
Z tego wynika, Ze
Sg="Tgcosg—=w (3)
Vo= Tosingq=wai+t-yj-+-2k N
Podnoszae obie strony tych réwnan do kwadratu i odejmujge od siebie
ofrzymamy

(80)*—(Vg)*=(Tp)>=w*+atyt2?, . . . . (4)

ztad c
Tq_—:l/wU—m“—f-y"‘-@E, PRI ()
a e i
7=T4.Uy,
wiee
_ wwiyi4-2k ©)
Voo tyte

49, Przekonawszy sie, Ze normalny ksztalt kwaterniondw jest
g=t0-Fai-yjok
moZemy kwaterniony uwazaé jako liczby zlozone wyiszego gatunku, w skiad -
ktérych wehodzg trzy jednostki urojone i, j, k ezynigce zadodé rdwnaniom
(@) § 39 i od jednostki liczebnej I. Jednostki urojone podlegaja prawu
lacznodeiowemu, wyraZonemu réwnaniem:
yk=(ij).k=i(jk),
nie podlegajg prawu przemiennodciowemu
Y=,



