ROZDZIAL 1V.

Rézniczkowanie kwaternionow.

66, Wiadomo, %e jeleli zmienna x oznacsa wielkosé rzetelng Inb lo-
zona, pospolits, to w ogélnodei mowige, kazda fonkeya f(z) tej zmiennej ma
pochodng f(x) i prayrost funkeyi réwna sig f'(z)de, jezeli dw ozaacza prayrost
zmiennej niezaleznej. JeZeli za$ zmienng niezaleng bedzie kwaternion lub
wektor wiedy powstaje pewna trudnoéé, pochodzgea ztad, Ze dla kwaternio-
néw niema miejsca przemiennoé ezynnikow iloczynu. Latwo bowiem widzied,
%6 przez réiniczkowanie funkeyi f(q), gdzie ¢ oznacza kwaternion nie otray-
muje sig wyrazenia ksztaltu f'(¢)dg, a zatem w tym przypadku nie moze
by¢ mowy o pochodnej f(g).

Tak np. dla p=f(¢)=¢*

dp=(g+dg)*—q¢*=q.dg+dq.q,
a %e wogélnodel ¢ i dq s4 roznemi kwaternionami, wige druga strona poprze-
dniego réwnania nie bedzie réwng 2¢dq, a zatem dp nie mozna przedstawié
w ksztaleie iloezynu ezynnika niezaleinego od g i ezynnika dg.

© 7. Dla ofrzymania rézniczki funkeyj, ktorych zmienna niczaleina jest
k waternionem lub wekforem, Hamilton zmuszonym byl wroeid sig do okredle-

nia, danego przez Newt na w teoryj fluksyj, a mianowicie rézniczke dp okresla
on réwnaniem

dp=df(g) = lim b (F‘I‘hd‘;?“"f (9),
h=0o
gdzie h oznacza wielkosé rzetelng, od ¢ niezalezng  Eatwo widzieé ze okre-

dlenie to zawiera w sobie jako szczegélny praypadek zwyezajne okredlenie
df(q), gdy ¢ jest zmienng rzetelng lub zloZong pospolita.

Z tego okreslenia wymika bezpodrednio, Ze jezeli ¢ oznacza ilogé stata, to
de=0,
dfeg(g)]=cdgp(g),
dlg(g)el=dg(q)e,
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68. 7 samego okreSlenia rézniczki fankeyi, ktorej zmienna nieza-
lezna, jest kwaternionem wynika, %o

ALF(g)+Fo(g) +La(g)+ 1=dF () +dFu(g) +dFa(g)+ -
to jest #e roiniezka summy fuukch réwna si¢ snmmie réZniczek tyuhﬁe
funkeyj.
Jeieli p=f(g)=w(q)y(q), to
_zm¢(q+kdq)w(q+7ufq — QY

dp
h=o0
90+ pgHdg—yo) }+]‘go'q-+hdq>—q-(q) ¥(q)
—bLm -
h=o0 h

=0(q)d(q) + dp(9)¥(q)
Latwo dowiesé, e df(q)=F qdq ) Jjest funkeya rozdzielnofeiows wugle-

dem dg, to jest, Ze
(g, r48)=I(q, r)+1q, $).

Jako# z samego okreslenia F(g, dg) wyplywa, Ze

Flg, r _{_s\_h;.!,_ j(&' +7Vr+hh3)—j(q}

i T P A-he)— q—l—*’w) A g4-18)—f(Q)

h=—o0
j(g —hs+ha) — f g+ hs) et flg- +I:s)——j(q)
k“-"a h h=o

=F(q, »)+F(q, 8.
W szezegolnym praypadku ozonaczajac przez « dowolny skalar, ofrzy-
mamy
(g, ary=al(g, »).
Réwnanie to dowodzi, %e df(q) jest funkeya jednorodng pierwszego sto-
pnia rézniczki dq.
Okreslajae roZniezke df(g, », 8. . .) funkeyi ilukolwiek zmiennych,

gy Ty 8

réwnaniem

S s LR R Rile s o VAR Ve o 43
T

otrzymamy atosuja;c sposéb podany dla zmiennych rzetelnyeh

af(gyry s « o )=dfy(q, v, 8.« DFdfe(g, 1y 8 .. )FAfilg, s DA .

gdzie dfy, dﬁ, Afsy o o oznacza,.]ag lézmczkl funkcylf(g, Ty 8.+ « ), W kto-

rej uwazaliSmy za zmienna pokolei ¢,
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Wypada ztad, Ze jeZeli réZniczkujemy iloczyn Iub potege, zawicrajaes
jeden Iub wigeej kwaterniondw, to nalezy uwazaé kazdy czyhnik jako jedyns
zmienng i otrzymane wypadki do siebie dodaé. Prawidlo to rézni sig od zwy-
ezajnego prawidla réZniczkowania tém, Ze z powodu, iz iloezyn kwaterniondw
nie podlega prawn przemiennoSeiowemn, naledy kaidy cuynnik rozniczkowad
w tem miejsen gdzie sie znajduje (in sitw).

Talk np.
d(qrs)=dq.rs+q.dr.s—gr.ds
dgm.:,_zq'qm_1+ng_qm__.2_|_q2dg'gm_3+ ,, +Q‘"‘—’dg.

69, Podamy teraz kilka przykladéw réZniczkowania.

1). Widzieliémy juz, Ze

dg®=d(gg)=g.dg-dg.g.
Temu ostatniemu réwnaniu moZemy nadaé ksztalt
dq*=28(gdq)-+28q. Vdg-+-28dq.Vq,
ktére to rodwnanie otrzymuje sig uwaiajae, Ze S(gdg) i S(dg.q) 84 sobic rdwne
i4e w rozwinigeiu V(qdg—+dq.q), V(VqVdg) i V(VdqVq) znikaja.

W szezegblnym przypadku, gdy g zamienia sig na wektor ¢ otraymamy

do*=28Sodo.

2). Wiemy, Ze q¢—*=1, ztad

g.d(g—")+dg.g—*=o,
dg—'=—q—dq.q-".

3). Ogolnie oznaczajge przez n dowolng liczbg calkowity otrzymamy

dg—'==—g—'dg.q—"—q*dg.q="+'— . . . —g=tdg.q=%

4).  Gdy chodzi o rdézniczkowanie poteg ulamkowyeh napotykamy pe-
wae trudnofei. WeZmy dla przykladu

q:ﬁ"i:].-’/; (I T
Mamy
2=, dg*=dr, czyli dr=qdq-+dy.4,
dla nfrzymania wige dg musimy rozwigzaé ostatnie réwnanie.

Hamilton postepuje w sposéb nastepujacy: Rdwnanie dla dr mnozy

przez ¢, Kq zad przez dr i otrzymuje
- qdr=g*dg+qdg.q
dr. Kqg=q.dq.Kq4-dq.q. Kq.

Dodajae do siebie te dwa rdwnania i uwazajac, Ze ¢.dg ¢+q.dg.Kg="

qdq(q+Kq)=qdq.28¢, otrzymuje
gdr—+ dr. Kg=[q*-(Tq)*+-298q]dy,
z ktérego latwo ofizymaé dg w funkeyi dr,

Z poprzedniego przykiadu widzimy, Ze wyznaczenie réZniczki pierwias-
tku z kwaternionu wymaga rozwigzania réwnania w kwaternionach, ktére,
jak pézniej zobaczymy, przedstawia wielkie trudnosei.

70. Poniewas z jednej strony

dg==d(8q-} Vg)=d8q-+dVy,
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z drugiej zad

. dg==8dq--Vdg,
wiec
d8g=~8dq, dVq=Vdy . . . (2).
Poniewaz
dKq=d(8q— Vq)=d8q—d Vq=~8dq— Vdq,
wige
. dKg=Kdg. . . . . . . (2)
Dla otrzymania d7q, wychodzimy z réwnania
(Tg)*=gKq,

a poniewaz T jest skalarem, wige przez réZniczkowanie otrzymamy

2TqdTq=d(¢Kq)= hm({[‘{—?ﬁg) [K("I}j_}’dg) 9Kq]

h=o0

=qKdg-dq. Kg=qKdq+-K(qKdg)
=28(¢Kdq)=28(Kq.dq).
Otrzymujemy ztad

d Tq_:'slfﬁ:}‘g_fﬂ_)zS(K Uq.dg)=8(Uq.~dy),
czyli
dTq dq . dTp do
S— o ]y e LT S d .
i e Y
Ten ostatni wypadek mozZna teZ bylo otrzymaé wprost z réwnania
(To)'=—
Z xdwnania
¢=1T4.Ug,
otrzymamy *
=1Tq.dUq-+}dTq.Ug,

~ztad

ezyli
dg_dUy . de_dUe
¢~ Ug o Ue
71. Z réwnania (4) otrzymujemy
dm’g X, qu
Tvg ' Vg '
Jefli zatem ¢ i dg maja te sama plaszozyzne. to ostatnie wyraZenie bg-
dzie zerem.
Zasady rachunku kwatersiondw. ' 10

(2).
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Latwo tez otrzymaé nastepujace wzmy

dVUg_VdUg—V(V—— U) . ..

dSUg:S&Ug:S(V‘i;-Ug). .

72. Zupehie tak samo jak w zwyczajnym rachunku rdzZniczkowym,
moZemy tez i w rachunku réZniczkowym, zastosowanym do kwaternionéw
wpr owadzié résniczki wyzszych porzgdkdéw. Tak np. z réwnania

d(q*)=dq.q+-q.dq
moZemy przez pow.orne rozuiczkowanie otrzymad
d¥(g*)=d%q.q¢--2(dg)*+gd*
d*(0*)=2dSodo=2dp*}-28pd*y.

W przypadku, gdy pierwszg roZniezke dg uwazamy za ilodé stalq, naste-
pne réiniezki d*q, d% . . . 83 réwnemi zeru, a wzory dla wyZszyeh réini-
ezek funkeyj zmiennej kwaternionowej staja sig znacznie prostszemi. Hamal-
ton dowiddl, Zze w przypadku gdy pierwsza rdZniczka dg réwna sig zeru i gdy
funkeya f(q) czyni zadosé tym samym warnankom cigglodei, jakie sq niezbed-
ne w analizie zwyczajnej dla prawdziwodei wzorn Taylora, ten ostatni znajdu-
je tek zastosowanie dla f(g), gdzie g jest kwaternionem i to W nastgpujacej
postaci

Sgtwdg)=F(ow)+wdf( qH— d*j(g Yokt

73. ZLatwo widzieé, Ze jeseli zmienna niezaleZna jest rzetelna, to po- -
chodng otrzymujemy zupelnie tak samo jak w analizie zwyczajnej, Dajmy .
ze mamy réownanie krzywej o=g¢(#). Oznaczajac przez O poczatek promie-
ni wodzgeych, przez P dowolny punkt krzywej, otrzymamy OP=g¢(t). Dla
innego punkfu Q tej krzywej otrzymamy OQ=g(t)=q(t-}-dt), gdzie J¢ ozna-~
cza dowolng liczbe. Oczywilele, Ze cigeiwa PQ=0Q— 0F=g(t-}-0t)—gp(t).
JeZeli teraz punkt Q hedzie sig coraz bardziej zblizal do punktu Q, to d¢ da-
zy do zera iw granicy otrzymamy, ie%- ¢'(t) jest promieniem wodza‘eym\
skonczonym, réwnoleghym do stycznej do krzywej w punkeie ¢.

Jako przyklad weZmy rdwnanie hyperboli, odniesionej do asymptot
(§ 23,3).

@=wt+f-
Rézniczkujae otrzymamy

dg:(o: - E;)dt.
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- Wyprowadzamy ztad wniosek, %e styczna do hyperboli jest réwnolegla
do promienia wodzacego

at—?.

Innemi stowami: Jeieli promier wodzaey dowolnego punktu hyperboli, po-
prowadzony ze §rodka krzywej jako z poczatku bworzy jelng z praskgtnych réw-
nolegloboku o bokach réunoleglych do asymptot, to druga przekatna bedzie réw-
noleglq do stycznej w punkeie, w ktdrym promient wodzqey praecina krzywa.

JeZeli mamy réwnanie powierzehni

e=g(4, v),
to przez réZniczkowanie otrzymamy

dg do
do= %dumdv,

d
gdzie %i—:q;,,’ (w, 'u),E-i._—'_gp’ (u, v) oznaczajg dwa promienie;wodzace, styes-
ne do dwéch krzywych, nakreslonych na powierzchni. Promienie wice te wyzna-
czajg, plaszezyzng styczng do powierzehni.
74, Niech F(g) oznacza funkeyg rzetelng (w postaci skalaru) zmien-

nego kwiaternionu g. Zastepujac ¢ przez wyraZenie tw-J-mi-}-yj--zk, otrzy-
mamy na zasadzie § 68

: . Aol duF . .
W tem ostatniem 1'6Wna.mua-;, Tt zupelnie oznaczonemi,

gdyz wezystkie clementa 8g ilodciami rzetelnemi, MoZemy wige nezynié

doll 4, d,I" d. B
dw_tw g Pu "@::_P” Tt

gdzie pg, Py, P2, P, 88 Wprawdzie funkeyami ¢, ale sa niezaleZnemi od dg.
MoZna zatem réZniczke funkeyi napisaé w ksztaleie
AF=p,dw—p,de— psdy —pydz,
ozyli kladge P=p,~+p,i-p,j-+psk ofrzymamy

dI'=8Pdq.
~ Jeteli bedziemy mieli funkeyg rzetelng kilku zmiennych kwaternionéw
Flg, r,8, . . .), tolatwo widzieé, Ze zmieniajge kolejno ¢, r,s, . . . otrzy-

mamy
dF=8Pdg+8Qdr+SRds+ . . .
Nie potrzebujemy dowodzié, Ze te same wzory otrzymamy, gdy kwater-
nion przechodzi w promien wodzacy.
75. Oznaczajac promiehn wodzacy ¢ prezez

g=wi-+yj-uk,
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funkoye za$ tego promienia przez F(g), Hamilton wprowadza dzialanie wyra.

.4 ,d Brr e s :
Zone przez symbol Vet iz =+ k7 1 oznacza. jo znakiem \/, tak Ze

dF | dF  dF
VIQR=bg, +ig + ¥

Jedeli F'(o) oznacza funkeye rzetelns, to 7F\e) sprowadza sig do pro--
mienia wodzacego, a poniewaz
do=ida-jdy-+kdz,
wiee
ar’
[V!"(e)@]—- dw+—d,f—|—d 92 o= =dF(g).

Dajmy teraz, Ze
F(o)=C
oznacza rownanie jakiej8 powierzchni,
Z réwnania tego ofrzymamy
dF(g)=o,
ezyli
[ F(o)dgl=o,
z czego wypada, Ze /(o) jest promieniem wodzgeym, normalnym do po-
wierzehni w punkecie, odpowiadajgeym znaczeniu ¢, gdyz jest prostopadiym
do wszystkich styeznyeh, idacych w kierunku do.
Biorac dwie powierzchnie, do jednej rodziny nalezace
F(o)=C'1 F(o)=C,, (C1=C4-dC)
i uwazajae, ze S[/ F(e)do)=T</ #(¢)Tdgcosi, gdzie 4 oznacza kgt pomiedzy
promieniem wodzgeym doi \/F (o), znajdziemy, ze T/F(p) jest odwrotnie
proporcyonalnym do odleglodei normalnej dwdch powierzehni nieskoficzonie
siebie blizkich,

ZADANIA

Dowiesé, ze
—s2Uq
1. d.TVU __,8-[7];,—g ,

2. d(Ue)'=3%n(Ucx)+1dt.

3. da'=(1TatnUa)a'dt,

W obu tych przykladach « oznacza promien wo&za‘cy.
Dovwriesé, Ze

4. d*Tq=[(S.dgq—*)>—8.(dgq.9™") ]Tq—-Tq( ‘:f)
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5. Dowieté, Ze jesli
F()=38uqShe-+g%0*
to
dF(g)=~8vdp,
gdazie :
v=3V.agb+-(g+=cf)e.
6. Wyznaczyd réZniczke ],a" 0.
7. Wyznaczyé d*Up.
8. Zmalesé powloczaceq prostej, ktéra tak sig porusza na plaszezyznie,
Ze pole trojkata, ntworzonego przez tg prosta i przez odeinki dwéeh prostyeh
stalych, na tej plaszezyZnie lezacych jest ilodcia stals Dla rozwiazania te-
go zadania oznaczmy Ikierunki prostych stalych przez o i B, odeinki za$ na
zasadzie postawionego warunku, moZna bedzie oznaczyé przez ot i g, gdzie t

oznacza zmienng niezalezna. Rownaniem prostej ruchomej bhedzie
g:at—,—m(f—_.gxt),

warunkiem za§ dla powloezacej bedzie

do=o,

{a—m(f_ﬁ_ a)lrlH—(E:———- at)da::_-a. -

Z réwnania tego ofrzymamy @="/> przy dowolnych dex i dt.

Otrzymamy ztad, Ze powloczacs bedzie hiperbola,

9. Znales¢ najprostsza odleglosé konea B promienia f od prostej
o=y} -

Odleglosé 0 punktu B od dowolnego punktu M danej prostej wyraza sig
réwnaniem d=y-}-ze—p. Warunek potrzebny na to, aby ta odleglosé stala
sig najmniejszofeis wyraZa sig réwnaniem

ATé=d T (y+rc—B)=o.

ezyli

Lecz
4 T6=TOS(6~1d0)=—8(US.dé)=—8( Ud.ed).
Ztad wypada, e S(Ud.e)==o, t. j., 26 ¢ musi byé prostopadiym do e,
ezyli :
S(y+-wa—B)a=o (poréwn. § 64,3).
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10. Znale§¢ najkrétsza odleglosé dwdeh prostych w prazestrzeni
=Pt oy, 0o=F 12,5,

Oznaczywszy odleglosé d dwoch punktéw tych prostych przez o,—p,
otrzymamy

AT9=dT(gy—01)=5(02—01) (des—dp,)=0
czyli
S(Q'L_Ql} (asdms"”aldxml)zog
a Ze da, i da; sy do siebie niezaleZznemi, wige musi byé
Sety(9y—e1)=0 1 Sery (0, —0y)=0,

czyli, Ze d musi byé prostopadtym do promieni & i &y, t.j. d=xVa, e,
poréwn, § 63,4).




