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PRZEDMOWA.

Nasza literatura matematyczna dotychczas nie posiada za-
dnej pracy o kwaternionach, pomimo ze metoda ta coraz wiegcej
zyskuje zwolennikéw na statym ladzie Europy, jak o tem éwiad-
czg liczne prace, ktére w ostatnich latach ukazaly sie we Francyi
i Niemczech, Niniejsza ksigzeczka ma na celu temu brakowi
zaradzié, Nie majgc zamiaru ubiegaé sie za oryginalno$cia,
staralem si¢ jedynie o jasno$é i dostepno§é wykladu, by roz-
nieci¢ w mlodziezy naszej zamilowanie do pieknej metody an-
gielskiego wuczonego i szcze$liwym bede, jezeli skromna moja
praca przyczyni sie¢ do rozkrzewiania znajomosci kwaternionéw
w naszym kraju. Na pierwszy poczatek ograniczylem sig wy-
loZzeniem algiebry kwaternionéw i jej zastosowari do linii prostej,
plaszczyzny, powierzchni i linij drugiego rzedu. Jezeli jednak
moje zajecia zawodowe na to mi pozwola, to postaram sig
w jak najkrétszym czasie wydad, jako dalszy ciagg niniejszej
pracy, zastosowanie kwaternionéw do badafi nad krzywizna li-
nij i powierzchni, do cynematyki i fizyki matematycznej.

Przy uktadaniu niniejszej ksigzki korzystalem z nastepuja-
cych prac: ; ; i

P. G. Tait. ,An elementary Treatise on Quaternions®
2-gie wyd. _

G. A. Laisant. ,Introduction A la méthode des Quaternions.*

1. Uverzapt, ,Theorie der goniometrischen undlongimetri.
schen Quaternionen.*

F. Graefe. ,Vorlesungen uber die Theorie ‘der Quater-
nionen.* ' :
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R. W. Hamilton. ,Elements of Quaternions.”

. Hankel. ,Vorlesungen iiber die complexen Zahlen.*
nwKelland and Tait', | Introduction on .Quaternions.”* 2-gie
wydanie., |

Koficzac te przedmowe poczuwam sie¢ w obowigzku wy-
nurzenia mojego podziekowania Zarzadowi Kasy imienia Jdzefa
Mianowskiego, ktéry mi umozebnil wydanie niniejszej pracy,

K. Herhs,

Warszawea, d. 8 Sierpnia 18806 r,



WSTEP.

Zwykle okreslaja matematyke jako nauke o iloSeiach, nowsze jednalk ba-
dunin wykazaly, ze to okredlenie jest zbyt ogramiezone i Ze matematyke na-
lezy wwaiad za nauke, wyprowadzajaeca z danyeh praw wszelkie mozliwe .
wiioski i przedstawiajaca je w postaci, ktora umozebnia pordwnywanie ich
z bezposrednig obserwacya. Takie okreSlenie pozwala zastosowad matema-
tyke do wszelkiego rodzaju badan, zardwno fizycznyeh jak i moralnyeh®),
Rzeen jusna, %e z powodu rozuorodnosei dziedzin ludzkiego dociekania, gale-
" gie matematyki z koniceznofei heda bardzo liezne, lecz pomimo tej réino-
roduodel tredei, same sposoby wyprowadzania wnioskéw z danych praw beda
bavdzo o sichie zblizone.  Otdz teorya tych dzialan bez wzgledu na tredé
pracdmiotow, poddanych dzialanin, stanowi tak nazwana matematylke formalne.
Ramy ninigjszej praey nic pozwalajg mi wdawaé sie w blizszy rozbiér tej
picknej nauki, ktora ma przed soba bardzo swietna prayszlosé®™), leez z po-
wodn blizkicgo jej zwigzku z kwaternionami musz¢ w femn miejseu kilka
slow o nigj powiedzied. Znane dzialania algiebry wzwyezajnej podlegaja
pewnym prawom (prawu przemiennofeiowemu, lgeznoseiowemu, rozdziclno-
Sciowemun 1 f. p.), wyprowadzonym w zalozeniu, Ze przedmioty, poddane
dzialanin, sq wiclkofciami. Lecz wyobraZmy sobie, Ze prawa, W powyiszy
sposolh otrzymane, zachowujemy (z pewnemi ograniczeniami) i wtedy, gdy
przedmioty, poddane dzialaniom matematyeznym, nie sg ilosciami, leez ra-

®) B, Peipee, Lintar Associstive Algobra. American Journal of Mathematics
T. IV. Zesz 2.
*  Clekawego ezytelnika odsylum do nastepujyeyeh prac:
I, Grassman. Lineale Ausdelnungslehre. 2-gie wyd. r. 1872,
R, Hamilton.. Przedmowa do ,Loctures on Quaternions.”
Ji. Hankel, Vorlesungen iiber dic complexen Zuh'en.,
0. Stolz. Vorlesungen tiber nllgemeine Arithimnetik.
B, Peiree, 1. ¢,

Zasady rackunki lioaterniondw, 20
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czej jakiemid pomyslancmi stosunkami, zachodzgeemi pomigdzy przedmiota-
mi, juz to rzeczywistemi, juz tez idealnemi. Wykazalo sig, ze zwiazki czy-
sto formalne, przy tem zaloZeniu otrzymane, wyrazaja wlasnodei, odpowiada-
jace naturze przedmiotéw badanyeh, tak Ze matematyka formalna moze
stuzy¢ do wyprowadzania nowyeh prawd w dziedzinie, nie wspolego # ilofeia.
mi nie majgeej. Wyjasnie to przykladem: dzialania zwyczajnej algicbry,
zastosowane do przedmiotéw przestrzennyeh (punktdw, odeinkdw prostych,
czesel pol 1 objetodei) lub do przedmiotéw, wehodzacyceh w zakres mechaniki
(sity, pary sit, momenty), daja wypadki w zupelnodei odpowiadajaee réinym
twierdzeniom geometryi i mechaniki, tak Ze dzialania te mogy sluzyé do wy-
krywania prawd geometrycznyeh i mechanieznych. Taka metoda badai ma
pewng wyZszoS¢é nad metodg geometryi analityeznej. Ta ostatnia howiem,
dla wykazania wzajemnyeh zwigzkow pomicdzy polozeniami danyeh przed-
miotéw musi sie poslugiwaé przedmiotami pomoeniezemi, ktore nie wspolnego
z danemi przedmiotami nie majq (osie wspblrzgdnyeh) i za ich pomoca otrzymy-
wadé ilosci (wspohrzedne), ktore poddaje dziataniom algiebry zwyeczajnej, zna-
lezione za§ wypadki tlomaczyé geometryeznie. Latwo widzied, Ze przy takich
poszukiwaniach rachunek zastania sobg prawdy geometryezne i czgsto redu-
kuje si¢ do praey czysto mechanieznej. Jestto wazna wada, ktéra starano
sig usunaé za pomoes rozmaitych metod analityczno-geometrycznyeh, Mate-
matyka formalna wolna jest od tej wady, gdyZ ona poddaje dzialaniom
same przedmioty badane i ofrzymane wypadki odrazu sig przedstawiaja
W postaci geometrycznej.

Poszukiwania. podobnego rodzaju daly poezatek nowym liczbom zloZo-
nym (liezby urojone wyzsze), skladajacym sig z réZnych jednostek. Odda-
yna juz znanem jest zastosowanie liezb zlozonych zwyezajnyeb, ksztaltu
a-bi do geometryi na plaszezyznie, lecz dopiero Williamowi Hamiltonowi
ndalo sig w r. 1843 znaled¢ liezby i dzialania nad niemi, ktorve z wielkg ko-
rzyéeig mogg byé zastosowywane do badan geometrycznyech w przestrzeni.
Liczby te, Hamilton nazwal kwatrnionami, jako zawierajgce cztery rézne je.
dnostki. Pierwsza systematyczng pracy nad nowemi liezbami i ich zastoso-
waniami wydat on w r. 1853, pod tytulem ,,Lectures on Quaternions,” praca ta
jednak z powodu szezegélnej swej formy nie mogla sig prayczynié do rozpo-
wszechnienia nowej metody na stalym ladzie. Dopiero poémiertna praca
znakomitego astronoma irlandzkiego, wydana przez jego syna pod tytutem
»Elements of Quaternions” wykazala caly waZnod$é i doniostodd nowyeh liezb,
W obu przytoczonych tu pracach obok ezystej teoryi znajdujemy bardzo
znaczng liezbg zastosowah do wszystkich galezi matematyki.

W tem miejsu muszg wspomnieé, Ze niezaleznie od Hamiltona i w for-
mie daleko ogélniejszej Hermann Grrasmann do podobnych przyszedt rezultatéw,
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prace jednak tego uezonego, z powodu zbyt oderwanej postaci, w-ktbrej je
przedstawil-—nie byly dostepnemi dla szerszego kola matematykow i dla tego
nie znalazty naleZnego uznania.

Obok Hamiltona wielkie zastugi dla metody kwaternionéw polozyl pro-
fesor uniwersytetu oksfordzkiego P. G. Tait, ktéry metode t¢ stosowal do
roznych zadan fizyki matematycznej.
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