ROZDZIAL VIL

Powierzchnie drugiego rzgdu

108. Fatwo widzieé, Ze réwnanic skalarowe, w kiérem promien wo-
dzaey o wehodzi w stopniu drugim wyrazZa powierzchnig drugiego rzedu,
gdyz w ogolnodci kazdy promieh wodzgcy o==nw przecina tg powierzchnig
w dwéch punktach. Roéwnanie takie zawiera trzy rodzaic wyrazéw: 1) wy-
razy od ¢ niezaleine; 2) wyrazy ksztaltu Sugd, w ktérych promieh wodzacy
wehodzi w stopniu pievwszym; 3) wyrazy ksztaltu Sagbge, w ktérych pro-
mien wodzacy wehodzi w stopniu drugim.

We wszystkich tych wyrazacha,b,4,. . . . oznaczaja wiadome
kwatelnmuy Wyrazom drugiego rodzaju moaemy nadaé ksztalt

Soba==8¢ Vba=_80de,
gdzie d oznacza staly wektor.

Podohniez i wyrazy trzeciego Lodzagu mozna przekssztaleié,  Jakoi la-
two widzied, Ze

Sagboe==8caobo=_8a'gbe=8[(Sa'-+Va')o(Sb + V)e]=8[Sa'.0.8b.0

—+Va'.e.8b.0+-Sa'. 0.Vb.e4-Va'.o. Vb.g|=84'8b.0*>+-S[ Vu'.0. Vb.g]

=8a'8b.g*+-8Va'.0.8Vb.o—8Va'.Vb.o*4-8Va'.0.8.Vb (§ b5,1)
=(8a'80—8Va'Vb)o*+-28Va'.0.8Vb.e.

Oznaczajac Va' przez a, VD przes B i wprowadzajge .yzg, ofrzymamy,

%e ogblnym ksztattem réwnania powierzehni drugiego rzedu bedzie
258 SBo+A40*-28y0==C . . . . (1)
Przenioslszy poczgtek O prumieni wodzaeych do punktu Z i uezyniwszy
OE=¢, otrzymamy po podstawieniu ¢-}-& zamiast o.

2389 Sg0+A0*
—+-23(SagSpe+-SBoSus)+-248:0-+28yp =0. . . . (1%
~+-238sSpe+-A45>+4-28ys—C

W tem réwnaniu znikng wyrazy, zawierajace ¢ w stopnin pierwszym
i powierzchnia bedzie miala frodek, jezeli

S(aSfe-pSue)t+-Aety=0. . . . (2).
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Réwnanie to w ogolnodei daje tylko jedng wariodé dla &, gdyz ono jest
gtopnia pierwszego wugledem ¢ (Rozdz. V); dowodzi to, Ze wogdlnodei otrzy-
mujemy jeden tylko srodek powierzchni, Opuszezamy przypadek, gdy row-
nanie (2) wyraza linig prostg lub plaszezyzng t. j. gdy powierzehnia jest wal-
cowy lub redukuje si¢ do nkladn dwoeh plaszezyzn,jak tez i ten przypadek,
gdy réwnanie (2) jest niemozliwem. t. j., gdy m (§87) jest zerem (paraboloida).

Wyznaczywszy wartosé ¢ obliczamy nastepnie

D=C— 2Sy£—-A&2--228m‘Sﬁ{v,
przez co réwnanie powierzehni drugiego stopnia przybierze ksztalt
Ao*4-238agS30=D.

W przypadku, gdy D=0, powierzchnia wyrazona powyzszem rdwnanicm
bedzie stozkiem, gdyz jest jednorodnem wzgledem o; w przypadku zas gdy D
nie jest zerem, réwnanie powyzsze wyrata elipsoide lub hiperholoide.

W przypadku D, réZznego od zera, dzielimy cale powyzsze rOwnanie
przez D, ktére to dzialanie mozemy uwazaé jako réwnoznaezne ze zmiang
tensordw statych promieni wodzgeyeh « i f. Prayjmiemy, Ze dalsze badania
odnoszg sig do elipsoidy. -

Otrzymamy ostatecznie, Ze réwnaniem powierzchni drugiego rzedu, ma-
jacych frodek bedzie

g0*+4-238agSBo=1. . . . (3).

104, Odwrotnie mozemy dowiedé, ze réwnanie powierzelni drugiego .
rzedu hedzie ksztattu & § 103, W tym celu nalezy powierzehnig drugiego
rzgdu uwazaé jako miejsce geometryczne punktéw, dia kitdrych stosunek od-
leglosei od punktu statego i od prostej stalej jest iloscia staly e,

Niech I bedzie punktem statym (poczatek) #D—J— prosta, prostopa-
dlg do dancj prostej stalej, niech dalej g oznacsa jednostke dlugosei w kie-
runku statej prostej M — dowolny punkt szukanego miejsca geometrycznego,
MF=p, MQ— odleglost punktu M od stalej prostej.

Latwo widzieé, Ze

MNQA=FQ—o=0-4yp — ¢==ad.

Drziatajac na to rdwnanie symbolem 8.9 i uwazajge, 2e kiernuki d i § sg

do siebie prostopadiemi otrzymamy

02— 8dg=—ad>
Lecz wedlug danego warunku To:T(MQ)==e, czyli o%:w*d%=e, t. j.
92:32922{)2.

Podnoszac obie strony wyzej podanego réwnania do kwadratu, ofrzy-
mamy

020%=2(02—Sdp)% . . . . (1),

- réwnanie, majace ksztalt rownania 2 paragrafu poprzedniego.
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105, Przecinajac powierzchnie, ktérej réwnanie otrzymalidmy plasz-
czyzng, przechodzacs przez punkt F i staly prostg ofraymamy przceigeie stoi-
kowe. W praypadku, gdy e<<l, krzywa przecigein bedzie elipsg i wtedy
réwnaniu (/) mozemy nada¢ invy ksztalt. W tym celu szukamy punktow
przeciccia elipsy z prosta £D. Dla nich o¢=—=zd, wiee podstawiajac te warto-
sei w réw. (1) § pop. otrzymamy ;
zi=—e*(1—2)?,
zkad

| | e
“=ite N i

Z tyeh dwoeh wartodei jedna jest dodatvia, druga — njemng, wige szu-
kane punkty - i <’ lea po stromach przeciwnych wzgledem punktn 71 dla
nich bedzie

()
W —r— L
1.:‘1_.1+ i, dl= T aFD'
Oznaczajac pruez O Srodek prostej 44’ otrzymamy
; 2l or e
A 11_»-— FD, OF= m, T
albo tez, klndge T(4'd)=2q, z.najdziemy T(OF)=ea.
K}adap
OF=w, O4=¢, OM=u0,
ofrzymamy

2
8
0= s ,rT._._ea g=w|-0,

Jedli te wartodei podstawiemy w rownavie (/) § 104, to po wykonanin
dzialan otrzymamy réwnanie elipsy, odniesionej do jej srodka
o? 0o
(.’.2(3"1—-1 +('U azl/ez 1} _"z
106. RoZniezkujge réwnanie () § 103 otrzymamy
2 8ode—-23(SudeSpo—+-SagSfde)=0
Sde[ge+-=(aSBe+-pSwg)]=0.
Poniewaz (wedlung § 74) wektor go—s(@Sfo—-+BSe0) jest normaloym do
wierzehni w punkeie o, wiee
S(—g)[g0-+(ZeSg0+-BSag)|=o,
gdzia o oznacza wektor hiezgey, jest réwnaniem ]_)}FLS!GH_Y&IIJ’ styeznej w 1mnk-
cie ¢; rOwnanic to na zasadzie réwnania (2) § 108 przybiera ksztalt
Suge4-Z(aSfo-+pSag)|=1.
Poniewas go-3(aSBe-+-8Swp) jest funkeya wektoryalng linijng i przy-
tem sprzgiong wzgledem siebie, wige mozemy jg oznaczyé symbolem ¢g (§ 80)..
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Przez takie znakowanie, rownanie plaszezyzny stycznej przybiera ksztalt
Sopo=1 . . . . (1),

réwnanie za% powierzehni
Sopo=1. . . . (2),

Poniewaz (g)~" exzyni zadoSé réwnaniu (1) plaszezyzny stycznej i kie-
runek (¢o)~'=(po): (po)* jest kierunkiem normalnej, wige 7\ po)—* jest odle-
glodeig Srodka od plaszezyzny stycznej i Tipo jest odwrotnodeia tej odlegloei.

107. Przypusémy, ze mamy uklad plaszezyzn stycznyeh, przechodzg-
eych przez dany punkt 4, dla ktévego OA=ea. Dla wszystkich punktow
styeznosel bedzie

Segpe=1,
ezyli na zasadzic po=gp'o

Segu=1,
t. j. %e wszystkie punkty styeznosdeilezg na plaszezyinie, prostopadlej do sta-
lego promienia ¢, t. j. rownoleglej do plaszesyzny styeznej do powierzehni
w punkeie, w kiérym promiefi OA4 przecina tg powierzehnig. Plaszexyzna
ta, ktorej przecigeie z powierzehnig daje krzyws, wedlug ktorej ukiad plasz-
czyzn styka sig z powierschnig jest plaszezyzng biegunowa. Jezeli ta plasz-
czyzuna przechodzi przez punkt staly, ktérego promied woduaey jest @ to otrzy-
mamy Spa=1, czyli Sepf=z]. Zkad wypada, Ze miejscem geometrycznem
biegundw, ktoryeh plaszezyzny biegunowe przechodzg przez punkt staly jes-
plaszezyzna.

108, Wyznaczmy teraz rdwnavie stozka majacego swaj wierzeholek
w punkeie 4 i styeznego do danej powierzehni drugiego ruedu.

Oznaczajac praez o promien wodzacy jednego z punktdw styeznosei
znajdziemy, %e réwnaniem linii stycznej odpowiedniej beduie

w=a-+z(g-—«) . . . . (I)
i oprocz tego maja miejsce rownania:
Sapo=1, Sppo=1.

Jezeli w te dwa ostatnie rownania podstawimy warto$é dla g, otrzymang
z rownania (7) i nastepnie wyrugujemy z, to otrzymamy

SingoSegpe— Sugn —Sapu=—(Suyp«)*—2Su pe.
Dodajge do obu stron tego rdéwnania po 7 otrzymamy rdwnanie sto'z-
ka stycznego do powierzehni i majacego wierzcholek w « w ksutalcie
' S(wpw—1) (Sugpe—I1)—Swgae—1)% . . . (@)
Przenoszqe poczatek promieni wodzgeych do wierzcholka stozka, t. j.
kladae o=w--u, otrzymamy
(Swpo—+28npu—t-Sapa—1)—(Swpa+-Sege—1)*=o
albo
Swpu(Sage—1)—(Swpu)?=0. . . . (29,
réwnanie jednorodne wagledem 7o, wyraza wige stoiek.



st A48 5

Jezeli w réwhanie (2) zamiast @ podstawiemy e i nastepnie uezynimy

= o», otrzymamy

(Swpm—1) Sege— (Swepe)*=o0 . . . . ()
iako rownanic walea stycznego do powierzehni drugiego rzedu i ktdrego two-
rzaca jest rownolegla do «.

109. Dla lepszego zbadania powierzehni Syppo=1 starajmy sig wy-
znaczyé miejsce geometryezne Srodkow cigeiw rdwnoleglych.

Dajmy, %e cigeiwy te sa véwnolegle do stalego promienia wodza-
cezo %, Oznaczajac przez « promiehr wodzgey srodka jednej z tych cig-
ciw otrzymamy, Ze promieniami wodzgcemi jej kolicdw beda o+ we; pro-
mienie te muszg czynié zadolé rownanin Sepe=1, t. j, muszg mie¢ miejsce
rOwnania '

S 4+ xa)p(w +re)=1,
z ktoryel, odejmujae jedno od drugiego otrzymamy
Sopu=p . . . . ().

Jestto réwnanie plaszezyzny, przechodzacej przes Svodek elipsoidy i nor-
maluej do ¢, a zatem réwnolegtej do plaszezyzny stycznej, poprawadzonej do
powierzehni w punkeie, w ktérym promien wodzacy «przecina tg powierzehnig,
Plaszezyzna ta, jak wiadomo, jest plaszczyzng $rednicowq, spragiong z lie-
punkiem ¢.

Niceh BOC hedzie plaszezyzng $rednicows sprzeZona z kierunkiem
DAd=e i niech B i U bedg dwoma punktami krzywej praceiecia sig tej plasa-
ezyuny % powierzehnig. Na zasadzie rdwnania (1) mamy

¢ SBypae=0 lub Segf=o0. . . . (2),
gdzie § oznacza promien wodzaey punktu B. Widzimy stad, %o plaszesyzma
srednicowa  sprzezona z kierunkiem OB przechodzi przez O4. Przyjmujae,
70 ta ostatnia plaszezyzna przechodazi przez punkt €' (o=y), znajdziemy
Sypg=o0, lub Sppy=o.

Leez poniewasz réwnanie (2) ma miejsee dla wszystkich punktdw kray-
we] przecigeia sig powierzehni z plaszezyzna $rednicows sprzeZona z kierun-
kiem o, wiee ma tez miejsee réwnanie

Sagpy=2o,

Wypada ztad, Ze plaszezyzng Srednicows, sprzezong z y jest AOB, Wi-
dzimy wige, Ze w powierzchni drugiego rzedu mozna wyznaczyé nieskoicze-
nie wiele ukladéw trzech promieni wodzgeych o, 8, y takich, Ze cigeiwy réw-
nolegte do ktjregokolwiek z nich dziely sig na dwie rowne czedei przez plasz-
czyzng, przechodzges przez dwa pozostate. Takie trzy promiene tworza uklad
pélérednic sprzcionyh.

110.  Wypada wige ostatecznie, Ze pomigdsy tizema kierunkami pol-
Srednic sprazgionych e, £, y majg miejsce rdwnania:
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Sagpp=ppa=_8Bpy=S8yypf=Sypo=Segy=o0 . . (I).

Z tyeh réwnah wynika, Ze promiefl y jest prostopadiym: do e @p,
jest wige ksztaltu wVgapf; widzimy tez, Ze gy jest prostopadlym do o i g,
jest wiee ksztaltn w'Vaf.  Ofrzymamy ztad dwa szeregi nastgpujacych
rownan:

a=uVypfpy, p=vVoype, y=wVgupg . . . . .(2)
po=u'VBy, gf=2v'Vya, gy=0'Vef . . . . . . ()

Musimy jeszcze zwrdeié uwage na réwnanie

y=0y y=w'¢—1 VB,
czyli
wo— Vep=wVoapf . . . . (4).

Szereg wyZej podanych réwnanh jest identyeznym z rdwnaniami otrzy-
manemi przy metodzie inwersyi Hamiltona (§ 85). -

111, Positkujac sie Srednicami sprzeZonemi e, § i y mozemy latwo
ofrzymaé rdwnanie elipsoidy we wspolrzednych zwyezajuyeh. Wiemy, Ze
kazdy promien wodzacy ¢ mozna wyrazi¢ we fankeyi linijnej trzech innych
promieni, nierdéwnoleglych do jednej plaszezyzny, wiee oznaczajac przez
o @1y kierunki trzeeh osi sprzezonysh, otrzymamy

=aa+yp4-27,
gdzie a, B i y czynia zadodé réwnaniom (7) § 110. Przyjmujac jeszeze, Ze te
promienie ezynia zado&é rownaniom Sepu=1, SfgP==1, Sypy=1, znajdziemy,
ze «, f iy sa promieniami wodzacemi punktéow lezacych na powierzehui.
Podstawiajac wartos¢ ¢ w rdéwnanie powierzehnii nwzgledniajge wlasnosei
funkeyi ¢ znajdziemy
- Segpe=RSwatyb+=2y) (epatyphtepy)=atty =l

Lecz @, y i = oznaczajy stosunki skladowyeh ¢ wzdluz ¢, £ 1 y do tych
promieni wodzgeych, wypada wiee stad, Ze jezeli przez & yi L oznaczemy
wspérzedne kofiea promienia o, odniesione do ukladu sreduic sprzgZonych,
przez a, b, ¢ zaf—dtugodel poldwek tych Srednie, to otrzymamy rownanie

2 % P2
attr=t

112. Podamy teraz mnowy ksztalt réwnania elipsoidy. W fym celu
uezynimy

g=—v%. . . ()

Zobaczemy, e taky funkeye 1 moiemy znalesé iZe ona ezyni zadosé
tym samym rownaniom co i fankeya ¢. Przez wprowadzenie tej funkeyi
réwnanie elipsoidy przybiera ksatalt

Sey*e=—1,
a 7e funkeya o jest sprzezong wzgledem siebie samej, wige
Sewe=Syee=(we)*=—1,

Zasady vachunku lwaterniondw, 16



ezyli
T(po)=1. . « + (2)

Poréwnywajac ten wypadek z réwnaniem kuli 0 promienin réwnym
jednosei
. To=1
widzimy, %e zachodzi analogia pomigdzy temi dwiema powierzchniami, a mia-
nowicie, e przez przeksztalcenie linijne promieni wodzaeych, przedstawione
funkeya 1, eclipsoida przechodzi w kule i naodwrét przez przeksztalcenie
promieni kuli za pomoes funkeyi y—*, kula przechodzi w elipsoide.

Rownania (7) (§ 110) przechodzg w nastgpujace

Sey*R==8yayf=o . R /i
tak, Ze jezeli 2, u,v sa promieniami kuli, odpowiadajacemi promieniom
«, B, y elipsoidy, to :
Shu=_8uv=_8vi=no,
t. j. ze promienie kuli, odpowiadajace frzem Srednicom sprzezonym tworzg
* uklad trzech prostych, do siebie prostopadlych, .

113. Dla wyrobienia sobie jasnego pojecia o zwiazkn, zachodzgcego
pomigdzy funkeyami ¢ i 1 ddnieSmy promieh wodzgey e do frzech osi eli-
psoidy. Oznaczajac przez i, j, &£ jednostki dlugo$ei w kierunkach tych osi
ofrzymamy

p=nityj+tak, . « . (2
a Ze rownanie elipsoidy, odniesionej do osi jest tylko szezegolnym przypad-
kiem réwnan elipsoidy, odniesionej do uklady trzech $rednie sprzezonych,
wige oznaczajge przez a, b, ¢ poldwki osi elipsoidy, otrzymamy, Ze réwna-
niem tej powierzchni odniesionej do osi bedzie

S%e) _{_(Sje)2 (Ske) oy

Sego= + (2),

gdy? z réwnania (1) wypada, iz
Sig=—w, Sjo=—y, Ske=—

Réwnanie (2) pokazuje, ze
tStO 3,6}9 kSkg

. L] . - (3)'
PoniewaZ po=——1g, wiec latwo mdzieé, ie
iSip . JSjo . kSko
‘P9=—(T e e ) C ()

Réwnanie to pokazuje, Ze funkeya o rzeczywifcie ma te whasnofei,
0 ktéryeh w poprzednim paragrafie wspomnieliémy. Podamy jeszeze kilka
wzordéw, odnoszacych sig do funkeyj ¢ i v,
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Z rownanie (3) Wypada e

}""‘—"__:9’.? _ bi'r fpk:_"?a
a Ze g(ma)=wgmn, wige ,
Vo ‘,igng - ;ﬂg_ bt.g Sj __3,Ske -
9 me-_;-——-t;Ola-_-, u" ‘}b’* —(_:"‘—'—".()'
Z rownania
o=~ i
olrzymamy
P o= —gp! JiSip=— 2~ 'iSip.
' —1;
Lecsz poniewal gi=-——, wige ¢ p—‘gaa—-—’o-Hf, o i =—a,
a* a*

g Y=—0Y, 9~ Ve=—c2k
a tem samem
{p“io:u!'i.&g--i—f)"‘jbjr'g--f— ¢*kSko . -« . (b)

W taki sam sposéb awzgledniajae, Ze, r’f%..-..—- */’J— T !,Wu— '{"

ofrzymamy
Y~ to=—/(aiSig-4-0jSjo-}-ckSko) . . . . (7).
Podstawiajge w to réwnanie ¢ zamiast ¢, otrzymamy
=Y yo=—(aiSio{-bSj1po—+-ckSkyrg) . . . (8).

114, W poprzednim paragrafie przypuéeiliémy, }c w elipsoidzie za-
wsze istniejg trzy osie do siebie prostopadle. Przypuszezenie takie zawsze
jest nzadnionem, gdy? za pomocs sposobu, podanego w §§ 93 i 94 moZna za-
wsze utworzyé rOwnanie stopnia 3-go, sluzgce do wyznaczenia wielkodei
i kierunku tych osi.

Jezeli réwnanie clipsoidy ma ksztalt Sope=11 jednym z pierwiastkéw
réwnania stopnia 3-go (§ 98) jest =, to dla kierunku osi ¢;, odpowiadajace-
go temu pierwiastkowi mamy

0, =801+ » » (I
zkad .
Boypo, =810, *=—s8a* . . . .(2),
gdzie a oznacza polowe osi, idacej w kierunku g,.
Z rownania (1) wypada, Ze

1
9"_191:;—91 cte e (3)
1

a zatem w przypadku, gdy réwnanie elipsoidy bedzie ksztattu
_ Sop~te=1. . . . (4),
whedy szukajae polowy osi w kierunku ¢, znajdziemy

1:89@,9"‘.91_—_:;{-9 "—--—s-i—-alﬂ, g==—dy « « « +(8)
i b
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to jest, ze w tym przypadku pierwiastki rownania stopuia 3-go, brane ze zna-
kami przeciwnemi wyraZajg polowy osi elipsoidy.

115. Jezeli w rownanin symbolicznem stopnia 3-go (§ 88,6) zamieni-
my ¢ na @-+h, a tem samem w réwnanin (§ 88) s na s--&, to pierwiastki
tego réwuania, a wige i kwadraty poléw osi elipsoidy (4) § pop. powigkszg,
sig 0 2, a zatem réZnice kwadratow tych poléw pozostany bez zmiany, czy-
li, Ze

Sg(gpt-h)y~te=1. . . . (1)
jest ksztaltem véwnania wszystkich elipsoid wspélogniskowyeh z elipsoidg
(4, § 114), gdzie h oznacza parametr zmienny. 7 tego ksztaltu réwnania
mozna wyprowadzié twierdzenie, Ze dwie powierzchnie wspologniskowe, ma-
jace punkta wspdlne przecinaja sig pod katem prostym.

Jakoz, niech

So(p-ny"te=1. . . . (2)
bedzie réwnaniem drugiej powierzehni wspdlogniskowej z powierzehnig (1),
Jezeli ¢ jest promieniem wodzgeym punktu, wspélnego obu powierzehniom,
to normalue do tyeh powierzchni w punkeie wspélnym beda

r=(g-h)="0 i '=(p-Hh) .
Ztad

Sov'==8(p4-1')~*o(p-+-h)~'¢=So(9+-h)~(p-4-h')~*
gdyz fankeye (¢-+%)~' i (¢p-}-h')—* sa sprzeZonemi.
Lecz poniewaZ mamy 1-6wnanie symboliczne

(p-L-h)—1(¢ {—k’)—’-— ‘” [(p+-h')~'—(p4R)~'], (Pordw. Tait,

Quater. ttom, franc. T. I str, 290)
wiec

S Sol g+ h) " —(p B tle=o . . . (3)

a to na zasadzie réwnan (7) i (2).

Réwnanie (3) zawsze ma miejsce z wyjatkiem praypadku gdy h=h'
t. j. gdy powierzchuie (1) i (2) sig zlewajg ze soba. Dowiedliémy wiec, Ze
powierzchnie wspdlogniskowe drugiego rzedu przecinaja sig ze sobg pod ka-
tem prostym,

116. Niech

Sepo=1

Sugmo [+ * D

beda réwnaniami przecigeia elipsoidy z plaszezyzna, przechodzaes prze jej
srodek i starajmy sig wyznacszy¢ osie tej elipsy, t. j. kierunki, w ktérych Zo
ma najwigkszg i najmniejsza wartodé, ezyli dZo=o.



— 117 —

Rézniczkujge réwnania (I) otrzymamy
SPedo=0, Sad¢=0 . . . .(2),
opro ¢z tego, warunek najwigkszosel i najmniejszosei daje
dTo=8pdg=0. . . . . .(3).

Réwnania (2) i (3) pokazuja, %e gp, « i ¢ 83 prostopadlemi do dp a za-

tem lezg na jednej plaszezyZuie i dla tego czynig zadodé réwnanin
Seego=0 . . . .(4).

To ostatnie rownanie dowodzi, ze tylko dwa kierunki ezynig jemu za-
dosé 1 Ze te kiernnki sa do siebie prostopadiemi. Jakoz, podstawiajac w row-
nanie (4) zamiast ¢ wektor o'==cy, (z¢ jest wektorem prostopadltym do « i o,
gdy? na zasadzie rOw. I « jest prostopadiym do o) otrzymamy

Se'age'=23pe' Vo'a=S¢'p(Vy'a),
lecz Vo'a=—Vag'=—a%, zkad Sp'¢(Ve'e)=—a*Saggpo=o.
k. j., Ze kiernnek o', prostopadly do o réwniez ezyni zado&é rownanin (4).

Pozostaje nam teraz rozwigzaé uklad réwnan ()i (4). Drugie row-
nanie ukladu () moZzemy napisaé w ksztaleie

So(g~*po)=0 lub Spey—'a=o,
zkad widzimy, Ze wektor @o jest prostopadiym do ¢—'w i do wg, a tem
samem czyni zado§é réwnaniu
po=a V(g a.ag).
Operujae symbolem Se., otrzymamy
I=uw.p*Segp~ e,
Zkad, na zasadzie (§ 52,2)
Sepr—p g S0P
Q7Pe= 9"‘“80:50_1“
_ Beg e
=Bag—Ta

i (l—e%) e
i ostatecznie (réw 1)

Sa(l—o?¢) la=0. . . . ().
Temu ostatniemu réwnaniu moZemy nadaé ksztalt

Sa(;o.— —Ii-)—ltzzo ;a0

Positkujge sie wzorami (§ 87,1), w ktérych podstawxamy

1
g=-—-—3— ofrzymamy

- — 1
my| @ -—EB— mep —-Eg-(mg-—gp)—{-?.
Stosujac ten wzér do réwnania (5%) znajdziemy
mo*Sug—'a - 02Se(in,—p)ate®=0. . . . (6).
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Rozwigznjac to réwnanie wzgledem ¢* ofr aymamy kwadraty poléw osj
przeciecia.
7 powyiszego réwnania wypada, e

aﬁ

& =gy

a zatem pole przecigeia, jedeli onv jest eliptycznem bedzie
nla
V =mSeg—"a

Réwnanie to dowodzi, Ze miejscem geometrycznem normalnych prze.

cieé centralnych elipsoidy, majacych jednakowe pola bedzie stozek
Sagp—ta=Ca®
Jezeli pierwiastki ¢,* i 0,® 8sg rownemi sobie, t. j. gdy
(myo2—Sape)i=4ma>Say—'«

to przecigeie bedzie kolem.

Widzielismy (§ 94,3), Ze funkeyi po moina nadaé ksztalt

po=Llo-F-mV(i4+nk)o (i —nk);

+rzk i—nlk
nznaczajac zatem przez A i, wektory T —r=1i p-”—T, ofrzymamy

po=lo-Vigu,
rownaniu wige powmut.hm drugiego rzedu muﬁemy przedstawié w ksatah:ie
lo*-+Slgue=1 . . . . (T)
Inb na zasadzie wzorn (§ 56,1), w kstalcie
28koSug+(1—Su)e®=1. . . . (8).

Ksztalt ten pokaznje, e jeeli dwa preeciecia Lolowe powierzehni drugie-
go rzedu nie ledq na plaszezyznach réuncleglych, to one ledq na tej sumef kult,
érodek ktérej praypada we Srodku powierzehni. JakoZ przecinajac powierzch-
nig (&) plaszezyzng Sig=o luh Sup=o0, otrzymamy réwnanie kuli

(I—8iu)o*=

117. Zbadamy teraz tworzace prostolinijne powierzchni drugiego rzg-
du. Nieech Sgpo=1 bedzie réwnaniem powierzehni. Twoyrzaea prostoli-
nijna, przechodzgca przez punkt e powierzehni i réwnolegla do promienia
bedzie ksztaltn «-f-ww. Ta ostatnia warto$é podstawiona w réwnanie po-
wierzchni czyni mu zadodé przy kaidem znaezeniu @. Otrzymujemy tym
sposohem réwnanie

Sugpa~!-2m8r:¢gpm—|—wzﬂw<pw:.1,
ktore mq rozpada na dwa inne
Sepu=—01i Swpu=0 ., . . (I).

Pierwsze z tych réwnan jest réwnaniem plaszczyzny frednicowej, sprzg-
zonej z kierunkiem e, drugie jest rownaniem stozka asymptotyecznego.
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Przecigeie zatem tej plaszezyzny z powierzehnig stozka da mam kierunki
tworzgeyeh prostolinijnych.
~ Réwnania (7) daja
ypo="Van,
gdzie y jest skalarem, ktory naleiy przedewszystkiem obliczyé., Opernjmy
na powy#sze réwnanie dwoma symbolami S.8 i Sy, gdzie £ 1y oznaczaja do-
wolne promienie wodzace, nie lezace na jednej ptaszesy’nie z wektorem e«
Otrzymamy
SBypu==8 Vew, Syypu=_8yVen,

a e Sppw=S8vgpg, PVuo=—S8wVeap, . . . . ,wige
Suo(ypp+Vaf)=o, So(ygy—Vye)=o . . . (2),
Wypada ztad, Ze
o=V ypp+-Vef) yoy—Vya . . . (29,

a poniewas Sugpu=_S8wya=o, wiec
Spa(ypp--Vap) (ypy — Vyw)=o,
czyli
y* SypapBpy+ySpa( Vegpy—@f Vye)—Spa Vel Vyu=uo,
a opierajge Ze na (§ 66,3) jako tez na wzorze V(VoBVgy)=—pS«py,
ofrzymamy ;
my*Sufy—+ySpa(Veppy—gpf Vye) — SupaSafy=o. _
Lecz latwo widzieé, %e wspélesynnik przy y rOwna sig zern. Jako#
wiemy (§ b5, 1), 2e VaVpy==ySup—pSey, wige
V(Vep.py)=—BSgy.a+aSyy.f,
— V(gB. Vya)=—aSgB.y+ySpp.,
V(Vef.qy)— Vigp. Vye)=ySpf.a—pSpy.c. )=V (pa VEy);
wapbhlezynnik zatem przy y réwna sig Spcpa Vy=o.
Tym sposobem rownanie wyzej podane przechodzi w
my =Saga=1

y=+_1
1V m,

Z réwnania (2¢) positkujac sig wzorem (§ 85,2) 1 przeksztalegjac je

w sposdbh podobny do wyZej podanego otrzymamy
si=my*¢— Viy+yVoaVBy—aSaVpy,

ktore to rdwnanie, stosownie do znaku y daje nam tworzges jednego lub
drugiego ukladu; w réwnaniu tem zreszta my*=1.

W wyzej podanym wzorze Vfy, jest wektorem dowolnym, lecz nie pro-
stopadtym do ¢, gdy% 8, y 1 « nie leza na jednej plaszezyznie. Ouznaczajac
g0 przez o, otrzymamy
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.0
50’-—91"“6-—&5&9-!-%;(”1_“*)—?— oS apa—aSwo _I_Vfgoa )

=W gaVagp—1 B)+:;(!Pa B)

m
Ten ostatni wzor moZna jeszeze przedstawié w ksataleie

zo=0p~" [(aVpe.0)]+—= V(W‘ e)

jak sie o tem latwo przekonaé mozemy przeksztaleajac pierwszy wyraz dru-
giej strony za pomoes wzorn ValVpy=ySaf —Suy.
Podstawiajae 7= V(ga.6), otrzymamy wzor

T
zo=g¢~*Var4 Vo

w ktorym z przyezyny e="VBy, Scgpa=o.

Kazdy z podanyeh wzoréw dla zw rozwiazuje zadanie o tworzaeych
prostolinijnyeh powierzehni drugiego rzedu. _

118. Dla lepszego wyjadnienia wzordw i metod w tym rozdziale
wylozonych podamy zadania odnoszace sie do powierzehni i linij drugiego
rzedu.

Zadanie 1. Na elipsoidzie znalesé taki punkt, aZeby plaszczyzna
styezna w tym punkeie do elipsoidy poprowadzona, odcieta od trzech osi
réwne odeinki (liczone od $rodka).

Réwnanie plaszezyzny styeznej w danym punkeie ¢ jest

Sngo=1,

Jedli wige frzy osie elipsoidy prayjmiemy za kierunki ¢, j, %, to ozna-

czajace dlugosé odeinka przez p otrzymamy

pRige=1,
albo podstawiajge w to réwnanie wspéhrzedne zwyezajne, znajdziemy
(8 113).

P&z—z

W taki sam sposéh otrzymamy %"’,;___1 7 —=1, takie
c*
(BN I D NS
a® -pt —cg—_ﬁn':l/a”—}«bz{wcgi
gﬂyé ety-e=p,

Zadarie 2. Znales¢é odleglosé $rodka elipsoidy od plaszezyzny
stycznej. '




