ROZDZIAL VI

Réwnania kuli (kota) i stozka kotowego.

96. Jezeli przez M oznaczemy dowolny punkt powierzehni kuli, ktorei

promieh jest &, to

To=—0Te lnbp*=n® ., . . " )
bedzie réwnaniem kuli, majacej promien réwny e i ktérej frodek znajduje
sie w poczatku promieni wodzgeych.

W § 58 podaliSmy caly szereg prueksztaleeh réwnania (1), z ktéryeh
kazde wyraza pewng wilasnodé kuli. Tak np, réwnanie (5, § 58)

Sle+«) (¢—e)=o,
wyraza, e cigeiwy poprowadzone od dowolnego punktu kuli do koheéw
frednicy sg do siebie prostopadlemi.

Uwaga. Latwo widzied, Ze réwnanie (1) wyraZa te’ okrag kola, maja-
cego promien « i kidrego $rodek znaduje sig w poczatku promieni wo-
dzacych, - '
97, Gdy kula o promienin « ma swdj Srodek na koheu promienia y,
wtedy réwnanie jej bedzie

T(o—y)=Ta. . . . . . (1%,
a w szezegbloym pruzypadku, gy poczatek promieni wodzgeych znajduje
si¢ na samej powierzehni kuli rownanie powyisze praybiera ksztalt
0°—28wp=—0. + « « + .+ - 2).
Poniewas réwnaniu temu moZzemy nadaé keztalt
So(o—2a)=o,
wige znowu ofrzymujemy wlasnodé kata wpisanego w poélkole.

1. Zadanie. Wyznaczyé miejsce geometryczne spodkbw prostopadlych,
spuszczonych z punkiu danego (o=F) na plaszezyzny, przechodzqse przes poczq-
tek promieni wodzqcych, ‘

Jezeli Seg==0 bedzie réwnaniem jednej z takich plaszezyzn, to—e—'Sup
bedzie diugoseia prostopadiej, spuszezonej z punktu ¢g=§g na t¢ plaszesyzig
( § 65). Rdwnaniem zatem spodkéw tych prostopadiych bedzie
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o=F—c«—'Sef=a—*Vaf.
7 réwnania tego otrzymujemy
(o—B)*=e"*(Sef)".
7 drugiej znéw strony, dzialajac na to réwnanic symbolem 8.8, otrzy-
mamy
SPo=F>—a(Suf)*

Dodajae do siebie te dwa réwnania ofrzymamy
s 2

y g\
02—SBe=o0, czyli ( 0— -2-) =2

t. J. T( 0 — g):Tg.

Réwnanie to pokazuje, Ze szukanem miejscem geometrycznem jest po-
wierzehuia kuli, ktérej jedna $rednica jest f.

2, Znalesé wspblne praecigeie sig dwéch kul

T(o—a)=T8 i T(¢—a,)=1Tf:.
Punkta wspélnego przeciceia sie tych kul musza czynié zadosé obu
réwnaniom, dla tych wige punktéw musi byé
(¢ -@)*—f*=o01i (¢—u,)*—f *=0, . . (I),
czyli
(9 —tly '.’.) 2-——(Q-——ﬂ1 2) 2. ﬁ?._l_pl 3 —)
. 28(e — oy )g=0ar—a, *—(f2—F,%) . . . ().

Otrzymane rownanie wyraza plaszezyzne, prostopadia do prostej, 1acza-
cej Arodki nbu kul. Poniewaz pierwsze strony réwnai (I) wyraZajg dingo-
Sci stycznych, poprowadzonyeh do kuli z punktu g, wige ofrzymana plasz-
czyzna (2) jest miejscem geometrycznem rdwnych styeznyeh, ezyli plaszezyzng
pierwiastng danych kul. '

98. Z réwnania kuli (kola)

To=Tv, czyli o*=u?
otrzymujemy przez réZniczkowanie
Sedp=o,
co dowodzi, Ze promieti ¢ jest normalnym do powierzehnifkuli, gdyz do ozna-
cza element w kierunku stycznej (§ 73). Otrzymujemy tym sposobem znang
wilasnodé kuli. '

Oznaczajae przez o promien wodzgey dowolnego punktu plaszezyzny
stycznej, poprowadzonej w punkeie g, znujdziemy, Ze w—pg jest prosts lezacs
na plaszezysnie styeznej, a zatem bedzie ona prostopadis do o i

Sp(w —g)=0, czyli Spo=0?. . . (I)
bedzie réwnaniem plaszezyzny stycznej do kuli, gdzie  jest promieniem wo-
dzgeym biezacym.

Jeieli ta plaszezyzna przechodzi przez dany punkt B, ktérego promiet
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wodzacy jest 8, to bedzieray mieli
BBe=a® ¢ « « v i v v 0. (D
Uwazajge w tem rownanin ¢ za zmienng widzimy, Ze ona wyraza plasz-
czyzne, prostopadla do 8. Jest to plaszezyzna okregu kola, wedlug ktdrego
stozek, majgcy sw6j wierzcholek w punkeie B i opisany okolo kuli dotyka
sig jej, czyli tak nazwana plassezyzna biegunowa.
Poniewaz réwnaniu (2) mozemy nadaé ksztalt

(L)
o+ = — 097 o
wigc plaszezyzna biegunowa przecina promiefl* wodzacy £ w odleglodei
)2
f-ﬁ

od poczatku promieni ($rodka kuli O),

Oznaezajge ten punkt przeciecia przez H znajdziemy
e (5’“) _(18)*—(Tw)*
HB=h= 1B ——r = (7R
Wypada ztad, Ze
2 218 1
=T —(T0)* = Tf —= I‘a+,’lﬁ—[—-l‘ =7t

gdzie & i 1 oznaczajg odleglosei punktéw przecigeia sig promienia 8 z kulg
od punktu B, ktére to réwnania dowodzi, Ze powierzehnia kuli i plaszczyzna
biegunowa dzielg promiet wodzaey £ harmonicznie.

Jezeli plaszezyzna (2) przechodzi przez punkt staly, ktérego promien
wodzaey jest ¢, to powinno byé

SBr=e> & - oo . . (8

Uwazajac W tem rownaniu f za zmienng widzimy, Ze miejscem geome-
tryeznem punktéw, ktorych promieniami sa § jest plaszezyzna. Przychodzi-
my tym sposobem do znanego twierdzenia: Bieguny wszystkich plaszezyzn
biegunowych, przechodzacych przez jeden punkt lezg na plaszezyinie biegn-
nowej tego punktu, y

99, Zadanie 1. Znaledé figurg odwrotng wzgledem plaszezyzny
(przeksztalcong za pomocy -pr omieni wodzacych wzajemnyeh).

Niech OP oznacza odeinek prosty, poprowadzony od poezatku O do
plaszezyzny danej i konezgceej sig na tej plaszezyinie. Na tej prostej wy-
znaczmy punkt Q tak azeby OQ.0P= sta&e; =h%{ sz.nkamy miejsea geo-
metrycznego punkiu Q.

Niech Szo=a bedzie rdwnaniem danej plaszezyzny i m— promieniem

wodzaeym punktu Q. Z postawionego warunku otrzymany
To. Tw=0%

Oproéez tego
Un="Up,
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zkad
2Vw brw
Q:TQngb—g—,Er:-?,
Podstawiajac te wartosé w réwnanie plaszezyzny ofraymamy
aw?4-028un=0,
ktore to réwnanie dowodzi, Ze szukanem miejscem geometrycznem jest kula,
przechodzgea przez poezatek (biegun) O.

Zadanie 2. Znale$é miejsce geomefryczne punktéw, ktéryeh odleglodei
od dwoeh punktédw danych bylyby w stosunku stalym.

Niech O i A bedg danemi punktami, z ktérych pierwszy obierzemy za
poezatek, drugi zad lezy na konicu promienia c.. Niech dalej P bedazie do-
wolnym punktem szukanego miejsca geometrycznegoi OP=g.

Oznaczajac przez n staly stosunck odleglosei znajdziemy

(o —a)=nTYp,
o' —28ugt-a’=n"¢"
czyli
o A ne
le—a) =)
e

Rownanie to wyraZa kule, promien ktérej rowna sig ( fj_—F , Srodek

za§ zoajduje sie na prostej, tgczacej punkty 4 i O.

Zadanie 5. Znale$é miejsce geometryczne punktéw, ktérych kwadraty
odleglogei od pewnej liczby punktéw danych tworza sume staly. Znalesé
najmniejszq mozliwg wartodé tej stalej i miejsce geometryczne, odpowiadaja-
cej tej ilosel najmniejszej. -

Oznaczajae przez oy, a,, @3, . . . . @, promienie wodzgce danych
punktdw, przez ¢ promief wodzacy punkiu szukanego miejsca znajdziemy

—et=(p—e ) -(e—o) - . . . . +(0—0,)’=np*—28p3u+{-Za®

Z réwnania tego otrzymamy ;

23- 2 cz—{—Eaz 3o, |2
L =B _!-(_;) ?

jest to réwnanie kuli, majacej swéj $rodek w drodku ukladu danych pun-

ktow. JeZeli poczatek promieni wodzacyech umiedcimy we $rodku ukladu,
to réwnanie powyZsze przechodzi w

gdys ( 5;5 ):o (§17).

Druga strona tego réwnania bedzie wjemng i réwnanie wyrata kulg

c?*-3u?
n'?

(=S8
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rzeczywisty, jezeli
' c2>3(Te)®.

W przypadku za8, gdy c*>=3(Tp)®, kula przechodzi w punkt —
§rodek ukladu punktow.

Zadanie 4. Znalesé miejsce geomefrycane spodkéw prostopadlych,
spuszezonych z danego punkiu powierzchni kuli na wszystkie plaszezyzny
styczne do kuli.

Biorge §rodek kuli za poczatek znajdziemy, %e réwnaniem plaszezyzvy
stycznej w pnukeie ¢ bedzie

_ AW &« " w wemw an  n KD

Przyjmujae teraz, Ze dany punkt lezy na koteu promienia « i uwzgle-
dniajac, %e prostopadia do plaszezyzny styeznej jest réwnolegly do o, znaj-
dziemy, ze promief spodka prostopadiej musi ezynié zadodé réwnania

a=a-1m0 . . o «(2)

Dla otrzymania miejsca geometrycznego szukanego naleZy z réwnan
(7)1 (2)1izrow. p>=a® wyrugowaé z i ¢.

Dzialajac na réwnanie (2) symholem S.» znajdziemy

0’ =Cxw-}za?

Z tego réwnania wynika, Ze

& ~ o?*—Son'
Podnidslszy obie strony do kwadratu znajdziemy
(02 —8%0)t=a*(n—ua)?,
gdys o*=a’
Réwnaniu temu mozemy nadaé ksztalt

2__ 2 N
(m Sau:) =t gyl [Sm)iau_)] —?

o) —0 (5
zkad po uproszezeniu
[Sol(o—ea)] 2=—a>

Jest to réwnanie powierzehni utworzonej obrotem linii sercowes okolo
jej osis

Zadarte 5. Znalesé krzywsg przecigeia sie kuli z plaszezyzna,

Niech poczatek promieni wodzgoych - bedzie we $rodku kuli i niech
bedzie promieniem wodzacym, prostopadiym do plaszezyzny siecznej. Pray
takiem zatoZeniu réwnaniem kuli bedzie ¢*~=«.?, réwnaniem za$ plaszezyzny
siecznej Sf(o—p)=0. Kladac ¢g—p=0 otrzymamy

w?~}-28wp-4-g%=02, gdzie 0*=(TB)>—(Tw)>

Jest to rownanie okregu kota, ktéry wiedy tylko bgdzie rzeczywistym,

gdy T8<<Tu.
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Zadanie 6.  Dowietl, %e jezeli trzy powierzchni kul przecinajg sig pa-
rami, fo trzy plaszezyzny ich przecigeia przechodzy przez jedna linig
prosta.

Dajmy, %e réwnaniami danyeh kul sg:

02—280=2A4, 9*—28fp=2D8, ¢*—28yo=2C,
wtedy réwnaniami plaszezyzny przecigcia beda:
S(e—pB)o=B—A4, 8@—y)e=C—B, S(y—a)e=4—C.

Poniewaz kazde z tych réwnan jest wynikiem dwoéeh pozostalych, wiee
wspblne przecigeie sie dwoeh plaszezyzn ledy na trzeciej.

Zadanie 7. W trzech punktach 4, B, C' kuli poprowadzono do niej
plaszezyzny styczne. Plaszezyzny styczne w punktach B i C preecinajg sig
wedlug prostej [, plaszezyzny styczue w punktach C'i A przecinaja sig we-
diug prostej m, nakoniec plaszezyzny styczne w punktach 4 i B — wedlug
prostej n. Te proste i punkta 4, B i C wyznaczajg trzy plaszezyzny (4,0),
(B,m), (Cyn); dowiedé, Ze te trzy plaszezyzny przecinajg si¢ wedlug jednej
prostej.

Za poezatek promieni wodzgcych obierzmy Srodek kuli i oznaczmy pro-
mienie wodzace punktéw 4, B, C przez @, 8, y, Otfrzymamy, Ze réwnania-
mi plaszezyzn heda

Seo=S8Bw=_Syn=A1%,
gdzie A oznacza promieh wodzacy punktu, stale obranego na powierzcehni kuli.
Réwnaniem plassezyzuy, przechodzgeej przez wspdlne przeciecie plasz-
czyzn styeznych w a i g bedzie
(Saw—4%)— k(Spw—21*)=o,
gdzie & oznacza nieoznaczony skalar., Jedeli ta plaszezyzna ma przechodzié
przez punkt y, to k= (Say—4*): (SBy—A4*) 1 1bwnﬂmem plaszezyzny przecho-
dzacej przez prosta, = i punkt y bedzie
SewSpy ~SpwSey—Ai*S(a --B)w=1*5(8—a)y.

W taki sam spos6b otrzymamy, Ze réwnaniem plaszezyzn (m,B) i (1,4)

beda
SowSyp —Syw.Suf—A*8(a—y)o=L28(y—a)p
SBwlye —8rw.Sud—2A28(f—y)w=128(y—f)e.

Poniewaz kazde z tych réwnan jest wynikiem dwéch powstalych, wiee
wspolne przecigeie kaizdych dwdch plaszezyzn leZy na trzeciej, ezyli, Ze
wszystkie trzy przecinaja sig wedlug jednej prostej.

Zadanie 8. Kule dang przecinamy ukladem nieskohczenie wielu kul,
ktérych powierzchnie przechodzg przez trzy dane punkty, nielezgce na jednej
prostej. Naleiy dowiedd, Zze plaszezyzny wspélnego przeciecia sig tych kul
z kulg dang przechodza przez jedng proste.

Niech
=0t . . () (e—aP=R2. . . (D),

5
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beda réwnaniami kuli stalej i kuli zmiennej i niech a, g, y bedg promieniami
wodzacemi frzech punktéw statych.
Réwnaniem plaszezyzny przecigeia sig kul (7) 1 (2) bedzie (§ 97).
280s=0"1-s—A% . . . . (8).
Poniewaz kula (2) ma pochodzié¢ przez punkty ¢, g, y, wice muszg mied
miejsee roéwnania
28as—=0a®--62—A% 28Be=P%4-s*—A% 28ye=y®t-s2—21%. . . . (4)
Szukamy teraz linii wspélnego przecigeia plaszezyzny oznaczonej trzema,
punktami stalemi z plaszozyzng (3). Rownanie plaszezyzny, przechodzacej
przez konee promieni e, 81 y (§ 25,2) bedzie
e=a tuly—a)fog—a): . . . . (5).
Dla wspdlnego przecigeia tej plaszezyzny z plaszezyzng () musi byé
28[at-u(y —d-+-v(f—a)]s=—=02-+2—1%,
czyli, ze wzgledu na réwnania (<)
uly* —a?e (B —at)=0—a?,
zkad
B ol 02y ?
: ?’:gz__Zz —+u @2_;2:P+9'“3 .
 gdzie p i ¢ oznaczajs skalary od ¢ i 4 niezaleZne.
Podstawiajgc te wartosei w réwnanie () ofrzymamy

o=a-}+u(y~ a)4(p4-qu) (B—a),
e=[(Z—p) — (I—q)u]a+(p+qu)g-+fuy.

Jest to rdwnanie prostej, niezaleznej od szczegdlnych wartosel e 1 2 (§ 24,
1). Plaszezyzna zatem przechodzgca przez konce promienia e, 8 iy przeci-
na wszystkie plaszozyzny (7) wedlug jednej prostej, czyli, Ze wszystkic te
plaszezyzny przechodza przez tg sama prosta.

100. 0 stozku. Znaledd réunanie stozka obrotowego, majaceqo swdj
wierzchotel w poozgtkw promient wodzgeych.

Niech « oznacza jednostke promienia wodzacego, idacego w kiernnku
osi, e— dostawe kata pomiedzy tworzacemi i osia, ¢ za§ — promien wodza-
ey dowolnego punktu powierzehni stozka. Przy takiem zaloZeniu otrzy-
mamy

ezyli

1\

SelUo=-1-e,
ozyli
(Seg)?=—e%%. . . . (1),
ktére to rOwnanie jest réwnaniem stozka kolowego.
Jezeli zmienimy poezatek promieni wodzgoeych iumiedeimy go na innym
punkeie osi, ktérego promien wodzgey jest o, to réwnanie (Z) przecho-
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dzi w
(—z-Saw)*=—e*(zat-w)? . . . . (2),
gdzie o jest promieniem wodzgeym dowolnego punkéu powierzehni.

Uwaga. Dajmy, %e stozek zmieniamy w ten sposob, Ze przecigeie ko-
lowe i prostopadte do osi pozostaje niezmiennem, zachowujge stale tq samg
wielko§é promienia r, przy czem oczywiscie ¢ i odleglosé a wierzcholka stoz-
ka od &rodka przeciecia kolowego zmieniaé sig muszg. Przy takiem zaloze-
nin musi mieé miejsce réwnanie oz | »*4-a*=e,

Gdy = ciagle sie powiekszajae dazy do nieskonczonosel, wtedy ¢ dazyé
bedzie do jednogei i réwnanie (2), po podstawieniu wartosei e w funkeyi o
i po dokonaniu mozliwych uproszezeh przechodzi dla =% w nastgpujgce:

(Soo)* o ®4r*=0. . . . (3).

Jest to réwnanie walea, ktdrego przeciceie prostopadie do osi jest ko-
lem o promienia 7.

101. Znalesé réwnanie stoilia pochylego o przecigeiu kolowem.

Obierzmy wierzcholek stozka za poczatek promieni wodzaeych i dajmy,
Ze przecigeie kolowe wyznaczonem jest przez rownanic plaszezyzny

Sep=1 -
i réwnanie kuli, przechodzacej przez poczatek
0*="5o.
Poprzednim dwdém résnaniom mozemy nadaé ksztalt

1
SaUy =T i —To=058 Us.

Jezeli z tych dwéch réwnal wyrugujemy 7%, ofrzymamy réwnanie kto-

remu musi ezynié zadodé Ug
S(al)8(pUg)=—1.

Wprowadzajac teraz dowolne T, t.j. mnoZge obie strony przez (Z¢)?%

znajdziemy
0*—8r0Sgo=0,

Poniewaz « i 8 jednakowo wehodzg w to réwnanie, wige moZemy za-
mienié je pomigdzy sobg i tym sposobem z samego ksaztaltu réwnania stozka
kotowego widzimy, 7e stozek ma dwa przecigeia kotowe, przeciwréwnolegle.

102, Wyznaczyé réwnanie stozka kolowego, gdy dane sq pie¢ jego two-
rzqeych; innemi stowami, wyznaczyé réwnanie stézka drugiego stopnia, ktérego
wierzcholek jest w pocaqthu promiwmi wodzqcych i ktérego powierzchnia zawiera
igé danych tworzqeych a, B, v, 9, &

Réwnanie

S.[V(VapVie)V(By Veo) V(VydVod)]l=0 . . . « (2
wyraza stoZek, wierzcholek ktorego znajduje sig w poezatku, gdy réwnanin
temu stanie sig jeszeze zadosd, gdy zamiast o podstawimy we, Oprécz tego,
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poniewaz ¢ wehodzi dwa razy jako czymnik, wige stoZek jest powierzchnig
drugiego stopnia. Nakoniec latwo dowjedé, Ze a, £, v, d, ¢ 83 tworzacemi
stozka. JakoZ podstawiajge w dane réwnanie zamiast ¢ jeden z tych pro-
. mieni przekonamy sig, Ze réwnanie przechodzi w tozsamo$é. Zastgpmy np,
o przes B, znajdziemy, Ze pierwsza strona przechodsi

8| V(VaBV3e) V[ V(Vay Vep) V(VyoVBa)] | « « - « (a).

Lecz wedlug (§ 55,1)
V(eVy)=ySeg—pSey.
Zamlema.]azc W tym wzorze o na 'e.d otrzymamy
V(Ved VEy)=ySudf—pSwdy.
Stosujge ten wzdér do wyraZenia (a) znajdziemy, Ze to wyrazenie
przybiera ksztatt

b{ VapVoe

Vga.S(VydVRy Veg)—VydS(VEaVay Vep) ”

;S’( VaﬂVJngaF —S((Vuﬁ)”’ﬁa)_—_—a’

S(VReVpyVes)=o,
edy? Vpe, Viy, Vel jako prostopadle do 8 leza na jednej plaszczyZnie

Pierwsza wige sfrona rdwnania (7) po podstawienin w niej § zamiast ¢
staje sig identycznie réwng zern, czyli § leZy na powierzehni stozka. Tego
samego mozna dow!esé odnosnie do y, d, ¢, @

Wniosek., Hamilton zwréeil uwage, Ze réwnanie (1) dowodzi twierdze-
nia Pascala. Jakoiz rownanie to dowodzi, Ze trzy proste V(VefVds),
V(VByVea), WydVoa) leiq na jednej plaszezyiuie (plaszezyzua Pascala). Lecxz
te proste sq oczywiSeie przecigeiami plaszezyzn (a3) 1 (de), (8y) 1 (¢0),
(d) i (ex). (§ 05,5).

Dowodzi wige ono, Ze sciany przeciwlegle pwramidy wpisane] w stodek
drugiego stopnic przecinaja sig wedlug trzech prostych, na jednej plaszezyinie
lezqeych,

Leez

ZADANIA.

1. Jezeli trzy kola dane przetniemy czwartem zmiennem, to tray cig-
ciwy przecigeia utworzg tréjkat, miejscem geomefrycznem wierzeholkow kté
rego bedg trzy proste, przecinajace sie w jednym punkeie,

Zasady rachunku kwaterniondw, 14



— 106 -~
9. Jeteli AB jest frednicg kola, PQ -cigriwy réwnolegta do AB,

CER T %
M— dowolnym punktem na prostej 4.5, to MP -+-MQ =M4 -5,
8. Dowiesé, ze jezeli przez jeden z dwdch punktéw przecigeia sig
dwoeh kot poprowadzimy srednice tych kot to przeciwlegle koiice srednic
i drugi punkt przeciecia sig kol leza na jednej prostej .

4, Prosta porusza sig na plaszczyZnie w ten sposob, ze summa prosto-
padiyeh, spuszezonych na nig z dwdeh punkiéw stalyeh jest ilofcig stalg.
Znaled¢ miejsce geometryczne srodkow odeinkéw, zawartych pomiedzy spodka-
mi prostopadiych.

5, Niech Oi O' beds §rodkami dwoéeh okreggdw ko, z ktéryeh drugi
przechodzi przez punkt 0. Przez punkt 4, wspdlny obu okrggom prowadzi-
my prosty AO', pruecinajges oba okregi w punktach C'i D. Dowiedd, Ze

ACAD=240,

6. Dowie$é, se miejscem geometrycznem punktiw, z ktoryeh dwa nie-
réwne kola widzimy pod katami réwnemi jest okrag kola.

7. Niech 418 bedyg dwoma punktami stalemi, O—poezgtkiem pro-

mieni wodzaeyeh, P—punktem w przestrzeni. Znalesé miejsee geometryczne

u 3 P

punktdw, ezynigeyeh zadosé réwnaniu AP +B7.3 =OP izbadaé otrzymany -
rezultat dla praypadkéw, gdy kat AOB jest ostrym, prostym Iub roz-
wartym. -

8. Nakredli¢ kulg, kidrej srodek znajdowally sig na danej prostej,
ktéraby przechodzita przez punkt dany i ktéraby byla styezng do danej
‘plaszezyzny. Dla rozwigzania tego zadania nalely wyznaczyé pewien gkalar,
dla ktorego w ogélnofei, otrzymujemy dwa rozwigzania., Zbadaé kiedy te
dwa rozwigzania staja si¢ réwnemi i kiedy urojonemi.

9, Jezeli dwie kule stale przeciete sg pod katem stalym przez sze-

reg kul, to zawsze znajduje sig kula stala, przecinajaca kazda 7z kul szeregu
pod katem prostym.

10. Znalesé miesce geometryezne spodkdw prostopadliyeh, spuszezonych
z punktu danego na ukiad plaszezyzn, przechodzacyeh przez drugi punkt
dany.

11. Kula jest styczng do dwdch danych prostych, nie przecinajaeych
sig  ZnaleS¢ miejsce geometryczne frodkow tyeh kul

12. Majac dany ezworofcian opisaé okolo niego kule.

13. W dany czworofcian wpisaé kule

14, Wyunaczy¢ kule stycung do czterech kaul.

15, Jesli prosta ruchoma, przechodzaea przes poczatek tworzy ze sta-
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temi prostemi, ktérych liczba jest dowolng, katy zmienne 6, 6,0, . - . .,
czynigee zadosé réwnanin
acose-fa, cose,—a,cos0, 4 . . . . =stalej,

gdzie a, ay, ay . . 8g skalarami, fo miejscem geometrycznem ruchomej
prostej bedzie stoiek prosty o podstawie kolowe;j.

16. Wyznaezyl warunki, przy ktéryeh rdwnanie Seqpo—o wyraza
stozek prosty.

17. Znale§¢ miejsce geometryczne wierzcholkéw stozkow prostych,
majacych za podstawe wspélng elipsg,




