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Ten ostatni wzor moZna jeszeze przedstawié w ksataleie

zo=0p~" [(aVpe.0)]+—= V(W‘ e)

jak sie o tem latwo przekonaé mozemy przeksztaleajac pierwszy wyraz dru-
giej strony za pomoes wzorn ValVpy=ySaf —Suy.
Podstawiajae 7= V(ga.6), otrzymamy wzor

T
zo=g¢~*Var4 Vo

w ktorym z przyezyny e="VBy, Scgpa=o.

Kazdy z podanyeh wzoréw dla zw rozwiazuje zadanie o tworzaeych
prostolinijnyeh powierzehni drugiego rzedu. _

118. Dla lepszego wyjadnienia wzordw i metod w tym rozdziale
wylozonych podamy zadania odnoszace sie do powierzehni i linij drugiego
rzedu.

Zadanie 1. Na elipsoidzie znalesé taki punkt, aZeby plaszczyzna
styezna w tym punkeie do elipsoidy poprowadzona, odcieta od trzech osi
réwne odeinki (liczone od $rodka).

Réwnanie plaszezyzny styeznej w danym punkeie ¢ jest

Sngo=1,

Jedli wige frzy osie elipsoidy prayjmiemy za kierunki ¢, j, %, to ozna-

czajace dlugosé odeinka przez p otrzymamy

pRige=1,
albo podstawiajge w to réwnanie wspéhrzedne zwyezajne, znajdziemy
(8 113).

P&z—z

W taki sam sposéh otrzymamy %"’,;___1 7 —=1, takie
c*
(BN I D NS
a® -pt —cg—_ﬁn':l/a”—}«bz{wcgi
gﬂyé ety-e=p,

Zadarie 2. Znales¢é odleglosé $rodka elipsoidy od plaszezyzny
stycznej. '




" B

W § 106 widzielidmy, Ze Tepg jest odwrotnodcia odleglogei srodka elip-
goidy od plaszezyzny styeznej w punkeie o=wi--yj+-2k, oznaczajae zatem
te odleglodé przez d, zna-jdziemy

=ttt

Zadante 3, Znale$é micjsce geometryczne punktéw, majacych tg wia-
snodé, Ze odleglosé ich plaszezyzn biegunowyeh od érodka elipsoidy jest
stala.

Oznaczajac przez o promien wodzgey ktéregokolwiek z tyeh punktdw
znajdziemy, ze rownaniem jego plaszezyzny biegunowej bedzie (§ 107)

Sopuw=1. . . . (1.
Poniewad ¢w jest promieniem wodzgeym w kierunku prostopadiej do

plaszezyzny biegunowej i B czyni zado$é réwnaniu (1), wiee —if— bedzie
®n Topm
odlegloseia Srodka elipsoidy od plaszezyzny biegunowej, a zatem
Topo=C"
bedzie réwnaniem szukanego miejsea geometrycznego.
Réwnanin temu mozemy nadaé ksztalt
(Tyw)*=—8(puv)>*=8uvp*n—=—C" .
ktéry pokazuje, Ze szukanem miejscem geomefrycznem jest elipsoidg wepodl-
. frodkowg z dang i ktérej osie sg réwnokierunkowe z osiami danej elipsoidy.
Réwnaniem tej elipsoidy we wspélrzgdnych zwyezajnych bedzie
m2 2 z!

7
a‘—’_%x_" w=0

Zadanie 4. Znale§é miejsce geometryezne punktéw stycznodei plasz-
ezyzn styeznych do elipsoidy, tworzgeych réwne katy 2z jedng z osi,

Niech ta o§ idzie w kierunku k.  Warunek zadania wyraZa sig réwna
niem _

: SkUgpo=C, ecayli Skpo=CTyy,
ktére jest rownaniem stozka. _

Réwnanie powyisze we wspolrzednych zwyc'mj nych wyraZa sig

=G+,

Przeciecie tego stozka z elipsoida bedzie sznkanem miejscem geome-
tryczuem.
' Zadamie 5. Znaled¢é miejsce geometryezne punktéw przecie¢ ukiadéw
trzech stycznych do elipsoidy, ktére sg do siebie prostopadiemi.

Niech o bedzie jednym ze szukanyeh punktéw i c, g8, y jednostkami pro-
mieni wodzacych, idacych w kieranku trzech styeanyeh. Oeczywiscie, Ze

Zasady vachunku Rwaterniondw, 16



= 188 ide

w-+ae, bedzie jedng ze stycznych i wartosé , odpowiadajaca punktowi styez.
nofei otrzymamy z réwnania.

S(otwa)g(o-fza)=1,

w2Segpat-2uSvget-Sogn —I=o0 . . . . (1)
pod warunkiem, Ze pierwiastki @ beda sobie rownemi. OtéZz warunkiem
réwnosel pierwiastkéw bedzie
(Swgw)?=8xga(Sngun—1).
W taki sam sposéb otrzymamy podobne réwnania dla #1 y. Dodawszy
do siebie trzy, tak utrzymane réwnania, znajdziemy

(Seepn)%-(SPypw)*+4(Sypuw) 2=(Suga-4-SPpf--Sypy) (Snpn—1),

ezyli

t. j.

zkgd otrzymamy
1,1, 1 1,1 ,1 .
(;?"1'5_2+F)U’+SPEIMZEE+ZE"TF' = e o (2

réwnanie elipsoidy wspélérodkowej z dang.

Zadanie 6. Dowieéé, ze jezeli z punktu stale obranego wewnatrz eli-
psoidy poprowadzimy trzy cieciwy do siebie prostopadle, to summa od- .
wrotnodei iloczyn6éw odeinkdw tych cigeiw bedzie iloScig stalg.

Jako#, zachowujae to samo znakowanie co w zadaniu poprzedniem wi-
dzimy, Ze iloezyn odeinkéw kazde] cigeiwy réwna sig o, . o= —u,,
S_—-—-—w}éﬁpzl, a zatem qdwrotno:’;é iloczynu —-—-—-}Sofoff_a_ 7, & summa tych
odwrotnosei bedzie

Sm

ddim
—Zuepee —( a® +E-'."+GT ).

Sogun—1" Swpw—I

Widzimy ztad, Ze wypadek otrzymany nalezy jedynie od @ a nie od
szezegblnego kierunku «, B, y. Wyzej podana wlasno§é ma miejsce nietylko
dla statego punktu 2/, lecz dla wszystkich punktéw dla ktérych Swpw —7 jest
ilodcia stala, to jest dla wszystkich punktdw, lezacych na elipsoidzie podobnej
do danej i podobnie wzgledem niej poloZonej.

Zadanie 7. Z punktu danego na powierzehni elipsoidy prowadzimy
trzy promienie wodzace, prostopadie do siebie az do przecigeia sig z elipsoida;
nalezy dowiedé, Ze plaszezyzna oznaczona przes trzy kohcowe punkta tych
promieni wodzaeyeh zawsze przechodzi przez jeden i ten sam punkt, bez
wzgledu na kierunki trzech promieni. Gdy puonkt pierwszy zmienia swoje
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polozenie, wiedy i drugi opisuje jaka$ powi'erzchniq, chodzi o wyznaczenie
miejsca geometrycznego drugiego punktu.
~Zachowujgc znakowanie dwoéch poprzednich zadaf otrzymamy
Swgu=1, S(w+xap(w-twe)=1,
zkad -
28wgpw
= — TS-E;’
Plaszezyzna zatem przejdzie przez punkt
28ugm
“Sey e
. ta plaszezyzna przejdzie tez przez punkta
288w 2Sypw
ﬁl:"’_ﬁ"g%q*: V= '—J"_g:;g‘:
Lecz wiemy (§ 25 Prayk. 2), e jeZeli cutery punkty e, ca, fi, 7, lezg na
Jednej plaszezyinie, to

(rl_'—_m— s

o=Ae,+Bp,-+Cy,,
z warunkiem A-}-B-4-C=1.

; o —8e g SBy —8 ;
OtdZ ezynige 4= - m;m, B— —?:%OE’ C’:—Ty:ol , gdzie
my=—(Seq.a+SEpp+Sypr), (§ 87, 8) otrzymamy A+ B-+C=1.
Wypada ztad, Ze _ -
a:m.‘:‘.:l—ﬂEE-Eé.'b:'f‘_gf::-g,__g(ﬁ) ZaSagpo.
Seepee Mg
Lecz wedlug wzoru (§ B4 1), uwrgledniajae, Ze @, B i y sg do siebie pro-
stopadlemi, a zatem af=y, fy=—e, ya=§, otrzymamy
SaSagpu—— pu
a zatem
9

o

E}':m—;;;;gow.

Lecz poniewaz

my=—(Saga--SBpp-Sygy)=—(Spy g a-{-Syapp{-Scfpy):Sefy
wige na zasadzie (§ 87) ta wielkoé jest niezaleZng od szczegélnych kie-
punkéw promieni @, iy, a zatem pray wszystkich mozliwyeh kierunkach,
plaszezyzna, o ktérej wyzej moéwilismy, przechodzi przez jeden i ten sam
punkt.

Pozostaje nam teraz wyznaczyé miejsce geometryczne . W tym celu
obliczamy :
(== 1/2mg_{{p--1 3m3)'16

a %e © musi ezynid zadosé réwnaniu elipsoidy, wige ofrzymamy
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L)am, 28(p— Yo, )" l6.p(g—2iny) " o=1,
réwnanie elipsoidy wspblirodkowej z dang.

Zadanie 8. Niech 4, B i C'beda trzema elipsoidami, ktére po dwie bra-
ne sa homotetycznemi, 4 i I sa wspélérodkowemi, C zad maswdj srodek na po-
wierzehni elipsoidy £. Nalezy dowicdé, Ze krzywa przecigeia sie elipsoid
4 i C jest plaska i plaszezyzna jej jest rOwnolegla do plaszezyzny stycznej
do B w $rodku elipsoidy C.

Nieeh rownanie elipsoid A 1 B beda odpowiednio

Sepe=a, Sppe=b,
niech réwnaniem elipsoidy C bedzie
S(o— %)p(o~ e)=c, z warunkiem, e Sugu=0b.
Odejmujac od pierwszego z tych réwnan trzecie ofrzymamy
280ga=b+a—c,
réwnanie plaszezyzny, prostopadlej do promienia ge, ktéry jak wiadomo jest
normalng do elipsoidy B w punkeie o,

Zadanie 9. Diwie elipsoidy podobne i podobnie poloZone przecinamy
trzecia zmienna, podobna do dwdch pierwszyeh i podobnie potoZong i taks,
%e plaszezyzny wspdlnego przeciecia sie sa do siebie prostopadlemi. Wyzna-
czyé miejsce geometryczne Srodkow elipsoidy zmiennej.

Niech

Sepg=1, S(g—a)g (e—a)=k
bedg réwnaniami dwdch danych elipsoid; niech dalej
o~ E)p(e—E&)=s
bedzie réwnaniem elipsoidy zmiennej,

Odejmujae te réwnania od siebie otrzymamy

280qs—=8kpL+t-1-—s
280p(E— o) =S5 — Supo— s-4-k.

Pierwsze z tych r6wnat oznacza ptaszezyzne normalng do g§, drugie—
plaszezyzne normalng do ¢(§—«), a zatem warunkiem prostopadiodei tych
dwoeh plaszezyzn bedzie

Spep(§—e)=0 lub SE—n)¢p*=o.

Otrzymali$my tym sposobem réwnanie szukanego miejsca geometryczne -

go, ktore jest elipsoid i jej réwnanie we wspolrzednych zwyczajnych hedzie

@ oyt 22 fom, ay a2
;r-+5r+a-?*( G )=°-
gdzie ay, a,, a, sa wspélrzednemi punkfu e.

Zwrocimy tn nwage Ze réwnanie Sgp(o—-«) ommacza powierzehnig dru- ‘
giego rzgdu o $rodku jedynym, gdyZ réwnanie to mozemy pisaé w ksztalcie

A
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Zedanie 10, Znalesé miejsce geometryczne wspéluyeh przecied plasz-
czyzn stycznych do konedw drednie sprzeZonyeh.
 Niech «, §, y bgda temi Srednicami. Réwnaniami plaszezyzn stycznych
bedg (§ 112).
Soyta=—1, Soyp’f=-1, Swypy=—1I,
i jednoezeSnie majg miejsea réwnania (§§ 110 i 113),
Poniewaz ye, Y8, Yy tworza unklad jednostek promieni wodzgeych, do
siehie prostopadlych, wige na zasadzie réwnania
_ —puSpaypyy=go=ya+yB+yr,
a wiee
Typo= l/é_; czyli Swi?o=——38,
t. j. ze szukanem miejseem jest elipsoidg podobng do danej, podobnie potozo-
nej, osie zas jej zostaly powickszone w stosunku |/73: 1
Zadanie 11. Dang jest kula stala, ktorej powierzchnia przechodzi
przez frodek elipsoidy danej. Kule tg przecinamy szeregiem kul zmiennych, -
powierzehnie ktérych rownieZ przechodszs przez &rodek elipsoidy, leez opréez
tego, Srodki tych kul znajdujg sig na tej elipsoidzie. Wyznuaezyé powloczacs
plaszezyzn przecigeia sig kul zmiennych z kulg stala.
Niech
0% —280eg=0
bedzie rownaniem kuli stalej; niech
: p*— 28mo=0o,
gdzie, w jako jeden z punktu elipsoidy czyni zado$é réwnanin
Swep=—1,
Plaszezyzna przecigeia sig kuli stalej z kulg zmienng dang bedzie réwna-
niem '
S(w - «)o=o.
Na zasadzie znanej teoryi powloczacych otrzymamy
Sw'pu=0, Sw'¢=0, gdzie v'=dw,
Poniewaz o' jest wielkoscia dowolna, wige aby oba te rdwnania mialy
jednoezegnie miejsee trzeba, azeby
_ Ppu=wrg,
adzie x jest skalarem. Z tego ostatniego réwnania ofrzymamy
; w=—wxp—'0.
Pozostaje nam teraz wyrugowaé zmienny parametr o.
W tym celu piszemy
Swpa=aSeg—le=1
Swe=wxSop—*o=~8wg.
Jezeli z tych dwoch réwnah wyrngujemy @, otrzymamy réwnanie
powloczacej
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Seg~'e=(5eq)?
ktéra, jak widzimy, jest stozkiem drugiego rzqdu.

Zadanie 12, Znalesé réwnanie elipsoidy, ktorej trzy polSrednice sprzezone
s (ane.

Niech a, 7, y beda trzema pélérednicami i Sopo=1 réwnaniem elipsoidy.

Wiadomo, Ze maja miejsce nastepujgce rownania:

Sapa=1, Sppp=1, Sypy=1; Sagf=o0, Sypa=o, Sfpy=o.

Z tych réwnan otrzymujemy :

wpo.="Vpy, czyli we=qg—'VBy,
zkad
a=—aSupa—=_~Sutpy—"Viy==~8ufy.
Podobne réwnania ofrzymamy dla innych kombinacyj. Lecz wiemy,
ze
; QS“ﬁ?:“Sﬁ?Q+ﬁSY“G+TS“59:
wice dzialajae na to rdwnanie symbolem wg. i podstawiajae wartoSei dla zqga,
g, xoy wnajdziemy
P o Seey)*=VBySBye+VySyae+VepSages
gzukane wige réwnanie mozZemy przedstawié w ksztaleie
; (84y)*=(Sufo)*+(Syae) *~-(Sre)™

To ostatnie réwnanie wyraZa nastepujaca wlasnosé elipsoidy: jeZeli
utworzemy trzy czworofciany przez ugrupowanie dwdeh polsrednie z promie-
niem wodzgeym dowolnego punktu elipsoidy, to smmma kwadratéw objetosei
tych ezworodeiandw réwnaé sie bedzie kwadratowi objetosci czworofeianu,
utworzonego z trzech péiérednic.

119. Prawdy wyloZone w tym rozdziale zupelnie wystarczg do rozwig-
zywania wszelkich zadan, odnoszgeych sig do teoryi przecieé stozkowyeh, Dla
lepszego jednak wyjasnienia tych prawd, podamy niektére szczegélowe bada-
nie, odnoszgce sie¢ do tych krzywych.

W § 105 widzieliSmy, Ze réwnaniem elipsy jest

a%0*~~(Swe)*=a%(e?—1);
kiadae
ag+-wSuwp
q‘('.: a‘i(e_z} t]
ofrzymamy réwnanie elipsy w postaci
Sppe=1. . . . (1),
identyeznej z ksztaltem rownania elipsoidy.
Rownaniem stycznej do elipsy w punkeie ¢ bedzie
Swpe=1lub Sppw=1. . . -(2).
Jedeli styezna przechodzi przez punkt e, to hedziemy mieli
Sagpo=—1lub Sppa=1.



To ostatnie réwnanie wyznacza punkty stycznosei, a %e ono jest rowna-
niem linii prostej, wige ono wyraZa cigeiwg stycznoei, -Cieciwa ta jest pro-
stopadia do promienia wodzacego @a.

Wprowadzajae funkeyg v?g=—g¢ ofrzymamy rownanie elipsy
w kaztalcie :

Soy?e=—1, lub Soyyo==8g)*=~—1, cayli Tyo=1. . . (3).

Poniewas to ostatnie réwnanie jest réwnaniem kola o promieniu réw-
nym jednosel, wige za pomoes dzialania, wyraZzonego funkeys 1 przeksztalca-
my elipse w kolo. (Pordéwnaé §§ 112 1 113),

Szukajac miejsea geometryeznego Srodkdw cigeiw réwnoleglyeh do pro-
mienia @ otrzymamy (§ 109), Ze rownaniem szukanego micjsea geometryezne-
go hedzie

Sugpa—p,
jest to réwnanie prostej, prostopadlej do ge i przechodzacej przez poczatek.

Poniewai g« jest normalng w punkeie o=« elipsy, wige szukane miej-
sce geometryezne jest réwnolegtem do styeznej w punkeie o—a. Jezeli przez
o=f oznaczemy punkf, w ktérym srednica sprzezona z kierunkiem e przecina
elipse, to bedziemy mieli

SBepu=Sewy f=0
t. j. Ze Srednicy sprzeiong # kierukiem f jest e. :

Latwo dowiest, ze kierunki dwdch cieciw dopelniajacych sy sprzgionemi
ze sobg. JakoZ niech £ Dedzie dowolng poélérednicy elipsy i @ promieniem
wodzgeym dowolnego punktu elipsy, wtedy A=e—f§ i y=e«--£# beda -cigei-
wami dopelniajgcemi. 0Ot6% _

849 p=S(e —B) g (a—+-B)=Sugr~ Sppp=0,
wige 41 p 8y kierunkami sprzegZonemi,

Na zasadzie wy%ej podanyceh réwnan latwo otrzymad réwnanie elipsy,
odniesionej do &rednic sprzeZonyeh. JakoZ, nieeh « i f beda temi dwiema
pélsrednicami i p=wue—-vf promieniem wodzagcym dowolnego punktu krzy-
- wej; ofrzymamy

S(ue-Hop) g (ua—vg)=1,
nwzgledniajac rédwnanie Sagpf=o, ofrzymamy
: w*Sepat-v2Siph=1, ezyli u*+v>=1,
Przez wprowadzenie funkeyi yr moZemy zwigzek pomiedzy Srednicami
sprzgzonemi e i B przedstawié w ksztaleie
Seap*B=o, lub Sy B=0o,
wige we i Y@ sa dwoma wektorami, do siebie prostopadiemi.
Lecz wedtug wzoréw (§ 113, 6)
e=y— o=~ (aiSipei-4jSjipe)
ﬁ—_—;’ll‘-"t‘hﬂ: - (ﬂ-iSi!;Uﬁ—'——bijlpﬁ},
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a 2e Yo 1 Y sg jednostkami promieni, wige mozemy je przedstawié w ksztaleie
Ya==icoso-|-jsino
Y= —isino--jcoso
i przez to
' a=atcoso-1-Djsine
p=—aisino-}-bjcosn.

W= — (@)
Vaf= —abk; t. j. a,b,sing=al,
gdsie a, i b, oznaczajg dugosei p6iérednic sprzgionyeh, ¢ za$ kat pomiedzy
niemi. Powyisze dwa réwnania wyrazajg znane twierdzenia 4polloniusza,
Zuadanie 1, Znale§é iloezyn odleglodci obu ognisk elipsy od jednej i tej
samej stycznej.
Przedewszystkiem latwo widzied, Ze odleglodcia srodka elipsy od stycznej

Ztad

w punkeie ¢ bedzie ﬁ; (§ 106). Osznaczajac teraz przez ¢ promien

wodzgey punktu stycznodei przez FD i Fi D, za8 odlegloSei ognisk od stycznej
w punkecie g, otrzymamy J=w-}-zgp, gdzie J oznacza promief wodzacy
punktu D, — promien wodzgey ogniska F,z nakoniec—jakis skalar, Z réw-
nania styeznej do elipsy mamy
I— ;S'mg»g
S(o-4-cpo)po=1, zkgd z—=——
(o-ep2)gpe (oo ?

TFD—T ( 1—8wgg )
T

Zawmieniajge  na —w, otrzymamy

TF, D, =T ( sy )
90

TH,D,.TF, D,=1=(5090)"
(%0)’ _

Podstawiajac wartodé dla (po)? (§113) i uwzgledniajac, Ze w=aci,
ofrzymamy, ze iloczyn ten réwna sig 0% t. j. kwadratowi z polowy osi
malej. .

Zadanie 2. Znales¢ miejsce geometryczne spodkdw prostopadiych,
spuszezonyeh z jeduego ogniska na styczne.

Zachowujae to samo znakowanie co i w poprzedniem zadaniu otrzy-
mamy

S=o-tpp=n-1 0090 8“3929 %0
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zkad '
O=n ur_-“"wq’&'(i —Bwgg) | (I—Swge)* +1—-(Smgoe)’
(w0 T (po)? (90)®
Podstawiajac wartodei dla w i go znajdziemy

df=—n?.

Szukanem zatem miejscem geometryeznem bedzie kolo, opisane na osi
wielkiej, jako na Srednicy. .

- Zadanie 3. - 7 punktu L poprowadzono dwie styezne do elipsy L4 i
LBy przez Srodek poprowadzono dwie pélérednice OA' i OB' odpowiednio
réwnolegle do dwéeh stycznych. Dowiesé, Ze cigeiwy 4B i A'B' gg rdwno-
legtemi. _

W tym celu oznacziy promienie 0L, OA, OB, OA!, OB' odpowiednio
praes A, o, B, o', B'. Otrzymamy «'=a(i—a), a de punkt A' lezy na elipsie,
wige uwzgledniajae, e punkt L leiy na stycznej w punkecie 4, ?na,]-
dziemy

22(A—c)g(h—ea)=a*(Shph—1)=1.

Kladge 8'=y(1—p), otrzymamy dla y te samg warto§é co i dla «, wice,
o' —pl=—a(e—f), co dowodzi, Ze cigciwy 4'B' i AB sa réwnoleglemi.

Zadanie 4. Dowiesé, Ze jleﬁeli réwnoleglobok jest wpisanym w elipse,
to boki jego sg réwnoleglemi do érednic sprzeZonych.

Jezeli ABCD bedzie roéwnoleglobokiem wpisanem, to oznaczajac promie-
nie wodzace punktow 4, B, C'i D pruez e, B, y, 0, znajdziemy

d—a—y—f=1
i
Sypi=S(a4-1)p(at-1)=1-4-28api-+-Slgi=1,
28wpr+-S4Y h=o.
W taki sam sposdéb znajdziemy ;
, © 28Bpi—-8ii=o,
- odejmujae te dwa réwnania od siebie, otrzymamy ostatecznie
S(a—PB)pr=8(e—Fy(y—Bf=0,
co dowodzi naszego twierdzenia.

120, Okreslajac hiperbole na zasadzie jej whasnosei odnosnie do ogni-
ska i kierownicy, znajdziemy, Ze jej rOwnanie bedzie identycznem z réwna-
niem elipsy (§ 104,1)

0%d%—e*(9>—8dp)*
tylko, %e w tym przypadku e>7. Wierzcholki A i 4'dane beda réw-
naniem ‘

Fl=— +1 FD, FA'= —iFD‘
Oznacmmc przez O frodek krzywej znajdziemy -

Zasady rachunku kwaternionbw. 17
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2
PO=—FD, Ad'=5—FD

'Ii O ¥ — 3 4 l‘ — )
i , OF=e0d, T(OF)=c¢a.

Kladge OF =, Ozl'_:rx, 0 M=y, otrzymamy réwnanie hiperboli, odnie-
sionej do #rodka jako do poezatku - :
a2p2-(Swe)*=a(e*—1) « . . . . ().
Oznaczajac
_a*otwlwe @
po= a6’ —1)’ ' )

znajdziemy réwnanie hiperboli
Sego=1. . . . (7).

Fnnkeya ¢ co do ksztaltu jest identyczng u funkeya ¢ popraedniego
ustepu, a zatem ma te same co i ona wiasnoSei, leez poniewaz e>-1, wice
nie mozemy oznaczyé b=al’’ 1=¢>, lecu b=a}/ e*—1, Te zmiang wprowa-
dziwszy otrzymamy

vy (LS T
e > b"J )

i réwnanie (3) w ksztaleie zwyczajnych wspohzgdnych hedzie
z* 9t
_-—?;'E"ZI,

Dla funkeyi ¢ zachodza nastepujace zwiguki:
® iStp 48]
gog:-(-ggi—%j ):-—“1--"—-‘2-&':,?—9 e (4)
. @ .,y iSio  jSje .
So-"g:? 1 +T§J —_— ( + ). . P (!))
o= (wa i—yb%)=n* aS.g-—b-_yS;g « o« e (),
ostatni wzér otrzymuje sig tak samo jak wzér 6 § 113, Funkeyi /1, esynia-
cej zadoddé rownanin Y?e=—wpp w tym przypadku otrzymaé nie mozemy,
wige i sprowadzenie rownania hiperboli do ksustaltu (3) poprzedniego
ustepu jest niemozliwem.
Réownanie styeznej do hiperboli w punkeie ¢ bedzie
Sugpo=1, lub Sppu=1,
Jezeli w tem rdwnaniu o uwazaé bedziemy jako dane, a ¢ jako zmicu-
ng biezgea, to ono wyraza réwnanie biegunowej wugledem .
Miejscem geometrycznem $rodkow cigeiw réwnolegtyeh do kierunku g

Jjest prosta, ])ue(,hnd.f,qca przez  srodek kl?\'WﬂJ i majgea taki.kierunek
«, e -
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BEGP=0 v = » = « (1)

kierunki ¢ i § nazywaja sie sprzetonemi. :

Zachodzi jednak waZna rdinica pomiedzy elipsa i hiperbolg odnoénie
do $rednic sprzeZonyeh, pochodzgea ztad, Ze w tej ostatniej krzywej nie kaz-
dy promien wodzacy, przez srodek poprowadzony przecina hiperbole Jakoz,
z samego ksztaltu funkeyi ¢ wyplywa, 4¢ w elipsie Sopo=o0 dla kazdej war-
tosei ¢ i dla tego moZemy zawsze tensor ¢ tak wybraé aby koniee promienia
wodzgceego znajdowal si¢ na elipsie. Dla hiperboli przeciwnic wartodé Sogpo
nie zawsze bedzie dodatnig, gdyz do tego potrzebnym jest warunek
ﬁ:g:, + _'%E , ezyli, co wychodzi na jedno, trzeba, aby kierunek o zawieral
8ie pnmiqdzy granicami ai44j. W hiperboli wiec sg $rednice przecinajace
krzywa i takie, ktére jej nie przecinaja, czyli sa érednice mee?ywxste iuaro-
jone,

Oznaczajace przez w,, y, 1@,, y, wspolrzedne kofheéw dwdch Srednic

Ly Y

sprzetonych znajdziemy (z réwn. 7) T_ S0, cuyli (?%_: mﬁ;)_.

(%—: 3%“..)-__—_ o, z ktérego to réwnania wynika, Ze jesli jedna ze &rednic
sprzqidnych jest rzeczywisty, to druga jest urojong i naodwrét. Wypada
wige ztad, Ze w hiperboli wladeiwie niema &rednic sprzeionyeh, tak Ze cheae
zachowaé analogie z elipsa musimy wprowadzié nows hiperbole, dana réw-
naniem _
Sopo—=—1. . . . (8),

ktorej srednicami rzeczywistemi sg Srednice urojone danej krzywej i naod-
wrét, Krzywa ta nazywa sie hiperboly spreeiong wagledem danej.

townanie

Sepo=0 . « « . (9

daje nam uklad dwoéch prostych, oznaczajacyeh kierunki graniczne t. j. uklad
diwdéch asymptot,

Niech 4 i & beda dwiema jeduostkami diugosei, idgcemi odpowiednio
w kierunku dwéch asymptot i poléﬁmy o=lA+mu, Roéwnanie (3) przybiera

ksztalt
12 8hpl—-m*Su gi,u—]—.JJmSA pu=1,
a poniewaz dwa pierwsze wyrazy tego réwnania znikajg z powodu réwn. 9,
wiee otrzymujemy
o1 =
o RE L o O
Em'_2.8‘1;o,u ()
Dla otrzymania wartoSci stalej k pudstawiamy i=(ai-+bj):]" a®-0* -
. i _
p—(aa—bj, Vcr—|-b*, przez oo znajdziemy ;i_—z-_"-
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Réwnaniem stycznej w punkeie ¢ jest, jak wiadomo, Swpe=1. Dla otray-
mania punktéw przecigeia joj z ukladem asymptot (9) nalezy w rdéwnaniu (9)
zastapié o przez o-+-aw, gdzie r oznacza promien wodzgey w kierunkn styez-
nej, otrzymamy

S(o-+-we)plo +ac)=0, cuyli I+4a*Stpr=o,
gdyz ¢o jest kierunkiem normalnej.

Poniewaz to ostatnie rownanie daje dla x dwie wartodei rowne co do
wielkogei lecz o znakach wprost przeciwnych, wige czgéé stycznej zawarta
pomiedzy asymptotami ia swoj frodek w punkeie stycznosei.

Jezeli przez o oznaczemy promien wodzaey Srodka S cigeiwy przecina-
jacej krzywa w punktach 31 M', a asymptoty w punktach N i N, to ozna-
czajaejeszeze przez « jednostke promienia wodzacego w kierunku cigeiwy znaj-
dziemy Sl/=awx, SN=ye i dla wyrazenia Ze punkt M jest na krzywej, punkt
za§ N na afymptocie, bedziemy mieli rownania

Sopo--a*Sagpa=1
Sogpa--y*Sapa—=o,
gdyz Sogec—0, albowiem o lezy na Srednicy, sprzeZonej % .
Odejmujac te dwa réwnania od siebie znajdziemy
(x> —y*)Sega=1. :

Lecz (y—u)(y—+a)a*=n*—y* wyraza iloczyn odeinkéw MN.MN'=
M'N!M'N, t. j. 2e iloczyn dwéch odeinkéw cigeiwy, ntworzonyeh przez
krzywg i dwie jej asymptoty pozostaje statym, gdy cigeiwa ta porusza sig row-
nolegle do siebie.

Jezeli o i § sg dwiema poéldrednicami sprzgZonemi, pierwsza rzetelna, a
druga urojona, to moiemy pierwszej nadaé ksztalt a=au, i+-buyj, drugiej
788 f=avi-}-bv,j. Podstawiajac te wartofei w réwnania

Sopa=1, Sfpf—=-~1, Scgf=o,
ofrzymamy
1y sy 2= 1, 0, v, 2=1, UV ==,

Z tych réwnan ofrzymamy znane twierdzenia Apollonusza odnoénie do

hiperboli .
a?—f2==—(a®—D%), Vaf=—abk . . . . . (12).

Nietrndno tez bedzie dowiesé, e rownoleglobok zbudowany na dwéch

Arednicach sprzgzonych ma swoje wierzoholki na asymptotach, Jakoz,
S(et-6)p(e—-B)=Sepa|-Sppp=1— 1==0.

Pruekgtne zatem takiego rdwnolegloboku skierowane sa wzdiuz agyn
ptot i cigeiwy, laczace kofice freduic spraggonych sy réwnoleglemi do asym-
ptot, czego ziessta moZna dowiesé hbeuposredmio, uwaZajac, %e ma miejsce
réwnanie ;

S(e—B)p(e—p)=o.

W tem miejscu wypada nam nadmienié, Ze réwnaniu hiperboli mozZemy
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jeszeze nadacé ksutatt
=t o,
gdzie o i f oznaczajg jednakowe dlugofei odcinkéw, obranych na asympto-
tach (§ 23,3).
Kierunek stycznej do hiperboli w punkeie ¢ danym bedzie przez réwnanie

0 =uat _B— (§ 73), tatwo widzied, Ze kierunek ten odpowiada érednicy sprze-

zonej z kierunkiem o, gdyz S{mt—i— ~)p(at - B F)=o. Wypada ztad, Ze révwna-

nien hiperboli sprzezonej bedzie
g:aé——?. o e e e (L)

Zadanie 1, Dowiest, Ze kaida $rednica OP kohozgea sie w jakimé
punkeie P krzywej dzieli cigeiwy, 16wno]eg}e do stycznej w punkeie 7 na dwie
réwne ezedci.

Jakoz, niech X ‘bedzie dowolnym punktem promienia OF i niech
VXK=, OP; nazwijmy LM oiqeiwg rownolegla do styeznej w punkeie P,
przechodzacy przes K. Bedziemy mieli

l‘..(aﬂ*—g')—’—ﬂ'(txt - ?—): oL _:mt’_l_f: 4

zkad
A—ax 1 . .

(A-t-m)t =t'; — = & zatem A% -~ a*==1; ofrzymujemy
tym sposobem dla kaidej wartoSei 4 dwie wartodei réwne i wprost przeci-
wne dla @, t. j. KL=—KJM.

Twierdzenie to jest uzresuta oczywistem, gdyZ styezna jest réwnolegla
do $rednicy sprzgionej z kierunkiem, przechodzacym przez punkt styecz-
nosei, '

Zadante 2. Dowiesé, Ze jezeli zbudujemy réwnoleglobok, ktdrego jedns
przekatng bedzie cigeiwa hiperboli, bokami za§—Xkierunki asymptot, to dru-
ga przekatna przechodzi przez érodek krzywej.

Niech g:rct--1~? ,0'=at '+F’ bedg promicniami wodzgcemi koneéw

cigeiwy; tatwo widziel, Ze drugg przekatng bedzie d=(t—t')a— ('E - )ﬂ

—3i
= (t—t') (e —1-%)_

Poniewa# ta przekatna przechodzi przez Srodek cieciwy, wiee twierdze-
nie nasze bedzie dowiedzionem, jeseli nam sie uda znalesé taki mnoZnik z,
aby
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! ¢! -1t 8
O‘_IT;Q'“l"’J‘_— 2 u +grBt2 (“ ’['ET)=”!
t+2'
L

lecz réwnaniu temu stanie sig zadosé kiadae z=—

Zadanie 8. Niech 7S, 7"8' beda dwiema styeznemi do hiperboli, ogra«
niczonemi asymptotami i przecinajgeemi sig w punkeie 2. Trzeba dowicdé:
1), ze TS8'1 T'S s4 rownoleglemi do siebie; 2), Ze trdjkaty TRT' i SRS'
8y réwnowaZnemi; 3), Ze promiei OR dzieli TS’i I'S na dwie réwne
czedci. '

1). Réwnaniem styeznej 7'S w punkeie M bedzie

0 :a.t-l—f——l— @ ( at -—g );
kladge x=1, nastgpnie w=—1, otrzymamy
0T=2t, 08="" 72
W taki sam sposéh znajdziemy
OT’~—2t’a 06’—2ﬁ
Wypada ztad
TS':—:% (8~ ufa); T’S..—._tg(ﬂ ~ttla),
Lecz poniewai
¢—o'= ;—-'-)( - tlal,
wiec 7'8', 7'S sa réwnoleglemi do M1/’

2). Widzimy, e OR=0T--2T18=01"-4-2'1"8', albo, po podstawie-
niu wartoSei wyzej podanych,

2at+2z(§-—— ott) =2ty 25*(%——&’),

z 2
il tpti(i—2] =,

zkad

ktére to rownania daja
st—g't'=t—1'; Mt—zt'=o; cuyli (2-L2')(t—t')=t - t'; t. j. stz =1,
Temu ostatniemu réwnanin mozemy nadaé ksztalt
TR  1T'B
Iy TP =1

z ktorego, po wykonaniu dzialan otrzymamy
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RT.RT'=RS.RS/,
ktore dowodzi rownowaznosei tréjkatow I'RT', SRS'.
3). Z poprzednich réwnan ofrzymujemy z—— Pl zkad
(i !
On=2at2_" +f‘ ( ) H_fl(ft a+B).

Lecn
OL+08' =5 at-f), OT'+08=>(tt'a+$)

wige OR rzeczywiscie ma ten sam kierunek co prosta, lacza,ca. punkt O ze
grodkiem 7°S' Inb 7"8.

Tej ostatniej czesei twierdzenia moZna jeszoze dowiesé w sposoh naste-
pujacy. Ozpnaczmy promienie wodzgce punkiow styeznosei M i M' przez
i, punktn zad B przez L, otrzymamy

Shopu=1, Shopn'=1I; Shp(u—n')=0. Promieh zatem wo.
dzacy 4 jest sprzgZony z kierunkiem i —u’, a zatem dzielina dwie rowne czglei
i cigeiwy krzywej i cieciwy ukladu asymptot, a tem samem i proste 7'8' i 7"8.

Zadanie 4. (Patrz zadanie 8 str. 77).

121, DPrzejdZmy teraz do badan nad parabola. Okreslajac parabole
- na zasadzie jej wiasnofci odnofnie do ogniska i kierownicy otrzymamy jej
rownanie, kladge w réwn, ({ § 104) e=17, przez co réwnanie to przechodzi
w nastgpujgee

020?=(6*—8dg) . + . . (1),
gdzie ¢ oznacza promien Wodzaécy spodka ]JlOBtO‘[)Elde], spuszezonej z ogniska
na kierownice.

Kladae

—1q
VI i )
znajdziemy, Ze funkeya ¢ jest sprzezong wezgledem siebie samej, ma wszy-
stkie wlasnosei wyloZzone w § 80 i réwnanie (/) moZemy napisaé w ksztalcie
So(po+20—H)=1. . . . (3).

. Dla oftrzymania punktu 4 wspélnego przecigcia sig krzywej z prosts
F1), (z osig) podstawiamy w rdwnanie () ¢=ad i znajdziemy w="), t.j.,
te kvzywa przecina prosta w jednym tylko punkeie (w wierzcholku).

Z samego okreglenia funkeyi ¢ wynika, Ze

Sdgpo=0. . . . (4)
t. j., ze promien o jest prostopadiym do FD. Co wigeej, poniewaZ
o—d2pe=0""8de || d . . . . (9)
wige — 0%pp jest niczem innem tyiko rzedng MP punktu 2, ktérego promieh
wodzgey jest o i FP=3d"'8dg=080""¢.
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Nie trudno tez dowies§¢ wzoru
Sopo=0"(pe)*
Rézniczkujac rownanie (3) otrzymamy
Sdo(pg+-20—")+-Sepde =0,

Sdo(po+9—Y=0 . . . . (h).

Oznaczajac wige promien wodzacy dowolnego punktn styeinej przez o
mmajdziemy, o—¢ jest promieniem, idaeym wzdluZ styeznej, a ze, wedlug
rown. 6, normalna w punkeie o, jest ¢ po-+5—1, wice

S(o—o)(ge-Hi—t)=o, cayli Su(gpe--0-1)L-So=te=1 . . . . (7).

Réwnaniem normalunej w punkeie o bedzie

w=p+4y(pe+3=") . . . . ()

Dla ofrzymania punktu przecigeia sie 7' styeznej z osia pavaboli pod-
stawimy w réwnanie (7) @d zamiast o opierajae sig na r6w. 4 otrzymamy

o=1--8d—1¢, Fl'=0—d8d—*9=FD—IFP=PD,

Z poprzedniego wypada tez, Ze

FP=TD i AT=PA, poniewat 'A=AD (7 okret. krzywej).
Co sie tyezy dlugodei I'7) to otrzymamy ja podnoszae F'T do kwadratu

_ 2__ 83012
T (5 — 380~ 1) =1 af 0 o2 (réwn. 1),

t.j. FT—=FM. Ounaczajac przez E punkt, w ktdrym prostopadia ME,
spuszezona z punktn M przecina kierujges, znajdziemy, Ze stycana MT jest
dwéjsieczna kata EMF i je czworokat IFMEFR jest kwadratem ukodnym, tak
Ze przekatna jego FF jest rownolegla do normalnej w punkeie M(MN).

PoniewaZ normalna jest réwnolegla do go--d=1, a wiee i do —d%¢po—d;
lecz poniewaz MP=—d%pp, a zatem PN=—0=DF; réwnanie to dowodzi,
4e; w paraboli podnormalna jest stala. .

Uwatajac w rownaniu o promieh  jako staly, promief za$ ¢-jako bie-
Zaey, znajdziemy, Ze ono wyraza rdwnanie hiegunowej oduosnie do hie-
guna ().

czyli

Dla otrzymania miejsca geometrycznego $rodkéw cigeiw réwnoleglyeh
do kierunku drmego «, zastapimy w rownanie (3) o przez w-za, przes co
znajdziemy -
Smgm—{-—Sé""a:o © o wi{d)

Jest to réwnanie prostej, prostopadlej do e, a zatem réwnoleglej do osi:

Poniewaz réwnanie (9) moZemy pisaé w ksztaleie Su(pw—-d—')=0n, wige
pokazuje sig z tego, ze kierumek w jest prostopadlym do pw--d—1, t.j. do
normalnej w punkeie, w ktérym Srednica przecina krzywa; tym wige sposobem
widzimy, Ze styezna w tym punkeie jest rownolegla do kierunku cigeiw.
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W ustepie 23, (4) podalismy ksztalf wektoryalny r6wnania paraboli
o=at>pt . . . . (10).

Zadanie 1. 7 wierzchotka . paraboli spuszezamy prostopadls na
styczng w punkeie M(¢) i przediuzamy jg ai do przeciecia sie w punkeic &
7z rownolegla ME do osi. Znalesé miejsce geometryezne punkin S.

Mamy AS=w(po-{-0~1), MS=yd.

Lecz poniewaz promiehr wodzgcy wicrzcho}ka:% , Wige promiell wo-
dzqey o punktu S bedzie '
g:-——-'—,—-m po—-0—")=g-}yd.

Operujge na to réwnanie symbolem Sqo i uwzgledniajae, 2e ¢o jest pro-
stopadiym do d, otrzymamy
a(go)*==S8ogpo=10%y0)?% a stad x=d*
Réwnaniem sznkanego miejsca geometrycznego bedzie wice

) i) .
._—-_:—‘—t)'g(q;g—,'—cj'“) =§J +-0%gpo,

jest to rdwnanie prostej, rownolegtej do kierownicy paraboli.
Zadanie 2. Styczna w punkeie M paraboli przecina kierownicg w punk-
cie . Dowiesé, %e proste F'D i FIM s do siebie prostopadiemi.
* Réwnaniem kierownicy beduie o=0d-}-apo, gdzie ¢ oznacza promiet wo-
dzgey punktu stycznogei; rdéwnaniem stycznej jest

Su(po-4-d—1)+-8¢—1g=1.

—1
Podstawiajae o=0d-}-apo, otrzymamy r=—=-— St

(f (90)*
Spd—1
FD=0 — Wy ?% ? kad S(FM.FD)=Sod— (o0 Sggogmo, gdyz Sogpo

=0%(po)>, a to rownanie dowodzi naszego twierdzenia,

Zadnie 3, W paraboli poprowadzono szereg cigeiw réwnoleglych, zna-
le§¢é miejsce geometryczne punktu, dzielacego kazda cigeiwg na odeinki, ktd-
rych iloezyn jest stalym. .

Oznaczajae przez ¢ kierunek staly cigeiw, pmay o promien wodzgey
punktu, w ktérym jedna 7 cigeiw przecina krzywa, przez ¢ promien wodzgey
punktu, dzielacego cigciwe wedlug danego warunku, znajdziemy

=g,
Podstawiajac te wartosé w réwnanie paraboli otrzymamy
 SloFwag(e--wn)+20-1]— 1=,
& po rozwinigciu

w?Sopat-2(Sopat-Sud—*)e4-Sepe--2800— —I=o,
- Zasady vachunku kwaterniondw. 18

a tem samem

. ST
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Poniewaz iloczyn odeinkéw ma byé stalym i rOwnym p, wiee szukane
réwnanie bedzie '

So(po-4-20 M=I1+4pSeypc,
jest to rdwnanie paraboli.

Zadanie 4. Zmaled¢: micjsce geometryczne spodkow prostopadlych,
spuszezonych z ogniska paraboli na styczne (krzywa spodkowa).

Oznaczajac przez » promien wodzacy jednego z punktéw N szukanej
krzywej, praez it promiefi wodzgoey odpowiedniego punktu M stycznosei otrzy-
mamy .
1e=2y 02, B, u=at® -t
gdzie « oznacza jednostke diugosei wzdluz osi paraboli, § za§ dlugosé 1/ 2p
wzdluz stycznej w wierzchollku.

WyraZajae, 2e »—pu || 2et-+f i nastepnie, ze Sy(r—)==0, otrzymamy

1
'::_; =2t, 2, (2, —1t%)-f2,(2, —t) 2p=o0.

Po wyrugowanin z tych réwnan ¢ i zamianic 2 na—z,, znajdziemy row-

nanie krzywej spodkowej

2, *=2*(p*—2p2,),
ktore we wspolrzednych zwyezajnych wyraza sie w ksztalcie

wi=y? {jp;— @ Jl' a

Jest to rOwnania cysoidy Dioklesa, ktéra wykreslié moZzemy postugujge
sig kolem o drednicy g
Zadanie 5 Dowie§é, e kolo opisane na cigeiwie, przechodzgeej praes
oguisko paraboli jest stycznem do kierownicy, kazde zaé kolo, opisane na in- .
nej cigeiwie nie przecina kierownicy.
Niech M i N begda dwoma punktami na paraboli, tak Ze ich prowmienie
wodzgee 83
w=ct>-ft, r=at, Bt
réwnaniem cigciwy MN bedzie wiedy
. o=at, 4Bt -u[e(*—1t, *]4-B(—1,)) '
i promien wodzgey punktu przeciecia si¢ tej cigeiwy z osia paraboli bedzie
—tt, «; jezeli wige cigeiwa M.\ przechodzi przez ognisko, to bedzie p--2tt, =o.
To ualozywssy, widzimy, Ze rownaniem kola, frednica ktorego jest MN,
bedzie
| S(e— 1) (e—1)=s,
rdwnaniem za$ kierownicy bedzie

P
0=—3 e~z
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Jesli wiqe ¢ oznacza promieii wodzyey punktu przeciecia sie kola z kie- -
rownicg, to muszg mie¢ miejsce nastepujace réwnania:

p—e=\ 5 Jet—o, v o=@ et b - 2.
kt“ +5 W\ e b5 Vepe—a —a=.

To ostatnie réwnanie moZna przedstawié w ksztaleie
2pe 2—2p(t-—|—tf)z--}—2ptt1 2%, 2 %(tﬁ--i—tl '"‘H—‘%izo,
lub w ksztalcie
2pa —2p(t--t; ) 4——@-14 e 4—(% 4_"’) —o.

Rowname to wtedy tylko daje dla z wartodei 1zetelne, gdy 2ty ~+-p=o,
t. j. gdy cigeiwa AN przechodzi przez ognisko paraboli.

ZADANIE DO ROZDZIALU VII*),

1. Znaleié miejsce geometryczne $rodkow cigeiw elipsy, przechodzaeyel
przez ten sam punkt. ' '

. Znale$é miejsce geometryezne prostych stalej diugodei; opierajacych
sig na dwoéeh prostych w przestrzeni.

3. Dowiesé, ze jezeli dwie cigciwy elipsy sie przecinaja, to prostokaty,
zhudowane na odeinkach sa proporeyonalne do kwadratéw potsrednie, rowno-
leglyeh do tyeh cigciw.

4. Dowiedé, 7e drednice elipsy, idace wudiuz przekatnych prostokata,
zhudowanego na osiach sa réwnemi i sprzezonemi ze sobg,.

5. Dowiedé, %e wierzeholki réwnolegloboku, opisanego okolo elipsy
leza na elipsie, podobnej danej i ktdérej pole jest dwa razy wiekszem od pola
danej elipsy.

6. Dowiedt, ze normalna do elipsy w jakim$§ punkeie jest dwojsieczng
kata, utworzonego przez dwa promienie wodzgee, poprowadzone od danego

» punktu do dwéeh ognisk.

7. Znalesé miejsce geometryczne wierzcholka kata prostego, opisane-

go okolo elipsy.

*) W tekscio teorya powierzehni wyprzedza teorye krzywych drngiego stopnia; dla
zadah jednak nwaZalem za stosowne ten porzgdel zmienic.
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8. PQ jest jedns z szeregu cigeiw, czynigeych kat staty ze srédnicg
AB kola; znales¢ miejsce geometryczne punktu przecigeia sig prostych AP
i BQ.

9. Styozng do elipsy w punkeie P przedinzamy aZz do przecigeia
sie w punktach Qi Q' ze stycznemi w wierzhotkach A i A'; znalesé miejsce
geometryczne punktu przecigeia sig 2 promieni 2'Q i F'Q', tudziez punktu
preecigeia sig S promieni #Q i I"Q' iokaza, ze trzy punkty P, B i 8 leig
na jednej prostej. ‘

10. Jezeli P jest punktem hiperboli, UP'— polsrednica sprzgzong
z OP, to styezna w F' do hiperboli sprzezonej jest réwnolegla do OP (Do-
wiesé, odnoszac hiperbolg do asymptot).

11. Dowies¢, ze odcinek styeznej do hiperboli, zawarty pomigdzy
asymptotami ma swoj &rodek w punkeie stycanoSe. .

12. Okazaé, Zze kazda hiperbola réwnohoczna, opisana na tréjkacie
danym, przechodzi przez punkf prazccigeia sie truech wysokosei frojkata.

13. Ruchoma prosta LM opiera si¢ na dwoéeh stalych prostych two-
rzae tréjkat o stalym polu. Nalezy wyznaczy¢ migjsce geometryszne punktu
P, dzielacego odeinek LM w statym stosnnku,

14, Okazaé, zc stosunek wstaw katow, ktére Srednica hiperboli two-
rzy z asymptotami i jest rownym stosunkowi wstaw katéw, ktérve z temiz
. asymptotami tworzy drednica, z tamta sprzgzona.

15. Do hiperboli poprowadzono dwie styczne z punktu, lezacego na
jednej z galesi hiperboli sprzezonej; dowiesé Ze cigeiwa stycznodei jest styou-
ng do drugiej galezi hiperboli sprze¢Zonej.

16, Z punktu R, lezgcego na asymptocie poprowadzono dwie proste
RPi RQ, odpowiednio réwnolegle do Srednic sprzeZonych, aZ do przecigeia
sig z krzywy i z jej spragiong.  Okazad, Ze punkta P i Q sa kohcami dwdch
rednic sprzeZonych.

- 17. Dowieé¢, Ze w paraboli odlegloéé ogniska do stycznej jest srednig
propor. pomigdzy jego vdlegloSciami od punkin styeznosei i od wierzeholka.

18. Okrag kola ma swoj Srodek w wierzehotku A paraboli, érednica
zaé tego kola rowna sig JAF, gdzie I oznacza ognisko paraboli; dowiedé, Ze
cigeiwa przecigeia sie kola z paraboly dzieli A7 na dwie rdwne czedei.

19. Dowies¢, ze styczna do paraboli przecina kierownice i rzedng
ogniska w punktach jednakowo od ogniska oddalonych.

20. Cigeiwa obraca si¢ okolo punktu danego na osi poraboli; znalesd
miejsce geometryezne przecigeia sie normalnyeh do paraboli w pnnktaoh

_koticowych tej cieciwy.
21. Dowiedd, Ze tréjkat, ktorego wierzcholki sg plmktaml stycznosbi

trzech styeznych do paraboli jest rdwnowaznym tléjkqtnm utworzonemu
przez te styczne,
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22. F jest ogniskiem paraboli, M— dowolnym punktem krzywej.
Dowiesé, ze kolo opisane na F.M, jako na frednicy, jest stycznem do stycznej
w wierzehotku paraboli.

28. Dowiesé, Ze cigeiwa prazecigeia sig dwdch parabol, majaeych wspol-
ng kierownicg przecina pod katem prostym linig prosta, lgezaca ich ogniska
i dzieli jg na dwie rdwne czedei. ‘

24, Wyznaczyé miejsce geometrycune Srodkéw cieciw ogniskowych
paraboli.

25. Okauad, Ze odeinek styeznej do paraboli, zawarty pomigdzy dwie-
ma Styeznemi, przecinajacemi sig np kierownicy, widzianym jest z ogniska
pod katem prostym,

26. Dowies¢, e summa kwadratow trzech &rednic sprzezonych elipsoi-
dy jest ilodcig statg,.

27. Dowies¢, Ze summa kwadratdw rzutéw trzech Srednic spruzezo-
nych elipsoidy na jakakolwiek jej o§ ré6wna sie kwadratowi tej osi.

28. Przez staly punkt prowadzimy cigeiwy elipsoidy, w kofieach tych
cigeiw—plaszezyzny stycune do elipsoidy; dowieds, Ze pary takich plaszezyzn
przecinajg sie wedlug prostych, na jednej plaszcz.yé.me le.«:qcych Znalesé
kierunek i réwname tej plaszczyzny,

29, Znaledé réwnanie powierzehni, utworzonej ruchem prostej, obra-
cajgeej sig okolo osi, z kitérg jest stale zlaczona, lecz ktérej nie przecina.

30. Znale$¢ miejsce geometryczne punktéw, dla ktérych summa kwa-
dratéw ich odleglofci od pewnej liezby punktéw danych jest stala.

31, Znaledé réwnanie powierzehni, utworzonej przez proste, dzielgce
proporeyonalnie boki przeciwlegle ezworohoku skosnego.

32, Znale$¢ miejsce geometryezne punktéw, dla ktorych stosunek od-
leglodci od dwéch danych prostych, jest ilodcia stala.

33. Dowiest, ze krawedzie réwnolegloscianu wpisanego w powierzch-
nig drugiego rzedu sg réwnoleglemi do kiernnkdw trzech érednic sprzgzonyeh.

" 34. .Dowied¢, %e jeZeli na trzech Srednicach sprzgionych elipsoidy zbu-
dujemy 16wnoleg}oscxan to summa kwadratow pol Scian tego 16wno]eg}uéma~
nu bedzie ilodcia staly.

36. Dowiest, e istnieje nieskonczona lieczba ukladdw osi ukoSno-kat-
nych, do ktérych odniesione réwnanie powierzchni elipsoidy we wspohrzed-
nych zwyczajnych przybiera ksutalt a*~-y>{-z*=e".

36. Znales¢ miejsce geometryezne przecigeia sig trzecly plaszczyzn
stycznych w koncach trzech osi spragionyeh powierzehni drugiego rz¢du ma-
jacej frodek.

37. Dowieét, Ze normalne (o powierzehni w punktach, lezgeych na
jednej tworzacej sa réwnolegle do pewnej plaszezyzny.
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38. Wyznaczyé na powierzchni Sppo—1 miejsce geometryezne punk-
tow, w ktéryeh tworzge prostolinijne precinajy sig pod katem prostym,

39. Znale$¢ warmnek, przy ktérym powierzchnia Sppo=1 jest ob-
rotowa,

40, Znaleé¢ miejsce geometryczne ukladu przecigé elipsoidy o stalej
powierzehni.

KONIEC.

BIBLIOTEK A
| POLITECHNIKI WARSZAWSKIE)

! Warszawa, Pl. Jednosci Robotnic re

e ol
Y L
% a4t 74



SPIS RZECZY.

EITOIMOWIGE % o0 % 20 0 3 = & (oo i o 5005 0 m w B ok
Wﬂtqp T I T I~ B < - e = = L S B 4
ROZ ZIAEL 1.
Dodawanie punktéw.—Rachunek barycentryezny.—Dodawa-
nie promieni ;wodzaeyeh . « . . . v .. v e e 00w .

Punkta wielokrotne.—Summa dwéch i wigcej punktéw.— Odejmowanie
punktéw.—Odeinki Jinii prostej.—Réwnofé odeinkéw,— Promien wodzgey.—Ten-
sor i wersor.—Dodawanie i odejmowanie promieni wodzgeych.—Summa bokéw
wielokgta. —Zastosowanie dodawania i odejmowania punktéw do kilku przyklia-
d6w. — Réwnanie linii prostej, —~ Warunek potrzebny na to, aby kodce trzech
promieni lezaly na linii proste]. —Przyklady.—Réwnanie linii krzywej plaskiej.
Przyklady. — Réwnanie powierzchni. — Warunek potrzebny na to, aby kofce
ezterech promieni lezaly na jednej plaszczyinie.—Przyklady. —Zadania,

ROZDZIAL II.

Tlorazy i iloczyny promreni wodzgeych.—Okreslenie kwater-
NIONT. & o )l @i % % % & & mem Nl an s b oW s G m & e ow R

Okveélenie kwaternionu.—~Réwno§é kwaternionéw.—Tensor i wersor.—
Dzialania nad kwaternionami, — Kwatcrnion sprzezony. — Kwaterniony zasadni-
" oze.—Teoryn wskazbwek, —Skalar i wektor kwaternionu,.—Forma normalna
kwaternionéw.—Algiebra kwaternionéw,—Twierdzenia o iloczynach promieni wo-
dzaeych.—Zastosowania geometryezne,—Zadania,

ROZDZIAE 111

Geometrya linii prostej i plaszezymny . . . . . . .« . . .
Réwnanie linii prostej.—Rézne zadania,—Réwnanie plaszezyzny.—Rézne
zadania.— Cwiczenia.

ROZDZIAL IV,

- Roéiniczkowanie kwaterniondw . . . . . « .+ . . . .
Okreglenie rézniczki.—ROzniczka summy, iloczynu, potegi i ilorazu. —R6%-
niczka tensora. ~Rézniczki WyZszego rzedu.— Wazbr Taylora.—Rézniczka promie-
nia wodzgacego.— Zastosowanie do teoryi styezmych.--RoéZniczkn funkeyi rzetel-
ne) kwaternionu.—Symbol \727(@). — Cwiczenia,

Str.

I—1I
II—v

1—26
27—61
62—70
70—18



I

ROZDZIAL V. ! Sur,

Rozwiazywanie rownah kwaternionowyeh « « «  « « « . T9—96
Ogélny ksztalt réwnad linﬁnych kwatertnionowych. — Bikwaternion.—
Rozwigzywanie réwnafi linijnych.—Wtasnoéei funkeyi $¢ i ich zastosowanie do
rozwiazywania réwnan linijnych,—Metoda inwersyi Hamiltona.—Prayklady. —
Kierunki gtéwne,— Gwiczenia,
' ROZDZIAL VI .
Rownanie kuli (kola) i stozka kolowego . . . . . . . . 97--107

Rownanie knli, —Plagzezysna pivrwinstnn, — Plaszezyzna stycezng. — Plasz-
czyzna bieganowa.—Zadania. —8toZek.—Plaszezyzna Pascala.— Cwiczenia.

ROZDZIAL VIL

Powierzchnie drugiegorzedu . . . . . . « « « o o . . 107—142
Ogélny ksztalt réwnania powierzehni drugiego rzgdu.—Réwnanie plasz-
czyzay stycznej.—ROwnanie powierzchni biegunowej.—Rdwnanie stozka stycz-
nego do Dowierzehni drugiego rzedu. — Plaszezyzna Arednicowa sprzgzona
z danym kierunkiem,—Nowe réwnanie powierzehni elipsoidy.— Przeksztnleenie,
zamieniajgce elipsoide w kulg.—Niekt6éve awigaki pomigdzy funkeyami ¢ i Y. —
Osie elipsoidy.—Elipsoidy wspoétogniskowe.—Przecigeia centralne.—Przecigeia
kolowe,—Tworzace prostolinijne.—Zadania,—Elipsa.—Hiperbola.— Parabola,—
Cwiczenia,




