ROZDZIAL 1L

Geometrya linii prostej i plaszczyzny.

Eéwnande linii prostej.

63. Jeieli przez e oznaczamy dany promien wodzgcy, przez ¢ zas do-
wolny promiefi wodzacy, przechodzacy przez poczatek, to jak wiadomo, row-
naniem linii prostej. przechodzacej przez poczgtek i rdwnoleglej do « bedzie

o=,

Z tego rownania otrzymujemy

Vag=o lub Up=Ue.

Zasadniczg wlasnoseig wszystkich tych réwnan jest ta, Ze sa one wszyst-
kie linijnemi wzgledem ¢ i Ze ¢ zalezy tylko od jednego zmiennego skalaru.
Ostatnie dwa réwnania daja sig latwo sprowadzié do pierwszego, gdyz réwna-
nia Vag=o moze tylko mieé miejsce, gdy eg=-y, gdzie y jest liczbg
- zwyezajng. 7 tego réwnania wypada

e M
N _+(Ta)2'

Réwnanie dwdeh prostyeh, do siebie réwnoleglych i przechodzacych
przez konce promieni §, i f, sa, jak wiadomo

o=pF+wia i o=Fr+w,0.

Roéwnania te mogg byé zastapione przez

Ve(o—p)=0, Va(e—pf)=o.

1. Zadanie. Znaled¢ rownanie prostej, przechodzgeej przez koniec
promienia 8 i prostopadlej do promienia e.

Rownanie tej prostej bedzie mialo ksatalt

Q=ﬂ+zY:
gdzie y oznacza promien wodzacy prostopadly do « i lezgey na plaszezyinie,
ef. Poniewai y, a i Vaf sg do siebie prostopadlemi, wigo y=yaVaf,
a zatem :

o=xe,

o=0-+zaVaf
2. Zadanie. Wymaczyé dtugosé prostopadlej, spuszezone]j z konea &3
promienia £ na prosts e=y--we. :
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Dla rozwigzania tego zadania lgezymy dowolny punkt 3 danej prostej
z punktem B promieniem BM=4J, Otrzymamy wtedy

d=y+taa—3.

Jesli zatem promieh J jest prostopaditym do e, to Sda—o, bedzie
wiee

S(y+twe—p)a=aa’4-S(y—p)a=o,
zkad
ve=—a—18(y — fa.
Otrzymujemy wige, Ze promien wodzgey J dany jest réwnaniem
I=y—p—a—"'8(y—p)=,
% ktérego mozemy obliczyé—d*=(1'0)*=8(B—y)d.

3. Zadanie. Znale$é réwnanie prostej, przechodzacej przez koniee da-
nego promienia wodzgcego & i prostopadiej do dwéeh innyeh promieni réwno-
legtych do 8 i y.

Latwo widziet, ze réwnaniem szukanej prostej bedzie

' g=a+aVpy.

4, Zadanie. Znalesé wyrazenie dla promienin wodzgcego P, P,=d,
bedacego odlegloscia dwoéeh prostych, nie na jednej plaszezyinie leiacych
i wyrazonyeh réwnaniami

Q—ﬂl‘l‘xl“n?-—-ﬁz"}“”&“a'

Oznacm_mc promienie wodzace punktéw P i P, oclpowxedmo rzez oq

io, 3 ofrzymamy
0=py—0, =0, — B+, qs—ria,=aVe, a, (poréw_naj 20~
danie poprzednie).

Opernjae znakiem Seqe, otrzymamy

Staya,=8(8,— B )et e, —aS( Ve, aye as)
=2 Veaye,)?,
zkad
' mVaiag"S(ﬁa-'si)w-
Ve, e,

Wyznaczyliémy tym sposobem promien'd=g, —g;=p, —f, -2, cts—2; @,
Dla wyznaczenia promienia wodzacego konea P; promienia d opernjemy znau-
kiem Va,, przez co otrzymamy _

_ V(s —P1—0)a,

b
; Va,a,

V(ﬁa""‘ﬁl"'a)“z
R e
W taki sam sposéb otrzymamy
gz_ﬁz_{_V(ﬂ..—wﬁl—-———(T)&:L oy

Ta, ay
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Dla otrzymania dlugoSei promienia ¢ mamy wzér

T8y —p1 ) 2,
TVe 10

=180 Ve 05(8.—8,).

T(op—o1)=TVeaa,=

Réwnanie ptaszezyzny.

64, Rownaniem plaszezyzny, przechodzgcej przez poczatek promie-

ni wodzgeych i prostopadlej do promienia e bhedzie
Sag=0,. . . . .(I)
gdzie o oznacza promief wodzgey dowolnego punkiu plaszezyzny.

Jezeli ptaszezyzna przechodzi przez kouiee promienia g i jest prostopa-
dla do e, to o—f@ jest promieniem leZgeym na plaszezyinie, jesli o oznacza
promienn wodzgcy dowolnego punktu tej plaszezyzny, ktory zatem jest prosto-
padlym do «, a zatem ;

Se(fp=F=0. « « + « . (19)
bedzie réwnaniem piaszezyzny.
Roéwnanin (1) moZemy nadaé ksztalt
Suo=2_8ap,
zkad otrzymujemy wniosek, Ze jeZeli rownaniem plaszezyzny bedzie
Seo=Fk :
to o jest proﬂxieniem wodzacym prostopadlym do plaszezyzny.

65. 1. Zadanie. Znale$é rbéwnanie plaszezyzny, przechodzgeej przez
koniee & i réwnoleglej do prostych o=e,+-af;, o—=a,+xf,.

Oznaczajge przez ¢ promiei wodzgcy dowolnego punktu plaszezyzny
widzimy, %e promief (¢—J) lezy na tej plaszozyZnie, a Ze naniej moZemy popro-
wadzié dwie proste réwnolegle do f, i f,, wige na zasadzie (§ 53) réwnaniem
plaszezyzny bedzie ;
56, 8.(e—d)==o.

Wartodé d wyznacza poloZenie plaszezyzny. Jeleli d=a;, to plaszezyzna za
wiera prosty Q:ﬂ+wﬂ1, Jjeteli d=ua,, to plaszezyzna przechodzi przes prosta
=oy—xfs. :
2. Zadanie. Znaled¢ réwnanie plaszezyzny, przechodzaeej przez kof-
ee @, b, ¢ promieni wodzgeych e, g, .
Oznaczajae przez o promief wodzgey dowolnego punktu plaszezyzny
ofrzymamy, 2e g—e, o—p, 0—y leiq na plaszezyZnie, wiege
So—a) (e—F) (¢—7)=o.
Réwnanie to po wykonanin dzialafi przybiera ksztall
- So(Vap-+VBy+ Vya)—Say=o

Poniewa? ono ma ksztalt Soa=Fk, wice na zasadzic § 65.

(Vep4VBy-|-Tya) jest promieniem wodzgeym, prostopadtym do plaszezyzny



s BB =

Oznaczajae pracz ¢ dlugosé prostopadle], spuszezone] z poczatku na plasz -
czyng ofrzymamy .
=a(Vef+-Vpy4-Vye)

Dla wyznaczenia «, wstawiamy warto§é d w poprzednio podane réwna-
nie plaszosyuny, przez co otrzymamy
@SV (ap-+ VBy-+Vya)*—Safy=no,

ztad
o Sefy
~(Vop1-VBy-+Vye)®,
e Safy
= Vap-+VBy-+Vye.
Poniewaz zaé (§ 53)
—Suy=60bjgtosci piramidy ( Oabz)=(2 pole abc),
wice

Vaf-4-Vy-+Vye
rowna sig podwojnemu polu podstawy piramidy, wzigtemu ze znakiem od-
jemnym.

Uwaga. Pola trzech Seian piramidy przylegajgeych do wierzcholka O
piramidy wyrazaja sig odpowiednio przez tensory wektoréw

%Vap, 3Vpy, 5Vye,
pole za§ podstawy piramidy wyraza si¢ przez tensor jednego z trzech we-
ktoréw:
YV(y—a) B—a), 5V(e-B) (r—B), EV(B—1) (a~p),
ktove to wyraZenie rozwinigte dajg
—5(Vap-+-VEy-+Vya).

Wypada ztad, Ze summa algiebraiczna promieni wodzgeych, prostopa-
dlych do &cian piramidy i ktérych diugodei sa proporcyonalne do pél tychze
geian rowna sig zeru. Latwo tez widzie¢, Ze to samo ma miejsce dla kazdego
wielodcianu, W hydrostatyce twierdzenie to stosuje sig do wypadkowej ci-
$nien na $ciany wielo§cianu plynu, nie poddanego dziataniu sil zewngtrznych.

3. Zadanie. Znales¢ wyraZenie dla promienia wodzgcego, bedacego
odleglodcig kohica B promienia g od plaszezyny Se{g—y)=o.

Réwnaniem prostopadlej, spuszezonej z punktu B na tg plaszezyzng
bedzie

Q:_—ﬁ-{-am.

Poniewaz promien wodzacy spodka tej prostopadiej musi czynié zadosé
rOwnaniu plaszezyzny, wiee .
Su(fwa - y)=o,
czyli

— wa=Sa(f - y),

Zasady rachunku kwaternionow, 9
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zkad

d—=pao—=——a0a- 'Su(f—y).

Biorae T¢ znajduiemy odleglodé punkin B od plaszezyuny.

4, Zadanie, Zmale$é rownanic plaszezyzny, przechodzgec prues pocusg-
tek i jednakowo nachylonej do trzech danych prostych.

Oznaczajac przez @ B, y jednostki promieni, idacych w kierunku trzech
danych prostych, réwnanie zas plaszezyzny przez Sdp=o0, otrzymamy

Sad=_8fd==~Syi==w,
gdzie —a: 7' oznacza wstawe kata nachylenia.

Leez na zasadzie (§ 55,7)

$8afy=(Vaf+ V- Vya),
a zatem réownaniem szukanej plaszezyzny bedzie
So(Vep—Voy+Vya)=o,
wstawa zad kata nachylenia rbwna sig
. Bepy
T I(VapF-VEr+Vre)

5. Zadanie. Znaledé réwnanpie linii wspolnego przeciecia sig.dwdch
plaszezyzn Sep—o i SBo==0, przechodzacych przez poczatek.

PoniewaZ linia ta jest prostopadiy do promieni wodzacych & i 8, wige
szukanem réownaniem bedzie _

- 0= Vﬂﬁ.
6. Zadanic Znaled¢ réwnanie wspolnego przeciecia sig plaszezyzn
Se(o ~y)=0 i 8f(¢—0d)=o.

Latwo widzied, Ze to wspélue przeciecie bedzie miato kierunek Vag’x‘
i dla tego do zupelnego wyznaczenia tej prostej dodé bedzie wyznaczyé jeden
z jej punktéw. W tym celn wybierzmy punkt, w ktérym prosta wspélnego
przecigeia sig plaszezyzn przecina plaszezyzng wektoréw e i 8 i niech -
o=ua-vf bedzie promieniem wodzacym tego punktu.

Operujae najprzéd znakiem S,«, nastepnie znakiem 8.8, otrzymamy

Say=ua’*4vSup, Spd=rp>+uSep,
wyznaczymy w i v, przez co réwnanie sznkanej prostej przyjmie ksztalt
o=ua-tuvf-taVap,

Uvaga I, Xatwo widzieé, Ze réwnaniem plaszezyzny, przechodzace]
przez poczgtek wektoréw i prostopadlej do wspélnego przecigeia sie dwdeh
plaszezyzn Swg=o0 i Sfo—=o0 bedzie

SeVaf—o.

Uvaga 11. ROwnaniem plaszezyzny, przechodzacej przez poczatek

i przez wspblne przecigeie sig dwdch plaszezyzn, Seo=Say i SBo==S88(

bedzie
[ i
S‘J(s—wm)ﬂ:
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gdyk plaszezy zna wyraZona tem réwnaniem przechodzi przez poczatek pomie-
ni wodzaeyeh i dla  wszystkich punktow, czynigeych zado$¢é réwnanin
Seg=~Sxy ma tez miejsce réwnanie Sfo=Sp4.

ZADANIA.

1. Zmalesé miejsce geometryezne §rodkow prostyeh, ktorych konice opie-
rajg sie na danyceh dwéch prostyeh.

2. Zmaled¢é miejsce geometryczne srodkédw ukladu prostyeh, réwnole-
glych do danej plaszezyzny i opierajgeych sig swemi koneami na dwéeh da-
nych prostych.

Niech Syo—o0 bedzie réwnaniem stalej plaszezyzny, rownaniami za$ kic-
rownic prostolinijnyeh niech bedy o=p--we, 0=F,+2,@;. Oznaczajac przez
x i e, wartoSei zmiennych, ktére odpowiadaja koncom tworzacej, przez » zas
promieh wodzgey $rodka tworzgeej, otrzymamy

fg+ﬁi+2 _|__‘) 100 (1).

Poniewaz tworzgea jest réwnolegta do plaszezyzny stalej, wige jest ona

prostopadlyg do promienia y, a zatem
8y(8—p1+-we —aye,)=o.

Wyprowadzajac z tego réwnania linijnego pomiedzy = i 2, wartodé dla

@, 1 podstawiajac w réwnanie (1) otrzymamy

r=0--as,
gdzie J 1 ¢ sy znanemi promieniami., Otrzymujemy ztad, %e szukanem miej-
scem geometryeznem jest linia prosta.

3. Znalesé miejsce geometryczne punktu, dzielgcego w danym stosunku
prostg, opierajacg sig swojemi kofieami na dwéch danyeh prostych. -

4, Znale$é miejsce geometryezne punktu dzielacego proste, opierajace
sig na dwdeh statych prostyeh i réwnolegte do danej plaszezyzny w stosunku
statym,

5. Znaledé miejsce geometryczne punktdw, ktérych odleglodci od dwoch
danych plaszezyzn sg w stosunku stalym,

6, Plaszezyzna ruchoma odeina od kata tréjsciennego o trzech krawe-
dziach do siebie prostopadlych czworodeian o stalej objetosci. Znale$¢é miej-
sce geometryezne spodkéw wysokodei czworodeianu, spuszezonych z wierzehol-
ka kata tréjécicnuoego.

7. Jakie jest micjsce geometryczne wyrazone réwnaniem

(Sap)®}-0*=0.?
-8. . Dowiegé, Ze jeieli summa prostopadlych, spuszezonych z punktn A
na dwie plaszezyzny rowna sig summie prostopadlyeh, spuszezonyel z punktu
B, to ta summa bedzie stala dla wszystkich punktéw prostej 4B,
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9, Prezez kazdg kraweds kata trojsciennego poprowadzono plaszezyzny
odpowiednio prostopadle do $cian przeciwlegtych. Dowiesé, Ze te plaszezyzny
przecinaja sig wedilug jednej linii prostej.

Za poczatek obierzmy wierzcholek kata trdjsciennego i niech.

Seo=o0, SBo=0, Sye=0
heda réwnaniami trzech Seian tréjécianu. Prosta prz'eciqeia sig dwoeh pierw-
szych plaszezyzn jest réwnolegla do Vef. Plaszezyzna prostopadia do trze-
ciej plasuzezyzny i przechodzaca przez linig Vef bedzie miala normalng
V(yVepf). Roéwnaniem wige tej plaszezyzny prostopadiej bedzie

SleV(yVe)]=o,
czyli (§ 5b,1)
SpoSya— SagSfy=o0.

Réwnania powstatych plaszezyzn otrzymamy z tego ostatniego rdownania
za pomocy przestawien kolowyeh a. §, 7.

Lecz latwo widziet, e jedno z tyeh trzech rownan jest wynikiem dwdeh
powstatych.

10. Znales¢ warunek potrzebny na to, aby proste dane réwnoseianu

Veao=8 i Vay0=8,
przeciely sig ze sobg. Wyznaezyé najkrétsza odleglosé tych prostych w pray-
padkn, gdy temn warunkowi nie staje sig zadosé. (Warunek ten otrzymainy
wykazujae, Ze trzy promienie wodzgce e, @y i f—p; lezgna jednej plasz-
czyinie).

11. ZmaleSé rédwnanie plaszezyzny, przechodzgcej przez proste réw-
nolegle:

Va(o—p)=0 i Va(g—p,)=o.
12. Znalesé réwnanie plaszezyzny, przechodzacej przez prosta
Va(e—p)=o
- i prostopadlej do plaszezyzny
Syo=—o,

13. Znale§¢ réwnanie linii prostej, przechodzacej przez punkt dany
I tworzacej dany kgt z dang plaszezyzna. Wyprowadzié z otraymanego réw-
nania powierzehui stdzka prostego.

14. Znalesé réwnanie plaszezyzny, przechodzgeej przez dwa punkty
dane i tworzacej dany kat z dang plaszezyzns.

15. Niech OABC bedzie pivamidg tréjécienns, WSﬁthkle katy dwoj-
scienne przy O sa prostemi., Dowiedé, Ze jeZeli OD jest prostopa-
dlg, spuszezong z wierzcholka piramidy na jej podstawe ABC, to pole

AOB jest $rednio geometrycznie proporcyonalnem pomiedzy polami ACB
i ADB,
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16. Wyznaczyé punkt przeeigeia sig trzech plaszezyzn Saep=a, Sfo=0
i Syo=o0 i znale$¢é warunek potrzebny na to, aby te trzy réwnania jednocze-
sne wyrazaly linig prosta, a nie punkt,

17. Znale¢ pole tréjkata, wierscholki ktérego sg kel’lcaml promieni
e, f1iy.

18. Znaleié warunck przecigeia si@ czterech plaszezyzn w jednym
punkeie.

.19, Znalei¢ objetodé piramidy trojéciennej, ograniczonej danemi czte-
rema plaszezyznami.

20. Przez punkt staly M, lezacy wewnatrz kata trojsciennego, wiers-
cholek ktérego O, poprowadzono plaszezyzne, przecinajaca krawedzie w pun-
ktach 4, B, C. Niech V, V,, V, bedg odbjetoseiami trzech piramid MO0.AB,
MOBC, MOCA, V za$ objetosé piramidy OABC. Dowiesé, je stosunek

vV

W jest stalym bez wzgledn na poloZenie plaszesyzny przecinajacej.
2




