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Nowsze badania poczatkéw geometryi daty po-
wod do najdziwaczniejszych poje¢ o naszej przestrze-
ni, zaré6wno co do liczby jej wymiarow, jako tez i roz-
ciggtosci, ktére-to pojecia nie znajdujg zaduego uza-
sadnienia w pracach tych uczonych, co wywotali no-
wy ruch naukowy w dziedzinie geometryi. Ponie-
waz badania te nietylko majg znaczenie czysto mate-
matyczne, lecz sgjeszcze niezmiernie wazne dla filo-
zofii, teoryi poznania i psychologii, wiec sadze, ze
zainteresowa¢ one moga szersze koto czytelnikow.
Literatura zagraniczna jest bardzo bogata w prace,
traktujgce o tej kwestyi; nasz za$ jezyk, oprocz tho-
maczenia rozprawy Riemanna, nie posiada nic w tym
kierunku. Zdaje mi sie¢ wiec, ze obszerniejsza nieco
.praca otym przedmiocie nie bedzie bez korzysci dla
czytelnikéw. Do napisania rozprawy sklania mnie
jeszcze ta okoliczno$é, ze w ostatnich czasach spiry-
tyzm starat sie korzysta¢ z badan matematycznych,
szukajac w nich punktu oparcia dla swych rzeko-
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mycli cudéw. Poniewaz spirytyzm podkopuje wszel-
kie podstawy naukowe i zagraza dotychczasowemu
naszemu dorobkowi umystowemu, wiec wyjasnienie
rzeczywistego stanu, o ile mi sie zdaje, jest rze-
czg niezmiernie wazng, a to tembardziej, ze ludzie
wogo6lnosci sg sktonniejsi do uwierzenia w cuda, ani-
zeli w rezultaty najscislejszych badan naukowych.

W niniejszej rozprawie postaram sie wyto-
zy¢ rzecz w sposéb najprzystepniejszy, dotykajac tyl-
ko konsekwencyi filozoficznych w spos6b najogél-
niejszy.



Pewniki Euklidesa.

Od najdawniejszych czaséw, geometrya zwrdci-
ta na siebie uwage wszystkich gitebokich myslicieli.
Pomiedzy wszystkiemi gateziami wiedzy ludzkiej, ona
jedynie nie potrzebowata diugiego peryodu rozwoju,
lecz zaraz, przy pierwszej powaznej prébie systema-
tycznego traktowania, staneta jako cato$¢ doskonata
we wszystkich czesciach. Oo wiecej, wzgledem niej
wszelka watpliwos$¢ i niepewnos$¢ staja sie niemozeb-
nemi. Pomimo, ze do budowy swej nie zbiera faktow
z doSwiadczeri i obserwaeyj, lecz twierdzenia wypro-
wadza wytacznie z czystej dedukcyi, drogg czystego
rozumowania, to jednak obejmuje ona caly materyat,
wypetniajgcy przestrzen, i zadne doswiadczenie lub
obserwacya nie zdotaty w niczem zmieni¢ wypadkow,
przez nig otrzymanych. Inzynierowie, mechanicy,
budowniczowie, miernicy i fizycy postugujg sie nig dla
celow praktycznych, nie obawiajgc sie, azeby kiedy-
kolwiek jej twierdzenia nie byty zgodne z rzeczywi-
stoscig. Nic wiec dziwnego, ze w odwiecznym sporze
filozoficznym o naturze naszego poznania, mianowicie
eczy ono jest wrodzone, lub tez produktem doswiad-



czenia, uciekano sie do geometryi, ktorg uwazano ja-
ko jedynie zdolng, do rozstrzygniecia tej waznej kwe-
sty! spornej. Jezeli istnieje nauka,—rozumowali zwo-
lennicy idej wrodzonych,—ktdra wyprowadza wszyst-
kie swe twierdzenia bez pomocy doswiadczenia i jezeli
przytem twierdzeniate majg stosowalno$¢ ogdlng i ko-
nieczng, to ten fakt dowodzi, ze w umysle ludz-
kim istniejg pojecia, wyprzedzajgce wszelkie doSwiad-
czenie. Wiadomo, ze caly ukiad filozoficzny nieSmier-
telnego badacza krolewieckiego opiera sie na istnie-
niu twierdzen apriorystycznych syntetycznych, czego
dowodem sg twierdzenia geometryczne. Zwolennicy
przeciwnie idej nabytych utrzymuja, ze formy geome-
tryczne s zalezne od form przedmiotéw empirycz-
nych, z ktérych powstaty drogg uogélnienia, i geome-
trya, pomimo swej ogoélnosci i koniecznosci, jest takze
Dauka doswiadczalng. Rozumie sie, caty spor zogni-
skowat sie okoto pierwszych przestanek sylogizmoéw
geometrycznych, t. j. okoto tak nazwanych pewni-
kéw, gdyz, raz je przyjawszy, jako prawdy niezbite,
umyst nasz z konieczno$ci musi wyprowadzi¢ z nich
wszystkie nasze twierdzenia geometryczne. Przeciet-
ny matematyk nie zastanawia sie nad tymi pewnika-
mi, lecz gtebsi badacze, szukajgcy prawdy zdata od
drogi thumow, zagtebiajac sie wszechstronnie nad pe-
wnikami geometrycznymi, odkryli w nich pewne nie-
doktadnosci, ktore starali sie usung¢. Prace, odnosza-
ce sie do tego ostatniego punktu, stanowig 0$, okoto-
ktorej obracaja sie wszystkie badania nowoczesne nad-
przestrzenig, idla tego musimy sie niemi blizej zaja¢.



Geometra grecki Euklides, zyjacy w r. 280
przed nasza, erg w Aleksandryi, oprécz wielu innych
cennych prac, napisattez dzieto pod tytutem Poczatki
geometryi (Stoioheia), ktére i w naszych czasach,
po tylu genialnych badaniach, stuzy jako wzér jasno-
Sci, Scistosci i konsekwencyi logicznej.

Euklides na samym poczatku dzieta podaje okre-
$lenia (oroi), zadania (aiiemata, postulatu) i pewniki
(aJcsioma) i na zasadzie ich wznosi wspaniaty gmach
geometryi, wyprowadzajgc; z nich systematycznie
wszystkie twierdzenia.

Postulata geometryczne Euklidesa sa w liczbie
trzech:

1. Pomiedzy danymi dwoma punktami popro-
wadzi¢ linie prosta.

2. Dang linie prostg przedtuzy¢ (nieograni-
czenie).

3. Z danego punktu, jako ze srodka, dowolnym
promieniem opisa¢ okrag kota.

Euklides przyjmuje, ze tym zadaniom mozna za-
wsze uczyni¢ zadosc.

Pewniki geometryczne Euklidesa, ktérych jest
dwanascie, dzielg sie na dwie kategorye: do pierwszej
nalezg takie, ktére wyrazajg réwnos¢ wielkosci wogo6-
le -i s podstawg wszystkich nauk matematycznych,
mianowicie 88 1,2, 8,4, 5 6,7, 9. Do drugiej za$
nalezg pewniki czysto geometryczne (88 8,10, 11, 12),
wyrazajgce te wilasciwosci przestrzeni, ktére jej na-
da¢ musimy, by z nich mozna byto wyprowadzi¢ twier-
dzenia geometryczne.



Pewniki pierwszej kategoryi dajg sie sprowa-
dzi¢ do dwoch, ktére nazwa¢ mozna pewnikami réw-
nych wielkosci.

l. Dwie wielkoSci, rowne trzeciej, s3 réwne na-
wzajem.

ll«. Jezeli do wielkoSci rownych dodamy wiel-
kosci rowne, to otrzymamy sumy réwne.

116. Jezeli do wielkoSci réwnych dodamy wiel-
kosSci nieréwne, to otrzymamy sumy nieréwne.

Pewniki drugiej kategoryi, ktére nazwa¢ mozna
pewnikami, odnoszacymi si¢ do pojecia przestrzeni,
sg nastepujace:

8-y. Dwie figury, ktore do siebie przystajg, sa
sobie réwne.

10-y. Wszystkie katy proste sg nawzajem
réwne.

11-y. Jezeli dwie proste, przeciete trzecis,
tworzg z nig katy, ktérych suma, po jednej stronie
prostej przecinajacej, jest mniejsza od dwoch katow
prostych, to te proste, dostatecznie przedtuzone, prze-
tng sie po tej stronie linii przecinajgcej, gdzie suma
katow wewnetrznych jest mniejszg od dwoéch katow
prostych.

13-y. Dwie linie proste nie ograniczajg czesci
przestrzeni (pewnik ten w podrecznikach geometryi
zwykle brzmi: dwie proste przecinaja sie w jednym
tylko punkcie).

Cata geometrya jest niczem innem, tylko zasto-
sowaniem tych prostych prawd do coraz bardziej
skomplikowanych form przestrzeni. Nieomylno$¢ i zu-



peina doktadno$¢ wnioskéw, z pewnikdw otrzyma-
nych, zdawatoby sie, sg najlepszym dowodem konie-
cznosci szeregu pewnikéw, przez Euklidesa poda-
nych. Tymczasem historya geometryi uczy nas, ze
wiasnie ta dziedzina najprostszych przypuszczen sta-
ta sie przedmiotem goracych sporéw. Pomijajac bo-
wiem kwestye filozoficzng o pochodzeniu tych pewni-
kéw, musimy zwr6ci¢ uwage na dwa pytania nadzwy-
czajnej doniostosci.

Przedewszystkiem zachodzi pytanie, ozy podane
wyzej pewniki rzeczywisécie sa dostateczne! koniecz-
ne dla gemnetryi euklidesowej. Z jednej strony bo-
wiem, niewiadomo, czy czasem, przy wyliczeniu, nie
opuszczono niektérych prawd zasadniczych, odnosza-
cych sie do przestrzeni, a to z powodu nadzwyczaj-
nej prostoty, jaka posiadajg przy wszystkich bada-
niach geometrycznych; z drugiej znéw, w dziele Eu-
klidesa nie znajdujemy nigdzie dowodu, ze pewniki
geometryczne sg rzeczywiscie nawzajem niezalezne
i ze nie dadzg sie wyprowadzi¢ jedne z drugich.
Taka kwestyg, ktora sig nasuwa umystowi badacza,
jest to, czy prawdy, wyrazone pewnikami 8§ 8, 10, 11
i 12, sg rzeczywiscie pewnikami, t.j., czy rzeczy-
wiscie nie dadzg sie sprowadzi¢ do prawd prostszych
i oczywistszych. Co do tej ostatniej kwestyi, pun-
ktem wyjscia byt pewnik jedenasty, ktéry, jak tatwo
widzie¢, zajmuje, odrebne stanowisko pomiedzy inny-
mi pewnikami. Prawda bowiem, w nim wyrazona, nie
jest ani tak prostg, ani tez tak oczywistg, azeby nie
wymagata juz zadnego dowodzenia.
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Bardzo wczes$nie, bo w w. V., komentator Eu-
klidesa, Proclus Diadochus, zwrécit uwage, jako pe-
whnik ten stanowi odwrotne twierdzenie prawdy, ze
suma katéw w tréjkacie ptaskim rowna sie dwu katom
prostym. Od owego czasu usitowano dowie$¢ pewnika
jedenastego, opierajgc sie na wiasnosci sumy katow
trojkata i positkujac sie prostszemi spostrzezeniami
geometrycznemi. Jedno z takich dowodzen podat ma-
tematyk Nasir Eddin w w. XIII; pb6Zniej powtd-
rzyt je Simpson w wydaniu Euklidesa zr. 1781. Nie-
ktérzy znowu matematycy starali sie wykaza¢, ze pe-
wnik ten jest wynikiem innych. Inni znowu promo-
wali pewnik jedenasty zupeinie usung¢ i zastgpi¢ go
innym, oczywistszym. Pomimo wielokrotnych usito-
wan najznakomitszych matematykéw," Gauss w r. 1816
mogt jeszcze powiedzie¢: ,Jezeli mamy wyznaé pra-
wde, nie posuneliSmy sie na krok dalej niz Euklides
przed dwoma tysigcami lat. 1l

jSfic wiec dziwnego, ze kwestya owa w naj-
wyzszym stopniu zaciekawita matematykow, gdyz
bardzo stusznie zadano sobie pytanie, zkad to pocho-
dzi, ze pomimo tak Swietnych postepéw wiedzy, po-
mimo odkrycia rachunku rézniczkowego i geometryi
analitycznej, nie udato sie dowie$¢ tak prostej praw-
dy, lub przynajmniej uczyni¢ jej tak widoczug, azeby
wszelka watpliwos¢ co do jej prawdziwosci ustata.
Przed samym wchodem do wspaniatego i olbrzymiego
gmachu geometryi, lezat kamied, przez ktéry trzeba
byto przeskoczyé¢, chcac sie dosta¢ do wnetrza bu-
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dynku. Wszelkiemi wiec sposobami starano sie usu-
ng¢ te tak niemitg przeszkode.

1.
Badania Legendre’a, tobaczewskiego i innych.

Matematyk francuski Legendre w r. 1833 przed-
stawit Akademii francuskiej rozprawe o liniach row-
nolegtych, w ktérej usuwa jedenasty pewnik Euklide-
sa i najego miejsce wprowadza twierdzenie o0 sumie
katéow w tréjkacie, na ktérem opiera calg teorye linij
réwnolegtych. Wykazuje on bowiem, ze je$li z pun-
ktu danego zewnatrz linii prostej mozna do niej po-
prowadzi¢ jedne tylko réwnolegts, to suma katow
w trdjkacie ptaskim réwna sie dwom katom prostym,
i naodwro6t, jezeli suma katdw w tréjkacie réwna sie
dwom katom prostym, to z dauego punktu mozna po-
prowadzi¢ jedne tylko linig, rownolegtg do drugie;j.
Sposéb dowodzenia przez Legendre’a twierdzenia
0 sumie katow w tréjkacie polega na tem, ze stara
sie on dowies¢, iz suma ta nie moze .by¢ ani wiek-
sza, ani tez mniejsza od dwdch katéw prostych.
Pierwsza czes¢ data sie $cisle dowieS¢ przy po-
mocy jedynie dwdéch pierwszych pewnikéw geome-
trycznych; dla wykazania za$, ze suma katow w trdj-
kacie nie moze by¢é mniejsza od dwodch katow
prostych, Legendre wprowadza przypuszczenie, ze
przez punkt dany wewnatrz kagta mozna zawsze po-
prowadzi¢ prostg tak, azeby przecieta oba ramiona-



kata. tatwo widzie¢, ze to przypuszczenie jest rd-
wnoznaczne z jedenastym pewnikiem Euklidesa. Po-
mimo tego jednak, badania Legendre’a miaty te zale-
te, ze wykazaty, iz dowodzenie jedenastego pewnika
nie jest mozebne bez wprowadzenia drugiej rowno-
waznej prawdy, ze zatem trudno$¢, napotkang na sa-
mym wstepie do geometryi, niemozna usung przez
najscislejszy nawet rozbidr matematyczny.

Okoto tego czasu, bo wr. 1829, profesor ka-
zanskiego uniwersytetu M. I. Lobaczewskij wydruko-
wat w Goncu kaeamkim rozprawe O poczgtleanh geome-
tryi, w ktérej zbudowat zupetnie logiczny uktad geo-
metryczny bez pomocy jedenastego pewnika, co $wiad-
czy, ze pewnika tego niemozna wyprowadzi¢ z in-
nych, w przeciwnym bowiem razie musiatby on
otrzyma¢ wypadki sprzeczne z logikg. W latach 1835,
1886 i 1838 zamiescit w uczonych zapiskach uniwersy-
tetu kazanskiego prace pod tytutem: Nowe poczatki
geometryi z dokiadng teoryag linij rownolegtych. Prace
te, jako napisane w jezyku niedostepnym, mato by-
ty znane; dopiero rozprawy, zamieszczone w r. L837
w Dzienniku Grele’a pod tytutem Geometrie imagi-
naire, i wrI r. 1848 Geometrisohe Uhtersuohungen zur
Theorie der Parallellinien daty poznaé uczonemu swia-
tu poglady matematyka ruskiego. Matematycy z po-
czatku nie przypisywali pracy tobaczewskiego wiel-
kiego znaczenia naukowego, dopiero Gauss, jeden
z najwiekszych matematykéw naszego wieku, ktory
niezaleznie wpadt na ten sam pomyst, zwrocit uwage
na calg doniosto$¢ tych badan.



Nie mara zamiaru podania wtem miejscu catej
teoryi Lobaczewskiego, coby za daleko nas zaprowa-
dzito, musze jednak wspomnie¢ o mys$li przewodniej
tego autora.

Odrzuciwszy jedenasty pewnik Euklidesa, to-
baczewskij dzieli wszystkie proste, wychodzace zje-
dnego punktu ptaszczyzny, na dwie kategorye, stoso-
whnie do tego, czy one przecinajg lub nie przecinajg
danej prostej.

Linie graniczng, oddzielajagcg wigzke liuij, prze-
cinajacych dang prosta, od wigzki nieprzecinajacycli,
nazywa on rownolegtg do danej prostej. Z tego okre-
$lenia wypada bezposrednio, ze, w tym uktadzie geo-
metrycznym, z jednego punktu mozna poprowadzi¢
dwie linie réwnolegte do danej prostej, jedne, lezaca
po jednej stronie prostopadte], spuszczonej zdanego
punktu na dang prostg, druga po drugiej stronie.
Obie te réwnolegte asymptotycznie zblizajg sie do
danej prostej. Wychodzac z tego zatozenia i opierajgc
sie wytgcznie na 6smym i dwunastym pewniku Eukli-
desa, Lobaczewskij zbudowat uktad geometryczny zu-
petnie odmienny od uktadu matematyka starozytnosci,
lecz zupetnie logiczny i konsekwentny. W tym syste-
mie suma katow trojkata jest mniejsza od dwoéch ka-
tow prostych. Pole tréjkata jest proporcjonalne do
nadmiaru dwodch katow prostych nad sumg katow, tak
ze im pole trdjkata jest wieksze, tem nadmiar ow
jest wiekszy i dla trojkatow nieskoriczenie matych)
geometrya Lobaczewskiego przechodzi w geometrye
Euklidesa, Na tej zasadzie, Lobaczewskij uktad swdj
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nazwatl pangeome.tryg, poniewaz zwykta geometrya
jest tylko szczegélnym przypadkiem nowej geome-
try:, niejako geometryg rézniczkowa. Wzory trygo-
nometryi nieeuklidesowej zawierajg, pewng ilos¢
statg, (promien tak zwanej pseudosfery), i, gdy ta
staje sie nieskonczenie wielkg, przechodzg na wzory
zwyczajnej trygonometryi,—jesli rozmiary figur sa. ilo-
$ciami skonczonemi. Poniewaz, jakieSmy widzieli, nie
udato sie dowie$¢, ze suma katéow w tréjkacie réwna
sie dwom katom prostym, wiec co do tej sumy moga
by¢ mozetme dwa przypuszczenia, albo: ze suma ta
jest rbwna dwom katom prostym, albo ze jest mniej-
sza. Wprawdzie bezposrednie pomiary zawsze dajg
sume bardzo bliskg, dwém katom prostym, lecz rézni-
ca otrzymana moze pochodzi¢ albo z niedoktadnosci
pomiaréw, lub tez ztagd, ze mierzone wielkosci w sto-
sunku do ilosci statej, o ktérejsmy wyzej mowili, sg
nieskoriczenie mate i w tym ostatnim przypadku geo-
metrya Euklidesa bytaby tylko przyblizong pangeo-
metrya. tobaczewslrij starat sie rozstrzygna¢ te kwe-
stye, obliczajagc sume katéw w tréjkacie, ktdrego boki
nie sag mniejsze od $rednicy drogi ziemskiej. Znalazt
on, ze suma katéw w takich tréjkatach jest mniejszg
od dwoch katéw prostych o 0,003“. Tak mata rozni-
ca oczywiscie moze pochodzi¢ od btedéw w obserwa-
cyi, lecz jezeli uwzglednimy te okolicznos¢, ze robigc
podobne obliczenia, otrzymujemy zawsze sume mniej-
szg od dwoch katéw prostych, to mozemy z pewnem
prawdopodobienstwem twierdzié, ze gdyby takie troj-
katy byty jeszcze wieksze, roéwne np. odlegtosci pe-
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wnej gwiazdy statej od ziemi, to r6znica pomiedzy
dwoma katami prostemi a sumg katéw trdjkata byta-
by znacznie wiekszg. Gdyby to ostatnie przypuszcze-
nie sie sprawdzito, przestrzen nasza rzadzitaby sie
prawami, odmiennemi od prawd geometryi euklide-
sowej.

Do wypadkow podobnych doszedt tez i Wegier
Wolfgang Bolyai, przyjaciel mtodosci Gaussa. W $la-
dy ojca poszedt i syn jego, I. Bolyai. Prace tycli uczo-
nych, z powodu szczeg6lnej swej formy, nie znalazty
-wielkiego uznania w S$wiecie naukowym. Dopiero
w ostatnich czasach, a mianowicie w r. 1872, Frischauf
w dziele Absolute Geometrie nach 1. Bolayi starat sie
je uprzystepni¢. Bolayi niedos¢ wyraznie akcentowat
prawdziwy charakter swej tak zwanej geometryi
bezwzglednej i przyznawat jej takie samo prawo oby-
watelstwa, jak i geometryi euldidesowej, co oczywi-
$cie wywotaé musiato gorgce protesty ze strony mate-
matykow, gdyz nowa hipoteza byta w razgcej sprze-
czno$ci z rzeczywisto$cig. (To samo daje sie powie-
dzie¢ i o pracach profesora M. I. Lobaczewskiego).
Wprawdzie twierdzit on tylko, ze jego przypu-
szczenie nie prowadzi do przypadkéw niezgodnych
z logika, lecz spos6b syntetyczny dowodzenia, uzyty
przez tego uczonego, dat powodd do falszywego tt6-
maczenia mysli autora. Gdyby uczeni ci uzyli do
swoich badan metody, jakg nam daje nowoczesna
geometrya analityczna, w kt6rej zamiast spostrzega-
nia bezposredniego mamy do czynienia z czysto logi-
cznemi dziataniami, niezaleznemi od wielkosci, podda-
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nycli dziataniom, wtedy prace ich najniezawodniej
przyczynityby sie do dalszego rozwoju ich idej.

Idea, raz rzucona, kietkuje, a przy sprzyjajgcych
okoliczno$ciach rozwija sie i wydaje plon cudowny.
Mysl o dalszym rozwoju geometryi podnidst najwiek-
szy z matematykdw nowoczesnych, B. Hiemann, ktéry
w odczycie, wygtoszonym w r. 1854 Ueber die Hi/pothe-
sen, welche der Geometrie zu Gniade liegm 1), rozwigzat
kwestye, nad zbadaniem ktérej naprézno silili sie
najwieksi filozofowie i matematycy i przez to wywo-
tat zywy ruch, zaréwno ws'rdd matematykéw jak i fi-
lozoféw. 1tym razem sprawdzit sie fakt, ze wszel-
kie odkrycie naukowe .zalezy od ducha czasu, ze
gdy pewna kwestya dojrzewa, to rozwigzanie jej sa-
mo sie nasuwa,.tak, ze bardzo czesto dokonywa
go jednoczes$nie wielu badaczy. W tym samym bo-
wiem czasie fizyk Helmholtz, wychodzac z zupetnie
innego punktu widzenia, doszedt do tych samych re-
zultatow, co i Riemann, i przez to dowiddt catej donio-
stosci tych badan dla éwczesnego stanu matematyki.

1.
Badania Riemanna i Helmhoitza.

Na poczatku niniejszej pracy powiedzieliSmy, ze
ani Euklides, ani tez inni matematycy nie zbadali, czy

) Tlémaezony na jezyk polski przez pp. S. Diksuteina
i W. Gosiewskiego.
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znany uktad pewnikdw geometryi zwyczajuej jest
konieczny i dostateczny. Dowodzenie takie winno
byto wykazaé, ze ten uktad zawiera wszystkie gtow-
ne orzeczenia, stanowigce tre$¢ naszego wyobrazenia
0 przestrzeni. Tymczasem pewnikite moze odnoszg sie
tylko do pewnych szczeg6lnych form przestrzeni, ja-
ko to katow i linij.

Riemann przedewszystkiem starat sig zbadac ce-
chy, charakteryzujace naszg przestrzen, i w tym celu
usitowat przedstawi¢ ja, jako szczegdlny przypadek
0go0lniejszego pojecia. Dla zrozumienia mys'li tego
genialnego badacza, musimy poda¢ niektdre wiado-
mosci czysto filozoficzne.

# LN

Filozof krélewiecki Immanuel Kant dowiddt, ze
czas i przestrzerh sg czystemi spostrzezeniami (/J«-
schauungen) natury apriorystycznej, a zatem nie sg po-
jeciami.

Jaka jest roznica pomiedzy spostrzezeniem a po-
jeciem?

Kant powiada: ,wyobrazenie, ktore otrzymu-
jemy od pojedynczego przedmiotu, jest spostrzeze-
niem." ).

Przez spostrzezenie zatem nalezy rozumie¢ isto-
te, jedyng co do swoich witasciwosci i raz tylko istnie-

") Difi Vorstelluug, die nur durcli einon eiiizlgen Gogen-
staiul gegeben werden kann, ist. »b«r Ansolmuimg.

Baa. nad przestrz. 2
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igcq. Poeta np. Mickiewicz jest takg pojedyncza, je-
dnostka,, niemajacg nigdzie co$ rownego sobie, o kto-
rej zatem zadnym opisem ani tez wyjasnieniem nie
moge wyrobi¢ tak jasnego wyobrazenia, jakie nam
daje spostrzezenie bezposrednie.

Ozem znowu jest pojecie? Pojedyncza sosna,
rosngca nad brzegiem Niemna w lasku drnskieni-
ckim i nazwana ,,babka," jest spostrzezeniem. Pojecie,
przeciwnie, ,,sosna“ oznacza wszelkie sosny, bez wzgle-
du na réznice, pomiedzy niemi zachodzié¢ mogace.

Jaki wiec jest stosunek pojecia do spostrzeze-
nia? Pojecie otrzymujemy, gdy z wielu r6znych osob-
nikdw wyciggamy wszystko, co majg, nawzajem wspol-
nego, i tworzymy z tego uktad cech. Pojecie zatem
nie zawiera w sobie wszystkich cech pojedynczego
przedmiotu, lecz tylko cze$¢ ich, jest ono zatem wyo-
brazeniem ezagstkowem, nie za$ calkowiiem. Czastkowe
wyobrazenie sosny jest pojeciem sosny, daje ono mi
niektére tylko cechy. Przeciwnie spostrzezenie sosny
»,babki" daje mi wyobrazenie wszystkich cech, chara-
kteryzujacych te pojedynczg sosne.

Po tem okre$leniu zbadajmy, czy przestrzen jest
spostrzezeniem, czy tez pojeciem?

Gdyby przestrzen byta pojeciem, to musiata-
by ona powstaé z abstrakcyi. Uformowanie pojecia
»przestrzen" przypuszcza istnienie wielu innych prze-
strzeni. Lecz, czy takie rdzne przestrzenie rzeczywi-
Scie istniejg? Nie! gdyz analizujgc nasze wiadomosci
0 przestrzeni, przychodzimy do przekonania, ze dla
nas istnieje tylko jedna, jedyna przestrzen, rozcigga-
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jaca sie do nieskonczonosci. Przestrzen zatem nie
moze by¢ pojeciem, lecz tylko spostrzezeniem. Wy-
woéd Kanta jest prawda niezbita,, ktorej dotychczas
mobali¢ nie zdotano. Pomimo tego jednak, nie za-
wiera on w sobie catej prawdy, gdyz badania mate-
matyczne wilasnie wykazaty, ze, niezaleznie od tego
pierwotnego charakteru, mozemy przestrzen jeszcze
uwazaé, jako pojecie, zajmujgce okreslone miejsce
w caltym szeregu- poje¢ odpowiednich. Uskuteczniamy
to za pomoca metody Descartes’a, czyli tak zwanej
geometryi analitycznej, ktora uczy nas przedstawiac
w postaci wielko$ci liczebnych te stosunki miarowe
figur przestrzeni, ktére geometrya euklidesowa ozna-
cza za pomoca konstrukcyj,

Punktem wyjscia dla Descartes’a byto nastepujace
rozumowanie: Potozenie kazdego punktu na ptaszczy-
Znie mozna wyznaczy¢ za pomocag dwoch liczb,wyraza-
jacych diugosé¢ odcinkéw dwéch prostych, poprowa-
dzonych od danego punktu w dwoch zupetnie okreslo-
nych kierunkach. Te dwie liczby nazywamy wspdlrzad-
nemi danego punktu, state za$ kierunki osiami wspoét-
rzednych. Jan Bernoulii uogélnit te metode dla punktu
w przestrzeni, ktdrego potozenie wyznaczajg trzy
wspotrzedne, t. j. dlugosci trzech odcinkéw prostopa-
dtych, spuszczonych z danego punktu natrzy ptaszczy-
zny, wzajemnie prostopadte. Jezeli do tego dodamy, ze
potozenie punktuna linii prostej mozemy wyznaczy¢ za
pomocy jednej wspdtrzednej, a mianowicie odlegtosci
tego punktu od punktu statego na prostej, to widzi-
my, ze potozenie elementu (punktu).w pktadzie jeduo-
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mwymiarowym (linii) bywa okreslane za pomocg, jednej
wspdltrzednej, w uktadzie dwuwymiarowym (ptaszczy-
Znie) za pomoca, dwoch, nakoniec w ukladzie trojwy-
miarowym (przestrzeni) za pomocg, trzech wspdétrzed-
nych.

W taki sam spos6b mozemy tez i inne wiasciwosci
charakterystyczne przestrzeni, jako to: jej ciggtosc,
przystawalnos$¢ réznych jej czesci i t. p., przedstawié
analitycznie, Dla wyrazenia np. ciggtosci wielkosci
przestrzennych mozemy powiedzie¢, ze wspo6trzedne
punktéw przechodza przez wszystkie warto$ci, zawar-
te pomiedzy dwiema granicami.

Jezeli wiec dla kazdej charakterystycznej ce-
chy przestrzeni mozemy znalez¢ okreSlenie analitycz-
ne, wiec jasng jest rzecza,, Zze i samg przestrzen mo-
zemy przedstawic¢, jako pojecie wielkosci. Przedsta-
wienie takie wtedy tylko jest mozebne, gdy dane beda.
liczba i zwigzek pomiedzy cechami, majacemi chara-
kteryzowac przestrzen. Do tego za$ celu trzeba, aby
mozna byto tworzy¢ inne pojecia wielkosciowe, daja-
ce sie porownywac z pojeciem wielkosciowem. prze-
strzeni. Tworzenie poje¢ wielkosciowych dla ukta-
doéw nieciggtych jest rzeczg bardzo fatwa, i bardzo
powszechng, gdyz, dla najréznorodniejszych przed-
miotéw, zawsze mozemy znale$¢ pojecie, w ktorem
wszystkie sg zawarte. Natomiast tworzenie pojec
wielkosciowych dla rozmaitosci ciggtych jest nie-



ssmiernie trudne; bo w zyciu powszedniem takich
uktadéw jest bardzo mato. Przestrzen i czucie wra-
zenia barw i dZzwiekow sg jedynymi takimi uktadami.
Dla tworzenia poje¢ wielkoSciowych, analogicz-
nych z przestrzeni/}, wychodzimy z dwoch jej cech
charakterystycznych: rozciggtosci w trzech kierun-
kach i ciggtosci. tatwo widzieé, ze i uktad wrazen
barwnych posiada te dwie cechy. Przedewszystkiem
bowiem uktad ten analitycznemu badaniu przedstawia
sie jako wielko$¢ ciggta, gdyz dwa dowolne wraze-
nia barwne moga dla naszego czucia by¢ potgczone
ciggtym szeregiem innych barw; oprocz tego, analo-
gia ukladu barw z naszg przestrzenig powieksza
sie jeszcze, gdy zwazymy, ze ukiadowi temu mozemy
analitycznie przypisywaé trzy wymiary, a mianowi-
cie: ton barwy, stopien nasycenia i natezenie Swiatla,
ktére-to wielkosci w ogole sg nawzajem niezalez-
ne. Zachodzi jednak wazna réznica pomiedzy temi
dwoma pojeciami. Trzy bowiem wymiary przestrzeni
mdajg sie pomiedzy sobg poréwnywaé, mozemy np. wy-
znaczy¢, o ile roznica dwoch dtugosci jest wiekszg od
réznicy dwoch szerokosci lub wysokosci, co oczywi-
$cie niema miejsca dla dwoéch wymiaréw uktadu barw.
Drugi przyktad wielko$ci ciggtej o frzejh wy-
miarach przedstawia uktad wrazehA dzwieku.
Wychodzac z takiego punktu, Riemann uog6l-
nit to pojecie i wprowadzit rozmaitosci (Mnnnig-
faltigkeiten) wiecej niz o trzech wymiarach. Przez roz-
maito$¢ n wymiarowg rozumie on pojecie wielkosci,
ktorej kazdy pierwiastek (w przestrzeni punkt) wy-



znaczy¢ trzeba za pomoca n wielkosci, nawzajem nie-
zaleznych.

Przestrzen zatem bedzie rozmaitoscig, o trzech
wymiarach. Taka. samg rozmaitoScig bedzie system
barw. Powierzchnia znowu bedzie rozmaitosciag O
dwoch wymiarach, linia—rozmaito$cig ojednym wy-
miarze. Rozmaito$¢- zatem w-wymiarowa stanowi naj-
og6lniejsze pojecie, pod ktére podpada i nasza prze-
strzen, rozwazana jako wielko$¢.

Pojecie jednak rozmaitosci jest zbyt og6lne-,
by mozna byto je uzy¢é do wyprowadzenia cech, cha-
rakteryzujacych naszg przestrzen, i dla tego musimy
je przedewszystluem ograniczy¢, a mianowicie be-
dziemy tylko badali takie rozmaitoSci, ktdrych wy-
miary sgjednorodne, t.j. daja sie wzajem porowny-
wac, jak to ma miejsce dla naszej przestrzeni.

Rozmaitosci takie nazywac¢ bedziemy rozmaito-
§ciami przcstrzennemi o n wymiara.uk, czyli, jak je-
Helmholtz zowie, przestrzeniami o n wymiarach.

* * *

Pozostaje teraz zbadad, jakie sg cechy, odrdznia-
jace jedng przestrzen n-wymiarowg od drugiej, gdyz.
tylko tym sposobem zdotamy wyrézni¢ naszg prze-
strzeA od wszelkich innych przestrzeni tréjwymia-
rowych. Takie cechy otrzymat Riemann, opierajac sig;
na badaniach Gaussa nad krzywemi powierzchniami.

Postaramy sie badania te wytozy¢ jezykiem,,
przystepnym dla og6tu czytelnikéw.
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Gdy na plaszczyznie, np. na papierze, na-
kreslimy jakakolwiek figure, tréjkat chociazby, to
figure te mozemy dowolnie przesuwaé po powierz-
chni, nie zmieniajac w niczem jej ksztattu. To samo
mozna tez uskuteczni¢ ina powierzchni kuli dowol-
nego promienia, gdyz kazda figure, nakre$long na
niej, mozna przenies¢ w dowolne miejsce tejze samej
powierzchni bez zmiany ksztattu.

Lecz wihasciwos$¢ ta obowigzuje nie wszelkie po-
wierzchnie. WeZmy np. powierzchnie jajka: mata
figura papierowa, ktdra szczelnie przystaje do tej po-
wierzchni w okolicach réwnika, nie przystanie do niej,
gdy ja przytozymy do miejsca, blisko biegunéw poto-
zonego, ehyba jezeli zmienimy ksztatt figury. Na od-
wrét, matg krymke papierowga, szczelnie przylegajaca
do’ biegundw jajka, nie mozna bez zmiany ksztattu
dopasowaé¢ do powierzchni jajka w okolicach réwni-
ka. Dla.wyrazenia tej réznicy powiadamy, ze krzy-
wizna powierzchni kuli jest wszedzie jedna i ta sama,
krzywizna za$ powierzchni jajka zmienia sie od pun-
ktu do punktu.

Jesli teraz weZmiemy dwie kule, jedng o pro-
mieniu 3, drugg o promieniu 6, to wprawdzie moze-
my na kazdej z nich przesuwaé figury bez zmiany
ksztattéw, lecz nie mozemy tego uczynié, jesli prze-
nosimy figure, nakre$long na powierzchni jednej kuli,
na powierzchnie drugiej, gdyz krzywizny powierzchni
tych kul sa odmienne, a zatem figura, przeniesiona
z jednej powierzchni na drugg, musi sie'przystosowac
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do krzywizny nowej powierzchni, t. j. musi zmieni¢
swdj ksztatt.

Gauss, wprowadziwszy t. zwang, miare krzywiz-
ny, dowiodt, ze tylko wtedy mozna przenosic¢ figury
z jednego miejsca powierzchni na inne, gdy krzy-
wizny w obu miejscach sg jednakie. Przy wszelkich
przeksztatceniach powierzchni bez zgie¢ i zdaré, mia-
ra krzywizny sie nie zmienia, i dla tego to powierz-
chnie, majace jednakowe miary krzywizny, mozna
nawija¢ jedne na inne, jak np. ma to miejsce, gdy
powierzchnie walcowe lub stozkowe rozwijamy na
ptaszczyzne.

Odnosnie (Jo miary krzywizny, powierzchnie,
czyli rozmaito$ci przestrzenne o dwdch wymiarach,
mozna podzieli¢ na dwie wielkie grupy, a mianowicie:
1-0 na powierzchnie o statej mierze krzywizny, i 2-0
na powierzchnie, w ktérych miara krzywizny zmienia
sie od punktu do punktu.

Powierzchnie o statej mierze krzywizny dzieli-
my znowu na trzy rodzaje: Pierwsze miejsce zajmuja,
powierzchnie, ktérych miara krzywizny jest zerem,
Tu nalezg ptaszczyzna i powierzchnie, dajace sie roz-
wija¢ na ptaszczyzne, jak walce i stozek. Drugie zaj-.
mujg powierzchnie, ktérych miara krzywizny jest do-
datnig,, np. powierzchnie kuliste i te, ktére sie daja
rozwing¢ na kule. Trzecie miejsce zajmujg powierz-
chnie tak zwane pseudosferyczne.

Druga grupe powierzchni mozna takze podzielié
natrzy rodzaje, a mianowicie: I-o powierzchnie o krzy-
wienie zmiennej i dodatniej, 2-0 powierzchnie o krzy-



wiznie zmiennej, lecz ujemnej, i w koncu 3-0 po-
wierzchnie o krzywiznie zmiennej, juz to dodatniej,
juz tez ujemnej.

Na powierzchniach o statej krzywiznie zero, t. j.
na ptaszczyznie, walcu i stozku, i wog6le na powierz-
chniach rozwijalnycb, majg miejsce 6smy i dwunasty
pewniki Euklidesa, t. j.. ze figury mozna przenosic
Bbjednego miejsca na inne bez zmiany ich ksztattu,
:ze pomiedzy dwoma punktami mozna poprowadzi¢ je-
dne tylko prosty, ktdra bedzie najkrétszg odlegtoscia
pomiedzy nimi. Nalezy tylko zwr6ci¢é uwage na
+0, ze prosta na plaszczyznie, bedac nawinieta na
walcu, moze sie zamieni¢ na prostg, tuk kota lub
linie Srubowg. Te dwie ostatnie krzywe nazywaja,
sie ngjprostszemi liniami, czyli liniami geodezyj-
nemi powierzchni walca, gdyz posiadajg wszelkie
wiasnosci prostych na ptaszczyznie. Qo sie tyczy je-
denastego pewnika Euklidesa, to ma on miejsce na
wszystkich powierzchniach rozwijalnycb, jesli tylko
bedzie prawdziwy dla ptaszczyzny.

Poniewaz miara krzywizuy kuli jest wszedzie
ta sama, wiec na kuli ma miejsce 6smy pewnik Eu-
klidesa, dotyczacy moznosci przenoszenia figur bez
zmiany ksztattu z jednego miejsca na inne. Naj-
prostszemi liniami na powierzchni kuli sg tuki kot
wielkich. Ztad wypada, ze pomiedzy danymi dwoma
punktami na powierzchni kuli mozna poprowadzi¢ nie
jedna najprostszg linig, lecz dwie, ale tylko jedna
z nich bedzie najkrotsza. Opro6cz tego, pomiedzy
dwoma punktami, lezacymi na koncach $rednicy kuli,



— 26 -

mozna poprowadzi¢ nieskofnczenie wiele najprostszych
linij. Dwunasty zatem pewnik Euklidesa obowiazuje
powierzchnia kuli z pewnemi tylko ograniczeniami
i dla tego-to niektére twierdzenia planimetry] nie sg
prawdziwe dla sfery. Tak np. przez dany punkt na
powierzchni kuli nie mozna poprowadzi¢ réwnolegtej
do najprostszej linii. Dwie linie najprostsze, prosto-
padite do trzeciej, przecinajg sie. Jedenasty pewnik
Euklidesa, albo réwnowazne mu twierdzenie o sumie
katow trojkata ptaskiego, nie istnieje dla powierzchni
kuli, gdyz suma katéw tréjkata sferycznego jest ilo-
§cig zmienng, proporcjonalng do powierzchni trdjkata
i zawierajacqg sie pomiedzy dwoma i szescioma kata-
mi prostymi i dla tego na powierzchni kuli niema figur
podobnych. Trygonometrya sferyczna jest odmienng
od trygonometryi ptaskiej, tylko w przypadku, gdy
promien kuli zbliza sie do nieskoriczono$ci, wzory try-
gonemetryi sferycznej zainieniajajsie na wzory trygo-
nometryi plaskiej.

Trzecim rodzajem rozmaitosci przestrzennych,
dwuwymiarowych o statej krzywiZznie, sa powierzch-
nie o krzywiznie ujemnej. Powierzchnie te zostaty
w ostatnich czasach zbadane analitycznie przez geo-
metre witoskiego Beltrami’ego. Nazwane powierzch-
niami pseudosferycznemi, majg one krzywizne statg
i ujemng. W kazdym punkcie sg one ksztattu siodta.
Powierzchni tych w catosci w naszej przestrzeni przed-
stawi¢ niemozna, lecz tylko ich pojedyncze czesci.
Tak np. niektorg czes¢ mozna otrzymac, obracajac
okoto osi tuk kota, zwrécony wypuktoscia, do osi. Inna



cze$¢ znowu ma niejakie podobieAstwo z kielichem do-
wina szampanskiego, ktérego nézka, stawajgc sie co-
raz ciefisza,, ciggnie sie do nieskonczono$ci. Poniewaz
na pseudosferze miara krzywizny jest iloScig stala,,
wiec po niej mozemy przesuwac figury bez zmiany ich
ksztattu, czyli na niej ma miejsce 6smy pewnik-Eu-
klidesa. Pomiedzy dwoma danymi punktami na pseu-
dosferze mozna poprowadzi¢ jedne tylko najprostszg
linie, czyli dla tej powierzchni ma miejsce dwunasty
pewnik Euklidesa. Wszystkie zatem twierdzenia pla-
nimetry! euklidesowej, ktére zalezg tylko od tych.
dwéch pewnikow, sg tez prawdziwe i dla pseudosfery.
Przez kazdy punkt powierzchni mozemy poprowadzié
nieskonczenie wiele najprostszych linij, nie przecina-
jacych danej najprostszej, chociazby$Smy je przedtu-
zali do nieskoriczono$ci. Jezeli z punktu danego spu-
scimy linie geodozyjng prostopadle na dang geodezyj-
ng pseudosfery, to po obu stronach tej prostopadiej
znajdujg sie dwie linie geodezyjne, ktére asymptoty-
cznie przyblizajg sie do danej geodezyjnej; wszystkie
linie geodezyjne, przechodzace przez dany punkti le-
zace pomiedzy dang linig geodezyjng i asymptotami,
przecinaja dang linig geodezyjna; wszystkie za$, lezg-
ce zewnatrz tego kata, nie przecinaja, jej. Geometrya
zatem powierzchni pseudosferycznej jest identyczna
z geometryg tobaczewskiego. Nalezy doda¢, ze Bel"
trami pokazat, w jaki sposéb powierzchnie pseudosfe-
ryczng mozna odwzorowywaC na plaszczyznie tak,
azeby wszystkie jej punkty lezaty wewnatrz kota,
ktérego okrag odpowiada punktom powierzchni, leza-
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cym w nieskoAczono$ci. Liniom geodezyjnym na pseu-
dosferze odpowiadajg cieciwy kota.

Z tego cosmy wyzej powiedzieli, wynika, ze pe-
wnik 6smy jest wspélny ptaszczyznie, pseudosferze
i kuli; pewnik dwunasty odréznia powierzchnie kuli
od ptaszczyzny i pseudosfery, nakoniec pewnik jede-
nasty jest wylgczng wiasnoscig ptaszczyzny. Rozu-
mowania powyzsze pokazujg, dla czego Legendre’owi,
opierajgcemu sie na 6smym i dwunastym pewniku, nie
udato sie dowie$é, ze suma katéw w trojkacie jest
mniejsza od dwoch katéw prostych, gdyz oba te pe-
wniki stuzg zaréwno dla ptaszczyzny jak i dla pseu-
dosfery, na tej ostatniej za$ suma katéw w trojkacie
geodezyjnym jest mniejsza od dwoch katéw prostych.

Wytozywszy cechy, odrdzniajagce r6zne powierz-
chnie nawzajem, zrozumiemy studya, ktéro doprowa-
dzity do rozrézniania wielu roéznych przestrzeni.

Riemann pokazat, ze podstawg wszelkiej geome-
tryi jest wyrazenie, dajgce odlegtos¢ dwoch dowol-
nych punktéw w przestrzeni n-wymiarowej, przede-
wszystkiem za$ dwdch punktéw, nieskonczenie siebie
bliskich. Wychodzac z tego wyrazenia, dowiddi, ze
swoboda ruchu ciat bez zmiany ksztattéw, ktdrg ob-
serwujemy w naszej przestrzeni, wtedy tylko jest mo-
zebna, gdy pewna wielko$¢ matematyczna, sprowa-
dzajgca sie w przypadku rozmaito$ci dwuwymiarowej,
czyli powierzchni, do miary krzywizny, ma wszedzie
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wartos¢ stak;}. Z tego powodu wielko$¢ te Riemann
nazwal miarg krzywizny - przestrzeni, n-wymiarowej.
(Musimy tu zwréci¢ uwage, ze te wielko$¢ otrzyma-
no droga, analityczng, i ze wyprowadzenie jej nie
opiera sie na zadnem spostrzeganiu zmystowem).

Ot6z, gdy miara krzywizny przestrzeni tréjwy-
miarowej ma wszedzie warto$¢ zera, to takiej prze-
strzeni odpowiadajag pewniki Euklidesa. Przestrzen
te mozemy nazwacC ptask# dla odroznienia jej od
wszelkich innych przestrzeni tréjwymiarowych, w kté-
rych miara krzywizny jest r6zng od zera i ktore z te-
go powodu nazwiemy przestrzeniami krzywemi. Ra-
chunek daje nam sposéb utozenia konsekwentnej geo-
metryi w takich przestrzeniach.

Przestrzern tréjwymiarowa gdy ma wszedzie
stalg warto$¢ dodatnig, otrzymuje nazwe sferycznej.
W niej niema lituj réwnolegtych i linie najprostsze
sg zamkniete (podobnie jak kota wielkie na kuli).
Przestrzen taka jegt, jak kula, nieograniczona, b ez
skonczona, suma katéw w trojkacie jest wieksza od
dwéch katéw prostych i zalezy od wielkosci trojkata.

Gdy przestrzeA trojwymiarowa ma miare krzy-
wizny statg i ujemna, to przyjmuje ona nazwe prze-
strzeni pseudosferycznej. W niej najprostsze linie
jda do nieskonczonos$ci, suma katow w tréjkacie jest
mniejsza- od dwdch katéw prostych i zaleznag od wiel-
kosci powierzchni tego trojkata.

Stosunki, zachodzgce w przestrzeni pseudosfery-
cznej, Beltrami uczynit dostepnymi spostrzeganiu, wy-



kazujac, jak mozna punkty. Jinie i ptaszczyzny prze-
strzeni pseudosferycznej tak odwzorowywaé wewnatrz
kuli przestrzeni euklidesowej, aby kazda linia geode-
zyjna przestrzeni pseudosferycznej byta w kuli repre-
zentowana przez prostg linie, kazda najprostsza pta-
szczyzna tej przestrzeni przez zwyczajng-ptaszczyzne
w kuli. Sama powierzchnia kuli bedzie przy tem od-
wzorowywaniu odpowiadaé nieskonczenie oddalonym
punktom przestrzeni pseudosferycznej. ROzne czesci
tej przestrzeni beda, w ich odwzorowywaniu kulistem,
tem wiecej zmniejszone, im blizej lezg powierzchni
kuli, zmniejszenie za$ to bedzie wieksze w kierunku
promieni, niz w kierunku, do nich prostopadtym. Pro-
stym liniom wkuli, ktdre sie przecinajg zewnatrz kuli,
odpowiada¢ bedg linie geodezyjne przestrzeni pseudo-
sferycznej, ktore sie nigdzie nie przecinaja.

Podczas gdy Riemann za podstawe swoich ba-
dan obrat wyrazenie analityczne dla dwdch punktow
nieskoriczenie bliskich w rozmaitoSci przestrzennej,
Helmholtzowi za punkt wyjscia stuzyty fakty z obser-
wacyi o zupetnej swobodzie ruchoéw w, naszej -prze-
strzeni i ztagd wyprowadzit on wzory Riemanna.

Pakty, na ktorych sie opart Helmkoltz, sg na-
stepujace: przystawanie ciat w naszej przestrzeni jest
niezalezne od miejsca, od kierunku i od drogi, po kto6-
rej doprowadziliSmy je do przystawania.
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Przystawanie cial niezaleznie od miejsca jest
oczywiscie ideutyczne z twierdzeniem, ze przy zadnej
zmianie miejsca cial geometrycznych nie zmienia sie
stosunek ich wymiarow Unijnych. Ta stato$¢ moze
pochodzi¢ z trzech przyczyn:

1-0. Przedewszystkiem stosunki te oczywiscie
pozostang statymi, gdy same wymiary, przy wszel-
kich zmianach miejsca, nie ulegng zmianie.

2-0. Dwa rowne ciata geometryczne i wtedy
jeszcze przystang do siebie, jesli, przy przeprowadze-
niu ich z jednego miejsca do innego, wymiary ich od-
powiednio wzrastajg lab odpowiednio sie zmniejszajg
i jesli procz tego przypuscimy, ze i wihasne nasze cia-
fo, ktérego rozne czesci, jak nogi i oczy, stuzg nam
za narzedzia miernicze, tym samym ulegng zmia-
nom.

W koncu 3-6 wszystkim warunkom przystawania
eciat stanie sie zado$¢ i wtedy, gdy, przy zmianie
miejsca potozenia, wymiary wszystkich ciat i naszego
witasnego ciata ulegng niejednakowym zmianom, gdy
np. wymiary gtebokosci szybko, wymiary za$ szerokosci
epowoli wzrastaja, byleby tylko stosunek tych zmian
byt staty. Helmholtz, w bardzo dowcipny sposdb,
'uzmystowit podobne zmiany ksztattu, przypomina-
jac, jak sie Swiat odbija w zwierciadle wypukiem.
Posrebrzane kule, wystawione w ogrodach, przedsta-
wiajg podobne zjawisko, lubo nieco zmienione z powo-
du niektérych niedoktadnosci optycznych. Dobrze
urobione zwierciadto wypukite, z niewielkg otwarto-
$cig, daje obrazy przedmiotow, ktOre pozornie przed-



stawiajg sie, jako ciata, znajdujgce sie za zwierciadtem
w oznaczonych potozeniach i odlegtosciach. Obrazy
oddalonego poziomu i storica na niebie znajduj;} sie
w oznaczonej odlegtos'ci, a mianowicie w odlegto$ci
ogniskowej zwierciadta. Pomiedzy tymi obrazami
a powierzchnig tylng samego zwierciadta sg obra-
zy wszystkich innych przedmiotow przed zwiercia-
diem sie znajdujgcych, ktére-to obrazy tem wiecej,
sg zmniejszone i przyptaszczone, im dalej od zwier-
ciadta sg przedmioty. Przyptaszczenie, t.j. zmniej-
szenie wymiaréw gtebokosci, stosunkowo jest znacz-
niejsze, niz zmniejszenie sie wymiardw powierzchni.
Przez to kazda prosta $wiata zewnetrznego bedzie
miata za obraz druga prosta, kazda ptaszczyzna—pta-
szczyzne. Obraz czlowieka, ktory z miarg w reku
odmierza linie, od zwierciadta sie oddalajacag, bedzie
stopniowo malat, w miare tego, jak sie oryginat od
zwierciadta oddala. Lecz cztowiek w obrazie, mie-
rzagc diugos¢ swag rdwniez zmniejszajagcq sie miarg,
otrzyma zupeinie te samg liczbe centymetréw co
i cztowiek w Swiecie rzeczywistym. Wogdle, wszyst-
kie pomiary geometryczne linij i katow, wykonane za
pomocg prawidtowo zmieniajacych sie obrazéw zwier-
ciadlanych przyrzadéw rzeczywistych, datyby dokitad-
nie te same wypadki, co i w Swiecie rzeczywistym;
wszystkie przedmioty, ktoreby w rzeczywistosci przy
natozeniu przystaty do siebie, datyby obrazy, r6-
wniez do siebie przystajgce. Stowem, trudno po-
jaé, wjaki sposob ludzie w zwierciadle wykryliby,
ze ich ciata nie sg statemi. Lecz jesliby oni mogli
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spojrze¢ na nasz $wiat, nie wychodzac ze swego,
to musieliby nasz S$wiat uwazaé za obraz zwiercia-
dta wypukiego i powiedzie¢ o nim to samo, co my
moéwimy o nich, i jesliby ludzie tych dwdch Swiatow
mogliby ze soba, rozmawia¢, to w zaden sposob nie
byliby w stanie wykazaé, kto z nich ma przed sobg
Swiat rzeczywisty, a kto Swiat urojony.

Powyzsze rozumowanie pokazuje, ze geometrya
tylko nie moze dac¢ okresSlenia ciata statego, gdyz
znaud okreslenie, wedtug ktérego ciatem geometry-
cznem statem jest takie, w jakiem odlegto$¢ pun-
ktow pozostaje statg przy wszelkich zmianach miej-
sca, odpowiada kazdemu z trzech przypadkéw przy-
stawania wyzej wymienionych, i my nie posiadamy
absolutnej miary do mierzenia odlegtosci, wszystkie za$
miary, przez nas uzywane, w kazdem z dwdch osta-
tnich przypuszczen co do przystawania, ulegng odpo-
wiednim zmianom, tak, ze, za ich pomocg, prawdziwe-
go stanu rzeczy nie odkryjemy. Jesli wiec geometrya
chce utrzymac pojecie ciata statego, to musi uciec
sie do pomocy mechaniki, ktdra wszystkie swoje twier-
dzenia opiera iia pierwszem ze wspomnionych wyzej
przypuszczen o przystawaniu ciata, a mianowicie, ua
niezmienno$ci nietylko stosunkéw ciat, ale iich wy-
miaréw. Do$¢ przypomnieé kardynalne prawo mecha-
niki, ze punkt ruchomy, na ktéry nie dziatajg sity,
musi sie porusza¢ po linii prostej z predkoscig stala,
by sie przekonac¢ o prawdzie stow naszych.

Natem miejscu musze wspomnieé, jako Helmholtz
przy badaniach swoich doszedt do wypadku, ze dla

Baa, nad przestrz. 3
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otrzymania wzoru Riemann’a nalezy jeszcze przyjac,
iz ciata state, po wykonaniu obrotu okoto statej osi,
wracajg do pierwotnego potozenia, gdyz mozna sobie
wyobrazié¢ przestrzen, w ktérej wymiary ciat wzrasta-
ja proporcyonalnie do kata obrotu.

Opierajac sie na przypuszczeniach Helmlioltz’a
i przyjmujac, ze zasady'naszej mechaniki sg prawdzi-
we, mamy prawo twierdzi¢, ze naszaprzestrzen jest roz-

maito$cig trzech wymiarowg o statej mierze krzywizny.

*
* *

Poniewaz jednak wszystkie poprzednie badania
opierajg sie na faktach, zaczerpnietych z ograniczo-
nych cze$ci przestrzeni, wiec nie mamy prawa wyzej
podanego wniosku rozciggna¢ na stosunki, zachodzg-
ce w czesciach nieskonczenie matych przestrzeni. Bar-
dzo bowiem by¢é moze, ze przystawanie cial nieskon-
czenie matych ma tylko w przyblizeniu miejsce, a tem
samem, ze przestrzef nasza, w cze$ciach nieskoricze-
nie matych, niema krzywizny statej. Eiemann zwrocit
uwage na doniosto$¢ tego wyjatku, gdyz wszelkie hi-
potezy o elementarnej budowie materyi, stuzace za
podstawe teoryom fizycznym i chemicznym, wychodza
z zatozenia, ze przestrzen ma krzywizne statg w cze-
Sciach nieskonczenie matych.

Przekonawszy sie, ze przestrzen nasza ma krzy-
wizne statg, musimy zada¢ sobie pytanie, jaka jest
wartos$¢ tej krzywizny, czy dodatnia, ujemna lub zero.
Otoz, poniewaz wszystkie twierdzenia geometryi Eu-
klidesa w zastosowaniu do naszej przestrzeni dajg
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wypadki, ktore, o ile sagdzi¢ mozemy, sgzupetnie do-
ktadne, wiec z wszelkiem prawdopodobiefAstwem twier-
dzi¢ mozemy, ze miara krzywizny naszej przestrzeni
jest zerem.

Musimy jednak zwrdci¢ uwage na to, ze gdyby
ta miara krzywizny miata warto$¢ dodatnig lub ujem-
ng bardzo matg, to nasze pomiary nie sg jeszcze dos'¢
doktadne, by za ich pomocg mozna byto wykry¢ to od-
stepstwo od miary krzywizny zura. W kazdym razie,
watpliwos'é co do tego punktu da sie tylko usuna¢ na
drodze empirycznej, gdy bedziemy mierzyli z najwiek-
szg doktadnoscig sume katdw w tréjkagtach dostatecz-
nie wielkich.

Niektdrzy matematycy, wychodzac ze znanego
faktu, ze nasze spostrzeganie przestrzeni moznaroz-
szerzy¢ do nieskonczonos$ci, twierdzg, ze przestrzen
nie moze mie¢ miary krzywizny dodatniej, gdyz
wszystkie rozmaitosci z dodatnig miarg krzywizny sg
skoiczone. W tem rozumowaniu pomieszano na-
wzajem dwa pojecia, zupeinie odmienne, a miano-
wicie pojecie nieskorniczonoSci z pojeciem nieograni-
czonosci. Dla lepszego wyjasnienia tej mysli, rozpa-
trzymy przestrzen dwuwymiarowg. W tym celu
wyobrazmy sobie istoty rozumne dwu wymiarow, kto-
re zmuszone sg zy¢ na powierzchni kuli bardzo wiel-
kiego promienia, i dajmy na to, ze organy i przy-
rzady sg takie, iz tylko bardzo nieznaczna stosunko-
wo cze$¢ tej kuli jest dla nich widoczna, jeszcze
mniejsza zas dostepna ich sposobom mierzenia. Nie
‘rudno pojaé, ze gdy powierzchnia tej kuli bedzie do-
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statecznie wielkg, wtedy istoty te wytworzg sobie
geometrye podobny do naszej, jezeli tylko czes¢ kuli,
przez nie zajeta, bedzie dos¢ matg. Dla nicli suma
katow trojkata rownac sie bedzie dwu katom prostym,
ich linie najkrdtsze beda dla nich nieskoriczone, gdyz
jak daleko wzrok ich siega, widzg nietylko nieograni-
czono$¢, lecz jeszczu nieskonczono$é swej powierzchni.
Moze wiec w takiem samem potozeniu znajdujemy sie
i my wnaszej przestrzeni, gdyz nieskoriczono$¢ tej
przestrzeni opieramy na uog6lnieniu pewnika o linii
prostej, otrzymanego z obserwacyi w czesciach skon-
czonych przestrzeni, dla czesci nieskoriczenie odle-
gtych. Jezeli jednak tg droga niemozna w spos6b
pewny okresli¢, jaka jest miara krzywizny przestrze-
ni, to z drugiej strony musimy zwré6ci¢ uwage, ze
twierdzenie Zolluer’a, iz ta miara krzywizny musi by¢
dodatnig, réwniez nie jest uzasadnione. Zollner bo-
wiem, wychodzac z praw ulatniania sie ciat, dowodzi,
ze obecny porzadek Swiata wtedy tylko jest mozebny,
gdy przyjmiemy, ze nasza przestrzen jest skonczona.
Podstawa jednak, na ktérej sie opiera Zollner, jest
zbyt watta, by na niej mozna wznie$¢ nowy gmach
pogladu na $wiat, niezgodny z naszym.

Na poczatku tej pracy powiedzieliSmy, ze Rie-
mann starat sie zbada¢ cechy, odrdzniajagce naszg
przestrzen od innych rozmaitosSci trojwymiarowych.
Widzielismy, ze okre$lenie to jest tylko mozebne, gdy
poprzestaniemy na cze$ciach skoriczonych przestrzeni
i gdy przyjmiemy za prawdziwe znane nam prawa
mechaniki.
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Przy takiem ograniczeniu otrzymujemy nastepu-
jace trzy pewniki, cechujgce geometrye euklidesows:
I. Przestrzeri jest rozmaitoscig tréojwymiarowa.

I1. Przestrzen jest rozmaitoScig identyczna, sa-
ma w sobie. Do tego pewnika nalezg nastepujgce
postulaty: 1-szy. Istniejg ciata state; 2-gi. Ciala
state moga sie zapeinie swobodnie porusza¢. 3-ci.
Ciata state nie zmieniajg swoich wymiarow wskutek
obrotu okoto osi.

Ill. Przestrzen jest rozmaitoscig ptaskg czyli
nieskonczong, czyli innemi stowami:

a) Pomiedzy dwoma punktami mozna tylko po-
prowadzi¢ jedng linie prosta.

b) Suma katéw w tréjkacie rowna sie dwom
katom prostym.

Pierwsze z twierdzen, stanowiacych tre$¢ trze-
ciego pewnika, odr6znia naszg przestrzen od prze-
strzeni sferycznej, drugie za$ od przestrzeni pseudo-
sferycznej.

Widzimy wiec, ze badania powyzsze wykazaty
prawdziwe znaczenie jedenastego pewnika Euklidesa
i zarazem wyjasnity, dla czego wszelkie usitowania
zredukowania go do pewnika o linii prostej musiaty
pozosta¢ bezptodnemi. Jozeli zatem z jednej strony
majag one bardzo wazne znaczenie dla geometry.i, to
z drugiej strony przyczynity sie w wysokim stopniu
do gtebszego zrozumienia procesu mysli ludzkiej, bo
daty nam mozno$¢ rozstrzygniecia sporu o poczatku
i pochodzeniu naszych spostrzezehn geometrycznych.-
Pojmujemy, ze jesliby euklidesowe pewniki geome-
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tryczne byty, w duchu Kanta, koniecznemi formami
wszelkiego naszego mys$lenia, to wszelkie wyobraze-
nie o przestrzeni, odmiennej od naszej, musiatoby dla
nas by¢ niemozebne; tymczasem nietylko jesteSmy
w stanie pomysleé sobie przestrzen sferyczng i pseudo-
sferyczng, lecz jeszcze wyobrazié, w jakiej for-
mie w tych przestrzeniach przedmioty przedstawig sie
obserwatorowi, ktérego zmysty wyksztatcity sie
w przestrzeni ptaskiej, jak to uczynit Helmholtz. Ma-
my zatem prawo twierdzi¢, ze pewniki Euklidesa sa
natury czysto empirycznej. Oprocz tego badania
Riemann’a i Helmholtz’a przyczynity si¢ do uogélinie-
nia geometryi i mechaniki analitycznej, a nawet do
uogdlnienia pojecia liczby (liczby Grassmann’a i
Pierce’a).

V.

Liczba wymiaréw naszej przestrzeni

Na zakonczenie niniejszej pracy musimy jeszcze
kilka stow époswieci¢ kwestyi, dotyczacej wymiarow
naszej przestrzeni.

Poniewaz wszystkie nasze $rodki spostrzezen
zmystowych odnoszg sie do przestrzeni trojwymia-
rowej, wiec dopdki natura cztowieka nie ulegnie
rdzennemu przeksztatceniu, pdty nie mamy najmniej-
szego prawa twierdzi¢, ze istnieje przestrzen, ma-
jaca wiecej niz trzy wymiary. Nasze obecne do-
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Swiadczenia nas do tego nie upowazniajg. Moze, z roz-
wojem organéw zmystowych, ludzkos$¢, po uptywie nie-
skonczenie diugiego czasu, zdota wyobrazaé sobie
czwarty, piaty it. d. wymiary, lecz obecnie wszelkie
spekulacye o przestrzeniach wielowymiarowych sg
utworami rozumu i wyobrazni, ktérym w rzeczywisto-
§ci nic nie odpowiada, ktore jednak, pomimo tego, majg
racye istnienia i moga przyczyni¢ sie do wyjasnienia
wielu kwestyj bytu realnego. WidzieliSmy, jak ma-
tematyka, postugujgc sie uogo6lniong metodg JDescarte-
s’a, bada talde przestrzenie wielowymiarowe, chociaz
ich wyobraza¢ sobie nie mozemy.

Jezeli jednak nie mamy spos_obu wyobrazania
sobie przestrzeni wielowymiarowej, to mozemy pomi-
mo tego wzig¢ pod rachunek i pojeciowo zrozumiec€ te
zwigzki, ktdére tgczg nasza przestrzen z analogiczne-
mi przestrzeniami czterowymiarowemi. Jak linie pro”®
stg mozemy uwazac, jako granice okregu kota o pro-
mieniu nieskonczenie wielkim, plaszczyzne za$ jako
granice kuli o takim samym promieniu, tak samo mo-
zemy i przestrzeA na-izg rozpatrywaé, jako granice
odpowiedniej figury tréjwymiarowej. Otoz geometrya
analityczna podaje sposoby formowania rownania linii
prostej i ptaszczyzny, uwazanych jako granice okregu
kota i powierzchni kuli. Takie same réwnanie moze-
my podac i dla naszej przestrzeni, lecz podobnie jak
i okrag kota, pomimo swej jednowymiarowos$ci, wyma-
ga dla swej konstrukcji ptaszczyzny, powierzchnia
kuli—przestrzeni, tak samo i owa figura tréjwymia-
rowa, ktdrej granicg jest nasza przestrzen, wymaga
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dla swej konstrukcja przestrzeni czterowymiarowej.
"Wychodzac z tego punktu widzenia, Drobisch rozwi-
nat analitycznie wiele wtasciwosci przestrzeni cztero-
wymiarowych, analogicznych z wasciwosciami naszej
przestrzeni.

Wszystkie te badaDia jednak majg warto$¢ czy-
sto analityczng, prowadzg do wypadkow, niemajacych
nic wspdélnego ze Swiatem realnym, zupetnie tak samo
jak to ma miejsce z niektérymi utworami poezyi i sztuk
pieknych. Musimy zatem wyraznie ostrzega¢ przed
stosowaniem tych badah do wyjasnienia zjawisk spi-
rytystycznych, gdyz takie postepowanie moze sie
sta¢ bardzo niebezpieczne dla nauki wogole.

Wiadomo, ze spiryty$ci utrzymuja, iz, pod wpty-
wem medyumow, ciata znikajg i ukazujg sie. Niektd-
rzy starali sie to wyjasni¢ w ten sposOb, iz osoby ta-
kie maja poczucie czwartego wymiaru.

Dla zrozumienia tej mysli wyobrazmy sobie isto-
te dwuwymiarowa, majaca tylko pojecie odpewiedniej
przestrzeni, np. ptaszczyzny, i przedstawmy sobie, ze
na ptaszczyznie zakresdlilismy okragg kota i wewnatrz
niego punkt. Istota dwuwymiarowa nie bedzie w sta-
nie wyja¢ tego punktu z wnetrza kota, gdyz ona moze
go tylko posuwac po ptaszczyznie, tam za$ wszedzie
napotyka zapore w postaci okregu kota. My za$, isto-
ty tréjwymiarowe, mamy sposob wyjecia tego punktu
z wnetrza kola wkierunku, prostopadtym do ptaszczyz-
ny. Wyobrazmy teraz sobie kule, ze wszech stron
zamknietg, i wewnatrz niej ciato. My, istoty trojwy-
miarowe, nie mozemy ciata wyjac¢ z tej kuli, lecz isto-
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ty czterowymiarowe, zajmujac te sama, pozycye wzgle-
dem nas, co my wzgledem istot dwuwymiarowych,
zdotajg, ciato to wyja¢ w kierunku czwartego wymiaru.

Poniewaz, jak widzieliSmy, poczucie czwartego
wymiaru jest mozebne tylko wtedy, gdyby'cata natu-
ra ludzka ulegta kardynalnym zmianom, a takich
zmian u medyuméw nie widzimy, wiec wszelkie takie
spekulacye, niby matematyczne, nalezy uwazaé, jako
chorobliwe objawy umystu ludzkiego, ktére, powaznie
traktowane, moga staé¢ sie w wysokim stopniu szkod-
liwe nietylko dla nauki, lecz nawet dla catego ustroju
spotecznego.
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