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PRZEDMOWA.

Dwa lata temu na konferencji wyktadajgcych w Szkole
Technicznej Wawelberga i Rotwanda uznano za pozadane wig-
czy¢ do wykladu geometryi elementarnej (na kursie przjmgo-
towawczym) nauke o S$rodku ciezkosci. Uchwala ta miata
na celu: 1} zapozna¢ stuchaczéw jaknajwczes$niej z pojeciem Srodka
ciezkosci, pojeciem waznem zar6éwno w zagadnieniach teoretycz-
nych, jak i w zastosowaniach praktycznych; 2) umozliwi¢ zastoso-
wanie twierdzen G-uldina do wyznaczania powierzchni i objetosci
bryt obrotu, t. j. zastapi¢ sposobj' diugie i zmudne, podawane
w podrecznikach, metodg og6lng prosta i piekng. UwazaliSmy,
ze sTtutktenr~tego proponowana zmiana utatwi nauke stucha-
czom, nie pociggajac za sobg powiekszenia kursu geometryi.

Sadze, ze motywy powyzsze przemawiajg za wprowadzeniem
tej drobnej reformy i w innych szkotach technicznych a takze
ogdlnoksztatcgcych. Praca niniejsza ma wtasnie na celu reforme
takg utatwi¢. Dagzylem w niej przedewszystkiem do tego, aby
uniezalezni¢ teorye Srodka ciezkosci od poje¢ mechanicznychl),
powtére usitowatem rzecz calg wytozy¢ w sposéb mozliwie
prosty i przystepny. Poszedtem drogg wskazang przez Mo-
biusa, jak to czynig nowozytni autorowie podrecznikdéw me-

) A. Comte uwazat Srodek ciezkosci za po,jecie przedewszystkiem
geometryczne (Oours de philosophic positive, o ile pamietam, t. 1) i ra-
dzit wprowadzi¢ jego teorye do geometryi elementarnej. W czasach péz-
niejszych w podobnym sensie wypowiedziat sie Laisant.



chaniki (Clifford, Schell, Foppl i in.). Jest to droga tatwa i krdtka,
jakkolwiek wymaga wprowadzenia poje¢ wektora i sumy geome-
trycznej, o ktérych dotychczas w szkotach zwykle nie byto mowy.
Pojecia te jednak odgrywaja dzisiaj w nauce tak wazng role, ze
uczeh powinien naby¢ o nich w szkole przynajmniej najelemen-
tarniejsze wiadomosci.

W § 3-im podatem pewne geometryczne zastosowanie rachun-
ku wektoryalnego, jako wskazéwke, ze uzytaw tem dzietku metoda
posiada znaczenie daleko donioslejsze, niz moznaby sadzi¢ z samej
teoryi Srodka ciezkosci. Paragraf ten, jako trudniejszy, mozna
w wyktadzie opusci¢ bez szkody dla celu gtéwnego.

cfflulor-

Warszawa, w lutym 110$ r.

DOSTRZEZONE OMYLKI

Str. 11, wiersz 5 od go6ry: zamiast ,odcinek OI£* powinno by¢ ,odcinek /7i“.
Srt. 15. Na poczatku wiersza 4 od dotu opuszczono cyfre V,



SRODEK CIEZKOSCI.

8 1. Przesuniecie. Niech bedg dwa odcinki, np. takie,
jak AB i CD nafig. 1. Odcinki te réznia sie od siebie:

1) dhtugoscig, a mianowicie odcinek
AB jest krotszy od GD,

2) kierunkiem—gdyz CD jest skiero-
wany poziomo,_a AB pod katem 46° do po-
ziomu (ptaszczyzne rysunku uwazamy za A
pionowa); c

3) potozeniem, gdyz odcinek AB lezy pigi i
wyzej, a CD-—nizej.

Gdy rozwigzujemy jakie$ zagadnienie geometryczne przy po-
mocy rachunku, to zwykle wykonywamy rézne dziatania matema-
tyczne tylko nad dtugosciami. Tak np., gdy piszemy AB -j- CD,
to rozumiemy przez to sume dtugosci naszych odcinkéw, CD—AB
oznacza rdznice dtugosci i t. d. Istnieje jednak pewna metoda ra-
chunkowa, w ktérej przedmiotem dziatan, matematycznych sg nie-
tylko ditugosci lecz i Kkierunki odcinkéw. Metoda ta, zwana
Rachunkiem wektoroiu, zdobyta sobie w czasach nowszych rozlegte
pole zastosowan szczegélniej w mechanice i fizyce. Mamy tu po-
zna¢ zasadnicze dziatanie tego rachunku.

Przedewszystkiem potrzeba nadaé¢ wyrazowi odcinek znacze-
nie odmienne od dotychczasowego.

Wyobrazmy sobie punkt ruchomy, ktory poczatkowo znaj-
dowat sie w punkcie A, a nastepnie zostat przesuniety do punktu
B (fig. 1). Powiemy, ze punkt ruchomy doznat przesuniecia AB,

SQuokk deAai. 1



przyczem litere, oznaczajgca pierwotne potozenie punktu, kladzie-
my na pierwszem miejscu, a litere, oznaczajgcag potozenie konco-
we,—na drugiem.

Wyraz odcinek ma odtad oznaczac toz samo, co przesuniecie.
Mozemy wiec méwi¢ bez roznicy odcinek AB albo przesuniecie
AB. Punkt A nazwiemy poczatkiem odcinka AB, zas B —koricem.

BA oznacza oczywiscie przesuniecie punktu ruchomego od B
do A.

tatwo teraz pojg¢, co znaczy suma AB -j- BA. Oznacza ona
przesuniecie punktu ruchomego naprzéd od A do B, n nastepnie
od B do A Skutkiem tych 'dwdch przesunie¢ punkt ruchomy
powraca do potozenia pierwotnego, t. j. takie dwa przesuniecia
odwrotne znosza sie nawzajem. Konsekwentnie wigc bedzie na-
pisaé

AB -f BA= 0.
Stosujac do tego réwnania zwykle dziatania algebraiczne, mo-
zemy napisac
AB = — BA,
a stad wynika, ze zmiana porzadku liter znaczy to samo, co zmia-
na znaku.

Przyldady. 1) Okaza¢, ze AB -t- BC = AClub AB -f-BC -f- CA = 0,
jezeli punkty A, B i C & potozone na linii prostej.

2) Jezeli punkty A, B i Olezg na prostej, i AB= CB, to Ai C
leza, razem.

3) Jezeli A, B i Cleza na prostej, i AB = BC, to AB-t- CA= 0
wyrazi¢ ten ostatni zwigzek stowami.

8§ 2. Suma geometryczna. W rachunku wektoryalnym
przedmiot dziatan matematycznych stanowiag tylko diugosci od-

cinkéw i ich kierunki, abstrahujemy na-
tomiast od potozenia. Dla tego tez nie
mamy powodu czyni¢ réznicy pomiedzy
dwoma odcinkami, ktérych dtugosci sg row-
ne, i ktoére sg skierowane jednakowo, jak
np. AB i CD na fig. 2. Napiszemy wiec, ze
AB = CD.
Znaczy to, ze dwa punkty ruchome do-
znaly przesunie¢ jednakowych co do wiel-



kosci i kierunku, jeden — od A do B, a drugi — od G do D.
Mozna réwniez napisac
AB = — DC;

Bedzie to znaczyto, ze przesuniecia sg rowne co do Avielkosci,
lecz nastapity w kierunkach odwrotnych.
Niech beda dwa odcinki AB
i BC (fig. 3). Wyrazenie AB -j-
-j- BC oznacza oczywiscie przesu-
niecie punktu ruchomego naprzod
od A do B, anastepnie od B do C
Skutkiem tych dwdch przesu-
nie¢ punkt ruchomy, ktory pier-
wotnie pozostawat w potozeniu A, Fig. 3.
znalazt sie w potozeniu C. Ten
sam wynik mozna osiggna¢ zapomocg przesuniecia AC, napisze-
my wiec
“o» . . . . . . . AB-j-BC= AC
Znaczy to: przesuniecia AB i BC zmieniajg tak samo poto-

zenie punktu ruchomego, jak przesuniecie AC. Widzimy, ze
znak = ma tu inne znaczenie niz zwykle.

Przesuniecia (lub odcinki) AB i BC nazywajag sie sMadowami,
a przesuniecie (lub odcinek) AC — wypadkoivem. Moéwimy tez,
ze odcinek AC jest sumg geometryczng odcinkéw AB i BC.

Zbudujmy odcinek AD réwny i réwnolegty do odcinka BC,
a takze odcinek DC. Oczywiscie

(2) e, AD = BC i 7)0= AB.

Z fig. 3 widzimy, ze odcinek AC jest wypadkowym odcin-
kéw AD i DC, azatem

AD -j- DC — AC.

Jezeli w tern réwnaniu zastgpimy AD i DC odpowiednio przez
BC i AB (do czego mamy prawo na zasadzie 2), to wypadnie

BC + AB = AO.
Poréwnanie tego rdwnania z 1) doprowadza do wniosku, ze
AB A-BC= BCA-ABn&
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znaczy to, ze porzadek skiadnikéw nie wplywa, na sume geome-
tryczng podobnie, jak i na sume algebraiczng.
Jezeli,w réwn. 1) zamiast BO napiszemy AD, to wypadnie, ze

(€3 AB -f- AD = AC.

Wynika stad, ze mozna odcinek AC uwazaé¢ rowniez za wy-
padkowy odcinkéw AB i AD. Odcinek wypadkowy jest tu prze-
katnig réwnolegtoboku, zbudowanego na odcinkach sktadowych.

Przywotujac na pomoc wyobrazenie przesuniecia, mozna,
rown. 3) wyttomaczy¢, jak nastepuje: punkt ruchowy ulegt prze-
sunieciu AB, i jednocze$nie odcinek ruchomy ulegt przesunieciu
AD (od potozenia AB do potozenia DC); wynikiem tych dwdch
przesunie¢ byto przesuniecie punktu ruchomego AC.

Kazdy odcinek mozna roztozy¢ na odcinki sktadowe. Tak
np. odcinek AC (fig. 3) mozemy roztozy¢ na odcinki AB i BC, lub’
na AD i DC, lub na AB i AD.

Rozwazania powyzsze dotyczyty sumy geometrycznej dwdch
odcinkéw; zobaczymy zaraz, ze osiagniete wyniki sg wazne i wte-
dy, gdy ilo$¢ odcinkow jest wieksza.

Na fig. 4 przesuniecie AB'

£ jestoczywiscie wypadkowem prze-
sunie¢ AB, BC, CDi DE, a za-
tem

(4 abag-bcg-CD-\-D E = AE,

W tej sumie mozna skiad-
niki «BC -j- CD zastgpi¢ przez
BD, gdyz BC -1~ CD — BD,; be-
dzie wtedy
5) .. AB-f BD -(- DE = AE.

Lecz suma geometryczna-
dwoch skiadnikéow nie zalezy od
ich porzadku, jak widzieliSmy poprzednio, azatem BD=GD-[ BC.
Wstawiajgc to w 5), otrzymamy

AB -f CD-f BC-f DE = AE.

Z tego réwnania i 4) wynika, ze

AB BC A- CD -j- DE = AB -j- CD -j- BC -f- DE.



Znaczy to, ze suma geometryczna nie ulega zmianie, gdy
przestawimy w niej dwa skiadniki nastepujgce po sobie. Lecz
przestawiajgc za kazdym razem dwa nastepujgce po sobie skiad-
niki, mozemy otrzyma¢ w danej sumie dowolny porzadek wyra-
z6w, a zatem suma geometryczna dowolnej ilosci odcinkéw nie
zalezy od porzadku skiadnikéw.

G-dy mamy pewng ilos¢ od-
cinkdéw, jak np. AB, AC, AD i AE
na fig. 5, to mozemy zapomocg
prostego wykreslenia wyznaczyé
ich sume, czyli odcinek wypadko-
wy. W tym celu budujemy wie-
lobok ABCIDIE1, w ktérym

(6) BCX— AC, CID1= AD
i DIE1— AE.

(Nie nalezy zapomina¢, ze BCU
AC i t. d. sg to przesuniecia,
a wiec znak = moéwi nam, ze
przesuniecia te sg réowne, lub ze
odcinki sg rowne i rownolegte).
Oczywiscie AB -j- BCX-]- C,Dt DIEI — AEI,
albo ze wzgledu na (6)
AB + AC -j- AD -j- AE — AE\,

,a zatem odcinek AEt jest wypadkowym odcinkéw danych.

Mozna osiggng¢ toz samo w spos6b inny. Wyznaczamy
naprzod sume dwoch odcinkéw danych, np. AB i AC, jako prze-
katnig rownolegtoboku, zbudowanego na tych ostatnich. Ta su-
ma jest odcinek ACU a wiec

AB + AG = AC\.

Tak samo wyznaczymy sume AD Xodcinkoéw AC, i AD.

ACi+ AD = ADI
Wreszcie wyznaczamy, réwniez przy pomocy rownolegtoboku,
sume AE, odcinkéw AD1i AE.

ADi -f- AE — AEy.



Gdy dodamy te trzy réwnania stronami, to wypadnie
AB + AC4-AC, + AD+ AD, + AE = AC, + AD,+ AE,,
lub AB -f- AC 4- AD AE = AE,.

A zatem odcinek AE,, otrzymany w powyzszy sposob, jest suma
odcinkéw danych.

Z fig. 5 widad jasno, ze obydwa podane sposoby sumowania
odcinkéw prowadzg do tego samego wyniku.

Przyidady. 1) Okazaé, ze suma geometryczna bokéw wieloboku zam-
knietego jest réwna zeru.

2) Sprawdzi¢ przv pomocy rysunku, ze jezeli AB — A, 11, i JiC— 11,C,
to AB+ ic ~ AJ ,+ 1,0, A aclL .U

3) Okazaé, ze punkt przeciecia przekatnich réwnolegtoboku .1BCD
jest Srodkiem kazdej z nieb.

Odp. Dodajac stronami réwnania AC—AIli A- AD i Dli — DA Ali,

znajdziemy AC -)- Dli= 2AB Ilub ~ -h = AB\ w tern réwnaniu

u Ci

zawiera sie dowdd twierdzenia.

4) Niech bedzie dane réwnanie XAB — X,A,BU gdzie Xi X, sg wspo6t-
czynnikami liczbowymi dodatnimi lub ujemnymi. Réwnanie to znaczy, ze
przesuniecie AB, powtdérzone X razy, jest réwne przesunieciu A,11, powté-
rzonemu X, razy. Jezeli wiemy, ze Xi X, nie sg réwne zera, to z danego
réwnania wyprowadzamy wniosek, ze odcinki AB i A,B, sg skierowane
jednakowo lub odwrotnie. Jezeli za$ wiemy, ze AB i A,B, sa skierowane
niejednakowo (t. j. ze proste AB i A,B, nie sg réwnolegte), to z réwnania
danego wynika, ze X= X = 0. Te dwa oczywiste twierdzenia sg wysoce
uzyteczne w zastosowaniach geometrycznych rachunku wektoréw.

§ 3). Zastosowanie rachunku wektoréw do zagadnien
rzutowych. Niech bedzie odcinek AB ijakikolwiek (byle nie nie-
skonczenie odlegty) punkt P. Oczywiscie AB -]- BP 4* PA. — 0,
albo AB= — BP — PA. Lecz — BP = PB, azatem

AB = PB — PA.

Jezeli w pewnem zagadnieniu geometrycznem wchodzg procz
AB odcinki CD, EF i t. d., to kazdy z nich mozna wyrazi¢ w spo-
s6b podobny, t. j.

CD= PD—PC\ EF= PF- PP;it d

* § ten nie jest niezbedny do zrozumienia dalszego ciggu.



Dla krotkosci mozna opuszczac litere P, i wowczas bedzie
AB= B—A; CD=D—C; EF= F—HRIitd.
pamietac jednak nalezy, ze zamiast A powinno by¢ PA, zamiast

B—PB it d
Taki skrdcony sposob oznaczen jest szczegdlnie dogodny
w zastosowaniu do zagadnien rzutowych, Zagadnienie takie spro-
wadza sie zwykle do pytania, czy pewne trzy punkty leze na jed-
nej prostej, lub czy pewne trzy proste przechodza przez jeden
punkt (jest tu mowa tylko o geometryi ptaskiej); jezeli wiec mamy
do zagadnien tego rodzaju zastosowaé rachunek, to powinnismy
znac¢ odpowiedniki analityczne tych dwoch zjawisk geometrycz-
nych, t. j. posiada¢ kryterya, pozwalajgce stwierdzi¢, czy pewno
trzy punkty lezg na jednej prostej, lub czy pewne trzy proste
przechodzg przez .jeden punkt. Odpowiedniki takie dla metody
rachunkowej, o ktérej mowa, zawierajg sie w czterech twierdze-
niach nastepujacych.
Twierdzenie 1. Jezeli punkty A, B i C leza na jednej pro-
stej, to mozna tak wyznaczy¢ trzy wspotczynniki liczbowe a, pi T,
rézne od zera, ze
aA-j-@B -j-yC= 0 i a-)-p-j-Y—0.
Poniewaz odcinki CA i GB lezg najednej prostej, przeto mo-
zemy wyznaczy¢ takie dwie liczby ai [3 aby
a CA -j- pCB — 0 (por. przykt. 4 § 2),
Lecz CA— A —C, i CB= B — C, a zatem
a(A— 0)-j- {B— C) = 0, albo
aA -j-[iB—(@+ pC= 0.
G-dy zatozymy — a — p= vy, to wypadng zwigzki, ktdre mie-
lismy udowodni¢. Oczywistg jest rzecza, ze jeden z wspot-
czynnikow a, pi y moze by¢ obrany dowolnie.
Twierdzenie 11. Jezeli
aA + PB C=0 i a+ p+ 7= 0,
przyczem a, piysg rézne od zera, to punkty A, B i Clezg najed-
nej prostej.
Z danych zwigzkéw wynika, ze
7= —a—p i aA+ pB—(a-j-PC= 0.



Ostatnie réwnanie mozna napisa¢ w postaci
a(il — QO -f p(B— G = 0, albo
aGA-j- BGB= 0.
Wspotczynniki a i @ nie sg réwne zeru, zatem odcinki CA
i CB muszg by¢ réwnolegte (przykt. 4 § 2), a poniewaz posiadajg
wspolny punkt O, wynika wiec stad, ze punkty A, B i Glezg na
jednej proste;j.

Twierdzenie 111, Jezeli trzy proste AlAi) BXB2 i CxO\
przechodza przez jeden punkt, to mozna tak wyznaczy¢ szesc¢
wspotczynnikéw liczbowych au a2 [3, p2 jli ya ze
alAl)-ac2A2= pBLj-p2Bl= fiCi-]-7aC3 i = Pl-HP2— Yi4~T2-

Niech bedzie 8 wspdlnym punktem trzech danych prostych.
Poniewaz punkty Ax A2i 8 lezg na jednej prostej, zatem na zasa-
dzie twierdzenia | mozna tak wyznaczyé trzy wspotczynniki
auazi a ze

alAl-j- a2A2+ aS= 0 i ax a&@—a= 0.

Tak samo okazemy, ze

Pi-N 4~ 4" — 0; Pi -j- P-j-a— 0
i t4-4 4« T202 — 0! Ti -f- T24~0==0.

MielisSmy prawo zatozy¢, ze we wszystkich trzech réwnaniach
wspotczynniki liczbowe odcinka 8 sg jednakowe, gdyz w kazdem
z tych rownan jeden ze wspo6tczynnikow moze by¢ obrany dowol-
nie (twierdz. ). Z szeSciu rdwnan ostatnich wynikaja bezposred-
nio zwiazki, ktére mielismy udowodnid.

Twierdzenie 1V. Jezeli
aitrt~aa’2—P A4472= TiCi4“YX2 i  4a2= pi—3pR=Yi-3¥>
to proste AXA2 B>B2 i CXC2przechodzg przez jeden punkt.

Zatbzmy — ax— X= o0 i wyznaczmy taki punkt 8, aby
DAX-f- a2A2= — a8 (t. j. wyznaczmy odcinek wypadkowy zna-

mych odcinkéw------ ; 1PA, i "___57PA')’ Woéwczas oczywiscie

NN = 0 0 df - @s=0.
Z tych réwnan i ze zwigzkéw danych wynika, ze

P@4“pe 4~ —0, R4PR4°'0—o0

a4 Ead* ~0>1 M4+-B4H-0—@=



przy FOL. ii' ,1a\XE
9 Warazauja

/ szesciu rownan ostatnich wyciggamy na zasadzie twier-
dzenia Il wniosek, ze punkt 8 lezy na prostych AtA2 BIBi i OCV
a wiec te trzy proste przechodzg przez jeden punkt.

Zastosowanie twierdzen powyzszych okazemy na przy-
ktadzie.

Niech beda trzy proste S
AlA2 BxB2 i Cig2 prze-

j?
chodzace przez jeden punkt
(fig. 6), azatem (twierdz. 111) Aj/\
*1A — a2A2 = PpiBij - ©
- P, B2= i / A
i 04 O4= " - pp=Ti—\2 = /
Z tych zwiazkow wy- ->X—  wya
nika, ze
1) aiA -p ,/V _a2A2—FOR2 Fig. o.
i2) ab— 3= a2— p,
Zatozmy al — [i,; ' i wyznaczmy taki punkt O aby

a, — [iiIBl —yC. Punkt C lezy oczywiscie na prostej AlBv
gdyz
«iAt— Pi —yG= 0 i a — pr—y= 0,

azl)i?2)wynika, ze ten sam punkt lezy na prostej A2BV jest
wiec punktem przeciecia tych prostych. Zat6zmy jeszcze pt— Yi= a
i Yi — 04= Biwyznaczmy takie punkty A i N, aby $IBl— yxGl =
=.0A i yl"l — = dowiedziemy, jak poprzednio, ze
A jest punktem przeciecia prostych BxGl i B2G] i B — punktem
przeciecia prostych 6\il, i G2A2 Potozenie punktow A, B i C
charakteryzujg uktady réwnan

aA= hBx— Yini i a= Pt- Ti»
pj? = TtOt — O4A P="'Ti- aii
fO= 0MM4A — pjA , T= *i— Pm

Dodajgc stronami réwnania kazdego uktadu, otrzymamy:
ail 4p?4yC= 0 i a4B—y—0
a wiec punkty /I, U i (7leza na jednej proste;j.
Jest to twierdzenie Desargues’a. Dowiedziemy jeszcze twier-
dzenia odwrotnego.
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Zaktadamy, ze odpowiednie boki trojkatéow AiBiCli A2B2Ca,
przecinajg sie w punktach O, A i i?, lezacych na jednej prostej,
a wiec

3) 04 + pS-f7C== i 4) «+ P+ T= 0.
Warunek, ze kazda z tréjek punktéw ANAC, BXC\A i GMA™B
ma leze¢ na jednej prostej, da sie wyrazi¢ w nastepujgcych ukita-
dach réwnan:

5) ai4l <Pi'JSx= 107 6) *i— Pi'= 7
PAI Ti'Ci — Pi Ti7— a
T —<4 = pB Yi “ *i:i— P1

Dodajgc stronami rownania kazdego uktadu i uwzgledniajgc

3) i 4), otrzymamy:
oti— 0 Ait+ (Pi—P")-Bi+ (Yi—Yi")Ci= 0,
(“i—V)+ (Pi—PiO+ (TI=Ti"= 0.

Poniewaz punkty Av Bl i Gt nie leza na jednej prostej,
przeto al—a/= 0, Pi—pt—0 i i—Ti'—® bib «,,==an
Pj' —p, i Yi'= Yie Skutkiem tego dwa pierwsze rownania ukia-
déw 5) i 6) przybierajg postac:

7 Mi miBi= YG, 8
PA Yix — aA Ti
Tak samo okazemy, ze
9) a22 PB2— Y0, 100 a2 RP= ¥
P2B2— T2C2= 0A, p2— Y2= <

Z uktadoéw 7) i 9) z jednej strony, a 8) i 10) z drugiej wy-
nikajg rownania:
= aZdi2 pagel  *1— Pi = «@—1P2
= PA TaC2, Pi-Ti= Pa~ Ta
albo:
aA = PA, PR 2, «i— «2= p . Pa,
PA = TiA - tA, Pi-Paz Ti — Ta
albo wreszcie:
aiAi a2~ PAi  PA2—TiCi +C2i ai aa=Pi P=Tl T2-
Zwigzki te sg dowodem, ze proste A,A2 BXB%i GIC2prze-
chodzg przez jeden punkt.
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§ 4. Srodek ciezkosci grupy punktéw. Niech bedzie n
punktéow AL A2 A3... ,A,. Obierzmy jakikolwiek puuktP i wy-
znaczmy sume geometryczng odcinkéw Pi.,,

PJ2 Pi3...PA,. "Wypadnie, dajmy na
to, odcinek pR.

1) Pi,-j-Pig-j-Pi3-]-..-]-PA, = PR.
"Cen odcinek PR nazwiemy wypadkowsg od-
legtoscia punktu P od danej grupy punktoéw,

PR . -
za$ odcinek PS — przecietng odlegtoscig

punktu P od punktéw danej grupy.
Na fig. 7 wykonano wyzej Avskazane
dziatania dla grupy, zitozonej z czterech
punktow.
Obierzmy teraz inny punkt P, i wy-
znaczmy tak samo jego wypadkowa i prze-
cietng odlegtos¢ od tej samej grupy. Przypusémy, ze pierwsza —
= P,P, adruga = PpS, t.j.

2)P.i,+ P,i2+ Pi3..+ P,iH= PP, i DR .pa
Jezeli juz mamy punkt *§ to odcinek P,P, mozemy wyznaczy¢
w sposob inny. Rozktadamy odcinek P ,i, na dwa odcinki skia-

dowe PjP i Pi,, rozktadamy réwniez odcinek P ,i2naP,Pi P i2
i t. d. Bedzie wiec

P,i,=P,P + Pi,,

P.,i2= PP+ Pi2t

PAAPA+PI,,

p,i, = P,P-f-Pin.
G-dy dodamy te wszystkie rdwnania stronami, to wypadnie
P.,i,+ P,i2+ P,i3+ ..+ P,i,=n.P,P+ Pi,+ "2 +
+ P"3+ - + PAn,
a uwzgledniajac 1) i 2), otrzymamy:
P.,P,= n.I\P+PB,



albo PP +

albo wreszcie P151= I\P-]-PS"

Z réwnania tego wida¢, ze odcinek P 1Sl jest wypadkowym odcin-
kow P,P i P.S (por. fig. 7), a zatem punkt 8i lezy w punkcie /S
i szukang przecietng odlegtoscig punktu P tjest odcinek I\S.

Widzimy, ze punkt S odgrywa szczegélng role wzgledem da-
nej grupy. Przecietna odlegtos¢ jakiegokolwiek punktu P 1 od
punktéw grupy jest réowna odcinkowi, zawartemu pomiedzy tym
punktem i punktem S. Ta przecietna odlegtosé¢jest rdwnazeru, jezeli
N lezy w S Punkt 8 nazywa sie Srodkiem ciezkosci danej grupy.
Jasng jest rzeczg, ze przecietna odlegtos¢ srodka ciezkosci od
punktéw grupy jest rbwna zeru, a stad wynika, ze i jego wypad-
kowa odlegtos¢ jest rowna zeru.

Aby wyznaczy¢ Srodek ciezkosci danej grupy punktéw, obie-
ramy jakikolwiek punkt P; punkt ten bedziemy nazywali biegu-
nem. Wyznaczamy nastepnie przecietng odlegtos¢ PS bieguna
od punktéw grupy. Koniec S odcinka PS bedzie szukanym $rod-
kiem ciezkosci.

Wybér bieguna nie wptywa na wynik ostateczny, nalezy jed-
nak w kazdym wypadku obiera¢ biegun w taki sposéb, aby po-
trzebne dziatania daty sie dogodnie wykonac.

Przyktady. 1) Wyznaczy¢ $rodek ciezkosci dwdch danych punktéw
A i B.

Odp. Za biegun obieramy punkt A. Odlegto$¢ wypadkowa=.11i, a prze-
cietna = A a zatem szukany $rodek ciezk, lezy w $rodku odcinka AB.

2) Wyznaczy¢ $r. ciezk. trzech da-
nych punktéw A, B i O.

Odp. Za biegun obieramy punkt A. Od-
legto$¢ wypadkowa yl7i=snmie geom. odcin-
kéw AB i AC (fig. 8. Wyznaczymy te su-
me przy pomocy réwnolegtoboku. Odlegtosé
przecietna d# = AB <tatwo okazaé, ze

Pig. 8. $rodek ciezk. Slezy na osrodkowej AD trdj-
kata ABU w odlegtosci */s -AD od wierzchot-
ka A, lub w punkcie przeciecia trzech o$rodkowych.
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3) Wyznaczy¢ $r. ciezk. czterech punktéw .4, B, Ci 1). Odp. Zabie-
gun obieramy dowolny punkt P. Wowczas

) ps_ PAHR PBH PCH PDevb

PS=A A+ B +retP2y

. . PA+ PB . S ) -
tatwo okaza¢, ze -— ~ — = PS,, gdzie S, jest ér. ciezk. punktéw A i B lub
PO4-PB
$rodkiem odcinka AB. Taksarno------ P = P8t) gdzie A jest Srodkiem
odcinka CD. A zatem
PSi + PSt

PS :

z czego wida¢, ze S jest $rodkiem odcinka S,S2

4) Okazaé, ze w dowolnym czworoboku proste, taczace $rodki prze-
ciwlegtych bokéw, orkz prosta, taczaca S$rodki przekatnich, przecinajg sie
w jednym punkcie.

Odp. W przykiadzie poprzedzajgcym dowiedliSmy, ze $r. ciezk. S
lezy na prostej, taczacej $rodki bokéw AB i CD. Przedstawmy réwn.
1) w postaci

1 IPB+PC , PD + PA\
i = vr—r——r—

1 IPALPE |, PB+PD\

PS 2\ 2 12 )

okazemy teraz z tatwoscig, ze S lezy réwniez na prostej, tgczacej Srodki
bokéw BC i DA, a takze na prostej, taczacej $rodki przekatnich AC
i BD.
5) Wyznaczy¢ érod. ciezk. szesciu punktéow A, B, C, D, E i F.
Odp. Znajdziemy, ze
| /PA+ PB+ PC, PD+ PE + PF\
= 2 3 + 3 )’

z czego wynika, ze S jest $rodkiem odcinka, tgczacego $rodki ciezk. grupy
ABC i grupy DBF.

§ 5. Srodek ciezkosci grupy punktéw (dalszy ciag). Wy-
pada teraz poznaé¢ pewne twierdzenia, ktére w znacznej mierze
utatwiajg wyznaczanie Srodkéw ciezkosci.

Przypus¢my, ze wszystkie punkty grupy Ax A2 -43 ... A
leza na jednej prostej. Obierzmy na tejze prostej biegun P. Oczy-
wistem jest, ze suma
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bedzie miata kierunek danej prostej, a zatem Srodek ciezkosci gru-
py bedzie lezat na tejze proste;j.

l. Jezeli wszystkie punkty grupy leza na linii prostej, to i $r.
ciezk. lezy na tej prostej.

Niech beda, dwie grapy punktéw. Przypusémy, ze grapy to
sktadajg sie odpowiednio z n, i N2 punktéw, a ich srodkami ciez-
kosci sg odpowiednio punkty S, i S2 Wyznaczymy S$r. ciezk.
obydwdéch grup, razem wzietych.

Obierzmy w tym celu punkt 8, za biegun. Odlegtos¢ jego od
pierwszej grupy = 0, a zatem odlegto$¢ jego od obydwdéch grup
jest réwna odlegtosci od grupy drugiej, za$ ta ostatnia — n25,S2, i

n,

(1) 18)8: 8.8,

gdzie 8 oznacza szukany $r. ciezk. Oczywistg jest rzeczg, ze 8 le-
zy na prostej 8,8i} wewnatrz odcinka 8,82

Dalej mamy, ze SS2= S,S2— 8,8, czyli

SS, - s,S. N 552, albo
n, + n2
—_ n*
@) 88, — S,82.
n, + n.

Gdy podzielimy stronami 1) przez 2), to wypadnie

8,S_n2
Ss2  n,

TI.  Sr, eigzde. dwich grup lezy na odcinku, faczacym $rodki
ciezkosci tych grup, i dzieli ten odcinek w stosunku odwrotnym do
ilosci punktow tych grup.

Niech bedzie m grup danych, liczacych odpowiednio n,, n2
n% ... nmpunktdéw; ich Srodkami ciezkosci sg odpowiednio punkty

8,, S2, S3...Sm Mamy wyznaczy¢ $r. ciezk. wszystkich grup,
razem wzietych.

Za biegun obierzmy dowolny punkt P, Jego odlegtos¢ od

pierwszej grupy bedzie n,PS,, od drugiej — nZ2PS2 od trzeciej —
nsPS3i t d., i



15

g _ nIPSI-]-w2PS2-f- nzPS2-j- =.. j- nmPSm
~ % + «2+ «S+ -ee+«« ’
gdzie S oznacza szukany $r. ciezk.

Oczywiscie otrzymalibySmy to samo, gdyby wszystkie
punkty pierwszej grupy lezaly w punkcie Su wszystkie punkty
drugiej—w punkcie Sai t. d.

I1l. Wyznaczajac $rodek ciezk. pewnej ilosci grup, mozemy
uwazac, ze wszystkie punkty kazdej grupy leza w $rodku ciezkosci
tej grupy.

Z 1 i Il bezposrednio wynika, ze jezeli srodki ciezkosci
wszystkich grup danych leza na linii prostej, to i $r. ciezk. ogélny
lezy na tej prostej.

Zatézmy, ze we wzorze 3) nl= n2—ns— .. .= nm= n,
wowczas
ps = n(P6\+ PE£2+P#723+ ..-+m 1 Ilub
mn 1

ps= P"i+ PA+ PA+--P~
m

Stad widzimyfze 8 jest Srodkiem ciezk. grupy, ztozonej z punktéw
Sv S2 St... 8m

1V. Jezeli Su S2, S3... Smsg $rodkami ciezkosci grup, z kto-
rych kazda liczy jednakowg ilos¢ punktéw, to ogélny $r. ciezk. jest
srodkiem ciezk. grupy, ztozonej z punktéw St, S2 S3.. .S,

Niech bedzie grupa, ztozona z punktéw Av Aa A ... . A,
i BuP2 P3. e B» przyc.zem punkty Ay, A2 N3... A, sa odpo-
wiednio potozone symetrycznie do punktéw By, P2 P3... B,
wzgledem pewnej osi symetryi. Oczywiscie $r. ciezk. punktow
Umi Pi lezy na osi symetryi, a mianowicie w punkcie przeciecia
prostej AXBy z tg osig. RoOwniez na osi lezy ér. ciezk. kazdej pa-
ry punktéw symetrycznych, a stad wynika, ze $r. ciezk. danej gru-
py lezy réwniez na osi symetryi.

" Jezeli grupa punktéw posiada 0$ symetryi, to jej $r. ciezk. lezy

na tej osi.

Jezeli grupa posiada dwie osi symetryi, to jej $r. ciezk. lozy
w punkcie przeciecia tych osi.
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Przyklady. 1) Okaza¢, ze twierdzenie Il wynika z lii-go.

2) Punkty A i B leza. w prawo od punktu O odpowiednio w odle-
gtosciach 4 i 7 cm., a punkt C—w lewo od O w odlegtosci 5 cm. na linii
prostej. Wyznaczy¢ $r. ciezk. punktéw A, B i Odp. Sr. ciezk. lezy
w prawo od 0 w odlegtosci 2 cm.

8) Rozwiaza¢ zadania 3 i 5 § poprzedzajacego, stosujgc przytem
twierdzenie Il § niniejszego

4) Mamy dane sze$¢ punktéw A, B, C, D, E i F. Z tych punktéw
mozna utworzy¢ 10 par tréjek punktéw, np. ABC i BEF' ABIJ i UEF
i t. d Okaza¢, ze proste, taczace Srodki ciezkosci tréjek kazdej pary, prze-
chodzg przez jeden punkt.

5) Wyznaczy¢ ér. ciezk. wierzchotkéw dowolnego pieciokata.

6) Przyprostokagtne AB i AC prostokatnego tréjkata ABC majg od-
powiednio 10 i 15 cm. Wierzchotek B jest s$rodkiem ciezkosci punktow
13, /i2i Ba, a C—s$rodkiem ciezk. punktéw A i & Wyznaczyé¢ ér ciezk.
punktéw .1, Bu J3j, Ba, C, i Ct. Odp. AS — g'—l——%, na zasadzie cze-

go mozna tatwo wyznaczy¢ S wykres$lnie.
7) Okazaé, ze $r. ciezk. wierzchotkéw regularnego wielobolm lezy

w $rodku kota opisanego.

§ 6. Srodek ciezkoéci odcinka linii. W geometryi zwykle
uwazamy linie jako $lad, ktéry pozostawia za sobg poruszajacy sie
punkt. Oczywistg jest rzecza, ze linia tak uwazana nie moze po-
siada¢ zadnych przerw. Charakteryzujemy te wiasciwosé linii,
mowigc, ze linia jest ciggta.

Dla celéw naszych dogodniejsze bedzie inne wyobrazenie
linii. Bedziemy mianowicie uwazali linie jako szereg punktdw,
nastepujacych po sobie, jak paciorki rézanca.

Niech bedzie jakikolwiek odcinek linii prostej lub krzywe;j.
Wyobrazmy sobie, ze na tym odcinku utozono pewng ilos¢
punktéw. Poniewaz punktowi niemozemy przypisywac diugosci
(wogolo wymiaréw), przeto owe punkty nigdy nie pokryjg catego
odcinka, chociazby ich ilos¢ byta niewiem jak wielka. Zawsze
pozostang pomiedzy nimi przerwy, i suma tych przerw jest
zawsze réowna diugosci odcinka. Tym sposobem, uwazajac linie,
jako szereg punktowl), odrzucamy tem samem jej wiasciwosc

3 ,Szereg punktéwl oznacza tu oczywisScie pojecie zasadniczo rézno
od szeregu punktéw w geometryi potozenia, gdyz tum odcinkowi nie przypi-
sujemy dtugosci.
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zwang ciggtoscia,, lecz wtasciwos¢ ta w zagadnieniach, o ktére nam
mchodzi, nie odgrywa zadnej roli.

Przyjmiemy dalej, ze przerwy pomiedzy punktami, two-
rzacymi linie, sg niezmiernie male i rowne. Wynika stad, ze
ilos¢ punktéw odcinka jest proporcyonalna do jego dtugosci.

Przyjagwszy powyzszg umowe co do pojecia linii, mamy pra-
wo uwazac odcinek linii prostej lub krzywej za grupe punktow.
Srodek ciezkosci tej grupy nazwiemy $rodkiem cigzkosci odcinka.

Z twierdzen | i Y § poprzedzajacego wynika bezpo-
Srednio, ze $r. ciezk. odcinka linii prostej lezy w S$rodku ge-
ometrycznym tego odcinka.

Przyklady. 1) Wyznaczy¢ $r. ciezk. odcinkéw AB i BC (fig. 9).

Odp. Dzielimy dane punkty na dwie grupy; s
do pierwszej niech nalezg, wszystkie punkty od-
cinka AB, a do drugiej — punkty odcinka BO.

Srodki ciezk. tych grup leza w punktach L i M—
$rodkach geometrycznych odcinkéw AB i BG.

Ogolny $r. ciezk. 'S na zasadzie twierdz. JI § B
. . . T9 BO'

Iezbl na odcinku LM tak, ze sV - Apét W}i-

kreslnie mozna punkt S wyznaczyé w sposéb

nastepujacy. Prowadzimy przez M i L proste MN

i LN odpowiednio réwnolegte do prostych AB

i BO. Dwusieczna kata LNM przejdzie przez S.
2) Wyznaczy¢ $Srodek ciezk. trzech odcinkéw figury 10.
Odp. Srodki ciezk. danych odcinkéw' leza f

odpowiednio w ich $rodkach geometrycznych

A, B i O Sr. ciezk. obydwéch odcinkéw b lezy 6S

w $rodku 1) odcinka CB. Pozostaje r)&i odciznjlfu a Bi

SD l.

62 .. ;
Wypadnie, ze AS = o, Jezeli a -=h to Pig. 10.

AD tak wyznaczy¢ punkt S, aby

AS--

3) Wyznaczy¢ $ér. ciezk. trzech odcinkéw
figury 11
Odp. AS — 0,369 a.
4) Okazaé, ze $ér. cie
regularnego lezy w $rod)i Pig. 11.

quikGdlai.  { (3405~UfZ
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B! Wyznaczy¢ ér. ciezk. obwodu tréjkata ABC (fig. 12).
Odp. Dzielimy dane punkty na dwie grupy. Do pierwszej niech naleza
punkty odcinkéw BC i AC, do drugiej—punkty odcinka AB. Sr. ciezk.
pierwszej grupy lezy na odcinku A, B,
(A, Bii O\ oznaczajg $rodki bokéw tréjka-
ta), przypusémy w punkcie J), a $r. ciezk.

szukany lezy na odcinku C\l). Lecz 8 —

Bcér-,aponiewaz O/i=2/1,C,iBC=2C,B,,
A,D AC,

JJB, Cijf," Z Pr°P°rcyi tej cy -

nika, ze prosta C,D jest dwusieczng kata

AIC,B,. tatwo teraz okazaé, ze szukany $r. ciezk.

jest Srodkiem kola, wpisanego w tréjkat A,11,0,.

6) Na fig. 13 punkty A, i 11, sg Srodkami

zatem

bokéw 71IC i CA, a A,77— 71D Okazag,

u
2
ze proste A,l) i Il 1i przecinajg sie w $rodku
ciezk. obwodu tréjkata ABC.
§7. Srodek ciezkosci tuku kota. Niech
Fig. 13, bedzie na obwodzie kota, ktdrego promien.=r,
n punktéw Av A2 >i3..
.4 A, (fig. 14), obranych w taki spo-
sob, ze tuki A,A2 A2AS A ....
4. d.,_i A, sg rowne. Wyznaczmy
ér. ciezk. tej grupy. Posiada ona
0$ symetryi, a mianowicie prosta
OM, przechodzacg przez S$rodek
M tuku AA, , na tej wiec pro-
stej musi leze¢ szukany $r. ciezk.
Za biegun obierzemy $rodolc
kota O. Odlegtos¢ bieguna od

I"# danej grupy jest réwna sumie
geometrycznej
OAL\-OAi~\x OA3\-... -j-
+ OA,,.

A.by wykresinie wyznaczy¢ te su-
me, zastosujemy metode wielo-
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boku. W tym celu przez punkt ill prowadzimy odcinek AXB2
rowny i rownolegty do OA2 przez B2 prowadzimy odcinek B2B%
rowny i réwnoleglty do OA3 i t d. Ostatnim bedzie odcinek

B,—B, réwny i rownolegty do 0A,. Odcinek OB, bedzie szuka-
ng suma, czyli odlegtoscig bieguna O od danej grupy punktow.

Punkt Bn wypadnie oczywiscie na prostej OM, gdyz, jak wiemy,

na tej prostej ma leze¢ szukany $r. ciezk.

Wezmy na danym okregu jeszcze jeden punkt M,+1 tak, aby
tuk AnA,+i byt réwny tukowi AXA2 Mozna okazaé, ze wieloboki
AXA2A3. .. An XA, Ant] i OAxB2B3... 7, ]1Bn sg podobne.
Istotnie kazdy z nich posiada n-f-1 bokéw, w pierwszym boki
AXAD A2AS ... AnA%Yi i katy przez nie utworzone sg réwne, w dru-
giem podobniez réwne sg boki OAV AX2 B2B3.... Br\BH
(kazdy z nich jest = r) i katy przez nie utworzone, wreszcie tatwo
okazaé, ze np. katy AXA2A3 i OAB2sg rowne. Widzimy miano-
wicie, ze OAB2\-AxOA2= 180", a takze 2 AXA20-\-AxOA2= 180°,
a zatem OAXB2= 2AXA20 — AXAZA3.

Z podobienstwa tych wielobokéw wynika, ze

O'IB" = OtAé mh OBn _ r a zatem
Aagry. A2 M ARAnL T AAL
, r. AN+,
T Rih2

za$ odlegtos¢ przecietna
OBn__r.AlA,+
n n.AxA2 "’

gdzie S jest szukanym S$rodkiem ciezk.

Przypus¢my teraz, ze do danej grupy nalezg wszystkie
punkty tuku AXA,. W tym razie punkt At+l lezy niezmiernie
blizko punktu An i mozemy przyja¢, ze cieciwa AXA,jrl jest rowna
cieciwie AXA,. Oznaczymy diugosé tej ostatniej literg c. Procz
tego n . AXA2jest oczywiscie dtugoscig tuku AXAn; oznaczymy ja
literg s. Wypadnie wowczas, ze

08 =

08 - r.c

gdzie 8 oznacza teraz $rodek ciezk. tuku AXAn
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Przyklady. 1) Wyznaczy¢ ér. ciezk. pétokregu. Odp. OS~ ~

2) Wyznaczyé $ér. ciezk. luku 60°. Odp. OS

8r
n
P . rvsa
3) Wyznaczy¢ $r. ciezk. tuku 90°. Odp. OS
4) Wyznaczy¢ $r. ciezk. tuku 45°. Odp. OS 44t2-j/2
5) Wyznaczyé S$rodek ciezk.

(przykt. 1), a 0St=

/4

tukéw AB i GD na fig. 15. Odp.
Niech beda, SLi A $rodki ciezk,
pétokregu AMD i tuku BM O, S $r.
ciezk. szukany, s diugos¢ +tuku
AB — CD, wreszcie e dtugosé cie-
ciwy BC. Obrawszy punkt 0 za
biegun, otrzymamy

nr.OSx= {nr— 2s) 0S2— 2s . OS,

précz tego wiemy, ze OS, = —

~Anr Ze zwigzkéw tych wypadnie, ze OS =

@2r—o)r
2s
6) Niech bedzie tuk zl.Bijego $r. ciezk.
i? (fig. 16). Z punktu O zataczamy proznie-
caniem OS inny tuk AtBIt zawarty pomiedzy
'B. promieniami 0.4 i OB. Okaza¢, ze dtugosci
tuku AtB, i cieciwy AB sg réwne. Odp.
Oznaczmy literg a kat AOB w mierze bez-
wzglednej; wéwczas tuk AB = ,>— @i 0S=
re rc,, ., C. o
s ar a
7) Wyznaczy¢ $ér. ciezk. obwodu odcin-
ka katowego AMD (fig. 17); tuk AMB — s,
cieciva AB — ¢, promien — r. Odp. Jezeli

i tuku AMB, to obrawszy za biegun punkt O,
znajdziemy, ze (a+ ¢) OS—c.OS,-j-s.US2

c(J/4r2 c* r- 2;)

2(c-j-9) Jezeli tuk

stad OS =

2r

j421£B ma 180, to OS — .
2 -j- ji
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8) Wyznaczyé S$r. ciezk. obwodu wycinka kotowego AMBO (fig. 17).
r(/ 4r3—ca+ 2c)

Odp. OS 2(2r - 3) Jezeli tuk
hJOJ ma 180° to 05 = — (por. przykt.
poprzedzajacy).

9) Wyznaczy¢ $réd. ciezk. trzech pétokre-
gow fig. 18. Promien mniejszego = r. Odp.
Obrawszy za biegun punkt 0, znajdziemy

tatwo, ze OS = o

§ 8. Srodek ciezkosci pola. W § 6 uméwilismy sie uwa-
zact linie za szereg punktéw; podobniez umoéwimy sie uwazaé po-
wierzchnig, a w szczegélnosci ptaszczyzne, za ukiad linii, przebie-
gajacych réwnolegle do siebie w niezmiernie matych i réwnych
odlegtosciach, a poniewaz kazda linia skitada sie z oddzielnych
punktéw, przeto powierzchnia na mocy tej umowy rozpada sie na
réj punktéw. Gestosé tych punktow w kazdej czesci powierzchni
jest jednakowa. Wynika stad, ze ilos¢ punktéw, zawartych w po-
lu figury plaskiej, jest proporcyonalna do wielkosci pola tej figury.

Przyjawszy powyzszg umowe, mo- A
zemy uwazac pole figury plaskiej za
grupe punktéw. Srodek ciezkosci tej
grupy nazwiemy Srodkiem ciezkosci
pola.

Wyznaczymy $r. ciezk. pola tréj-
kata ABC (fig. 19). Mozemy uwazaé
to pole za uklad odcinkéw prostych
réwnolegtych do boku BC. Sr. ciezk.
kazdego odcinka lezy w $rodku tego
odcinka, a miejscem geometrycznem Srodkéw jest oSrodkowa AL,
t. j. prosta, tgczaca wierzchotek A ze $rodkiem L boku BC. Wy-
nika stad, ze sr. ciezk. wszystkich odcinkéw, albo szukany ér.
ciezk. pola tréjkata, lezy na tej osrodkowej (8 5, twierdz. 111 i 1).
Tak samo dowiedziemy, ze szukany $r. ciezk. lezy na osrodkowej
BM, a zatem lezy w punkcie przeciecia S osrodkowych AL i BM.

Wiadomo, ze AS = o AL (8 4 przykt. 2).
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Przy pomocy powyzszego twierdzenia daje sie tatwo wyzna-
czyc¢ $r. ciezk. pola wycinka Polowego.

Niech bedzie wycinek AMBO ko-
ta o promienia r. Podzielmy tuk AMB
na niezmiernie matetgki réowne. Kazdy
z tycli tukow mozemy uwaza¢ za odci-
nek prostej. Potaczywszy punkty po-
dziatu ze $rodkiem kota 0, rozbijemy
dany wycinek na trojkaty rownobocz-
ne. Os$rodkowg kazdego z nich bedzie
promien, przechodzacy przez S$rodek

odpowiedniego tuku, a wiec $r. ciezk. lezy na tym promieniu

2r .
w odlegtosci — od srodka 0. Srodki ciezk wszystkich trojkgtow

- 2r
utworza,tuk AXBVzatoczony z Opromieniem r, Na za-

sadzie twierd. IV § 5 Srodkiem ciezkosci danego wycinka bedzie
Srodek ciezk. Stuku AB1

Szukany punkt 8 lezy oczywiscie na promieniu OM, przecho-
dzacym przez srodek M tuku AB, i

os. Mif

Izie cx— cieciwie AtBu a sl oznacza dtugos$¢ tuku AIBv Lecz

i = _zgo_u'si: 53 Sedze ¢ Cieciwie AB, a s= tukowi AB,

a zatem
2rc
08 = |
0s

Przyktady. 1) Okaza¢, ze ér. ciezk. pola
réwnolegtoboku lezy w punkcie przeciecia
przekatnie,h.

2) Okaza¢, ze $r. ciezk. pola regular-
nego wieloboku lezy w S$rodku kota opi-
sanego.

3) Wyznaczy¢ ér. ciezk. pola figury 21

FIgZL Odp,x: y = iea'
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®) Wyznaczyé $r. ciezk. pola figury 22. Odp. '~178a'

(14 + 31/3)0

m5) Wyznaczy¢ $r. ciezk. pola figury 23. Odp. * = 6

Pig. 22.

6) Wyznaczy¢ ér. ciezk. pola fig. 24. Odp. x = 4.
7) Wyznaczy¢ sr. ciezk. pola dowolnego czworoboku AB CD.

Odp. Dzielimy dany czworobok przekatnia TiD na tréjkaty ABB
i BOI). Szukany $r. ciezk. lezy na prostej, taczacej $rodki ciezkosci tych troéj-
katéw. Przeprowadziwszy
przekatnie A O,znajdzieiny
tak samo druga prosta,

przechodzgca przez szuka- ’ 1 , 1
ny punkt. ) ’
8) Wyznaczy¢ $r. T

eciezk. pola wycinka koto-
wego AMBO (fig. 20), gdy
kat AOB = 60°. Odp.

Pig. 24.
oS-, nr‘ g
T
9) Tozsamo, gdy kat A OB — 90°.
rj/32
Odp. OS
P Sn B
10) Tozsamo, gdy kat AOB : 180°.
odp. 0s: 47
Sn

11) Wyznaczy¢ $r. ciezk. odcinka ko-
towego AMBN (fig. 2B). Odp.WezZmy poduwa- Pig. 2B,
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ge trzy figury nastepujace: -wycinek AMBO, trdjkat AI'O i odcinek A MBN.
Srodki ciezkosci ich pél oznaczmy odpowiednio literami Sti S. Pola tych

- Cl
figur wynosza odpowiednio EI’ a i bl "-—--9, gdzie a— ON. Obrawszy

za biegun $rodek kola O, otrzymamy

2a
Lecz OS, = " 0s,, O zatem
21C 2a
3s g1 10
0OS = 2frt—alh)c
3(6T — ac)
Uwzgledniajac, ze ra , zZnajdziemy
oS =
12) (Rozwigza¢ zadanie poprzednie,) gdy kat AOQil — 60°. Odp.
OS= - -
2n — S} S
13) Wpyznaczy¢ $r. ciezk. strefy kotowej AI1BIB1A1l (fig. 26).
odp- os = Modzie 9 1 * ¢ zajadtueosci

tukéw A,MB, i AtMBr
14) Wyznaczy¢ $r. ciezk. pola, zawartego pomiedzy dwoma okregami

na figurze 27. Odp. 0,S — ~ —-.
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"ii-gc K
IB) Wyznaczy¢ $r. ciezk. pola na fig. 28. Odp-
oS = '8~ , gzie S oznacza diugo$¢ tuku ANMyBI.

16) Dany jeat kwadrat ABCD o boku a (fig. 29); wyznaczy¢ na o$rodko-
wej punkt M w taki sposéb, aby byt on $rodkiem ciezk. pola figury ABODM.

0,,,» . mMm -m

§ 9. Przecietna odlegto$¢ punlttéw od prostej. Niech beda
trzy punkty A, B, C i prostay (fig. 30). PrzeprowadZmy z tych
punktéw prostopadie AAU BBy i GGXdo prostej y. Punkty
przeciecia tych prostopadtych z prostay, t. j. Av Bl i Cxnazywa-
my rzutami prostokgtnymi lub krécej rzutami punktéow A, B i Cna
prostej .

Réwniez odcinek AXBXnazywamy

rzutem odcinka AB. Wedtug § 1 od-
rozniamy poczatek odcinka od jego kon-
ca. Umoéwimy sie uwazac rzut poczat-
ku odcinka za poczatek rzutu tego od-
cinka, a rzut konca za koniec rzutu.
W odcinku AB punkt A uwazamy za
poczatek, a B—za koniec, skutkiem te-
go i w rzucie musimy uwaza¢ Axza po-
czatek, a Bx— za koniec. Tak wiec
rzutom odcinka AB jest odcinek AXBX
(nie zas BXY), a rzutem odcinka BA.
jest odcinek BXAV -

Tak samo rzutami odcinkéow BC i AC sa odcinki BG*
i AYyGy.
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Odcinek AC jest wypadkowym odcinkéw AB i BC, t. j.
AC = AB-A-BG.
Réwniez, jak wida¢ z figury, odcinek AIlICljest wypadkowym
odcinkéw AtB, i B,CVt. j.

AICt = AIBI+ BI1C

I. Rzut odcinka wypadkowego jest wijpadkomjm rzutéw od-
cinkow skkadowych.

Mowilismy tutaj tylko o dwdéch odcinkach skiadowych, lecz
twierdzenie powyzsze dotyczy dowolnej ilosci odcinkéw sktado-
wych. Tak np. na fig. 30

AC = AB 4-BD -f DC
i ANG"=z AiB-\~-B1DI 4),C, .

Niech bedziegrupa, zto-
zona z n punktéw, a miano-
wicie Aud2 A, ... A, (fig.
31). Rzutami tych punktéw
na pewnej prostej y niech
bedg odpowiednio punkty
Bv B2 Bs... 41, Obierzmy
jakikolwiek punkt 8 i wy-
znaczmy odcinek wypadko-
wy odcinkow

SA, SA2 SA, .. .SA,.

Rzut tego odcinka wy-

padkowego jest na zasadzie
twierdzenia poprzedzajgcego wypadkowym odcinkow

TBt, TB2, TB, .... TBn,
gdzie T oznacza rzut punktu S.
Przypusémy, ze punkt S jest S$rodkiem ciezkosci grupy
Al, A2, A, ... An. Wowczas odcinek wypadkowy odcinkéw
SAV SA2 SA2. .. SAn, jak wiemy, = 0, a wiec i rzut tego odcin-

ka oczywiscie musi by¢ = 0. Lecz rzut ten jest wypadkowym
odcinkéow TBV TB2 TB, ... TB,, a zatem

TB, -j- TB2-j- TBa-f ...+ TB, = 0.
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Tak wiec odlegto$¢ punktu T od grupy Bv B2 B, ...B, jest
rowna zeru, a stad wynika, ze punkt T jest Srodkiem ciezkosci tej
grupy.

1. Rzut $rodica ciezkosci grupy punktéw jest srodkiem ciez-
kosci rzutdéw tych punktdw.

Obierzmy na prostej y jakikolwiek punkt O. Przecietna
odlegto$¢ punktu O od punktéw grupy Bv B2 P3... B, , jest

réwna, jak wiemy, odlegtosci punktu O od $Srodka ciezkosci grupy,
t.j. od T, czyli

OBj 4~ ~+ mee~ _ fiji
n
PrzeprowadZzmy przez punkt O prostg X, prostopadtg do pro-
stej y, i oznaczmy odlegtosci punktéw Au Az, As.. . An, S, od pro-
stej X odpowiednio literami yv y2 yi ...yn, ys. Oczywiscie
OBt = «/!,. OB2= y2, OB2=yt..... 0Bn=vy,, OT=y,
a zatem

Vi-1- V2 H- Vi 4~ eeeet~y«

1. Przecietna odlegtos¢ punktéw grupy od jakiejkolwiek
prostej jest rowna odlegtosci srodka ciezkosci grupy od tejze prostej.

Jezeli prosta x przechodzi przez Srodek ciezk. grupy, to
wowczas y8— 0, i odlegtos¢ grupy od tej prostej = O.

8 10. Pierwsze twierdzenie Guldina. Niech bedg w jednej
ptaszczyznie odcinek jakiejkolwiek linii AVAnN i prosta £ nieprzeci-
najgca tego odcinka (fig. 32)1 Wyobraz-
my sobie, ze odcinek AXAn obraca sie
okoto prostej X, jak okoto osi. Pod- w5
czas catkowitego obrotu odcinek AXA,

:zatacza pewng powierzchnie, po-
wierzchnie obrotu. Odcinek AXA» w po-

tozeniu poczatkowem lub w jednem Fig. 32.
z nastepnych nazywa sie potudnikiemv
m koto, ktére zatacza jeden z punktéw odcinka AXA,, , — roéwnolez-

nikiem tej powierzchni. Twierdzenie, ktére poznaliSmy w § po-
przedzajgcym, pozwala nam w bardzo prosty sposéb wyznaczy¢
powierzchnie obrotu (oznaczymy ja przez P), jezeli znamy dtu-
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gos$¢ s odcinka AXA,, i odlegto$¢ ysjego Srodka ciezk. 8 od pro-
stej X.

W §6-tym umowilismy sie uwazac linie za szereg punktéw, na-
stepujacych po sobie w jednakowych odstepach. Niech bedzie Xilos¢
punktow, zawartych w jednym centymetrze linii. Jakkolwiek ta
liczba Xjest bardzo wielka, to jednak mozemy wykonywac¢ nad nig
dziatania arytmetyczne, jak nad kazdag inng. Dwa cm jakiejkol-
wiek linii zawierajg 2X punktéw, trzy cm — 3X i t. d. Dany od-
cinek A, zawiera oczywiscie Xs punktéw.

Jasng jest rzecza, ze jeden cm2 powierzchni zawiera X2
punktéw, a zatem szukana powierzchnia obrotu zawiera XaP'’
punktow.

Te ilo$¢ punktéw powierzchni mozna wyznaczyé i w inny
sposdb. Niech bedg At, A2, As....A, nastepujace po sobie-
bezposrednio punkty potudnika A¥An. Tych wszystkich punktéw
jest Xs, a zatem n — Xs. Oznaczmy odpowiednio odlegtosci tych
punktéw od prostej X przez yxy2y%, ...y, . Przez kazdy
z punktéw Alt A2 At ... An przechodzi jeden réwnoleznik, i &
wszystkie rownolezniki wiasnie tworzg dang powierzchnie. 1los¢é
punktéw powierzchni obrotu jest oczywiscie réwna sumie ilosci
punktéow rownoleznikéw. Pierwszy rownoleznik zawiera oczy-
wiscie 22hju drugi — 2#\y2, trzeci — 2w¥/3i t. d., n—ty — 27tkyn
punktéw, a cata powierzchnia zawiera
2nhyt- f 27d7/,-f-27%3-j- ... + 2904, ~ 26X(y1l-\-y2-f ¢3+ .., -f-y»)
punktéw, a zatem

XP = 2vikyx— GZs—-—mefynm
Lecz wedtug twierdzenia 111 § poprzedzajgcego

\b(+ \/t+ yJ_A)+ e oo+ V))

-
lub yX-j- y2-j- 43-)- .. .-j- yn= nys= \sys,
a zatem XP = ZaX.\sys,
wreszcie P = 2ty, .s.

Powierzchnia obrotu jest réwna iloczynowi z obwodu holar
More zatacza srodek ciezkosci potudnika, przez dtugos¢ potudnika.
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Przyktady. 1) Wyznaczy¢ boczng, powierzchnie prostego stozka $cietego.

Odp. Przypusémy, ze powierzchnia stozka $cietego powstata skutkiem obro-

tu odcinka prostego AB = a okoto prostej x (fig. 38). Szukana powierzchnia
i

P—2nv/sa. Lecz ys= —”~— , azatem P — ml(R-|-1).

2) Wyznaczyé boczng powierzchnie
stozka prostego. Odp. Zaktadajac we wzorze
P—nu (fl+r) z przykt. poprzedniegor = 0,
otrzymamy P = naB.

3) Wyznaczy¢ boczng powierzchnie
prostego cylindra. Odp. Zaktadajac we wzo-
rze z przykt. 1 li = r, otrzymamy P—2nar.

4) Wyznaczy¢ powierzchnie, ktéra
powstaje skutkiem obrotu potowy obwodu
regularnego szescioboku (fig. 34), ktérego

bok = a, okoto prostej x. Odp. Latwo znajdziemy, ze ys~~j=zi a zatem

P =? 2na2// 3.

Fig. 34. Fig. 3B.

5) Wyznaczy¢ catkowita powierzchnie pierscienia cylindrycznego
ktéry powstaje skutkiem obrotu kwadratu okoto prostej * (fig. 35). Odp.
P = 12naV

6) Wyznaczy¢ powierzchnie bryty, ktéra powstaje skutkiem obrotu
regularnego szescioboku okoto jednego z bokéw. Odp. P— 6m")/ 3, gdzie
a oznacza dtugos¢ boku.

7) Wyznaczy¢ catkowitg powierzchnie piers-
cienia kotowego (fig. 36). Odp. Pierscien powsta-
je skutkiem obrotu kota okoto prostej. P=iriiar.

8) Wyznaczy¢ powierzchnig, ktéra powstaje g
skutkiem obrotu pétokregu AB O (fig. 36) okoto
prostej réwnolegtej do $rodnicy AO. Odp.

Odlegtos¢ srodka ciezk. poétokregu ABC od pro-

stej x (wedtug przykiadu 1 8§7) =z a—\r———z—t a za- -

o o) Fig. 36.
tern P — 2jtr (im -j- 2r).
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9) Wyznaczy¢ powierzchnie, ktéra powstaje skutkiem obrotu pot-
okregu ABC (fig. 36) okoto prostej x, réwnolegtej do $rednicy AC, Odp.
P — 2nr{an — 2r).

10) Wyznaczy¢ powierzchnie kuli. Odp. Powierzchnia kuli powstaje-
skutkiem obrotu pétokregu okoto $rednicy. W tym wypadku s = nr

ays= — (przykt. 1 87), a zatem P — 2n .nr lub P — 4nr*. Jest to-

szczeg6lny wypadek powierzchni z przykiadu 8.

11) Wyznaczyé¢ powierzchnie odcinka kuli-
stego. Odp. Powierzchnia odcinka powstaje skut-
kiem obrotu luku AB okoto promienia OB (fig. 37)..
Niech bedzie S $r. ciezk, luku AB, ajego odlegtos¢
od osi obrotu SM — ys. Szukana powierzchnia
P = 2m>/ss, gdzie s oznacza diugo$¢ luku /IB.
Katy SOB i BAC sa réwne, gdyz boki jedne-
go sg odpowiednio prostopadle do bokéw drugiego.
Stad wynika, ze tréjkaty prostokatne OSM i ABC

sg podobne, a zatem = —. Literaf ozna-
cza tu diugos¢ odcinka BC, ktéry nazywa

sie strzatkg odcinka kulistego, c= AB, a 08 — ~ (§8 7). Z proporcyi
fr

powyzszej wypada, ze ys , a zatem P = 2nfr.

12) Wyznaczy¢ powierzchnie odcinka kulistego, gdy kat AOB — 60°.
(fig. 37). Odp. P = nr\

13) Wyznaczy¢ powierzchnie strefy
kulistej. Olp. Powierzchnia strefy powstaje
skutkiem obrotu tuku AB okoto promienia
OC (fig. 38). Zzalézmy, ze luk 4B = 2,
SM — ys, cieciwa AB= ¢, CD= li. Ta
ostatnia dtugos¢ zowie sie wysokoscig stre-
fy. P — 2iti/ss. PrzeprowadZzmy przez punkt
C réwnolegta CE do ~B. Z figury widag,
ze katy OSM i EOI) sg réwne, gdyz boki
jednego sa odpowiednio prostopadte do bo-
kéw drugiego, a zatem tréjkaty prostokatne
OSM i JBCD sg podobne Wynika stad, Ze

h ; wiemy procz te_go,.ze 0s < a wiec y, = = i P==2nrh,
Powierzchnia odcinka jest szczegélnym wypadkiem powierzchni strefy,
gdy BC = 0; wéwczas h= /.

8 IX. Drugie twierdzenie Guldina. Mech beda w jednej
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ptaszczyznie jakakolwiek figura zamknieta F (fig. 39) i prosta xr
nie przecinajaca obwodu tej figury. Wyobrazmy sobie, ze figura
F obraca sie okoto prostej x, jak okoto

osi. Skutkiem tego obrotu powstaje

bryta obrotu. Objetos¢ tej ostatniej V

mozemy wyznaczy¢, jezeli znamy pole

p figury F i odlegto$¢ yssrodka ciez-

kosci tego pola od prostej x.

Niech bedzie X jak w § poprze-
dzajgcym, ilos¢ punktéw, zawarta
w jednym cm linii, wowczas jeden cm2 zawiera X a jeden am3d —
X3 punktow; pole figury F zawiera X, a bryla obrotu XIV
punktow.

Oznaczmy literami Alt A2 Aa. . . A, w jakimkolwiek porzad-
ku wszystkie punkty pola figury F, a ich odlegtosci od prostej'
X — literami yv y2 ys... yn. Oczywiscie n — Wp. Znajdziemy
tatwo, ze bryta obrotu zawiera

2vkyx+ 2icXy3 -f 27tX?8 f ... Ar 2<Kh/n~2Tc\(Yi Ar y2\-ya+ eee+c/«>
punktdéw, a zatem

X3F = 2uX(yl + y2-j-y, -)- . ...-j-yn.
Leczyt-j-y2-)-y3-f-...-f-y,= ny,= X7y, , przeto
37 = X . Xy,
wreszcie F = 2%,

Objetos¢ bryty obrotu jest réwna iloczynowi z obwodu hola,
ktdre zatacza Srodek ciezkosci pola figury tworzacej, przez pole tg§/
figury.

Przyklady. 1) Wyznaczy¢ objetos$¢ pierscie-
nia cylindrycznego, ktéry powstaje skutkiem
obrotu prostokata OKOlO prostej réwno-
legtej do jednego z bokéw (fig. 40). Odp.
V = — r27, Jezeli r2= 0, to po-
wstata bryta jest cylindrem, i woéwczas

V= nrAh

2) Wyznaczy¢ objeto$¢ prostego stoz- Fig. 40.
ka. Odp. Stozek powstaje skutkiem obrotu
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prostokatnego tréjkata okoto przyprostokatnej x (fig. 41). Z figury wi-
daé, ze vy, ——5—, a zatem ,rv_mah_ .

3) Wyznaczy¢ objeto$¢ bryly, ktéra powstaje skutkiem obrotu pro-
stokatnego tréjkata ABC okoto prostej x, réwnolegtej do przyprostokatnej

ac (fig. 42. odp. v = rfo ,r fAp.

Fig. 42.

4) Wyznaczyé objeto$¢ prostego stozka $cietego. Odp. Stozek po-
wstaje skutkiem obrotu trapezu prostokatnego ABDE (fig. 42) okoto boku
DE. Objetos¢ jego sktada sie z dwéch czesdci: objetosci bryty, ktéra po-
wstaje skutkiem obrotu tréjkgta ABC okoto prostej DE, i objetosci cy-
lindra, utworzonego przez obrét prostokgta ACDE okoto DE. Dodajac te

~objetosci, otrzymamy ¥V = sriris bt ta-+- r,rah
4) Trojkat réwnoboczny obraca sie okoto
prostej X, roéwnolegtej do jednego z bokéw
(fig. 43). Wyznaczy¢ objetos¢ powstatej bryty.
“(a-f-rj/ 3
Odo. \J— N2 (a
P 2 .
5) Wyznaczy¢ objeto$¢ pierscienia kotowego
(fig. 36). Odp. V-— 2" Aa.
6) Wyznaczy¢ objetosci V, i Fs, ktére po-
wstajg odpowiednio skutkiem obrotu pétko!. ABC
i ADC (fig. 36) okoto prostej x, réwnolegtej do $rednicy AC (por. przykt. 10
nr\3na -f- 4r) rr a — 4r)
8). Odp. V, =
§ 8. Odp s Sl g .
7) Wyznaczy¢ objeto$¢ kuli. Odp. Kuta powstaje skutkiem obrotu
pdlkola okoto $rednicy. W tym razie = (;TC (8 8 przykt. 10), gdzie r
Ar _ 4jtrs

oznacza promien kuli. .
P 3ji 3..
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8) Wyznaczy¢ objeto$¢ wycinka kulistego. Odp. Uwazamy, ze wycinek
kulisty powstat skutkiem obrotu wycinka kotowego ABO (fig. 44) okoto promie-
nia OB. Objeto$¢ jego F= ~-.2m/s, gdzie «
oznacza diugosé tuku AB, ajj= BM. Z podobien-

stwa tréjkatéow 08M i ABC wynika, 2eVS = 95,

a 0/s= —zéi (8 8). Uwzgledniajac te zwiagzki,
’ 2if i

znajdziemy, ze ifs ~ it 2jirat

9) Wyznaczy¢ objetos¢ wycinka kulistego,
ra
gdy kat AOB — 60° (fig. 44). Odp. F — J—g .

10) Wyznaczy¢ objeto$¢ odcinka kulistego. Odp. Odcinek powstaje
skutkiem obrotu figury ANBG (fig. 44) okoto promienia OB. Objetos¢ jego
V znajdziemy, odjawszy od objetosci wycinka, wyznaczonej w przyktadzie
poprzedzajacym, objeto$¢ F, stozka, ktdry powstaje skutkiem obrotu troj-

ira OH
kata A CO okoto promienia OB. F, = -If----(-n ----- , ez ANB2= f2r — 1) ,

a OC — r —f, a zatem M = nf(r ) (r-1) iV 2n r2f

_w(2r — /) (r —f) _ nf2@r —1/)
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