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P R Z E D M O W A .

Dwa lata temu na konferencji wykładających w Szkole 
Technicznej Wawelberga i Rotwanda uznano za pożądane włą­
czyć do wykładu geometryi elementarnej (na kursie przjrgo- 
towawczym) naukę o środku ciężkości. Uchwała ta miała 
na celu: 1} zapoznać słuchaczów jaknaj wcześniej z pojęciem środka 
ciężkości, pojęciem ważnem zarówno w zagadnieniach teoretycz­
nych, jak i w zastosowaniach praktycznych; 2) umożliwić zastoso­
wanie twierdzeń G-uldina do wyznaczania powierzchni i objętości 
brył obrotu, t. j. zastąpić sposobj' długie i żmudne, podawane 
w podręcznikach, metodą ogólną prostą i piękną. Uważaliśmy, 
że sTtutktenr~tego proponowana zmiana ułatwi naukę słucha­
czom, nie pociągając za sobą powiększenia kursu geometryi.

Sądzę, że motywy powyższe przemawiają za wprowadzeniem 
tej drobnej reformy i w innych szkołach technicznych a także 
ogólnokształcących. Praca niniejsza ma właśnie na celu reformę 
taką ułatwić. Dążyłem w niej przedewszystkiem do tego, aby 
uniezależnić teoryę środka ciężkości od pojęć mechanicznych1), 
powtóre usiłowałem rzecz całą wyłożyć w sposób możliwie 
prosty i przystępny. Poszedłem drogą wskazaną przez Mo- 
biusa, jak to czynią nowożytni autorowie podręczników me-

') A. Comte uważał środek ciężkości za po,jęcie przedewszystkiem 
geometryczne (Oours de philosophic positive, o ile pamiętam, t. I) i ra­
dził wprowadzić jego teoryę do geometryi elementarnej. W  czasach póź­
niejszych w podobnym sensie wypowiedział się Laisant.
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chaniki (Clifford, Schell, Foppl i in.). Jest to droga łatwa i krótka, 
jakkolwiek wymaga wprowadzenia pojęć wektora i sumy geome­
trycznej, o których dotychczas w szkołach zwykle nie było mowy. 
Pojęcia te jednak odgrywają dzisiaj w nauce tak ważną rolę, że 
uczeh powinien nabyć o nich w szkole przynajmniej najelemen- 
tarniejsze wiadomości.

W § 3-im podałem pewne geometryczne zastosowanie rachun­
ku wektoryalnego, jako wskazówkę, że użyta w tem dziełku metoda 
posiada znaczenie daleko donioślejsze, niż możnaby sądzić z samej 
teoryi środka ciężkości. Paragraf ten, jako trudniejszy, można 
w wykładzie opuścić bez szkody dla celu głównego.

cfflulor-

Warszawa, w lutym 1!)0$ r.

DOSTRZEŻONE OMYŁKI

Str. 11, wiersz 5 od góry: zamiast „odcinek 0I£“ powinno być „odcinek /7 i“ . 
Srt. 15. Na początku wiersza 4 od dołu opuszczono cyfrę V,



Ś R O D E K  C I Ę Ż K O Ś C I .

§ 1. Przesunięcie. Niech będą dwa odcinki, np. takie, 
jak AB i CD na fig. 1. Odcinki te różnią się od siebie:

1 ) długością, a mianowicie odcinek 
AB jest krótszy od GD',

2) kierunkiem— gdyż CD jest skiero­
wany poziomo,_a AB pod kątem 46° do po­
ziomu (płaszczyznę rysunku uważamy za A 
pionową); c

3) położeniem, gdyż odcinek AB leży pigi i
wyżej, a CD— niżej.

Gdy rozwiązujemy jakieś zagadnienie geometryczne przy po­
mocy rachunku, to zwykle wykonywamy różne działania matema­
tyczne tylko nad długościami. Tak np., gdy piszemy AB -j- CD, 
to rozumiemy przez to sumę długości naszych odcinków, CD—AB 
oznacza różnicę długości i t. d. Istnieje jednak pewna metoda ra­
chunkowa, w której przedmiotem działań, matematycznych są nie- 
tylko długości lecz i kierunki odcinków. Metoda ta, zwana 
Rachunkiem wektoróiu, zdobyła sobie w czasach nowszych rozległe 
pole zastosowań szczególniej w mechanice i fizyce. Mamy tu po­
znać zasadnicze działanie tego rachunku.

Przedewszystkiem potrzeba nadać wyrazowi odcinek znacze­
nie odmienne od dotychczasowego.

Wyobraźmy sobie punkt ruchomy, który początkowo znaj­
dował się w punkcie A, a następnie został przesunięty do punktu 
B  (fig. 1). Powiemy, że punkt ruchomy doznał przesunięcia AB,

Środek ciężkości. 1
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przyczem literę, oznaczającą pierwotne położenie punktu, kładzie­
my na pierwszem miejscu, a literę, oznaczającą położenie końco­
we,—na drugiem.

Wyraz odcinek ma odtąd oznaczać toż samo, co przesunięcie. 
Możemy więc mówić bez różnicy odcinek AB albo przesunięcie 
AB. Punkt A nazwiemy początkiem odcinka AB, zas B —końcem . 

BA oznacza oczywiście przesunięcie punktu ruchomego od B
do A.

Łatwo teraz pojąć, co znaczy suma AB -j- BA. Oznacza ona 
przesunięcie punktu ruchomego naprzód od A do B, n następnie 
od B do A. Skutkiem tych 'dwóch przesunięć punkt ruchomy 
powraca do położenia pierwotnego, t. j. takie dwa przesunięcia 
odwrotne znoszą się nawzajem. Konsekwentnie więc będzie na­
pisać

AB - f  BA =  0.
Stosując do tego równania zwykłe działania algebraiczne, mo­
żemy napisać

AB =  — BA ,
a stąd wynika, że zmiana porządku liter znaczy to samo, co zmia­
na znaku.

Przykłady. 1) Okazać, że AB -t- BC =  A C lub AB  -f- BC  -f- CA =  0, 
jeżeli punkty A, B i C Są, położone na linii prostej.

2) Jeżeli punkty A, B  i O leżą na prostej, i AB  =  CB, to A  i C 
leżą, razem.

3) Jeżeli A, B i C leżą na prostej, i AB =  BC, to AB  -t- CA. =  0; 
wyrazić ten ostatni związek słowami.

§ 2. Suma geometryczna. W rachunku wektoryalnym 
przedmiot działań matematycznych stanowią tylko długości od­

cinków i ich kierunki, abstrahujemy na­
tomiast od położenia. Dla tego też nie 
mamy powodu czynić różnicy pomiędzy 
dwoma odcinkami, których długości są rów­
ne, i. które są skierowane jednakowo, jak 
np. AB i CD na fig. 2. Napiszemy więc, że 

AB =  CD.
Znaczy to, że dwa punkty ruchome do­
znały przesunięć jednakowych co do wiel­
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kości i kierunku, jeden — od A do B, a drugi — od G do D. 
Można również napisać

AB =  — D C ;
Będzie to znaczyło, że przesunięcia są równe co do Avielkości, 
lecz nastąpiły w kierunkach odwrotnych.

Niech będą dwa odcinki AB 
i BC  (fig. 3). Wyrażenie AB -j- 
-j- BC  oznacza oczywiście przesu­
nięcie punktu ruchomego naprzód 
od A do B, a następnie od B do C.
Skutkiem tych dwóch przesu­
nięć punkt ruchomy, który pier­
wotnie pozostawał w położeniu A, Fig. 3.
znalazł się w położeniu C. Ten
sam wynik można osiągnąć zapomocą przesunięcia AC, napisze­
my więc
(1) . . . . . . . AB -j- BC =  AC.

Znaczy to: przesunięcia AB i BC zmieniają tak samo poło­
żenie punktu ruchomego, jak przesunięcie AC. Widzimy, że 
znak =  ma tu inne znaczenie niż zwykle.

Przesunięcia (lub odcinki) AB i BC nazywają się sMadowami, 
a przesunięcie (lub odcinek) AC — wypadkoivem. Mówimy też, 
że odcinek AC jest sumą geometryczną odcinków AB i BC.

Zbudujmy odcinek AD równy i równoległy do odcinka BC, 
a także odcinek DC. Oczywiście
( 2 )  ................AD =  BC i 7)0 =  AB.

Z fig. 3 widzimy, że odcinek AC jest wypadkowym odcin­
ków AD i DC, a zatem

AD -j- DC — AC .
Jeżeli w tern równaniu zastąpimy AD i DC odpowiednio przez 
BC  i AB (do czego mamy prawo na zasadzie 2), to wypadnie

BC +  AB =  A 0 .
Porównanie tego równania z 1) doprowadza do wniosku, że

AB Ą- BC =  BCĄ- AB ■,
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znaczy to, że porządek składników nie wpływa, na sumę geome­
tryczną podobnie, jak i na sumę algebraiczną.

Jeżeli, w równ. 1 ) zamiast BO napiszemy AD , to wypadnie, że
( 3 ) ......................... AB -f- AD =  A C .
Wynika stąd, że można odcinek AC uważać również za wy­
padkowy odcinków AB i AD. Odcinek wypadkowy jest tu prze­
kątnią równoległoboku, zbudowanego na odcinkach składowych.

Przywołując na pomoc wyobrażenie przesunięcia, można, 
równ. 3) wytłomaczyć, jak następuje: punkt ruchowy uległ prze­
sunięciu AB, i jednocześnie odcinek ruchomy uległ przesunięciu 
AD (od położenia AB do położenia DC ); wynikiem tych dwóch 
przesunięć było przesunięcie punktu ruchomego AC.

Każdy odcinek można rozłożyć na odcinki składowe. Tak 
np. odcinek AC (fig. 3) możemy rozłożyć na odcinki AB i BC, lub' 
na AD i DC, lub na AB i AD.

Rozważania powyższe dotyczyły sumy geometrycznej dwóch 
odcinków; zobaczymy zaraz, że osiągnięte wyniki są ważne i wte­
dy, gdy ilość odcinków jest większa.

£

C

Na fig. 4 przesunięcie AB' 
jest oczywiście wypadkowem prze­
sunięć AB, BC, CD i DE, a za­
tem
(4) a b ą - b c ą - CD-\- D E =  AE, 

W  tej sumie można skład­
niki • BC -j- CD zastąpić przez 
BD, gdyż BC -1~ CD — BD; bę­
dzie wtedy
(5) . . AB - f  BD -(- DE =  AE. 

Lecz suma geometryczna-
dwóch składników nie zależy od 

ich porządku, jak widzieliśmy poprzednio, a zatem BD =G D -[ BC. 
Wstawiając to w 5), otrzymamy

AB - f  CD - f  BC - f  DE  =  AE.
Z tego równania i 4) wynika, że

AB BC Ą- CD -j- DE  =  AB -j- CD -j- BC -f- DE.



5

Znaczy to, że suma geometryczna nie ulega zmianie, gdy 
przestawimy w niej dwa składniki następujące po sobie. Lecz 
przestawiając za każdym razem dwa następujące po sobie skład­
niki, możemy otrzymać w danej sumie dowolny porządek wyra­
zów, a zatem suma geometryczna dowolnej ilości odcinków nie 
zależy od porządku składników.

G-dy mamy pewną ilość od­
cinków, jak np. AB, AC, AD i AE 
na fig. 5, to możemy zapomocą 
prostego wykreślenia wyznaczyć 
ich sumę, czyli odcinek wypadko­
wy. W  tym celu budujemy wie- 
lobok ABC1D1E1, w którym
(6) BCX — A C , ClD1 =  AD 

i D1E1 — AE.
(Nie należy zapominać, że BCU 
AC i t. d. są to przesunięcia, 
a więc znak =  mówi nam, że 
przesunięcia te są równe, lub że 
odcinki są równe i równoległe).
Oczywiście AB -j- BCX -|- C, Dt D lEl — AEl ,
albo ze względu na (6)

AB +  AC -j- AD -j- AE — AE\ ,
,a zatem odcinek AEt jest wypadkowym odcinków danych.

Można osiągnąć toż samo w sposób inny. Wyznaczamy 
naprzód sumę dwóch odcinków danych, np. AB i AC, jako prze­
kątnią równoległoboku, zbudowanego na tych ostatnich. Tą su­
mą jest odcinek ACU a więc

AB +  AG =  AC\ .
Tak samo wyznaczymy sumę ADX odcinków AC, i AD.

ACi +  AD =  ADl
Wreszcie wyznaczamy, również przy pomocy równoległoboku, 
sumę AE, odcinków AD1 i AE.

ADi -f- AE — AEy.
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Gdy dodamy te trzy równania stronami, to wypadnie 
AB +  AC 4 - AC, +  AD +  AD, +  AE =  AC, +  AD, +  A E ,, 
lub AB -f- AC 4 - AD AE  =  A E ,.
A zatem odcinek AE,, otrzymany w powyższy sposób, jest sumą 
odcinków danych.

Z fig. 5 widaó jasno, że obydwa podane sposoby sumowania 
odcinków prowadzą do tego samego wyniku.

Przykłady. 1) Okazać, że suma geometryczna boków wieloboku zam­
kniętego jest równa zeru.

2) Sprawdzić przv pomocy rysunku, że jeżeli AB — A, 11, i JiC — 11, C, 
to AB +  i c  ^  A J , +  1 ,0 , A  a c L . U .

3) Okazać, że punkt przecięcia przekątnich równoległoboku .1BCD 
jest środkiem każdej z nieb.

Odp. Dodając stronami równania AC—Ali A- AD i Dli — DA A Ii, 

znajdziemy AC -)- Dli =  2 AB lub ~  -h =  AB\ w tern równaniu
U  Ci

zawiera się dowód twierdzenia.
4) Niech będzie dane równanie XAB — X,A,BU gdzie X i X, są współ­

czynnikami liczbowymi dodatnimi lub ujemnymi. Równanie to znaczy, że 
przesunięcie AB, powtórzone X razy, jest równe przesunięciu A ,11, powtó­
rzonemu X, razy. Jeżeli wiemy, że X i X, nie są równe zera, to z danego 
równania wyprowadzamy wniosek, że odcinki AB  i A,B, są skierowane 
jednakowo lub odwrotnie. Jeżeli zaś wiemy, że AB  i A,B, są skierowane 
niejednakowo (t. j. że proste AB i A,B, nie są równoległe), to z równania 
danego wynika, że X =  X, =  0. Te dwa oczywiste twierdzenia są wysoce 
użyteczne w zastosowaniach geometrycznych rachunku wektorów.

§ 31). Zastosowanie rachunku wektorów do zagadnień 
rzutowych. Niech będzie odcinek AB i jakikolwiek (byle nie nie­
skończenie odległy) punkt P. Oczywiście AB -|- BP  4* PA. — 0, 
albo AB =  — BP — PA. Lecz — BP  =  PB, a zatem

AB =  PB  —  PA.
Jeżeli w pewnem zagadnieniu geometrycznem wchodzą prócz 

AB odcinki CD, EF  i t. d., to każdy z nich można wyrazić w spo­
sób podobny, t. j.

CD =  PD — PC\ EF =  P F  -  PP; i t. d.

*) § ten nie jest niezbędny do zrozumienia dalszego ciągu.
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Dla krótkości można opuszczać literę P, i wówczas będzie 
AB =  B — A ; CD =  D — C ; EF =  F — E\ i t. d. 

pamiętać jednak należy, że zamiast A powinno być PA, zamiast 
B —PB  i t. d.

Taki skrócony sposób oznaczeń jest szczególnie dogodny 
w zastosowaniu do zagadnień rzutowych, Zagadnienie takie spro­
wadza się zwykle do pytania, czy pewne trzy punkty leżę na jed­
nej prostej, lub czy pewne trzy proste przechodzą przez jeden 
punkt (jest tu mowa tylko o geometryi płaskiej); jeżeli więc mamy 
do zagadnień tego rodzaju zastosować rachunek, to powinniśmy 
znać odpowiedniki analityczne tych dwóch zjawisk geometrycz­
nych, t. j. posiadać kryterya, pozwalające stwierdzić, czy pewno 
trzy punkty leżą na jednej prostej, lub czy pewne trzy proste 
przechodzą przez .jeden punkt. Odpowiedniki takie dla metody 
rachunkowej, o której mowa, zawierają się w czterech twierdze­
niach następujących.

Twierdzenie I. Jeżeli punkty A, B i C leżą na jednej pro­
stej, to można tak wyznaczyć trzy współczynniki liczbowe a, p i T, 
różne od zera, że

a A -j- (3 B -j- y C =  0 i a -)- p -j- Y — 0.
Ponieważ odcinki CA i GB leżą na jednej prostej, przeto mo­

żemy wyznaczyć takie dwie liczby a i [3, aby
a CA -j- p CB — 0 (por. przykł. 4 § 2),

Lecz CA — A — C, i CB =  B  — C, a zatem 
a (A — 0) -j- P {B — C) =  0, albo 

a. A -j- [iB — (a +  p) C =  0.
G-dy założymy — a — p =  y, to wypadną związki, które mie­
liśmy udowodnić. Oczywistą jest rzeczą, że jeden z współ­
czynników a, p i y może być obrany dowolnie.

Twierdzenie II. Jeżeli
a A +  PB C =  0 i a +  p +  7 =  0, 

przyczem a, p i y są różne od zera, to punkty A, B i C leżą na jed­
nej prostej.

Z danych związków wynika, że
7 =  — a — p i a A +  p B — (a -j- P) C =  0.
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Ostatnie równanie można napisać w postaci
a (il — C) - f  p(B — G) =  0, albo 

a GA -j- [3 GB =  0 .
Współczynniki a i (3 nie są równe zeru, zatem odcinki CA 
i CB muszą być równoległe (przykł. 4 § 2), a ponieważ posiadają 
wspólny punkt O, wynika więc stąd, że punkty A, B  i G leżą na 
jednej prostej.

Twierdzenie 111, Jeżeli trzy proste AlAi) BXB2 i Cx0\ 
przechodzą przez jeden punkt, to można tak wyznaczyć sześć 
współczynników liczbowych a.u a2, [3,, p2, j 1 i ya, że
a1Al-)-ac2A2 =  p1B1-j-p2B!l =  f 1Ci-]-7aC3 i =  P1-HP2 — Yi4~T2-

Niech będzie 8  wspólnym punktem trzech danych prostych. 
Ponieważ punkty Ax, A2 i 8 leżą na jednej prostej, zatem na zasa­
dzie twierdzenia I można tak wyznaczyć trzy współczynniki 
au a2 i a, że

a1A1 -j- a2A2 +  aS =  0 i ax oc2 —(— a =  0.
Tak samo okażemy, że

Pi- î 4~ 4" — 0; Pi -j- P2 -j- a — 0
i t4-4 4“ T2O2 — 0! Ti -f- T2 4~ 0 == 0.

Mieliśmy prawo założyć, że we wszystkich trzech równaniach 
współczynniki liczbowe odcinka 8  są jednakowe, gdyż w każdem 
z tych równań jeden ze współczynników może być obrany dowol­
nie (twierdz. I). Z sześciu równań ostatnich wynikają bezpośred­
nio związki, które mieliśmy udowodnić.

Twierdzenie IV. Jeżeli
ai^-rł~aâ -2—P A 4 4 ^ 2 = TiC!i4“Y2(?2 i —ł— a2 =  pi—J—p2=Yi—J—Y2»
to proste AXA2) BxB2 i CXC2 przechodzą przez jeden punkt.

Załóżmy — a.x — (3X =  o i wyznaczmy taki punkt 8 , aby 
aXAX -f- a2A2 =  — a8 (t. j. wyznaczmy odcinek wypadkowy zna-

mych odcinków------ -1 PA, i ------ 7 PA.), Wówczas oczywiściea o
^1/̂ 1 "~j*" 2̂^2 Hh" =  0 i otj —j*" ot2 -"j*- @ =s:= 0 .

Z tych równań i ze związków danych wynika, że
Px-®i 4“ p2-® 2 4~ — 0 , Pi 4~ P2 4“ 0 — o
TiCr 4“ Tâa 4“ ^ 0 > i Ti 4~ Ta 4~ 0 — ® •
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Warazauja

/  sześciu równań ostatnich wyciągamy na zasadzie twier­
dzenia II wniosek, że punkt 8  leży na prostych AtA2, BlBi i CXCV 
a więc te trzy proste przechodzą przez jeden punkt.

Zastosowanie twierdzeń powyższych okażemy na przy­
kładzie.

Niech będą trzy proste s
AlA2l BxB2 i Ci<72, prze- j?
chodzące przez jeden punkt
(fig. 6), a zatem (twierdz. III) A,j/\

*1 A  — a2 A 2 =  Pi-Bi -
,c

-  p, B2 =  T i /  /  A
i 04- 04= ^ - -Pl>=Ti—Y2 • /

Z tych związków wy- ->X— "7^
nika, że
1 ) aiĄ - p , / V —a2A2—P0-B2 Fig. 6.

i 2) aŁ — (3, =  a2 — p„ 
Załóżmy a1 — [i, ; aby’ i wyznaczmy taki punkt O, 

a ,^  — [ilBl — y C. Punkt C leży oczywiście na prostej Al Bv 
gdyż

«iAt — Pi —  y G =  0 i a, — pŁ — y =  0 , 
a z 1 ) i 2) wynika, że ten sam punkt leży na prostej A2BV jest 
więc punktem przecięcia tych prostych. Załóżmy jeszcze pt— Yi =  a 
i Yi — 04 =  [3 i wyznaczmy takie punkty A i N, aby $lB l — yxGl == 
= . o.A i y 1^1 — =  dowiedziemy, jak poprzednio, że
A jest punktem przecięcia prostych Bx Gl i B2G2] i B — punktem 
przecięcia prostych 6\il, i G2A2. Położenie punktów A, B i C 
charakteryzują układy równań

a.A =  h B x — Yi^i i a =  Pt -  Ti » 
pj? =  TtOt — 04Ą  , P = ‘Ti -  ai i
fO =  04Ą  — p jĄ  , T =  * i — Pm

Dodając stronami równania każdego układu, otrzymamy: 
a il —|— pń? —|j— yC =  0 i a —j— [3 — y — 0,

a więc punkty /l, U i (7 leżą na jednej prostej.
Jest to twierdzenie Desargues’a. Dowiedziemy jeszcze twier­

dzenia odwrotnego.
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Zakładamy, że odpowiednie boki trójkątów AiB iC1 i A2B2Ca, 
przecinają się w punktach O, A i i?, leżących na jednej prostej, 
a więc

3) o4  +  p S -f7 C = = 0  i 4) « +  P +  T =  0. 
Warunek, że każda z trójek punktów A^ĄC, B XC\A i G^A^B 
ma leżeć na jednej prostej, da się wyrazić w następujących ukła­
dach równań:

5) ai 4 1 • Pi ' JSx =  7C?  6 ) * i  —  P i ' =  7
P A i  T i ' C i  — Pi  T i 7 —  a  
Ti  —  < 4  =  pB Y i  “  * i ;  —  P ■

Dodając stronami równania każdego układu i uwzględniając 
3) i 4), otrzymamy:

0*i  —  O  Ai +  ( Pi  —  Pi ' )  - B i  +  ( Yi  —  Y i')  Ci =  0  ,
(“ i —  V )  +  (P i —  P iO  +  (T l —  T i')  =  0  .

Ponieważ punkty Av Bl i Gt nie leżą na jednej prostej, 
przeto a! — a / =  0, Pi— pt' — 0 i Yi — Ti' — ® bib « , ,== an 
Pj' — p, i Yi' =  Yi • Skutkiem tego dwa pierwsze równania ukła­
dów 5) i 6) przybierają postać:

7) M i
P A

■ p iBi =  Y G , 
Y i  Gx — aA

8) ■Pm
T i

Tak samo okażemy, że
9) a2^2 P2B2 — Y 0 , 10) a2 P2 =  Y>

P2B2 — T2C2 =  o.A , p2 — Y2 =  <*•
Z układów 7) i 9) z jednej strony, a 8) i 10) z drugiej 

nikają równania:
wy-

albo:
aA
P A

=  a 2/ i 2 P2-®2 1 * 1  — Pi =  « a  — ■ P21
=  P A Ta C 2 , P i - T i =  P a ~ Ta-

=  P A , P2B 2 , « i  — « 2 =  P . - P a ,
=  T i A - t A , P i - Pa =  Ti  — Ta-

albo wreszcie:
aiAi a2^2 ~  PAi P A 2 — Ti Ci t2C2 i ai aa =  Pi P2=== T1 T2 - 

Związki te są dowodem, że proste A,A2, BXB% i G1C2 prze­
chodzą przez jeden punkt.
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§ 4. Środek ciężkości grupy punktów. Niech będzie n 
punktów AL, A2, A3...  ,A„. Obierzmy jakikolwiek puuktP i wy­
znaczmy sumę geometryczną odcinków P i.,,
P J 2, P i 3 . .  . PA „ . "Wypadnie, dajmy na 
to, odcinek pR.
1 ) P i ,  -j- P ig  -j- P i 3 -|- ... -|- PA„ =  P R .
"Cen odcinek PR  nazwiemy wypadkową od­
ległością punktu P  od danej grupy punktów,

PRzaś odcinek PS — przeciętną odległością

punktu P  od punktów danej grupy.
Na fig. 7 wykonano wyżej Avskazane 

działania dla grupy, złożonej z czterech 
punktów.

Obierzmy teraz inny punkt P, i wy­
znaczmy tak samo jego wypadkową i prze­
ciętną odległość od tej samej grupy. Przypuśćmy, że pierwsza — 
=  P ,P „  a druga =  PpS„ t. j.

PiRi.2 ) P , i ,  +  P , i 2 +  P , i 3 + . . .  +  P , i H =  P ,P ,  i tt : P A -

Jeżeli już mamy punkt *S', to odcinek P,P, możemy wyznaczyć 
w sposób inny. Rozkładamy odcinek P , i ,  na dwa odcinki skła­
dowe P jP  i P i , ,  rozkładamy również odcinek P , i 2 na P ,P  i P i 2 
i t. d. Będzie więc

P , i , = P , P  +  P i , ,
P , i 2 =  P ,P  +  P i  2 t
P A ^ P ^ + P i , ,

p , i „  =  P ,P - f - P i n .

G-dy dodamy te wszystkie równania stronami, to wypadnie
P , i ,  +  P , i 2 +  P , i 3 +  ... +  P , i „  =  n . P ,P  +  P i ,  +  ^ 2  +  

+  P -̂ 3 +  -  +  PAn ,
a uwzględniając 1 ) i 2), otrzymamy:

P ,P , =  n . I\ P + P B ,
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albo
n :P ,P  + P P

albo wreszcie P 15'1 =  I\P  -|- PS '.
Z równania tego widać, że odcinek P 1/S'1 jest wypadkowym odcin­
ków P ,P  i P.S' (por. fig. 7), a zatem punkt 8i leży w punkcie /S, 
i szukaną przeciętną odległością punktu P t jest odcinek I\S.

Widzimy, że punkt S odgrywa szczególną rolę względem da­
nej grupy. Przeciętna odległość jakiegokolwiek punktu P 1 od 
punktów grupy jest równa odcinkowi, zawartemu pomiędzy tym 
punktem i punktem S. Ta przeciętna odległość jest równa zeru, jeżeli 
J\ leży w S. Punkt 8  nazywa się środkiem ciężkości danej grupy. 
Jasną jest rzeczą, że przeciętna odległość środka ciężkości od 
punktów grupy jest równa zeru, a stąd wynika, że i jego wypad­
kowa odległość jest równa zeru.

Aby wyznaczyć środek ciężkości danej grupy punktów, obie­
ramy jakikolwiek punkt P; punkt ten będziemy nazywali biegu­
nem. Wyznaczamy następnie przeciętną odległość PS bieguna 
od punktów grupy. Koniec S odcinka PS będzie szukanym środ­
kiem ciężkości.

Wybór bieguna nie wpływa na wynik ostateczny, należy jed­
nak w każdym wypadku obierać biegun w taki sposób, aby po­
trzebne działania dały się dogodnie wykonać.

Przykłady. 1) Wyznaczyć środek ciężkości dwóch danych punktów 
A  i B.

Odp. Za biegun obieramy punkt A. Odległość wypadkowa=.l li, a prze­

ciętna =  , a zatem szukany środek ciężk, leży w środku odcinka AB.A
2) Wyznaczyć śr. ciężk. trzech da­

nych punktów A, B  i 0.
Odp. Za biegun obieramy punkt A. Od­

ległość wypadkowa yl7i=snmie geom. odcin­
ków AB  i AC  (fig. 8). Wyznaczymy tę su­
mę przy pomocy równoległoboku. Odległość

przeciętna d #  = AB •Łatwo okazać, że

Pig. 8. środek ciężk. S leży na ośrodkowej AD  trój­
kąta ABU w  odległości */s -AD od wierzchoł­

ka A, lub w punkcie przecięcia trzech ośrodkowych.
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3) Wyznaczyć śr. ciężk. czterech punktów .4, B, C i I). Odp. Za bie­
gun obieramy dowolny punkt P. Wówczas

( 1 )
PA +  PB  +  PC +  PD , ,PS  — -------!---------J-------- !------- f łub

PS=:^ ^ ± I B + r ę ± P 2 y

PA +  PB
Łatwo okazać, że - — ~ —  =  P S ,, gdzie S, jest śr. ciężk. punktów A i B lub

PO 4 -PBśrodkiem odcinka AB. Taksarno------P----- =  P8t) gdzie Ą  jest środkiem

odcinka CD. A  zatem

PS : PSi +  PSt

z czego widać, że S jest środkiem odcinka S,S2
4) Okazać, że w dowolnym czworoboku proste, łączące środki prze­

ciwległych boków, orkz prosta, łącząca środki przekątnich, przecinają się 
w jednym punkcie.

Odp. W  przykładzie poprzedzającym dowiedliśmy, że śr. ciężk. S 
leży na prostej, łączącej środki boków AB  i CD. Przedstawmy równ.
1) w postaci

„ „  1 IP B + P C  , PD +  PA\
1S = t  r~ir~+——a takze

1 i P I - L P H  71 R - L P 1
PS

1 IP B + P C  , PD +  PA\
2 \ 2 2 )'
1 I P A + P C , P B + P D \
2 \ 2 1 2 )

okażemy teraz z łatwością, że S leży również na prostej, łączącej środki 
boków BC i DA, a także na prostej, łączącej środki przekątnich AC 
i BD.

5) Wyznaczyć śród. ciężk. sześciu punktów A, B, C, D, E  i F. 
Odp. Znajdziemy, że

„  „  l  / PA +  PB +  PC , PD +  PE  +  PF\
=  2 i---------- 3------------ + ------------ 3----------- ) ’

z czego wynika, że S jest środkiem odcinka, łączącego środki ciężk. grupy 
ABC i grupy DBF.

§ 5. Środek ciężkości grupy punktów (dalszy ciąg). Wy­
pada teraz poznać pewne twierdzenia, które w znacznej mierze 
ułatwiają wyznaczanie środków ciężkości.

Przypuśćmy, że wszystkie punkty grupy Ax, A2, -43, . . . A„ 
leżą na jednej prostej. Obierzmy na tejże prostej biegun P. Oczy- 
wistem jest, że suma
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będzie miała kierunek danej prostej, a zatem środek ciężkości gru­
py będzie leżał na tejże prostej.

I. Jeżeli wszystkie punkty grupy leżą na linii prostej, to i śr. 
ciężk. leży na tej prostej.

Niech będą, dwie grapy punktów. Przypuśćmy, że grapy to 
składają się odpowiednio z n, i n2 punktów, a ich środkami cięż­
kości są odpowiednio punkty S, i S2. Wyznaczymy śr. ciężk. 
obydwóch grup, razem wziętych.

Obierzmy w tym celu punkt 8, za biegun. Odległość jego od 
pierwszej grupy =  0, a zatem odległość jego od obydwóch grup 
jest równa odległości od grupy drugiej, zaś ta ostatnia — n2S,S2, i

(1) ■ 8X8:
n„ 8, 8,2 >

gdzie 8  oznacza szukany śr. ciężk. Oczywistą jest rzeczą, że 8 le­
ży na prostej 8,8i} wewnątrz odcinka 8,82.

Dalej mamy, że SS2 =  S,S2 — 8,8, czyli
n,

(2)

SS2 =  s,s  2

88, =
n, +  n2 S,S2 , albo

n*
n, +  n.

S,S2.

Gdy podzielimy stronami 1 ) przez 2), to wypadnie
8 ,S __n2
SS2 n,

Tl. Śr, eiężJc. dwóch grup leży na odcinku, łączącym środki 
ciężkości tych grup, i dzieli ten odcinek w stosunku odwrotnym do 
ilości punktów tych grup.

Niech będzie m grup danych, liczących odpowiednio n „ n2, 
n%. . . . nm punktów; ich środkami ciężkości są odpowiednio punkty 
8,, S2, S3. . . Sm. Mamy wyznaczyć śr. ciężk. wszystkich grup, 
razem wziętych.

Za biegun obierzmy dowolny punkt P, Jego odległość od 
pierwszej grupy będzie n ,P S „  od drugiej — n2PS2, od trzeciej — 
nsPS3 i t. d., i
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,g _ nlPSl -|- w2 PS2 -f- nz PS2 -j- •.. j -  nmPSm
~  %  +  «2 +  «S +  - • • + « «  ’

gdzie S oznacza szukany śr. ciężk.
Oczywiście otrzymalibyśmy to samo, gdyby wszystkie 

punkty pierwszej grupy leżały w punkcie Su wszystkie punkty 
drugiej—w punkcie Sa i t. d.

III. Wyznaczając środek ciężk. pewnej ilości grup, możemy 
uważać, że wszystkie punkty każdej grupy leżą w środku ciężkości 
tej grupy.

Z I i III bezpośrednio wynika, że jeżeli środki ciężkości 
wszystkich grup danych leżą na linii prostej, to i śr. ciężk. ogólny 
leży na tej prostej.

Załóżmy, że we wzorze 3) nl =  n2 — ns — .. . =  nm =  n, 
wówczas

p s  =  n(P6\ +  P£2 + P ł ?3 +  . . - + m t) lub
mn I

p s  =  P ^ i +  P Ą  +  P Ą + - - P ^
m

Stąd widzimy f że 8  jest środkiem ciężk. grupy, złożonej z punktów
s v S2, St . . .  8m.

IV. Jeżeli Su S2, S3. ..  Sm są środkami ciężkości grup, z któ­
rych każda liczy jednakową ilość punktów, to ogólny śr. ciężk. jest 
środkiem ciężk. grupy, złożonej z punktów SŁ, S2, S3.. . S„,.

Niech będzie grupa, złożona z punktów Av Aa, .Aj ... . A„ 
i B u P 2, P 3. •. B», przyc.zem punkty Ay, A2, N3. .. A„ są odpo­
wiednio położone symetrycznie do punktów By, P 2, P 3 . . .  B„ 
względem pewnej osi symetryi. Oczywiście śr. ciężk. punktów 
!4m i P i leży na osi symetryi, a mianowicie w punkcie przecięcia 
prostej A x By z tą osią. Również na osi leży śr. ciężk. każdej pa­
ry punktów symetrycznych, a stąd wynika, że śr. ciężk. danej gru­
py leży również na osi symetryi.

’ Jeżeli grupa punktów posiada oś symetryi, to jej śr. ciężk. leży 
na tej osi.

Jeżeli grupa posiada dwie osi symetryi, to jej śr. ciężk. loży 
w punkcie przecięcia tych osi.
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Przykłady. 1) Okazać, że twierdzenie II  wynika z I ii-g o .
2) Punkty A i B  leżą. w prawo od punktu O odpowiednio w odle­

głościach 4 i 7 cm., a punkt C—w lewo od 0  w odległości 5 cm. na linii 
prostej. Wyznaczyć śr. ciężk. punktów A, B i Odp. Śr. ciężk. leży 
w prawo od 0  w  odległości 2 cm.

8) Rozwiązać zadania 3 i 5 § poprzedzającego, stosując przytem 
twierdzenie II  § niniejszego

4) Mamy dane sześć punktów A, B, C, D, E  i F. Z tych punktów 
można utworzyć 10 par trójek punktów, np. ABC i BEF ', A BIJ i UEF 
i t. d. Okazać, że proste, łączące środki ciężkości trójek każdej pary, prze­
chodzą przez jeden punkt.

5) Wyznaczyć śr. ciężk. wierzchołków dowolnego pięciokąta.
6) Przyprostokątne AB  i AC  prostokątnego trójkąta ABC  mają od­

powiednio 10 i 15 cm. Wierzchołek B jest środkiem ciężkości punktów 
13,, /i2 i Ba, a C—środkiem ciężk. punktów <\ i <3a. Wyznaczyć śr ciężk.

punktów .1, Bu J3j, Ba, C, i Ct . Odp. AS — [ / '- I --4- ,  na zasadzie cze-£j O
go można łatwo wyznaczyć S wykreślnie.

7) Okazać, że śr. ciężk. wierzchołków regularnego wielobolm leży 
w środku koła opisanego.

§ 6. Środek ciężkości odcinka linii. W geometryi zwykle 
uważamy linię jako ślad, który pozostawia za sobą poruszający się 
punkt. Oczywistą jest rzeczą, że linia tak uważana nie może po­
siadać żadnych przerw. Charakteryzujemy tę właściwość linii, 
mówiąc, że linia jest ciągła.

Dla celów naszych dogodniejsze będzie inne wyobrażenie 
linii. Będziemy mianowicie uważali linię jako szereg punktów, 
następujących po sobie, jak paciorki różańca.

Niech będzie jakikolwiek odcinek linii prostej lub krzywej. 
Wyobraźmy sobie, że na tym odcinku ułożono pewną ilość 
punktów. Ponieważ punktowi niemożemy przypisywać długości 
(wogólo wymiarów), przeto owe punkty nigdy nie pokryją całego 
odcinka, chociażby ich ilość była niewiem jak wielka. Zawsze 
pozostaną pomiędzy nimi przerwy, i suma tych przerw jest 
zawsze równa długości odcinka. Tym sposobem, uważając linię, 
jako szereg punktów1), odrzucamy tem samem jej właściwość

>) „Szereg punktów1' oznacza tu oczywiście pojęcie zasadniczo różno 
od szeregu punktów w geometryi położenia, gdyż tum odcinkowi nie przypi­
sujemy długości.
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zwaną ciągłością,, lecz właściwość ta w zagadnieniach, o które nam 
■chodzi, nie odgrywa żadnej roli.

Przyjmiemy dalej, że przerwy pomiędzy punktami, two­
rzącymi linię, są niezmiernie małe i równe. Wynika stąd, że 
ilość punktów odcinka jest proporcyonalna do jego długości.

Przyjąwszy powyższą umowę co do pojęcia linii, mamy pra­
wo uważać odcinek linii prostej lub krzywej za grupę punktów. 
Środek ciężkości tej grupy nazwiemy środkiem ciężkości odcinka.

Z twierdzeń I i Y § poprzedzającego wynika bezpo­
średnio, że śr. ciężk. odcinka linii prostej leży w środku ge­
ometrycznym tego odcinka.

Przykłady. 1) Wyznaczyć śr. ciężk. odcinków AB  i BC (fig. 9).
SOdp. Dzielimy dane punkty na dwie grupy; 

do pierwszej niech należą, wszystkie punkty od­
cinka AB, a do drugiej — punkty odcinka BO.
Środki ciężk. tych grup leżą w punktach L  i M— 
środkach geometrycznych odcinków AB i BG.
Ogólny śr. ciężk. 'S  na zasadzie twierdz. JI § B

T 9 BO 'leży na odcinku LM  tak, że ——  =  -prt . Wy- J SM AB J
kreślnie można punkt S wyznaczyć w sposób
następujący. Prowadzimy przez M  i L  proste MN
i LN  odpowiednio równoległe do prostych AB
i BO. Dwusieczna kąta LNM  przejdzie przez S.

2) Wyznaczyć środek ciężk. trzech odcinków figury 10.
Odp. Środki ciężk. danych odcinków' leżą f____

odpowiednio w ich środkach geometrycznych
A, B  i O. Śr. ciężk. obydwóch odcinków b leży
w  środku I) odcinka CB. Pozostaje na odcinku

A fi 21,
A D  tak wyznaczyć punkt S, aby 

62

Ci

Wypadnie, że AS  = 2 b

SD 

Jeżeli a -

l.

6S

= b, to

AS--

3) Wyznaczyć śr. ciężk. trzech odcinków 
figury 11.

Odp. AS — 0,369 a.
4) Okazać, że śr. cię 

regularnego leży w środ)i

Środek Giętkości. { (3 4 0 5 ^ U f  Z
Pig. 11.

, Bi

Pig. 10.
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B"! Wyznaczyć śr. ciężk. obwodu trójkąta ABC (fig. 12).
Odp. Dzielimy dane punkty na dwie grupy. Do pierwszej niech należą 

punkty odcinków BC i AC, do drugiej—punkty odcinka AB. Śr. ciężk.
pierwszej grupy leży na odcinku A, B, 
(A „ B i i G\ oznaczają środki boków trójką­
ta), przypuśćmy w punkcie J), a śr. ciężk.

szukany leży na odcinku C\I). Lecz — -— —L)B,
CA
BC

zatem

r - , a ponieważ O/i= 2 /1 , C, i B C = 2 C ,B ,, 

A,D A,C,
JJB, C j f , '  Z Pr°P°rcy i tej  c y ­

nika, że prosta C,D jest dwusieczną kąta 
AlC,B,. Łatwo teraz okazać, że szukany śr. ciężk. 
jest środkiem kola, wpisanego w trójkąt A,11,0,.

6) Na fig. 13 punkty A, i 11, są środkami
AUboków 71C i CA, a A ,77 — 71, D 2 Okazać,

Fig. 13.

4-

że proste A ,I) i II, Ii przecinają się w środku 
ciężk. obwodu trójkąta ABC.

§7. Środek ciężkości łuku koła. Niech 
będzie na obwodzie koła, którego promień.=r, 

n punktów Av A2, >i3 ....
..4 A„ (fig. 14), obranych w taki spo- 

sób, że łuki A,A2, A2AS, A2Ai . . . .  
d.„_i A„ są równe. Wyznaczmy 
śr. ciężk. tej grupy. Posiada ona 
oś symetryi, a mianowicie prostą 
OM, przechodzącą przez środek 
M łuku A,A„ , na tej więc pro­
stej musi leżeć szukany śr. ciężk.

Za biegun obierzemy środolc 
koła O. Odległość bieguna od 

I"# danej grupy jest równa sumie
geometrycznej
OA1-\-OAi~\- OA3-\-... -j- 

+  OA„.
A.by wykreślnie wyznaczyć tę su­
mę, zastosujemy metodę wielo-
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boku. W tym celu przez punkt i l1 prowadzimy odcinek AXB2 
równy i równoległy do OA2, przez B2 prowadzimy odcinek B2B% 
równy i równoległy do OA3 i t. d. Ostatnim będzie odcinek 
B„—i B„ równy i równoległy do 0A„. Odcinek OB„ będzie szuka­
ną sumą, czyli odległością bieguna 0 od danej grupy punktów. 
Punkt Bn wypadnie oczywiście na prostej OM, gdyż, jak wiemy, 
na tej prostej ma leżeć szukany śr. ciężk.

Weźmy na danym okręgu jeszcze jeden punkt M„+1 tak, aby 
łuk AnA„+i był równy łukowi AXA2. Można okazać, że wieloboki 
AXA2A3 . . . An_ xA„An+] i OAxB2B3 . . . !?„_] Bn są podobne. 
Istotnie każdy z nich posiada n - f - 1 boków, w pierwszym boki 
AXA2) A2AS, . . .  AnA^yi i kąty przez nie utworzone są równe, w dru- 
giem podobnież równe są boki 0AV AXB2, B2B3 . . . .  Bn—\BH 
(każdy z nich jest =  r) i kąty przez nie utworzone, wreszcie łatwo 
okazać, że np. kąty AXA2A3 i OAxB2 są równe. Widzimy miano­
wicie, że OAxB2-\-AxOA2 =  180", a także 2 AxA2O-\-AxOA2 =  180°, 
a zatem OAxB2 =  2 A XA20 — AXA2A3.

Z podobieństwa tych wieloboków wynika, że
OB„ OAx , , OBn r-s—T-— =  t t  mh ——  =  ——j- , a zatemA^Anjr\ A1A2 A^An.|_i AjA-2

, r . AXA„+,
'« — a a  "A 1A 2

zaś odległość przeciętna

0 8  =
OBn_ _ r . A lA„+1 
n n .A xA2 ’

gdzie S jest szukanym środkiem ciężk.
Przypuśćmy teraz, że do danej grupy należą wszystkie 

punkty łuku AXA„. W  tym razie punkt A,t+l leży niezmiernie 
blizko punktu An, i możemy przyjąć, że cięciwa AxA.„jrl jest równa 
cięciwie AXA„. Oznaczymy długość tej ostatniej literą c. Prócz 
tego n . AXA2 jest oczywiście długością łuku AxAn; oznaczymy ją 
literą s. Wypadnie wówczas, że

08  =
r . c

gdzie 8  oznacza teraz środek ciężk. łuku AxAn.
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Przykłady. 1) Wyznaczyć śr. ciężk. półokręgu. Odp. OS ~  ~

a.'
2.) Wyznaczyć śr. ciężk. luku 60°. Odp. OS

3) Wyznaczyć śr. ciężk. łuku 90°. Odp. OS

3r 
n

r V 8
n

4) Wyznaczyć śr. ciężk. łuku 45°. Odp. OS 4 ł f2 - j /2

(przykł. 1), a 0St =  - ^ n r

5) Wyznaczyć środek ciężk. 
łuków AB  i GD na fig. 15. Odp. 
Niech będą, SL i Ą  środki ciężk, 
półokręgu AMD i łuku BM 0, S śr. 
ciężk. szukany, s długość łuku 
AB — CD, wreszcie e długość cię­
ciwy BC. Obrawszy punkt 0  za 
biegun, otrzymamy 
nr . OSx =  {nr — 2s) OS2 — 2s . OS,

prócz tego wiemy, że OS, =  —

Ze związków tych wypadnie, że OS =

(2 r — c)r
2 s

<//

6) Niech będzie łuk zl.B i jego śr. ciężk. 
i? (fig. 16). Z punktu O zataczamy proznie­

c a n ie m  OS inny łuk At Blt zawarty pomiędzy 
' B. promieniami 0.4 i OB. Okazać, że długości

łuku AtB, i cięciwy AB są równe. Odp. 
Oznaczmy literą a kąt AOB  w mierze bez­
względnej; wówczas łuk AB  =  ,?— «?• i 0 S =  

re rc , , .  „ c .  _ „
s a r  a

7) Wyznaczyć śr. ciężk. obwodu odcin­
ka kątowego AMD (fig. 17); łuk AMB  — s, 
cięciwa AB — c, promień — r. Odp. Jeżeli

i łuku AMB, to obrawszy za biegun punkt O, 
znajdziemy, że (a +  c) OS — c . OS,-j-s. US2,

2 r)stąd OS ■ c(J/4r2 C *  - + -

2 (c -j- s) 

j42I£B ma 180“, to OS —

Jeżeli łuk

2r
2 -j- ji



—  21

8) Wyznaczyć śr. ciężk. obwodu wycinka kołowego AMBO (fig. 17).

Odp. OS r(]/ 4r3 — ca +  2c) 
2(2 r -f- s) Jeżeli łuk

hJOJ ma 180°, to 05  =  — (por. przykł.

poprzedzający).
9) Wyznaczyć śród. ciężk. trzech półokrę- 

gów fig. 18. Promień mniejszego =  r. Odp. 
Obrawszy za biegun punkt 0 , znajdziemy

łatwo, że OS =  —  .n

§ 8. Środek ciężkości pola. W  § 6 umówiliśmy się uwa­
żać linię za szereg punktów; podobnież umówimy się uważać po­
wierzchnię, a w szczególności płaszczyznę, za układ linii, przebie­
gających równolegle do siebie w niezmiernie małych i równych 
odległościach, a ponieważ każda linia składa się z oddzielnych 
punktów, przeto powierzchnia na mocy tej umowy rozpada się na 
rój punktów. Gęstość tych punktów w każdej części powierzchni 
jest jednakowa. Wynika stąd, że ilość punktów, zawartych w po­
lu figury płaskiej, jest proporcyonalna do wielkości pola tej figury.

Przyj ąwszy powyższą umowę, mo­
żemy uważać pole figury płaskiej za 
grupę punktów. Środek ciężkości tej 
grupy nazwiemy środkiem ciężkości 
pola.

Wyznaczymy śr. ciężk. pola trój­
kąta ABC (fig. 19). Możemy uważać 
to pole za układ odcinków prostych 
równoległych do boku BC. Śr. ciężk. 
każdego odcinka leży w środku tego 
odcinka, a miejscem geometrycznem środków jest ośrodkowa AL, 
t. j. prosta, łącząca wierzchołek A ze środkiem L  boku BC. W y­
nika stąd, że śr. ciężk. wszystkich odcinków, albo szukany śr. 
ciężk. pola trójkąta, leży na tej ośrodkowej (§ 5, twierdz. III i 1). 
Tak samo dowiedziemy, że szukany śr. ciężk. leży na ośrodkowej 
BM , a zatem leży w punkcie przecięcia S ośrodkowych AL i BM.

Wiadomo, że AS =  AL (§ 4 przykł. 2).
O

A
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Przy pomocy powyższego twierdzenia daje się łatwo wyzna­
czyć śr. ciężk. pola wycinka Polowego.

Niech będzie wycinek AMBO ko­
ła o promienia r. Podzielmy łuk AMB 
na niezmiernie małe łąki równe. Każdy 
z tycli łuków możemy uważać za odci­
nek prostej. Połączywszy punkty po­
działu ze środkiem koła 0 , rozbijemy 
dany wycinek na trójkąty równobocz­
ne. Ośrodkową każdego z nich będzie 
promień, przechodzący przez środek 

odpowiedniego łuku, a więc śr. ciężk. leży na tym promieniu 
2rw odległości —  od środka 0. Środki ciężk wszystkich trójkątów

utworzą,łuk AXBV zatoczony z O promieniem r, 2 r Na za­

sadzie twierd. IV § 5 środkiem ciężkości danego wycinka będzie 
środek ciężk. S łuku A1B1.

Szukany punkt 8  leży oczywiście na promieniu OM, przecho­
dzącym przez środek M  łuku AB, i

OS. r, ci n

Izie cx — cięciwie AtBu a sl oznacza długość łuku AlBv Lecz
2 o . 2 s . 

ci =  -g - 1 1 si =  y  > &dz,e c cięciwie AB, a s =  łukowi AB,

a

a zatem

08 = 2 rc 
ós

Przykłady. 1) Okazać, że śr. ciężk. pola 
równoległoboku leży w punkcie przecięcia 
przekątnie,h.

2) Okazać, że śr. ciężk. pola regular­
nego wieloboku leży w środku koła opi­
sanego.

3) Wyznaczyć śr. ciężk. pola figury 21

Odp. x =  y = 5 a 
Al2 'Fig. 21.
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■4) Wyznaczyć śr. ciężk. pola figury 22. Odp. 

■5) Wyznaczyć śr. ciężk. pola figury 23. Odp. * =

7 a
; ~ 1 8  '
(14 +  31/3)o 
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Pig. 22.

6) Wyznaczyć śr. ciężk. pola fig. 24. Odp. x =  4.
7) Wyznaczyć sr. ciężk. pola dowolnego czworoboku AB CD.
Odp. Dzielimy dany czworobok przekątnią Ti D na trójkąty ABB 

i BOI). Szukany śr. ciężk. leży na prostej, łączącej środki ciężkości tych trój­
kątów. Przeprowadziwszy 
przekątnię A O, znaj dzieiny 
tak samo drugą prostą, 
przechodzącą przez szuka­
ny punkt.

8) Wyznaczyć śr.
•ciężk. pola wycinka koło­
wego AM  BO (fig. 20), gdy 
kąt A OB =  60°.. Odp.

n r
: T  ‘

<-------- x  -

1  ' -  1
s

~T

OS-.
Pig. 24.

Odp. OS

9) Tożsamo, gdy kąt A OB — 90°. 
rj/32
Sn

: 180°.10) Tożsamo, gdy kąt AOB 
4 r
Sn

11) Wyznaczyć śr. ciężk. odcinka ko­
łowego AMBN (fig. 2B). Odp. Weźmy poduwa-

Odp. OS :

B

Pig. 2B,
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gę trzy figury następujące: -wycinek AMBO, trójkąt A l!O i odcinek A MBN. 
Środki ciężkości ich pól oznaczmy odpowiednio literami St i S. Pola tych

ST ac sv - ctcfigur wynoszą odpowiednio k ,  -  i  — -̂----, gdzie a — ON. Obrawszy

za biegun środek kola O, otrzymamy

Lecz OS, =  ~OS os„ 2a— , zatemO
2 TC 
3s

2a 
~3 1 - f  OS

OS =  2 frł — ał) c 
3(6T — ac)

Uwzględniając, że ra , znajdziemy

OS =

12) (Rozwiązać zadanie poprzednie,) gdy kąt A Oil — 60°. Odp.

OS =  - ------
2n — S}/ S

13) Wyznaczyć śr. ciężk. strefy kołowej A1BI B1A1 (fig. 26).

odp- os =  ,Vgdzie Si 1 *  “ zajądłueości 
łuków A,MB, i AtMBr

14) Wyznaczyć śr. ciężk. pola, zawartego pomiędzy dwoma okręgami 

na figurze 27. Odp. 0,S — ~ —— - .
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IB) Wyznaczyć śr. ciężk. pola na fig. 28. Odp-

OS =  ’ 8  ̂ , gzie Si oznacza długość łuku A^MyBi.

16) D any jeat kwadrat ABCD  o boku a (fig. 29); wyznaczyć na ośrodko­
wej punkt M  w taki sposób, aby był on środkiem ciężk. pola figury ABODM.

o, „ , » .  m - m .

§ 9. Przeciętna odległość punlttów od prostej. Niech będą 
trzy punkty A, B, C i prosta y (fig. 30). Przeprowadźmy z tych 
punktów prostopadłe AAU BBy i GGX do prostej y. Punkty 
przecięcia tych prostopadłych z prostą y, t. j. Av Bl i Cx nazywa­
my rzutami prostokątnymi lub krócej rzutami punktów A, B i C na 
prostej y.

Również odcinek AXBX nazywamy 
rzutem odcinka AB. Według § 1 od­
różniamy początek odcinka od jego koń­
ca. Umówimy się uważać rzut począt­
ku odcinka za początek rzutu tego od­
cinka, a rzut końca za koniec rzutu.
W odcinku AB punkt A uważamy za 
początek, a B — za koniec, skutkiem te­
go i w rzucie musimy uważać Ax za po­
czątek, a Bx — za koniec. Tak więc 
rzutom odcinka AB jest odcinek AXBX 
(nie zaś BXÂ ), a rzutem odcinka BA. 
jest odcinek BXAV •

Tak samo rzutami odcinków BC i AC są odcinki B̂ Ĝ  
i AyGy.
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Odcinek AC jest wypadkowym odcinków AB i BC, t. j. 
AC =  AB-Ą-BG.

Również, jak widać z figury, odcinek AlC1 jest wypadkowym 
odcinków AtB, i B,CV t. j.

AlOt =  A1Bl +  B1C
I. Rzut odcinka wypadkowego jest wijpadkomjm rzutów od­

cinków składowych.
Mówiliśmy tutaj tylko o dwóch odcinkach składowych, lecz 

twierdzenie powyższe dotyczy dowolnej ilości odcinków składo­
wych. Tak np. na fig. 30

AC =  AB 4 -B D  - f  DC 
i A^G^=z AiB,-\~B1Dl —j— I),C, .

Niech będziegrupa, zło­
żona z n punktów, a miano­
wicie Au d.2, A, . .. A„ (fig. 
31). Rzutami tych punktów 
na pewnej prostej y niech 
będą odpowiednio punkty 
Bv B2, Bs . . .  JJ„. Obierzmy 
jakikolwiek punkt 8  i wy­
znaczmy odcinek wypadko­
wy odcinków

SA„ SA2, SA, . . .SA„.
Rzut tego odcinka wy- 

padkowego jest na zasadzie 
twierdzenia poprzedzającego wypadkowym odcinków 

TBt , TB2, TB, . . . .  TBn,
gdzie T oznacza rzut punktu S.

Przypuśćmy, że punkt S jest środkiem ciężkości grupy 
A1, A2, A, . . .  A.n. Wówczas odcinek wypadkowy odcinków 
SAV SA2, SA2 . . . SAn, jak wiemy, =  0, a więc i rzut tego odcin­
ka oczywiście musi być =  0. Lecz rzut ten jest wypadkowym 
odcinków TBV TB2, TB, . . . TB„, a zatem

TB, -j- TB2 -j- TBa - f  . . . +  TB„ =  0 .
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Tak więc odległość punktu T od grupy B v B2, B, . . . B„ jest 
równa zeru, a stąd wynika, że punkt T jest środkiem ciężkości tej 
grupy.

II. Rzut środlca ciężkości grupy punktów jest środkiem cięż­
kości rzutów tych punktów.

Obierzmy na prostej y jakikolwiek punkt O. Przeciętna 
odległość punktu O od punktów grupy Bv B2, P 3 . . .  B„ , jest 
równa, jak wiemy, odległości punktu O od środka ciężkości grupy, 
t. j. od T, czyli

OBj 4~ ~ł~ ■ • • ~l~ _  fiji
n

Przeprowadźmy przez punkt 0 prostą x, prostopadłą do pro­
stej y, i oznaczmy odległości punktów Au Az, As .. . An , S, od pro­
stej x  odpowiednio literami y v y2, yi . . . yn , ys . Oczywiście
OBt =  « / ! , .  OB2 =  y2 , OB2 = y t ........ 0Bn =  y„ , OT =  y„
a zatem

Vi -1- V2 H~ Vi 4~ • • • • ~ł~ y« _  .

III. Przeciętna odległość punktów grupy od jakiejkolwiek 
prostej jest równa odległości środka ciężkości grupy od tejże prostej.

Jeżeli prosta x przechodzi przez środek ciężk. grupy, to 
wówczas y8 — 0, i odległość grupy od tej prostej =  0.

§ 10. Pierwsze twierdzenie Guldina. Niech będą w jednej 
płaszczyźnie odcinek jakiejkolwiek linii AvAn i prosta £C, nieprzeci- 
nająca tego odcinka (fig. 32)1 Wyobraź­
my sobie, że odcinek AxAn obraca się 
około prostej x, jak około osi. Pod­
czas całkowitego obrotu odcinek AXA„

: zatacza pewną powierzchnię, po­
wierzchnię obrotu. Odcinek AXA» w po­
łożeniu początkowem lub w jednem 
z następnych nazywa się południkiemv

■ a koło, które zatacza jeden z punktów odcinka AXA„ , — równoleż­
nikiem tej powierzchni. Twierdzenie, które poznaliśmy w § po­
przedzającym, pozwala nam w bardzo prosty sposób wyznaczyć 
powierzchnię obrotu (oznaczymy ją przez P), jeżeli znamy dłu-

'■S

Fig. 32.
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gość s odcinka AXA„ i odległość ys jego środka ciężk. 8  od pro­
stej x.

W § 6-tym umówiliśmy się uważać linię za szereg punktów, na­
stępujących po sobie w jednakowych odstępach. Niech będzie X ilość 
punktów, zawartych w jednym centymetrze linii. Jakkolwiek ta 
liczba X jest bardzo wielka, to jednak możemy wykonywać nad nią 
działania arytmetyczne, jak nad każdą inną. Dwa cm jakiejkol­
wiek linii zawierają 2X punktów, trzy cm — 3X i t. d. Dany od­
cinek AXA„ zawiera oczywiście X s punktów.

Jasną jest rzeczą, że jeden cm2 powierzchni zawiera X2 
punktów, a zatem szukana powierzchnia obrotu zawiera X'aP ’ 
punktów.

Tę ilość punktów powierzchni można wyznaczyć i w inny 
sposób. Niech będą At , A2, As . . . . A„ następujące po sobie- 
bezpośrednio punkty południka AxAn. Tych wszystkich punktów 
jest Xs, a zatem n — Xs. Oznaczmy odpowiednio odległości tych 
punktów od prostej x przez yx, y2) y% , . . . y„ . Przez każdy 
z punktów Alt A2, A.t . . .  An przechodzi jeden równoleżnik, i tê  
wszystkie równoleżniki właśnie tworzą daną powierzchnię. Ilość 
punktów powierzchni obrotu jest oczywiście równa sumie ilości 
punktów równoleżników. Pierwszy równoleżnik zawiera oczy­
wiście 2?:hju drugi — 2tt\y2, trzeci — 2 ttXy3 i t. d., n—ty — 27tkyn. 
punktów, a cała powierzchnia zawiera
2nhyt- f  27d7/,-f-27%3 -j- . . .  +  2%Xy„ ~ 2tiX(y1 -\-y2- f  t/3+  . . , -f-y») 
punktów, a zatem

X2P =  2vik(yx — —j— z/s —(— - ■ • —j— yn) ■
Lecz według twierdzenia III § poprzedzającego

Vx +  Vt +  y% +  ■ • • +  V»______ ,-  _  y,

lub yx -j- y2 -j- ?/3 -)- . . . -j- yn =  nys =  \sys ,
a zatem X2P  =  27tX . \sys ,
wreszcie P  =  2ity, . s .

Powierzchnia obrotu jest równa iloczynowi z obwodu holar 
More zatacza środek ciężkości południka, przez długość południka.
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Przykłady. 1) Wyznaczyć boczną, powierzchnię prostego stożka ściętego. 
Odp. Przypuśćmy, że powierzchnia stożka ściętego powstała skutkiem obro­
tu odcinka prostego AB  =  a około prostej x (fig. 38). Szukana powierzchnia

i'
P — 2 m/s a. Lecz ys =  — ^—  , a zatem P — ml ( R -|- r).

2) Wyznaczyć boczną powierzchnię 
stożka prostego. Odp. Zakładając we wzorze 
P—nu ( fl+ r) z przykł. poprzedniego r =  0 , 
otrzymamy P  =  naB.

3) Wyznaczyć boczną powierzchnię 
prostego cylindra. Odp. Zakładając we wzo­
rze z przykł. 1 li =  r, otrzymamy P—2nar.

4) Wyznaczyć powierzchnię, która 
powstaje skutkiem obrotu połowy obwodu 
regularnego sześcioboku (fig. 34), którego

B

bok =  a, około prostej x. Odp. Łatwo znajdziemy, że ys ~ ~ j=z i a zatem

P  =? 2na2]/ 3 .

Fig. 34. Fig. 3B.

5) Wyznaczyć całkowitą powierzchnię pierścienia cylindrycznego 
który powstaje skutkiem obrotu kwadratu około prostej * (fig. 35). Odp. 
P =  12naV

6) Wyznaczyć powierzchnię bryły, która powstaje skutkiem obrotu 
regularnego sześcioboku około jednego z boków. Odp. P — 6m^]/ 3, gdzie 
a oznacza długość boku.

7) Wyznaczyć całkowitą powierzchnię pierś­
cienia kołowego (fig. 36). Odp. Pierścień powsta­
je skutkiem obrotu koła około prostej. P = iriiar.

8) Wyznaczyć powierzchnię, która powstaje ą 
skutkiem obrotu półokręgu AB O (fig. 36) około 
prostej równoległej do środnicy AO. Odp.
Odległość środka ciężk. półokręgu ABC  od pro-

2 r _stej x (według przykładu 1 § 7 ) =z a -\------, a za-QT
tern P  — 2jtr (im -j- 2r).

Fig. 36.
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9) Wyznaczyć powierzchnię, która powstaje skutkiem obrotu pół- 
okręgu ABC (fig. 36) około prostej x, równoległej do średnicy AC, Odp. 
P — 2 nr{an — 2r).

10) Wyznaczyć powierzchnię kuli. Odp. Powierzchnia kuli powstaje- 
skutkiem obrotu półokręgu około średnicy. W tym wypadku s =  nr

a ys =  — (przykł. 1 § 7), a zatem P — 2n . nr lub P  — 4nr*. Jest to-

szczególny wypadek powierzchni z przykładu 8.
11) Wyznaczyć powierzchnię odcinka kuli­

stego. Odp. Powierzchnia odcinka powstaje skut­
kiem obrotu luku AB około promienia OB (fig. 37).. 
Niech będzie S śr. ciężk, luku AB, a jego odległość 
od osi obrotu SM — ys . Szukana powierzchnia 
P =  2 n>/ss, gdzie s oznacza długość luku /IB. 
Kąty SOB i BAC są równe, gdyż boki jedne­
go są odpowiednio prostopadle do boków drugiego. 
Stąd wynika, że trójkąty prostokątne OSM i ABC

są podobne, a zatem =  —— . Litera f  ozna­

cza tu długość odcinka BC, który nazywa 

się strzałką odcinka kulistego, c =  AB, a 08  — ~  (§ 7). Z proporcyi

powyższej wypada, że ys fr , a zatem P  =  2nfr .

12) Wyznaczyć powierzchnię odcinka kulistego, gdy kąt AOB — 60°.
(fig. 37). Odp. P  =  nr\

OS ; wiemy prócz tego, że OS

13) Wyznaczyć powierzchnię strefy 
kulistej. O Ip. Powierzchnia strefy powstaje 
skutkiem obrotu łuku AB około promienia 
OC (fig. 38). Załóżmy, że luk ,4B =  ,? , 
SM — ys , cięciwa AB =  c, CD =  li. Ta 
ostatnia długość zowie się wysokością stre­
fy. P — 2 iti/s-s. Przeprowadźmy przez punkt 
C równoległą CE do ^1B. Z figury widać, 
źe kąty OSM i E0I) są równe, gdyż boki 
jednego są odpowiednio prostopadłe do bo­
ków drugiego, a zatem trójkąty prostokątne 
OSM i jBCD są podobne Wynika stąd, źe

— , a więc y, =  — i P  == 2 nrh  ,h c - - -  ■ s ' ' " a
Powierzchnia odcinka jest szczególnym wypadkiem powierzchni strefy, 
gdy BC =  0; wówczas h =  / ’.

§ IX. Drugie twierdzenie Guldina. Mech będą w jednej
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płaszczyźnie jakakolwiek figura zamknięta F  (fig. 39) i prosta xr 
nie przecinająca obwodu tej figury. Wyobraźmy sobie, że figura 
F  obraca się około prostej x , jak około 
osi. Skutkiem tego obrotu powstaje 
bryła obrotu. Objętość tej ostatniej V 
możemy wyznaczyć, jeżeli znamy pole 
p figury F  i odległość ys środka cięż­
kości tego pola od prostej x.

Niech będzie X, jak w § poprze­
dzającym, ilość punktów, zawarta 
w jednym cm linii, wówczas jeden cm2 zawiera X2 a jeden cmi3 — 
X3 punktów; pole figury F  zawiera X2p, a bryła obrotu X;l V 
punktów.

Oznaczmy literami Alt A2, Aa . . . A„ w jakimkolwiek porząd­
ku wszystkie punkty pola figury F, a ich odległości od prostej' 
x  — literami yv y2, ys . . .  yn. Oczywiście n — Wp. Znajdziemy 
łatwo, że bryła obrotu zawiera

2vk yx +  2icXy3 - f  27tX?/8- f ... Ar 2<Kh/n~2Tc\(yi Ar y 2-\ -ya +  •••+«/«>

punktów, a zatem
X3F == 2ttX(y1 +  y2 -j- y, -)- . . . . -j- yn) .

Lecz y t -j- y2 - ) -  y 3 -f- . . . -f- y„ =  ny„ =  X^y, , przeto

X3 7  =  2rcX . X2py,
wreszcie F  =  2%yap ,

Objętość bryły obrotu jest równa iloczynowi z obwodu hola,, 
które zatacza środek ciężkości pola figury tworzącej, przez pole tej/ 
figury.

Przykłady. 1) Wyznaczyć objętość pierście­
nia cylindrycznego, który powstaje skutkiem 
obrotu prostokąta około prostej równo­
ległej do jednego z boków (fig. 40). Odp.
V =  — r22)7i„ Jeżeli r2 =  0, to po­
wstała bryła jest cylindrem, i wówczas
V =  nrAh.

2) Wyznaczyć objętość prostego stoż­
ka. Odp. Stożek powstaje skutkiem obrotu

Fig. 40.
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prostokątnego trójkąta około przyprostokątnej x (fig. 41). Z figury wi-
, , . r , ,r m'*hdać, ze y, — -g - , a zatem V — — g—  .

3) Wyznaczyć objętość bryły, która powstaje skutkiem obrotu pro­
stokątnego trójkąta ABC około prostej x, równoległej do przyprostokątnej

a c  (fig. 42). odp. v  =  rcfo „r fA p . .

Fig. 42.

4) Wyznaczyć objętość prostego stożka ściętego. Odp. Stożek po­
wstaje skutkiem obrotu trapezu prostokątnego ABDE  (fig. 42) około boku 
DE. Objętość jego składa się z dwóch części: objętości bryły, która po­
wstaje skutkiem obrotu trójkąta A BC około prostej DE, i objętości cy ­
lindra, utworzonego przez obrót prostokąta ACDE  około DE. Dodając te 

„  srfris H- ł’a* -ł- r,r2)h•objętości, otrzymamy V = - ~ --------------- .

Odp. V--

4) Trójkąt równoboczny obraca się około 
prostej x, równoległej do jednego z boków 
(fig. 43). Wyznaczyć objętość powstałej bryły.

r__ na‘ (a -f- rj/ 3)
2 '

5) Wyznaczyć objętość pierścienia kołowego 
(fig. 36). Odp. V- — 2 ^ Aa.

6) Wyznaczyć objętości V, i Fs, które po­
wstają odpowiednio skutkiem obrotu półko!. ABC

i ADC (fig. 36) około prostej x, równoległej do średnicy AC (por. przykł. 10 
nr\3na -f- 4r) rr ;a — 4r)

~3 ’ 2 ~  ”3 •§  8). Odp. V, =

7) Wyznaczyć objętość kuli. Odp. Kuła powstaje skutkiem obrotu
, 4).

połkola około średnicy. W  tym razie =  ~  (§ 8 przykł. 10), gdzie r
O TC

oznacza promień kuli. 4r _  
3 ji

4 jt r s
3..
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8) Wyznaczyć objętość wycinka kulistego. Odp. Uważamy, że wycinek 
kulisty powstał skutkiem obrotu wycinka kołowego ABO (fig. 44) około promie­

nia OB. Objętość jego F =  ^ - . 2m/s , gdzie «

oznacza długość łuku AB, a j j =  BM. Z podobień-
Vs OSstwa trójkątów 08M  i ABC wynika, że =  —  ,

2 /'ca 0/S =  —s—  (§ 8). Uwzględniając te związki,

2 jir2 f
3;

2ifznajdziemy, że i/s ~  i ł

9) Wyznaczyć objętość wycinka kulistego,
jrra

gdy kąt AOB — 60° (fig. 44). Odp. F  — —g- .

10) Wyznaczyć objętość odcinka kulistego. Odp. Odcinek powstaje 
skutkiem obrotu figury ANBG (fig. 44) około promienia OB. Objętość jego 
V znajdziemy, odjąwszy od objętości wycinka, wyznaczonej w przykładzie 
poprzedzającym, objętość F, stożka, który powstaje skutkiem obrotu trój -

ir 4 (n OH
kąta A CO około promienia OB. F, = -------—-----, lecz A (A =  f(2r — f) ,

a OC — r — f, a zatem Vl =

_  w/(2 r  — / )  (r — f )  _  n f 2 (3r — /')

n f  (2r

lecz AC2 

f) ( r - f ) i V 2 n, r2 f
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