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ROZDZIAL 1.

(4). Podzielmy wysokosé spadlm na n ezgéei réwnyeh o dlugodei s i oznaczmy
przez (; czas, w ktorym punkt spadajaey opisze i-ly odeinek s, a przez v; odpowiednig
. : y ; £
predlkosé koticows, whedy z réwnan v = vy = gtjy, s = Vil + g —;— = vilip +

tilz-l-| . ;e .
—+ 99— przez rugowanie predkosei mozna  ofrzymaé réwnanie nastepujace:

Glitipg (i A ligy) — 28 (4 — tigy) = 0, a poniewai ¢, = | 4 rQT:_.;, przeto  rodwnanie
ostatnie mozemy tak napisac: titgy (i 4 tigy) — 4, (i — 1) = 0. Rugujne czasy
7 réwnai poprzednich, otrzymamy vy % — »® = 2gs, a poniewaz v %= 2ys, przelo
Vg — v =% skad vy, 2= (i -+ 1) »,% Podane dwa réwnania pozwalajg obliczyé
stosnnki ¢ sty i ly teeed vyt Vgt Wat L aus

(6). Jezeli érodek A kola o promieniu » porusza sig jednostajnie po danéj pro-
stéj z predkodeiy », a punkt m porusza sig jednostajnie po tym kole, to predkosé pun-
ktu m mozemy wyrazi¢ przez iloczyn rm, w ktérym o oznacza staly; tor (m) hedzie
cyklojda, gdy v=—rm.

(7). Punkt m porusza si¢ jednostajnie z predlodeiy » o po kole (r) o promienin
r, podezas gdy érodelk A tego kola porusza sig jednostajnie z predkoseiy RQ po kole
(R) o promieniu R; poprowadzmy osi spélrzednych « 1 y przez frodek kola (R), wtedy
réwnania ruchn punktu m bedy: 2= Reos (o, + Q8 + rcos (§y + 1), 3=
= Rsin(oy + Q) + rsin (B + we), gdzie o, i [, oznaczajy stale. Jezei R—=1
iQ = —w, wtedy ruch pkatu m bedzie prostolinijowym.

(8). Niech of, 4, 2! oz.uflcmm rzuty prgdkném punktn m na lueruulu osi spol-
vzednych, wtedy z zaloZenia o' —a.yz, y = [.28, &' =1.ay, gdziea, f 1 752 3
stale. 7 tych rownaii otrzymamy f.zx' —a.yy' =0, 7.9/ —f.2¢' =0, a..2z' —
— .22’ =0, a calld tych réwnmi przedstawiajy rzuty toru punktn na plaszezyzny
spélrzednych.  Rdézniczkujae réwnania pierwotne, mozna obliezy¢ prayspieszenie.

(9).  Obrawszy uklad prostokatny osi spélrzednych z pionowq osig z, oznaczmy
DYZez @y, Yy 21 1 @y, Yo, 29 Spolrzgdne punkbdw my i my, natenczas réwnanie miejsca
@E—2) 2+ @—n)l+@E—=z)? _ 1—2
(@—a) + (y — w)* + (2 —2)* T a—a
im, znajdujg sig na osi z, wtedy ofrzymamy réwnanie 22 4 y* —(z—2) (z—2,) =0,
z ktérego wynika, Zze miejscem szukanym jest powierzchnia, utworzona zapomocy obrotu

; gdy zad punkty m,

szukanego jest

hiperboli réwnoboeznéj okolo osi rzeczywistéj.
(10). Przyjmijmy o§ pionows paraboli jako o y i niech 22 =27y bedzie r6-
wnaniem paraboli, wtedy spélrzedne 2-go kraiea prostéj najkrétszego spadku sa,

e 3
a==2p|/3, Y=g
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(11). Styczme do obudwu krzywych, poprowadzone w kraicach prostéj naj-
krétszego spadku, sg réwnolegle, a ta prosta jest dwusieczng kata, ktory normalne do
krzywyeh w jéj krafcach tworzg z pionem.

(12). Obierzmy of z wazdluz brzegu, of y wpoprzek rzeki, oznaczmy przez 2a
szerokoéé rzeki, przez . stosunck predkosei wody w punkeie dowolnym wrgledem od-
leglodei tego punktu od brzegu najblizszego, o przez v staly predkodé plywaka; naten-
21,
3
drugiéj polowy torn plywaka; czas przeprawy jest t = 2a .

(13). Plywak wychodzi z punktu A na jednym brzegu, nadajac sobie predkosé
staly v ku punktowi B, lezgeemu naprzeciw A na brzegu przeciwnym, a v niech bedzie
predkosein staly wody; obrawszy B jako poczatek osi spélrzeduych, oé o wzdluz brzegn
adpowiedniego, of y ku punktowi A, otrzymamy predkosei «' i y' plywaka w kierun-
kacl osi:

. ’ . A . v ’ .
czas y® — —- z jest réwnaniem piérwszéj, a day — y*> = [_;T x4+ u“) réwnaniem

f 2% , @ stad

v
s )y =——
Vx's_|_y2’ /ey

. vy

d T ds T gy |/ 2

T —_—u—

Calkujae to réwnanie i przyjmujge A = u: ¢, otrzymamy réwnante toru:
( y )2’“_ Vot —a
a Vatyp 4o

w ktérym a jest szerokodeiq 1zeki.  Plywak przybedzie do brzegu przeciwnego, gdy

A << 1, o czas przeprawy jest ¢ :—

2y’
- 2 ) 42 dp
(14). 7 warunku danego wynika, %o vp = 2¢, skad 7, — — 'r—"— S T =
" s

4e?
— o a z tyeh dwu skladowych mozna obliezyé .
J

(15).  Aby obliezy¢ 7y, nalezy zastosowad twierdzenie Meusnier’go, pozwalajgee
obliezyé promieni krzywizny dowolnego przekroju plaskiego dandj powierzelni w pun-
keie danym, tudziez twierdzenie Kulera, wyrazajgee promiefi Lkrzywizny przekroju
normalnego powierzehni w punkeie danym przez odpowiednie promienie krzywizn
gléwnyceh.

(16). Obrawszy dang prosts poziomsg jako of 2, otrzymamy réwnanie réinicz-
kowe linii krzywd; '

du \? . s —y
i [1+ rf_y) ] = a stad e =a + l/.':' (. —y) — . arctang p—’—y~ )
gdzie a i p, oznaczajy stale. ;
(20):  Jezeli A i B oznaczaja polowy-osi gléwnych elipsy, a predkodé wyeinkowa,
4 a? .

» promiefi wodzgey ze rodka elipsy, wéwezas = — Aepe
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(21). W praypadku o) przyépieszenie jest odwrotnie proporeyjonalne wzgledem
75, w przypadku b) odwrotnie proporcyjonalne wzgledem 79, a w przypadku ¢) wyraza
sig przyépieszenie przez funkeyjs przestepng promienia s,

(22).  Oznaczmy punkty poruszajgce sig przez my, mg, mgy. ..., to kaidy
z nich opisuje tenze sam tor. Poprowadimy of « przez drodek kola i praez polozenie

: AT 2n . 2n

poczatkowe punktu my, i prayjmijmy p==cos —T 2==sin =5 natenczas rownanie
rézniezkowe toru (m;) jest

q ¥ Vi
- aretg —
dy g4 (p—1)y , skad (22492 2(1—p) e z —,1 £

dz — (p—1)z—aqy
o gdy wprowadzimy spélrzedne biegunowe p i p:

(3)1_17 MG

r

Tor (im,) jest linijg spiralng, ktéréj punktem asymptotycznym jest drodek kola, Ponie-
waz jednak z réwnania

dp 1 vg

@ e Veia—y
okazuje sig, ze predkosé wycinkowa staje sig nieskoiiezenie wielks, gdy p =0, przeto
punkt my praybedzie do $rodka kola w czasie skoficzonym. Wyrazajac d¢ przez dp
z réwnanin torn, ofrzymamy réwnanie

z ktérego wynika czas dojseia do grodka, przyjmujge p =20,
(23). Uzyjmy spblrzgdnych biegunowych r, @ i 0 (art. 12) i oznaczmy przez o
kat, ktéry tor (m) punktu m na kuli o promieniu » tworzy z poludnikiem tego punktu,

wtedy cose— = dT:P , jezeli v jest predkodeig punktu, Dla loksodromy na kuli ma-
v

dy

my warunek o = staléj, wiec L = = staléj, a poniewaz nadto dlugosé gicogra-
v 4

fiezna roénie jednostajnie z czasem, przeto takze % =staléj. Z tych dwu réwnan
mozna obliezyé predkosé 1 przyépieszenie.
ROZDZIAY 1L

(8). Momenty [uy, g i by 88 proporcyjonalne wzgledem pél tidjkatéw, ktérych
podstaws, spélng jest predkosé katowa obrotu, odeigta na jego osi, a ktérych wiérzchol-
kami g3 odpowiednio punkty Ay; A, i Ay; fa uwaga pozwala dowiesé twierdzenia.

(4). Podobnie, jak (3).

(B). Zastosowaé réwnania (5) art. 2b-go.
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(6). Podohnie, jak (5).

(7). Obierzmy punkt dany A jako poczatek osi spolrzgdnych; E, I, Z, A, M, N
nicch oznaczajy spolrzgdne danego ukladu obrotéw, a, b, ¢ niech bedy spolrzednymi
prostéj dowolnéj, poprowadzonéj przez punkt A. Jezeli . oznacza moment ukladu
obrotéw wzgledem prostéj (ay by ¢)y t. j. sumg momentéw tych obrotéw wzgledem té;
prostéj, to wedlug art. 33-go p=a A+ M+ ¢N, o zatym a A 4 s M +4 N —p.=0
jest réwnaniem powierzelni, utworzondj przez te proste (a, b, ¢), wrzgledem ktdrych p.
ma wartoéé stalg.  Ta powierzehmin jest stozkiem rzedu 2-go, a gdy p= 0, staje sig
plaszezyzny,

(8). Zastosowaé réwnania (4) 1 (5) art. 35-go.

(9). Niech wy i v, oznaczajy odpowiednio predkosei katowe skretéw okolo S,
i 8,7 obliczmy spéhzgdne kazdego # tych skrgtdw, tudziez spolrzgdne skretu wypadko-
wego, to okaZe sie, ze of fego skretu przecina of z pod katem prostym, o jezeli ) jest
wskagnikiem tego skretu, wowezas h= (h; 0,*+hy 05%) : (0, >4 w,?).  Wedlug art,
31-go réwnanin osi skrebu wypadkowego sg (0,2 4 0,2) @ 4 (Ag — ) 0,0, = 0
i wy—wee =0 rugujac z tych rownmi stosunek o, :w,, otrzymamy réwnanie
cylindrojdy.

(10).  Przyjmijmy Ay — Ay == 2p. i rozléZmy strong lews réwnania cylindrojdy
na 2 ezynniki, wtedy mozemy to réwnanie tak napisaé:

e #) o] o) )=

0zt postaci rownania mozna okazaé wlasnosci cylindrojdy pod a) i 4). Wlasnost
¢) wynika z réwnania plaszezyzny stycandj do eylindrojdy,

ROZDZIAL 1L,

(4),  Rownania (4) i (5) arbk. dd-go razem z (5) i (6) ark 12-go pozwalajg obli-
ezyt 71y dln kazdego punktu ukladu,  Miejscem gicometryeznym punktow, dla
ktéryeh 1, = 0, jest hiperbolojda jednopowlokowa, ktoréj jeden uklad przekrojow ko-
lowych jest prostopadly do osi chwilowéj; miejscem zad gieometryeznym punktow, dla
ltérych 7, = 0, jest linija krzywa skoéna rzedu 4-go, podlug ktdéréj przecinaja sie 2
hiperbolojdy jednopowlokowe.

(5). Zastosowat réwnania (D) art. 44-go.

(6). 08, spragzona z osiy chwilows, znajduje sig w nieskoriczonodei i jest do
niéj prostopadla; stosujge zatym twierdzenie, podane przy kovieu art, 35-go, mozna
udowodnié twierdzenie podane,

(7). Tozwazaé linijg kraywy, bedgeq miejscem gicometrycznym punktow, dla
ktéryceh 1, = 0.

(8). Plaszezyzny normalne do toréw wszystkich punlktow prostd] L przecinajg,
si¢ podlng prostdj wzajemméj £; jezeli I oznaeza poloZenie sgsiednie prostéj L, wow-
czas plaszezyzny normalne do toréw punktéw téj prostdj przecinajg sig podlug prosté)
wzajemnéj I, Obiedwic wigzki plaszezyzn normalnyeh s jednokrédlne, a stad wynika
twierdzenie podane,
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(9). Niech H oznacza hiperbolojde osi krzywizny tordw wszystkich punktdw
prostéj L, to prosta wzajemna [ znajduje si¢ takze na H, a prostopadla, poprowadzona
przez punkt m na L do odpowiedniéj temu punktowi osi krzywizny toru (i), jest nor-
malng glowng tego torn w tym punkeie. Plaszezyzna, poprowadzona przez m i 7, jest
styezna do H w pewnym punleie p, a jezeli przes i, poprowadzimy tworzges powierz-
clmi H, nie nalezgey do tegos samego ukladu, col, fo ta tworzgen jest wlaénie osi,
lrzywizny torn (m). Wyprowadimy z punktu | stozek kierunkowy powierzehni H, to
on jest rzgdu 2-go, a prosta I nalezy do jego tworzgeych; kazda plaszezyzna P, popro-
wadzona przez prosty I, przecing ten stozek jeszeze podlug drugié] prostéj tworzgcdj
A Poprowadzmy na plaszezysinie P przes punkt p prostopadly p do prostéj A, to p
bedzie réwnolegla do normalnéj glownéj torn (m) w punkeie m, a zbidr prostych p,
otvzymywanych dla wigzki plaszezyzn P, ktore przesuwamy przez I, ubworzy stozek
kierunkowy powierzelni normalnyeh gléwnych do tordw wszystlich punktow prosté]
I. Wiadomo, ze na tworzacéj hiperbolojdy IL znajdujy sig 2 punkty, przez ktérve
przechodzy, tworzgee 2-go uldadu, przecinajyce tg tworzaeg pod kgtem prostym (Ob,
Gieometryjg analityezng W' Zajyezkowskiego, str. 413), z czego wynika, Ze kazda z po-
wyzszyeh plaszezyzn P przecina stozek kierunlowy powierzehni normalnych gléwnych
podlug prostych p i, a I jest bworzney podwéing tego stozla, a zatym ten stozek jest
rzgdu 3-go. Na podstawie tego twierdzenin mozna dowiedé, ze kazda plaszezyzna,
przesunigta przez I, przecina powierzehnig normalnych gléwnych punktow prostéj L
podlug pewnéj prostéj m i podlug prostéj 7, 1 ze I jest tworzges potrojug t6) powierz-
chni, a zatym ta powierzchnia jest rzgdu 4-go.

(10). To twierdzenie wynika z dwu poprzedzajaeych.

(12) 1 (18). Zastosowaé twierdzenia art. 47-go.

(14). Zastosowaé réwnania art, 46-go. (To twierdzenie podal Dupin).

(15). Punkt opisze elipsg.

ROZDZIAL 1IV.

(4). Dowiesé podobnie, jak (4) w rozdziale ITI-im.

(8). Przyjmijmy wiérzcholek M stozka jako poczgtek ulkladu Mayz osi spol-
vzgdnyeh, a plaszezyzng dany jako plaszezysng ay, na kbordj stozek toezy sig w kie-
runku od osi » ku osi y.  Jezeli » jest promieniem podstawy stozka, R dlugodeig two-
rzaeéj, @ oznacza predkodé katows, z jakg tworzgen stycznodei stozka z plaszezyzng
2y obraca sig okolo osi z, natenczns predkosé katowa £2 obrotu chwilowego okolo
tworzaedj stycznofei (osi chwilowdj) jest @ = o )/ R2—+2: Roy a jezeli w oznacza kat,
ktory oé chwilowa tworzy z osig a, wige © = f{—? , to spélrzgdne ruchu chwilowego
sy: B=Qcostp, H=Qsing, Z=0. Obliczmy z tych réwnaii skladowe predkosei
punktu dowolnego (z, y, z) i prayjmijmy A= n:2, to otrzymamy nastgpujace rowna-
nia rozniczkowe cyklojdy sferyezndj : '

dx Y dy dz -
— == 2F A, —=——zcostp, h\.—— ==ycost) — asing.
A ag sin g, P cos ¢, a9 y cost — apint

(6). Zastosowaé réwnania art. 50-go.

Bibl, mat.-fiz,, 8. IV, T. X. _ 30
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(8). Jezeli dlugosé prostéj ab jest réwna odleglosci srodkéw obudwu kol, na-
tenczas frodek téj prostéj opisuje lemmiskate.

(9). 7 punktu danego M, wykvéSlmy Iolo (ry) o promieniu #,, a z 2-go punkfu
danego M, wykréslmy kolo (r,) o promieniu r,; trojkat ABC porusza sig tak, Ze bok
AR jest weigz styeznym do (r)), a bok BC jest weiaz styeznym do (ry), przyezym oba-
dwa boki tworzg kat staly 8, Jezeli przez M, poprowadzimy prosty ab réwnolegly do
AB, a przez M, prosty e réwnolegly do BC, to podezas ruchu trijkatn te obie proste
bedg, weigz przechodzily przez punkty stale, odpowiednio M i M,, przecinajac sig
w punkeie ; mozemy wige ten ruch takze tal okréslié, ze dwie proste ab i be, tworzgee
z sobg kgt staly 3, majg przechodzié weigz przez dane punkty stale M, i M,. Z tego
okréglenia ruchu mozna latwo okazaé, ze centrodyja [0] w plaszezysmie figury jest
kolo, poprowadzone przez punkty b, M, i M,, centrodyjgy zas [o] figury jest takie
kolo, zakréélone z punktu b i dotykajgce sig kola piérwszego, a wige majgee promiei
rowny érednicy kola [O].  Obadwa kola znajdujg sig ciggle po tejze saméj stronie ich
styczanéj spolnéj; kolo [O] jest oraz tovem punktu 5 Torem punktu B jest cyklojda;
zeby znalesé obwiednig prostéj AC, nalezy rozwazyé, %e spodek prostopadléj do AC,
ryprowadzondj ze srodka chwilowego, jest punktem szukandj obwiedni téj prosté].

(11). Rozwazajmy parabolg w tym polozeniu, gdy punktem stycznodei z dang,
prostg jest wiérzcholel paraboli; przyjmijmy ten punkt jako poezgtek osi spélrzednych,
a dang prostg jako o§ 2. Na podstawie réwnania (4) art. 55-go mozna dowiedé, Ze
promiefi krzywizny toru ogniska paraboli jest réwny leez o kierunku wprost przeci-
wnym promieniowi wodzgeemu paraboli w punkeie odpowiednim, skgd wynika réwna-
nie rézniczkowe tego torn

@&

y -C;—d:—‘;”-zl - (%)2, ktérego calka jest y = % (e o 2 g) 3
gdzie ¢ oznacza odleglosé ogniska paraboli od jéj wiérzcholka. W podobny sposdb
mozne wyprowadzié réwnanie rézniczkowe toru ogniska elipsy lub hiperboli, toczned
sig po danéj prostéj. Jezeli for ogniska clipsy obrécimy okolo dandj prostéj, otrzyma-
my powierzehnig, zwang undulojda; gdy tor ogniska hiperboli obréeimy okolo téj pro-
stéj, otrzymamy powierzchniy, zwang nodojdg; a obracajge linijg latienchows okolo
lierownicy, otrzymamy powierzelmnig, zwang katenojdy. Migdzy tymi 3-ma powierz-
chniami zachodzg te réznice, ze tak zwana krzywizna érednia w kazdym punkeie undu-
lojdy jest staly i dodatng, w kazdym punkeie nodojdy stalg i ujemng, a-w kazdym
punkeie katenojdy jest réwng zeru.

(12). Przyjmijmy, Ze prosta (a) jest prostopadia do (4) i obierzmy te 2 proste
jako osi x 1 y, whedy obwiednig prostéj ab jest hipocylklojda, ktéréj réwnanic jest

28 + ygzL'g', gdzie L = ab.

(18). Centrodyjg w plaszezyinie jest prosta, réwnolegla do (a), centrodyjg
figury jest kolo, ktérogo érodkiem jest punks a.

(15). Ob. art. 57-my.

(16). Rézniczkujge n razy réwnanin (1) art. 53-go, moima dowiedé istnienia
$rodka przyépieszenia i wyrazié przyépieszenie kazdego punkbu przez spélrzedne tego
rodka.
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(17).  Obierzmy normalng spélng do cbudwu centrodyj we érodku chwilowym
jako of z, a sfyczng spblng jako of y, whedy wedlug art. 55-go i HG-go mozemy obli-

(a2

ezyé promiei krzywizny p torn punktu (z, y) i ofrzymamy p— K.W -

a spdlvagdne § i 7) drodka krzywizny bedg

2 B ay
T@ETH—' "= KETH—
Punkt (2, y) bedzie punktem zwrotu swego toru, gdy £ ==, =1y, skgd wynika wa-
runek 22 4 % == 0, ktbremu zadodé czyni tylko punkt rzeczywisty a =01y =0.
Poniewns 2? 4 y* = (x + iy) (x—iy), i=]/=1, przeto miejscem gicometrycznym
punktdw zwrotu sg dwie proste urojone, przechodzgee przez érodek chwilowy.

(18). Zastosowaé réwnanie kola granicznego, wyprowadzone w zadaniu (10).

E=—

ROZDZIAL VIIL

(1). Jezeli @ oznacza odleglosé poczgtkows punkin od érodka przyciggania,
przycigganie jednostki masy w jednostee odleglogei, to punkt przybedzie do érodlea
w ezasie t = a2: /1.

(2). Jezeli Ay i A, oznaczajg punkty przyciagajgce, pg i py odpowiednie prazy-
ciagania jednostki masy w jednostee odleglogei, M oznacza poloZenie poczatkowe punktu
przyciggancgo, i przyjmiemy A, A, = 2a, MA; = a;, MA, := a,, wéwezas

1 1 1 1
s (o 2 s (=2
_ t a a il a, a

(4). Niech m; i my bedy punktami danymi, a masa kazdego z nich réwna
jednostee obierzmy prosty mymy jako of x, biorac na niéj poczatek dowolny O, 2, =
= Omy, wg =O0my, 1 przyjmijmy, ze stosunek przyciggani wzajemnych tych divu
punktéw jest réwny (uy i, natenczas réwnanin rozniczkowe ruchu bedy: 2" =
=y (1 — 7))y 2" = — iy (2 — ). Pomndimy te réwnania odpowiednio przez
Py iy 1 dodajmy iloczyny, a nadto odejmijmy od siebie te réwnania, to otrzymamy
dwa nowe réwnania calkowalne.  Calki pozwolg obliczyt =y i .

3
(5). Oznaczmy, jak w art. 89-ym, opbr przez — m—'g;-, predkosé poezatkows

. . ae 2 . ) . pe - ‘- . #
przez Vi prayjmijmy %3 =— A, wowezas wysokosé I, do jakidj punkt moze sig wznied,
Jjest

=

M M1V EV—AEF3Ar v]/ﬁ]
Vel 1 (V40 +arotang o575 |-

(6). Oznaczmy przez z odleglodé punkbu od érodka przyciggania, przez a war-
to4é x dla t = 0 1 wyrazmy opér przez k2v®:z, wowezas odleglodé X, ktoréj odpowia-
1

do predko$é najwigksza punktu, jest X =1 (2 ka)l_w.

(7). Prosta, poprowadzona przez polozenie poczgtkowe punktu i prostopadis
do plaszezyzny odpychajgedj, niech bedzie osig y, prosta, w ktéréj plaszezyzna, prze-
sunigta pl'zéz 08 y 1 predkodé poczatkown a punktu, przecing plaszezyzne odpychajaca,
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niech bgdzie osig x; niech masa punktu hedzie réwna jednostce, niech . oznacza od-
pychanie w jednostce odleglosei, o kab, ktéry predkodé a tworzy z osiy @, niech y =y,

L Vi

dla t=0 i prayjmijmy A =y, + % ging, B=— yal--—- —l-;f—_ png; =
i Ll

€ acoso. ’
woéwezag réwnanie toru punktu jest
£ o
1 T T
V=5 Ae 4+ Be '
- . a®
Tor jest linijg laticuchows, gdy o =01 p = =5
1]
(8). Jezeli o oznacza elewacyjg rzutu, f kat, ktéry plaszezyzna dana tworzy
T
% pionem, natenczas o, = f§ — 7

(9). Punkt opisze elipsg, ktoréj srodkiem jest érodek przyciggania.

(10). Punkt opisze linijg krzyws stopnia 2-go, ktéra przechodzi przez obadwa
kratice prostéj.

(11). Niech grodek ziemi porusza sig po kole o promieniu R, a érodek komety
po paraboli o parametrze p; T, niech oznacza czas obiegn kola przez $rodek ziemi,
Ty czas pobytu komety wewngtrz kola, natenczas

Ti_ 1 ®+p) ) 2R—p
T. 3w R '

Ten stosunek jest najwigkszym dla R = p i réwna sig %t- 5

(13). Oznaczmy przez r1i¢ spélrzgdne biegunowe punktu, przez p. przycigganie
w jednostce odleglodei, przez a predkodé wycinkows, to réwnanie rézniczkowe spiral-

néj Cotes’a jest
a* 1 p,) 1 2
dg* r) + (1 ) v 0,

a pzypadki szezegélne zalezq od tego, czy ;l-l% =1, czy <1, czy = 1.

(14). Czas
__ 2 sin(x—a,)
g cosa cos e
—1 4 .

a g
(15). Jeteli érodkiem przyciggania jest wezel lemniskaty, wéwezas przycigga-
nie jest odwrotnie proporcyjonalne wzgledem »7,
\ by . . . . .
- (18). Jezeli» = ae ? jest réwnaniem spitalnéj logarybtmieznéj, D odleglodeig
pierwotng punktu od bieguna, p. przycigganiem w jednostce odleglodei, wéwezas punkt
dojdzie do bieguna w czasie

T D% 1

EV-—2__[J- 1+ -5
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(21). To zadanie jest przypadkiem szezegélnym nastgpujgcego zagadnienia
ogdlnego: na plaszezyZnie pionowé] jest dany uklad nieskoriczenie wielu linjj krzywych
podobnyeh, przechodzacych przez punkt dany M, mamy wyznaczyé taks linijg na t6]
plaszezyinie, izby punkt cigzld, poezynajacy z M spadaté bez predkodei poczgthowéjs
przybyt do t6j linii w tymze samym czasie, po ktéréjkolwiek linii ukladu danego spada.
Szukana linijo nazywa gig synchrong danego uldadu krzywych, PoprowadZmy przez
M of @ poziomo, of y pionowo na dél, to uklad linjj krzywyeh podobnych mozemy wy-
razié rownaniem I (z:q, y:a) =0, w ktorym a oznacza parametr zmienny, a jezeli
przyjmiemy p == dv: dy, to czas spadku na ktéréjkolwiek z tych linij jest

1 y 'I/'T_F;; .
= s dy.
/29 Y 4
0

Przyjmujage za ¢ wartosé staly i rugujge ¢ z véwnania ostatniego i z roéwnania ukladu
linij danych, otrzymamy réwnanie synchrony. Mozemy to réwnanie takze otrzymaé
w sposéb nastepujaey. Rozwigzmy réwnanie ukladu linij danych wzgledem z i przyj-
mijmy y = a€, to 2 = a.£(§), a gdy przyjmiemy nadto

¢ - ;
1 :f Vl_”“_»gﬁf d&, -to t =1 V;_ﬂ , skad wynika

292
= ?
réwnanie synchrony. Rugowanie zmiennéj & jest tylko wiedy mozliwe, gdy calkowanie
w 1) da sig wykonaé bez uzycia szeregu nieskoriczonego.

Uklad cyklojd, ktérych spélnym punktem zwrotu jest M, wyraza réwnanie » =

=

~ .
@ 6, 1= ?% g, a jezeli z tych dwu réwnai wyrugujemy §, otrzymamy
"

= a.arccos (1 -—-i) — V/ 2ay—y?, w ktérym a jest promieniem zmiennym kola
a

tworzgcego. Stad wynika ¢t = ]/E arc cos (1— %) . Rugowanie parametru «
g

nie daje sig wprawdzie uskutecznié, mozna jednak dowiesé, ze synchrona przecina
kazdg cyklojde pod katem prostym. W tym celu obliczmy dz z réwnania cyklojdy

wedlug wzoru de — 3_:;
o

+ = dy =0, i wyrugujemy da z dwu ostatnich réwnas, to wyniknie dla synchrony
(]

da + %:— dy, réiniczkujmy ¢, skad otrzymamy % da/y

dx 1 i ; b . ‘
—— === —, a to réwnanie wyraza wlagnie twierdzenie podane,
P

dy
(22). Zadanie ogélne o brachistochronie w praypadku, gdy sily przyloZone

majg potencyjal, moze byé nastgpujacym sposobem rozwigzane zapomocg rachunku
waryjacyjnego, Niech bedg dane punkty kraicowe i, im, brachistochrony, wtedy

2
= f {—:’E , gdzie calka ma byé wzigta migdzy kraficami danymi, a poniewaz dla bra-
1
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. P l . a e I3
chistochrony ot = 0, przeto v_ads . e -0 Przyjmijmy masg punktu réwng,
22

jednostee; X, Y, Z niech oznaczajy slladowe sily, whedy
5 :
0(}’2—) =, 00 = X082 4 Ydy -} Zdz,
o poniewaz s == v.dt, przeto ds. % = (Xaz + Yoy -+ Z08z)dt. Z réwnania ds® =

dz 7 1
= da® 4 dy* + &z* wynika Sds = -E Odv -+ f—'z Sy -+ _c_z_ 3:!::, a stad ».dds=

1y
- 5:3 + - J Ody + — 6dz. Witawiwszy ds. v i v. 8ds w réwnanie 0t — 0, olrzy-

mamy

1 (i dy dz 1 _ X _
3 (-E:- Gddz - =5 Gdy -+ = dds | — = (X824 Y8y + Z8z) dt = 0,

Calknjge czgsciowo, mieé bedziemy

1 da 1 ds d ( 1 u’x)
-, — Ot = — , — O — —l—=.—)dt.o
vt L v? o dt 2 dt \v2 ot : e

X
[v"" e dt Uz T ] o
Y dJ) d (1 a'.:) Y _
2 -::T+r 1.!3' dt ] [93 @ ot a B ae=0,

Poniewaz punkty kraticowe sg dane, przeto wyraz 1-y jest réwny zeru, a ponie-
waz Oz, Oy 1 0z 83 wzajemnie niezalezne, przeto ich czynniki pod znakiem callowania
muszg, byé réwne zern, lca.:i.dy zosobna; ofrzymujemy zatym réwnania nastgpujgce:

+ o a’x)___

dat \ ot dt

i podobnie dla y 1 z, wige:

i
(a4t 6J+"’—”6z)—

ve \ dt

2

i dwa podobne dla y i 2, Moﬁemy wprowadzié Iuk s jako zmienng, mamy bowiem

i l _rli)_d(l dr ds) ds_ ( ) a stad
dt \v2 dt)] " ds \o®"ds ) @ ds " ds

d a'

o e WA LA P : : oy A% g Y g O
+ v = 0)__01podobmedlayzz,gclme:a..._ds,y o B

Obliczywszy v z véwnania v2 = 2 5. (Xdx + Ydy 4 Zdz) i wyraziwszy skladowe sily
przez pochodne potencyjalu, mozna z réwnan podanych wyznaczyé brachistochrong.
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Mozna, takze bezposrednio wprowadzié s jako argument, zwazajac na to, ze o'24y'2 4-
+ 22 =1, a wtedy do wyznaczenia brachistochrony prowadzi rozwazanie minimum

calki
f[—j—+xcf=+y'3+z'*—-1)]ds,

w ktérdj A jest czymnikiem mnieozmaczonym. (idyby$my mieli wyznaczyé brachisto-
chrony na powierzehmi I (x, y, 2z) = 0, wéwczas nalezy wyznaczyé minimum ecalki

[‘%‘ e 1(«’9'2+3'2+2*3—1)+ [.L.F(J:,y, x)]ds.'

Podane rdwnania pozwalajy rozwigzaé zadania (22) 1 (30); uwszglgdniajae réwnanie
T (#* 4+ y*) — 2 =0 powierzchni obrotowéj, mozna rozwigzaé zadanie (25).

(28). Niech F i T oznaczajg ogniska, O érodek elipsy o osi glownéj 2a; M
niech bedzie poloZeniem poczgtkowym, v, predkoscig poczgtkows punkiu i przyjmijmy
FM =R, F'"M =1/, a w kierunkach prostych MF, MO i MF' niech dzialajg sily od-
powiednio P, P i P!, wlwezas ciénienie N na elipsg w punkeie, w ktérym p jest
promieniem krzywizny, jest -

PR

A ) \" By
N_.P =+ R,-{-PRI{ ,,z),

(24). Poprowadzmy przez poloZenie poczgtkowe M punktu (m = 1) of 2 pio-
nowo na dol, o y poziomo, i niech N oznacza cisnienie na krzywg w punkeie (z, y),

2
wowezas wedlug arb, 87-go N = ip- +g. % , a jezeli vy oznacza predkodé poczat-
8

kowg, N = j’pf_‘i_{‘]ﬂi_ +g. % . Jezeli e oznnoza kgt krzywizny w punkeip
(2, y), wiwezas de = daresin %— = (—% : —;{; s, sk'yd 5 :;J ﬁs , & zatym
d?y @y
N =(vp* + 2g2) —-[-_; ! , czyli
ds
N dx d*y _; g dz  dy

1/102 -+ 2¢2 - Is“ Vm; i i
Calkujae to réwnanie przy stalym N i oznaczajge staly calkowania przez a, otrzymamy
dy N a

réwnanie rézniczkowe krzywéj szukanéj: —.—— —

L g l/ vy - 292 .

Ve + 25.1: as

(25).  Ob. zadanio (22).
(26). Jezcli p. oznacza prazycigganie punktu (m = 1) w jednostce odleglodei,
r promieni wodzgey ze érodka prazyciggania, @ kat, ktory styezna do krzywéj tworzy
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z promieniem wodzgeym, T czas dany, wowezas wedlug rownania (8) art. 94-go:
* i : vroe .
preos = AL rézniczkujge to rdwnanie i wstawinjae dir = ds . cos@, ofrzymamy
réwnanie rozniezkowe migdzy » 1 @, a jezeli wprowadzimy dlugosé p prostopadléj na
styczng ze drodka przyciggania, to po sealkowaniu mieé bedziemy p (2 — p?) - a=
w2 y2
T4T2?
wynika réwnanie rézniczkowe fautochrony

gdzie a jest stalg. Niech » =1, gdy s = 0, wtedy a« = ©20%: 4T%, a stad

n2 w202
p? — (p.— W) e — 17 — 0,

w letérym

) e S L
P 72 gf2 ) ! deyp
(27).  Jezeli 2a jest dlugoseig osi eyklojdy, & odleglogeiq pierwotng punktu od
wiérzeholka, natenczns
b= 8—“ (-‘%E — 1) .
i b

(29). Drzyjmijmy poczgtek osi spolrzednych w punkeie najnizszym (wiérzehol-
ln) eyklojdy, of z plonowo w gére, of y poziomo, oznaczmy opdr przez kv, natenczas
v

d. . i . S .
i = — kv, Wyraziwszy s przez x z réwnania cyklojdy i wstawiwszy » =
!

ds

ds - % orcg e . . ,
== otrzymamy réwnanie rézniczkowe linjjowe 1zgdu 2-go migdzy s 1t, kbbve-
{

go calkg nalezy rozwazaé, przyjmujae & <<}/ y:r, gluie » oznacza promici Lol
fworzaeego. Obliczywszy nastgpiie czas dojdeia do widrzeholka eyklojdy, okaze sig,
ze on nie zalezy od polozenia poczytkowego,

(30). ODb. zadauie (22).

ROZDZIAL IX.
(Zadania o momentach bezwladnogei).

(7). PoprowadZmy przez poezatek prostokgtnego ukladu osi spolrzgdnych plasz-
czyzng az - by + ez =0, biorge @* 4- 0% 4 ¢*=1, i przyjmijmy dla danego ukladu
materyjolnego A = Xm;2®, B=Ymy? C=2Lmz?2 to moment bezwladnosei I
wzgledem powyzszéj plaszeayzny jest 1= Aa® 4 Bb2 4 Ce2 4- 2D.0¢ + 2B . ca 4
+ 2F.ab, gdzie D, E, F majg znaczenie podane w art, 99-ym, Prayjmijmy I=Mi?
i poprowadZmy w odleglodei ek inng plaszezyzng, réwnolegly do poprzedzajacéj, na-
fenezas v =a:ek, v =0:ek w=¢:ek bgdy spélrzednymi t&j plaszezyzny, Oblicz-
my z tyeh réwnai a, b1ie, wstawmy te wartofei w I i prayjmijmy e odpowiednio,
whedy Au? B2 ++ Cw? ++ 2D vw - 21, wu - 21 ww = 1 hedzie réwnaniem jo-
wierzehni, ubworzonéj przez plaszezyzny (u, v, w), wyrazonym w spélrzednych plasz-
czyzny. Niech osi bezwladnodei bedy osiami spélrzgdnych, natenczas D = 0, Il = 0,



WSKAZOWKI DO (WICZEX. 617

I'=0, a zatym Au* 4 Bo® 4 Cw? =1 bedzie rownaniem powierzchni powyzszéj.
Réwnanie téj powierzehmi w spélrzgdnyeh punktu jest
A, 0, 0,
0, B, 0, »
0,0, C, =

oY ozl

=0,

LI 22
o -+ T -+ T~ 1,

W kazdym punkeie w przestrzeni mozna podaé jeszeze trzecig elipsojde, bedaes
w geislym zwigzku z momentami hezwladnogei ukladu materyjalnego, Uzywajgc zna-
kowania art, 100-go, odetnijmy od punktu 0 na osi momentu w obu kierunkach dlu-
gosd, proporeyjonalng wzgledem odpowiedniego ramienia bezwladnosel, 1 przez kraniec
kazdego odcinka poprowadzmy plaszezyzne, prostopadly do osi momentu, natenczas te
plaszezyzny utworzg elipsojde, ktéra bywa nazywang drugy elipsojda bezwladnosei
w punkeie rozwazanym., Tg elipsojdg wprowadzili Mae Cullagh i Clebsch, podezas
gdy elipsojde, rozwazang w art, 100-ym, wprowadzil Cauchy,

(8). Niech m, my, my 1my oznaczajg odpowiednio masy tych 4-ch punktéw,
ktéryeh uklad ma byé réwnowainy pod wzgledem momentéw bezwladnodci danemu
uldadowi materyjalnemu o masie M. Obierzmy m jako poczatek ukladu osi spolrzed-
nych (ukod$nokgtnego), ktérego osi a, y iz przechodzy odpowiednio przez my, my 1 my,
wiedy spélrzgdne tych punktéw beda: 2, 0, 0; 0, yo, 0; 0, 0, z5. Jezeli § n, £
oznaczajy spolzedne $rodka masy uldadn M, zad &y, ks, ks jego ramiona hezwladnosei
wezglgdem plaszezyzn myz, mzz i may (prayezym odlegloei punktéw od tych plasz-
ezyzn bierzemy w kierunkach osi odpowiednio x, y, z), to latwo sig przekonaé, ze Zyda-
np réwnowaznosé jest wyrazona przez réwnania nastepujnee: m —my 4 my - my =M,
myzy = ME, myys = M%), mzzg = ML, 22 == Mk 2 myy? = Miy? mzz® = M2
Na podstawie tych réwnai mozna dowiesé twierdzenia Reyego.

(21). Niech dana prosta bedzie osig z nkladu spélrzednych, ktérego poczgtel
O dowolnie na téj prostéj obieramy, to na téj prostéj bedzie sig znajdowal talki punkt
0, wzgledem ktérego ona jest osiy Dbezwladnofei ukladu materyjalnego, jezeli
D.¥miz;=1B.8my;. Przyjmijmy § = 00' i oznaczmy przez © kat, ktéry druga
" 0f bezwladnoei tworzy z osig z, wowezas
D E 2F

=== tang 20 — ———
Lm;-gj.' }.»m,-x;' Chi Gt-—ﬁ

ezyli, po rozwinigein wyznacznika

Znaczenie liter jest podane w art. 99-ym do 101-go.

ROZDZIAL XL

(9). W kazdym boku czworokgta dzialajg 2 sily réwne 1 o kierunkach prze-
ciwnyel, ktére geiskajg ten bok; rozwazajae réwnowage w kazdym wiérzcholku zosobna
1 rugujge nastepnie sily deiskajgee, mozna otrzymaé réwnanie podane.

(10).  Jezeli by, py i py oznaczajy odpowiednio prazyciggania, kiérych punld
doznaje od wiérzeholkéw trojkata w jednostce odleglosei, natenczas miejscem réwno-
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wagi jest érodek 3-ch mas, umieszozonych w wiérzcholkach fréjkata i proporeyjonal-
nych wzgledem 1y, o, -

(18). Obrawsay punkt dany jako poczatek osi spélrzednych, dajmy silom taki
Iierunek (a, 2, ¢), zeby a:b:c=EP;z;: XPyy;: BP;z;, wowezas bgdy réwnowazne
z jedny silg, praylozong do tego punktu,

(16). Jezeli prot AB o dlugodei 27 i cigzarze Q jest zawieszony na linewkach
AOQ =2¢ i BO=24, o T, i T, oznaczajg odpowiednio napigcia tych linewel, wowezgs

T, a T, b
QT V3efer—e Q Va2 er—n

(17).  Jezeli », i, oznaczajy promienic waleéw, R cisnienie wzajemne, T na-
plecie tasmy, wowezas

i\ ey '
(18), Niech A;, A, i Ay oznaczajy punkty szukane, Q, Qy 1 Qy odpowiednie
cigzary dane i przyjmijmy @z = katowi 4,0 A, (i, k =1, 2, 3), wiwezas:

R_, Vun

) 2 0.2 (0.2 5 (0.2—0.2
005?23_-— Qi 23_:(9—3 Q{! ; GDStPa:—"Q"z_‘gg:QI Ql ]
; 2.—....1;222
€08 Py == 8 —QP—Q,? 5 %‘1 o .

(19). Jezeli » oznacza promien polkuli, 2« dlugosé preta, ¢ kat, ktbry pret
tworzy z poziomem, natenczas pierwiastek dodatny réwnania 4r.sin®*@ — asing —
— 2r =0 wyznacza ten kat.

(20).  Przyjmijmy naprzéd, #e kule i plaszezyzny sy gladkie, oznaczmy odpo-
wiednio przez Oy i Oy érodki kul, praez Q, i Q, ich cigzary, praez o, i oy kyty nachy-
lenia plaszozyzn do poziomu, przez R, i R, reakeyje plaszezyzn, praez T cignienio
wzajemne kul, o przez ¢ kab, ktory prosta O; O, tworzy » poziomem, natenczas

Qg cotg o, — Q, cotg ol T S0y . sin o,

Q + Q, ’ Toos(oy +¢) T T eos(ay—)
Reakeyje B, i R, otrzymamy, zwazajge na to, ze sily Q,, T 1 R,, tudziez Q,, — TiR,
sg w réwnowadze, Wprowadzajae opréez sit normalnyeh Ry, Ry i T jeszeze reakeyje
styczne, zalezne od spolezynnikéw tareia, mozna to zadanie rozwigzaé dla kul i plasz-
ezyzn niegladkich,

(21). Niech plaszezyzna AB tworzy z poziomem kat o, zas plaszezyzna BO kat
{# (obadwa katy ostre), a pret o dlugosei 2¢ niech tworzy z poziomem kab ¢, whedy wy-
sokodé 1 Srodka masy preta nad plaszezyzng poziomg, poprowadzong przez B, jest:

tang @ =

n= m [2 cos psinasin § - sin g sin (B—or)] .

Dla réwnowagi a7:dp =0, wigc 2tange == cotgo.—cotgf; obliczajac d*1): dp>
i wstawiajac kab ¢, ofrzymamy d2n<<0, z czego wynika, Ze frodek masy zajmuje
poloZenie mozebnie najwyzsze, wige réwnowaga jest niestaly,.
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(22), Obierzmy of z poziomo, o y pionowo w gire, & poezgbek O osi niech
bedzie frodkiem przyciggania; jezeli 2/ oznacza dlugodé preta (¢ = 1); whedy na ele-
ment ds w punkcie (z, y), lktorego- odleglosé od O jest », praypadajy sily X ——

% * s ;
—_ %— %dx, Y=—y (—E- :ia - 1) dsy a jezeli prgb tworzy z osig & kat @ (ostry),
natenczos Oz = — (21— s) sin@.dy, oy =s.co8¢.0¢. Z tego wynika potencyjal

7
= il’* [(2&-—5)20052(;) + 52,8020 | — 2s.si11f.p‘ de =
0

1+ cos @) cos ‘
— Og M___? 43 (P :
(1—sing)sing
’ o dU . , S -
Dla réwnowagi jest @ =0, skad wynika réwnanie sing— cogo—4 cos® @sinp=0.
Pomnézmy to réwnanie przez sumg cos @ -+ sin¢p, ktéra nie jest réwna zeru, poniewas

o< % y whedy otrzymamy (14sin2t) (cos2¢ + sin2%) = 0. Poniewaz 14-sin2¢

nie jest réwne zern, przeto cos2eg - sin2¢ =0, skad ¢ = % « dla réwnowagi prgta,

Obliczywszy 2-gg pochodng potencyjalu i wstawiwszy te wartodé za ¢, otrzymamy
d*U > 0, z czego wnosimy, ze rownowaga jest niestalq,

(24). Poprowadsmy przez punkt najnizszy nici o§ x poziomo, 0§ y pionowo
w gérg 1 niech cigzar elementu ds bedzie wyrazony przez v, ds: /s, wtedy réwnania
rownowagi s d (T _Jv_) =0, d( E -‘f*!) — P__ff_ Calkujac je 1 oznaczajge

Is ds V_;

przez ¢ napigeie nici w punkeie najniészym, otrzymamy:

Y B2 o (“)‘ ?_-(g s
y—( —r2F ]/ 'c+r m log — am+2p'-r

2
- -—x-—l—x .._.a-{--Tx.

(26). Prayjmijmy, ze cigzar wozu jest symetrycznie rozdzielony migdzy oba-
dwa kola przednie i migdzy obadwa kola tylne, wtedy wystarczy rozwazaé réwnowage
na plaszezyinie pionowéj, poprowadzonéj przez jedvo kolo przednie i jedno tylne
Niech w téj plaszezyZnie kolo przednie dofyka si¢ plaszezyzny pochyléj w punkeie A,
kolo tylne w A, a S miech bedzie frodkiem ciezkodel cigzaru, przypadajacego na te
dwa kola, O 1 O' niech oznaczajy érodki Jkél,  Gdy hamujemy kolo przednie, wowezas
reakeyja w A' bedzie normalna do plaszezyzny, a jezeli kierunek téj reakeyi przecina
w punkeie B pion, poprowadzony przez S, natenczas AB jest kierunkiem reakeyl w A,
a gdyby kat OAB byl wickszy od kgta tarcia, natenczas woz élizgalby sie. Gdy zaé
hamujemy kolo tylne, reakeyja w A bedzie normalna do plaszczyzny, a jezeli jéj kie-
runek przecing w C pion punktu S, whedy CA' bedzie kierunkiem reakeyi w A, a gdy-
by kat OCA' byl wigkszy od kata tarcia, nastgpiloby lizganie sig wozn, Stad wynika,
2e gdy kat OAB > kat OCA!, wtedy lepiéj hamowaé leola tylne; gdy zas kyt OAD <legt
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OCA', wtedy lepiéj hamowaé kola przednie. Oblicaywszy te katy, mozna zapomocy,
formuiy wyrazié warunek, odpowiadajgey hamowaniu najdogodniejszemu wozu.

(27). Rozwazajge rownowage kazdego elementn nici zosobna, moina ofrzymaé
réwnanie rézniczkowe linii laicuchowdj dla sil centralnych, Niech O bedzie §rodkiem
sily centralnéj P, m punktem na krzywéj o masie m, == Om; poprowadzmy w m stycz-
ng 1 oznaczmy przez o, kat, ktory » tworzy z ty styczng, przez p dlugodé prostopadléj
z 0 na stycang, przez p promien krzywizny, natenczas réwnania réwnowagi siy

. i
Pm.sing = —, DPm.dr=24dT,

. R/
Poniewaz p=—r.dr:dp, sino. == p:7, przeto z réwnai poprzednich wynika -—}? +

+ ‘-{}‘T =0, astad p= —%— , glzie R::jv Pm.dr, zab a jest staly, Wstawiwszy D,

wyrazone przez r, otrzymamy réwnanie migdzy » 1 p.  Obierajge O jako poczgbek
spéhzgdnych biegunowych » 1 @, wstawmy p = »2 dp: I/ rm , o wtedy wyni-
a.dr
r (R222—q?
odwrotnie proporeyjonalne wzgledem +2, rozwigzemy zadanie,
(28).  Jezeli 2¢ jest katem szukanym, whedy tgo = 1: ]/-2_'.

knie dip = I jako réwnanie rézniczkowe linii szukanédj., Przyjmujge P

ROZDZIAF XII

(4).  Jezeli » oznacza promien luku, 2t kat Srodkowy, natenczas praycigganie,
majgce kierunek prostopadly do cigeiwy luku, jest
aQ
Xi= el . 8ing.
5
(B). Jezeli i oznacza wysolosé stozka, 2¢ kgt u wiéracholka, natenczas pray-
cigganie, majace kierunek osi stozka, jest

X = 2nkpch (1 — cosg).
(11). Zastosowaé wzory Gaussa (art. 122), tudziez wlasnogei punktéw odpo-

wiednich, podane w art. 128-ym,
(18). Potencyjal masy kulistéj wzglgdem grodka jest

N A fAn
V= e Torsing . dr dfpdt = 4.
0 o Yo

(14). Obierzmy of sferojdy o dlugosci 2A jako of 2, a plaszezyzng xz popro-
wadimy przez punkt przyciggany . : (&, £), znajdujgey sig na powierzehni sferojdy,
ktéréj rownanie jest 2% 4 % + (1 +e2)22==(1 4 ¢2) A% Punkt p nie doznaje
widoeznie przyciggania w kierunku osi y, pozostajg zatym tylko skladowe X i Z pray-
ciggania w kierunkach osi z i z Poprowadimy przez . prosta, ktéra z osiami spil-
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rzgdnych tworzy kaby odpowiednio @, B, ¥, obierzmy jg jako oS nieskoriezenie wazkie-
go stozka, ktéry na powierzehni kuli o promieniu 1 zakrésla pole dw, i oznaczmy
przez r dlugodé cigeiwy sferojdy, odpowiadajgeéj t6j prostéj, wéwezas dla elementu
sferojdy, znajdujgeego sig wewnabrz stozka, otrzymamy

dX = kp.or.cose.dw, d&=TFWor.cosy. dn.
Poniewaz (1 znajduje sig na sferojdzie, przeto

Ecose + L(1 + &%) cosy

r=—2. T F s% ooty , o stad
2 8 .
4= — S Eeos?a + (1 + €?) cosa cosy i
1 4 e?cos?y
. 1 ) 2
Him =ty SEUUH O S ot
1 -+ % cos?y

Poprowadzmy przez érodek sferojdy promieri, réwnolegly do cigeiwy r, 1 oznaczmy
przez ¢ kat, ktéry poludnik tego promienia tworzy z plaszezyzng zz, whedy cosa =
—sinycos®, dw = siny.dydp, o stad

T [T
sind 1 cos?e df d
X=~2kp.cﬁ.f f 1-{-3“::?(;527 .
0 0 '

T T
Z=—2kpo(1 et { f °°”:13’E’:Eo‘g:‘?
v 0

Obliczywszy te calki az do wyrazéw tego rzedu, co 2, mieé bgdziemy ostatecznie:

tm—drot (1), 2=t (410)

(15).  Z obliczonych w zadanin poprzedzajgeym skladowyeh X i Z prazyciggania
P mozna wyznaczy¢ kierunek jego, tudziez punkt ¢, w ktérym sila P przecina of; z ré-
wnania zad przekroju sferojdy plaszezyzng xz mozna wyznaczyé punkt b, w ktérym
normalna do sferojdy w punkeie p. przecina of . Obliczywszy dlugodei Oc i 0 do

3 3
wyrazéw tego rzedu, co e?, otrzymamy Oc = 5 e2€, Ob =—e2€, skad Oc = a Ob.

To twierdzenie podal J, Stirling.
(17). Oznaczmy przez L. dlugoéé mormalnéj do sferojdy od punktu p do prze-

2 1L
cigein z osiy z, natenczas L = A [1 -+ % (1 4- sin? }\)] . Stad otrzymamy %i- =
: . . /l A
= Ae*sinkcos ), &z wyrazenia na g w zadaniu (16) wynika -EZ% = g, &% sink cos A,
wige ig- = ‘1—“ co wyraza wlagnie twierdzenie podane. To twierdzenie podal T,

Bimpson,
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- ROZDZIAY, XIV,

(1). Z wiadomego wyrazenia energii kinetyeznéj krgegeego sig ciala, 2T =
= Ap? 4 Bg* + Cr2, wynika T = Ap.dp + Bg.dq +4- Cr.8r.  Aby obliczyé dp, dq
i 8r, oznaczmy przez a;, by, e; (=1, 2, 3) dostawy kierunkowe osi bezwladnosci
wzgledem osi spilrzednych na poczatku elementu czasu dt, i zwazmy, Ze ruch przygo-
towany ciala moze byé utworzony przez 3 obroty z odehyleninmi 8§, 81, 6 okolo fych
prostych, ktére zajmujy chwilowo polozenia osi bezwladnosei, a wtedy z réwnan (20)
art. 43-go otrzymamy -

(1) Say=ny .86 —aq. 0%, Oby=1by. 8, —0bg.87, Se;=1cp.00—¢cy.8,
i podobnie dla dwu osi pozostalych. Poniewaz wedlug tych samych rownmi

da by de,
2l —ayr —agq, % = hgr—1Dgq, = ==yt — 30,

(@)

przeto z 1-go réwnanin (1) wynika

doa, 751 s Ao tf{!g o dug
®) e e T e T — T

dt

a 7z 1-go réwnania (2),

1
(4) l;—;—.__.a,..m——-m; dp 4 . Bag —q . Oay.

B la
r;:l 3 s " , wstawimy w (3) wartogei pochodnyeh kz: i ‘i:s
d

a w (4) wstawimy wartosei wary_; acyj 8ay 1 Oag, to otrzymamy réwnanie nastepujgce:

) o (5 — 2 4 g2 p0) —a (30— D04 5.0t — . 08) =0,

Jezeli zwazymy, e

a dwa inne réwnanin wynikng z tego, gdy zamiast @ wstawimy odpowiednio 2 i e
Uzywajae w (5) przestawienia kolowego wskaznikéw bez zmiany litery a, vazem z prae-
stawieniem kolowym liter p, ¢ 1 », ofrzymamy 2 nowe rdwnania, ktore znowu dajg po
2 réwnania odpowiednie dla » i ¢. Poniewaz a;ap + bl -+ ¢;ep == 0, przcto okazuje
sig, e czynniki, ktére w ukladzie réwnai takich, jak (5), znajdujg sig w nawiasach,
sg réwne zeru kazdy zosobna, a stad wynika, Ze

3§

Sp_?— 4 q.00—7. 3:}:3&' +q.080—». 0,

B = dé‘q +r.06—p. =0 +r.06—p.o,

- do
e -—E;;--I-p.s‘q-——q.ﬁﬁ:3C’+p.3‘q—q.3&.
Wstawmy te wartogei w 8T i zwnimv ze

38! 1 T
R L L o W TR
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to z poréwnania obudwu wartodei téj waryjacyi mieé bedziemy:

oT sk oT oT

‘a—g}‘ W —_— Bl?, _d-t_r = Ci‘,
(6) : : :
oT oT JT
?}? = (B =, C) ary E = (0 = A) Py -()E_ = (A."‘—‘B) m.

Jezeli te wartoei wstawimy w rownanie, wyrazajace zasade Hamiltona, lub w réwnania
Lagrange’a, wynikajgce z t6j zasady, i uwzglednimy, Ze praca przygotowana w pray-
padku rozwazanym wyraza sig wzorem UM =1, 8¢ + M. - N. &, otrzymamy
réwnania Eulera, Te réwnania moina takze otrzymaé z réwnaii kanonicznych ruchu,
co pozostawiamy czytelnikowi,

(3). Twierdzenie podane stosuje sig widocznie do kazdego ukladu materyjalnego,
ktérego érodek masy porusza sig jednostajnie po linii prostéj. Obierzmy na £6) prosts]
punkt dowolny o : (2, y, 2), ktérego odlegloié od érodka masy jest », i oznaczmy, jak
wart. 142-im, przez G, G, 1 G, momenty ilogci ruchu ulladu wzgledem 3-ch prostych
réwnoleglych do osi spélrzgdnych i poprowadzonych przez punkt m. Jezeli, odpo-
wiednio do réwnania (6) art. 142-go, przyjmiemy G,==p, -+ S, G,=p, + S,
G, = p, + 8., to tylko Py Py 1 1, bedg funkeyjami spélrzednych punktu m, zad S,,
Sy i 8, nie zalezg od tych spélrzednych, Stosujae réwnania (6) art, 71-go, otrzymamy

&
dat 1’

e = M [(zmt) %——(y—_'!l)

.a podobnie i, i i,; jezeli jednak uwzglednimy, Zze 2 =§& 4 ». —j% y y="n+r. % 3

a=C+r, —:i%—- , to wyniknie p,=p,=1{,=0, astad G.: Gy: G, =8;:85,: 8,
co wyraza wlaénie twierdzenie podane, albowiem dostawy kierunkowe prostopadléj do
plaszezyzny niezmienndj, odpowiadajgedj punktowi m, sg odpowiednio proporcyjo-
nalne wzgledem G, Gy 1 G,.

(4). Dowodzenie podobne, jak (3).
(5).  Oznaczmy przez my, my i mg punkty; obrane na osiach bezwladnogei w od-

leglodeiach od O odpowiednio 2y = Omy —=¢ VM:A, p=0my=¢e})/M:B, 4, =
=0Omy—=c¢ VI\T‘U, to skladowe predkodei tych punktéw, wzigte w kierunkach osi
bezwladnogei, mozemy obliezyé z véwnai (16) art. 43-go. Czynige to i oznaezajac
odpowiednio przez v,, vy i vy predkodei punktéw powyzszych, mieé bedziemy

e*M g2 M eM |,
Lk, =S G, = S @)
a stad po labwych przerobieniach

. 2M
o2 02 o vg? = Eﬁ: [2T (A + B + 0) — G#],

i —o

co jest wielkodelq staly, gdy na uklad Zadne sily nie dzialaja.
(6). Réwnanie elipsojdy bezwladnofei jest Az?4-By* 4 Cz* =1, a réwnanie
plaszezyzny érednicowéj, rownolegléj do plaszezyzny, niezmiennéj, jest Ap.a 4
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+ Bg.y + Cr.2=0; wymaczywszy osi gléwne odpowiedniego przekroju elipsojdy
bezwladnofei (Ob. Gieometryjq analityezng WL Zajyezkowskiego str, 418 — 419),
mozna dowiesé tego twierdzenia,

0z 0z 0% 0% 0%

—_— Iy N =, =, =
fig dy’ P77 022 Owdy o2’
natenczas krzywizna & danéj powierzehni I' (2, y, 2) = 0 wyrazi sig przes wzor nu-

stepujacy:

(7). Przyjmijmy p, =

ot —s®
T At a2’

Obliczmy powyzsze pochodne dla elipsojdy bezwladnodei i wprowadémy nastepuie spél-

I

rzgdne punktu biezgcego polodyi, mianowicie 2 =—p: l/ aT, 9 :q:l/ T, e
=r V2—f , o otrzymamy wyrazenie nastgpujgee na krzywizng t6j elipsojdy w kaz-
dym punkeie polodyi:
Y i) Mk
i AB() . "'GG) "

(8). Uwzglednié réwnanic Ap .o+ By.y + Cr. 2 9T = 0 plaszezyzny
stycznd] do elipsojdy bezwladnodei w punkeie polodyi, tudziez réwnania krzywych
ogniskowych powierzchni stopnia 2-go ze §rodkiem, podane w  Gicometryi analitycandf
WL Zajgezkowskiego str, 428 — 431, '

(9).  Dowodzenie podohne, jak (5).

.I/

ROZDZIAL XYV,

(1). Jezeli w chwili wystrzalu » oznacza predkodé pocisku wzgledem dziala, v,
predkosé bezwzgledng pocisku, v, predkoedé bezwzgledng dzinla, natenczas vy : vy, =
=m M, a poniewns v == vq + vy, praeto vy =mv: (M 4 ). Poniewaz tarcie fMy
wywoluje stale opéimienie fy dziala, przeto ruch dziala jest jednostajnie opdiniony,

a stad wynika, Ze dziato cofaé sig bedzie pracz czas , 8 droga jego wyniesie

mo
Sy (M +- 1)
L, . (—~——-—-m )gv“

21y M+ m '

(2). 0§ wahania jest réwnolegln do osi wigkszéj elipsy i przechodzi przez
srodek polowy osi mniejszéj,

(3). Niech & hgdzie ramieniem bezwladnosei wahadla o masic m wazgledem osi
wahania, 2 odleglodcig rodka masy od téjze osi, natenczas I=1F*: & jest jego dlugo-
deig zredukowany.  Aby I przyroslo o A, dodajemy w odleglodei # od osi wahania
maly masg b, a whedy bedzie 7 4 A == (nk®+ pa?) : (mk + px).  Wyznaczmy stad p.
1 szukajmy warunku, Zeby p. bylo najmnicjszym, to otrzymamy 22 =1+ A, a ponie-
waz A jest bardzo male, przeto mozemy przyjaé 22 =1 Czytelnik wyznaczy zmiang
tewania wahnigeia przez dodanie masy regulujgeéj p.

(4). Czytelnik rozwigze to zadanie przy zaloZeniu, Ze drodek masy S wahadla
WydrgZonego i $rodek masy s kuli plynnéj nie znajdujg sig na prostéj, prostopadléj do
osi wahania, lecz ze progtopadle do téj osi, poprowadzone przez S i s, tworzg kat wia-
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domy . Przyjmujac male walmigeia, mozna sealkowaé réwnanie ruchu, a biorge
0. = 0, mozna podad rozwigzanie w przypadku szezegdlnym, odpowiadajacym temu
znlozentu,

(0). Uzywajae sposobu 1-go, oznaczmy przez M mase, przez k ramig bezwla-
dnodei (wzgledem osi wahania) wahadla razem z dziglem, przez m mase pocisku, przez
o odleglodé osi dziala od osi wahania, przez & odleglosé drodka masy wahadla razem
2 dzialem od osi wahania, przez @ odehylenic mierzone wahadla wekutek wystrzalu,
to predkodé » pocisku jest

2Mk |}/ gu’c .

= ——s— .8 o
Usywajae zaé sposobu 2-go, oznaczmy przez M masg wahadla, przez & jego ramig hez-
wladnodei wzgledem osi, przez & odleglodé jego érodka masy od téjze osi, a przez
5 odleglogé drodka masy pociskn, utkwionego w masie wahadla, od osi wahania tegoz
wahadla, natenczas

g, Vq I (Mh ~+ m0) (Mk? 4 md?) . s "«P

(6). Niech o oznacza predlkosé katows obrotu preta, a na element de w odle-
glodei = od osi obrotu niech przypada opér ww®az®.dz, niech ! bedzie dlugoseig, mk*
momentem bezwladnodel preta, wowezas

1 p. 2
— = ———t } staléj.
0} Jmi2 + "

(7). Obierzmy kierunck toczenin sig kuli jako kieranek osi #, a kula o promie-
nin » i momencie bezwladnodei mk® wzgledem érednicy niech dotyka sig plaszezyzny
w punkeie M; jezeli M, jest polozeniem poczatkowym (dla t = 0) punktu stycznosci
na kuli, zas Ny jego polozeniem na osi 2, to warunek toczenia sig jest Ny M = lukowi
My M, a gdy kula obrécila sig o kat ¢ i « licaymy od Ny, to ten warunek wyrazi sig
wzorem = rtp, Oznaczmy tarcie przez I', to mamy nastepujace 2 réwnania ruchu:

%z : 5 , % .
s o =g G — F, mk?. T:’f =1,
z ktéryeh I-sze wyznacza ruch postepowy kuli, 2.gie jéj obrit okolo éredniey pozio-
méj, prostopadléj do osi 2. Rugujac @ zapomoca warunkn 2 = rg, mozna wyznaczyé

S 5 S a3 =
@ 1 okazaé, ze kula bedzie sig toczyla bez Slizgania sie, gdy /= 7 tang o,

5 fy

(8). Gd}’f<—tﬂnga, natenczas -——:E- t.cose, podezas gdy w za-
™
. z i b gt
daniu poprzedzajacym %f— =+ L svas
T

(10). PoprowadZmy na plaszezyZnie ruchu tréjkata ABC przez punkt A osi
spolrzgdnych z i 3 niech w czasie t pret AB tworzy z osiy « kat o, pret BC kat [,
a pret BC z pretem AB kat ¢, przyjmijmy nadto AB = BC = 24, oznaczmy przez
mk? moment bezwladnogei kazdego preta wzgledem prostéj, poprowadzonéj przez

Bibl. mat.-fie, 8.1V, T. X. 40
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jego drodek i prostopadléj do plaszezyzny ruchu, przez o predkodé katows obrotu
preta AB okolo A, przez w, predkosé katows obrotu preta BC okolo B. Zaniedbajmy
cigzary wlasne pretéw, natenczas reakeyja osi obrotu A i natgzenie nici AC sq jedy-
nymi sitami przylozonymi; poniewai suma momentéw tych sil wzgledem A jest réwna
zeru, przeto mozemy zastosowaé réwnanie (9) art. 157-go, biorge N =0, a jezeli
to réwnanie scalkujemy, otrzymamy

(1) M En'—n8) + 1¢' =,

gdzie ¢ jest staly, a pochodne wazglgdem czasu oznaczylismy przecinkiem u gory.
Jezeli promieni wodzacy r i kat biegunowy 4 sa spélrzednymi $rodka (srodka masy)
preta BC, to lewa strona réwnania (1) dla obudwu prgtow razem bedzie miala
wartosé m [(k* 4 a%) © 4 r2d 4 KPo]; dla wyznaczenia staldj ¢ mamy warunki,
e dla t=0:0=9, ' =9, 1= 34 (bo tréjkat ABC byl pierwotnie réwno-
boeznym), wige ¢ = 2m& (k* + 242), a stad

(2) (42 + a®) o + 2Y + BPo, = 2Q (k2 + 2a2).
Zastosujmy dalé] zasadg pracy. Energija kinetyczna preta AB jest —g— (k2 - a?) 0%

aby obliczy¢ energijg preta BC, obierzmy na nim punkt (z, y) w odleglosei A od $rodka,
to # =rcosd 4 hcosf, y =rsind 4 Asinf, rézniczkujmy te réwnania i zwazmy,

Ze w;=f', to oftrzymamy energijg tego prgta réwng -—;i (122 - "2 - k20, 2).

Wprowadziwszy warunek, ze »' = 0 dla ¢t = 0, otrzymamy —’;—- [(#2+a?) 02422324

4+ k20,2 — 2 (k* 4 242) Q] jako przyrost energii obudwu prgtéw od poczgtku
ruchu, Niech p bedzie dlugoseig nici AC w czasie f, to natgzenie T wyrazi sig wzorem

T -§:— (p—2a), w ktorym L jest spolezynnikiem sprezystosci nici (art. 188),
a

a praca tego natezenia bedzie

¢ P
" E . ; B .
—[l‘.dp:—2a (p——da)dp:-—-—i—;(p-——2u)3.
J2

a 2a
Zasada pracy daje wige réwnanie nastgpujgee:
(B)  m[(2+a2) 0P 4282 442 4 120,27 = 2m (2 + 2a%) Q2 — -23 (p— 2a)2.

a

Migdzy niewiadomymi mamy nastgpujace zwiazki gieometryczne: ¢ =f — o, a stad
(0 =2a)
(4) =0, — o;
nastgpnie »* = ba% 4~ 4¢%cos ¢, n stad
(6) rr! = — 242 (0, — v) sing;

daléj sin (& — o) isinp=aqa'r, a stgd
| a 2(13 A5
(6) (¥ — w) cos (§ — o) = (0, — ) (—; cosp -+ - Bm“-cp) ;
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nareszcie
(7) p* + 20 = 202

Wyragujmy o, z réwnaii (2) i (4), wstawmy nastepnie &' 2 (6), wyrazmy cos (% — o),
wyraZmy r przez @, a p przez » wedlug (7), i wstawmy te wartodei w (3), to otrzyma-
my réwnanie migdzy ¢ i #, okvéslajgce obrot preta BC wzgledem AB. W chwili, gdy
nié staje sig majdluzsza, bedsie p'=0, a poniewai wedlug (7) i (5) pp' =—
— 4a®(0y — w) siny, wige w téj chwili badZ sing =0, bads v, = w. Zalozenie
sing == 0 oznacza, %e obadwa prety stanowiy linijy prosty, a whedy p —=4q jest naj-

. wigkszy dlugodeiy nici; zalozenie o, = @ daje wedlug (6) ¥’ =, =, a wedlug
(5)»' =0. Wprowadziwszy te wartosei w (2) i (8) i wyraziwszy r wedlug (7), otrzy-
mamy 2 réwnania, ktére dajg o i p w chwili najwigkszego wydluZenia nici. Podane
réwnavia pozwalajgy obliezyé predkosel kafowe o iw, dla ¢ = -g— , tudziez najmniejsza,
wartodé Q, Zeby dla ¢ = -'—l predkosel @ i o, mialy wartodei rzeczywiste, *

(13). W tym amlnmu mozna rozréznié 2 przypadki, mianowicie: 1) Kazde
kolo jest stale polgczone ze swoja osig, jak w wozach kolejowych, a wtedy sila pocias
gowa ma do pokonania tarcie kél o podstawe, tudziez tavcie czopéw. 2) Kazde kolo
obraca sig swobodnie okolo swéj osi, jak w wozach zwyklych, o wtedy zamiast tarcia
czopbw nalezy uwzglednié tarcie, zachodzgee migdzy osiy a piasty kola. Poniewasz,
¢rednica otworn w piadcie kola jest nieco wigksza od frednicy osi, przeto piasta i of
dotykaja, si¢ wznjemnie w pewnéj prostéj, ktéra wzgledem pionu, poprowadzonego
przez frodek kola, znajduje sie w Ilierunku przeciwnym dzialania sily pociggowéj,
w punktach téj prostéj zachodzi reakeyja normalna migdzy kolem o osig, tudziez re-
akeyja styczna, przedstawinjpen tarcie. Wyznaczywszy reakeyje normalne, moina
obliczy¢ silg pociggows,.

(14). Niech 2a oznacza dlugosé, M masg preta, m masg kuli, v, i v predkosé
Juli przed uderzeniem i po uderzeniu, » prgdkosé katows preta po uderzeniu, naten-
czas

_ 8m —M _ G
| kT T S T CTE =k

(15). VUzyjmy fig. 48-é] w Rozdz. XI z ty odmiang, Ze prosta SO niech tworzy
% osig z kat o, za$ 2a niech bedzie dlugodeig preta. Wprowadziwszy reakeyje Ry i Ry,
wypisamy 2 réwnania ruchu érodka masy 8, o réwnanie (8) art. 157-go zastosujmy do
punktu, w ktérym przecinajg sig reukeyje. Wprowadziwszy nastepnie kab o, otrzy-
mamy réwnanie nastepujgce:

(B o 32

v kbbrym I jest ramieniem bezwladnodci preta wzglgdem prostéj, poprowadzoné
przez S prostopadle do prgta, O staly. Z danych warunkéw poezatkowych, ze, gdy

(3 " ? . 4 i ;
0. =uo,, wtedy -zt-zu)o, mozna wyznaczyé O, a nastepnie obliczyé Ry 1 Ry z ré«

wnaii ruchu srodks masy.
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(16). Ob. ark. 146-y i 147-y.

(22). Prayjmijmy, Ze kula toczy sig na plaszezy/mie wzdluz prostéj, prosto-
padléj do osi obrotu téj plaszezyzny. Punkt, w ktorym slad kuli na plaszezyznie
przecina 0§ obrotu, prayjmijmy juko poczatek O ruchomego ukladu osi spilrzgdnych,
6w $lad jako of OZ, prostopadly do niego na plaszezyznie pionowéj jako of O1), a od
obrotu jako o OC; niech § i1 oznaczajy spéhrzgdne drodka kuli, ¢ kat, ktory ten
promiet kuli, ktéry w chwili ¢ = 0 byl prostopadly do plaszezyzny, tworzy z osig O,
R, promieti kuli, Mi? jéj moment bezwladnodei wzgledem Srednicy, @ predkodé kafows,
obrotu plaszezyzny. Wyraziwszy encrgijy ruchu waglednego kuli przez pochodne
£'i¢ (4 =0, poniewaz 1 jest stale), zastosujmy rdwnanie (6) arb. 145-go i wwzgle-

dnijmy warunek toczenia sig, &' = r¢', to otrzymamy réwnanie rézniczkowe (l -+

2 : . .
-+ ﬁ-) E" = w2 4 gsinwt, ktérego calka pozwala wyrazié & praes ¢ i praes 2 stale

C, i Gy, malezne od warunkéw poezgbkowych.  Wstawiwszy za & wartodé, otraymamy

catke tego véwnania:

i)
5 g ® ~ — — 1.
f—=—— ?sinwt‘{- Cie +Cye L

i

12

(24). Stosujge zasady, podane w art. 142-im, moina okazaé, e, jezeli obrot

pierwotny z predkodciy katows w zachodzil okolo osi, ktéré] dostawy kierunkowe

wzgledem osi bezwladnodcl byly a, &, ¢, a obrét nowy zachodzi okolo osi, ktéréj do-

stawy kierunkowe 84 ay, by 1 ¢, natenczas predkosé lkatowa o, tego obrotu daje sig
obliezyé¢ z réwnania nastgpujacego:

w, _ A.aagB.bb 4 C.ocey

w Aa* 4 By® + Ce2

“-'!It‘ﬂ

ROZDZIAL XVII.

(1). Obrawszy obie proste na jednéj z plaszezyzn spohzgdnych, zastosowaé
réwnania (4) 1 (5) ark. 178-go.

(2). Zastosowaé réwnanie (9) art. 180-go, zwazajge na to, #e superpozycyja
polega na dodawaniu dwu odksztaleeri, zachodzgeyeh w tym samym kierunku,

(3). Niech a, b, ¢ oznaczajy dostawy kierunkowe osi gléwnych, I moment bez-
whadnodel przed odksztalceniem, I' po odkszbalceniu, natenczas

I'=1+42 [o:)ki (0% + ¢2) 4 BAa (e® + a®) + 12y (o* + i’;z)],
gdzie o, B, 7 majg, znaczenie, podane na str. 251 w zadaniu (2).

(4). Przyjmijmy poczatek pionowdj osiy w érodku masy przekroju swobodnego
(najnizszego) preta, oznaczmy przez p stale natgZenie preta, przez ') pole prazekroju
swobodnego, o przez o cigzar jednosthki objetodei pretu, natenczas pole I' przekroju
w odleglodei y od przekroju swobodnego wyznacza sig wzorem nastgpujgeym:

'
F=F," .
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(5). Rozwazajye warnnki rownowagi walea skreconego, mozna prayjaé, ze na-
tezenie styczne w punkeie dowolnym jego przekroju jest proporeyjonalne waglgdem
odleglogei tego punktu od osi walea. Na podstawie tego prazypuszezenia mozna otrzy-
madé rdwnanie, podane przy korcu art, 189-go i okazad, ze widkno, réwnolegle do osi
walea 1 znajdujgee sig w odleglodei y od téjze osi, moze byé po odksztalceniu uwazane

Oy

za linijgy prosty, tworzgey % osig walea faki kat o, Ze tge —=-— gdzie 0 oznacza kat
x

skrecenia przekroju, ktorego odleglosé od przekroju ubwierdzonego jest rdwna a.
(6). Zastosowaé postepowanie, podane w art. 190-ym.
(7). Prayjaé w, v, w proporeyjonalne odpowiednio wzgledem w, v, 2,
(8). Stosujge znakowanie arf. 192-go, ofrzymamy nastepujgee linije wezléw:

a) W przypadku (i= 2, & = 2): prosty y :% i prostg = -;- . b) W praypadku

. . a 2a re 2a
(i=1, k=28) lub (i=18, k=1): proste Y=g 4= f=1g, z:-?;

: ] Tz 1
Y=z y=a—z ikolo cos“—aj—-}- cos“-ﬂ—:-a-.
-

{9). Obierajge srodek kola jako poezatel spolrzednyeh, wprowadimy spil-
rzgdne biegunowe » it zapomocg réwnai y =7 cos®p, = =rsineg, whedy ofrzymamy

dzu "‘u _ l ( dnu)
(}_f,'2 dlogaw op2/ ’

 stgd rownanie rézniczkowe drgai poprzecznych blony okragld):
du __ p 0% a-a,,)
o " ar2 \glog:? ' og2/ "
(10). Przyjmujge, ze skruna wyprezona ma kierunek osi #, ofrzymamy tezsame
réwnania, ktore podalismy w art. 191-ym pod (2). '

ROZDZIAY: XVIIL

(2). Przyjmijmy Srednice poziomg polkola o promieniu » jauko os », a promiei
pionowy na dél jako o$ z, natenczas dla dwun punktéw podazialu, po sobie nastepuja-
eych i lezaeych na osi 2, mianowicie dla punkbu (i — 1)-go i i-go, otrzymamy réwna-
nie nastepujgce:

n (2iy? —2) — 11 =0,
przycaym ro =r, a, = 0.

(3). Obierzmy érodek kuli jako poczatek osi spélrzgdnych, osi iy poziomo,
0f z pionowo na'dél, i oznaczmy przez 5 gestosé cieczy, natenczas skladowe X, Y, Z
ciénienia beds wyraZone przez rownania nastepujiee :

X =Gyjra:d.r:dy, Y—=ay Sfyz{xdy, Z=uay jj:dxr{y,
L2

gdzie calki podwéjne rozciggajg sig na 4-tg czgéé powierzchni naczynia pélkulistego.
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(4). Niech tréjkat ABC bedzie podstaws graniastoslupa prostego, s niech bev
daie gestoscig graniastoslupa, o gestodeiq cleezy 1 przyjmijmy A == s:0, a=BC, b =
=0A, ¢=AB, niech D bgdzie érodkiem boku a, I==AD, kat BAD =0, kat DAC =
==[. Jezeli graniastoshup plywa tak, Ze krawedz, praechodzgea przez A, jest zanurzo-
na w cieczy, ktoréj powierzchnia przecina hok AB w punkeie B, i przyjmiemy AE=z,
natenczas x jest pierwiastkiem rownania

at — 20co8a . 2% 4 2N becosf .z — A2 = 0;

jezeli zad podezas plywania sg zanurzone krawedzi, przechodzgee przez punkty B i C,
wowezas

at — 2lcostr.a® 4~ 2 (1 — A) lbecosP.a— (1 — A)20%c2 = 0.

Niech powierzchnia cieczy przecina bok AC w punkeie ' 1 przyjmijmy AT =y, na-
tenczas w 1-ym praypadku ay =>Ale, za§ w 2-gim praypadku ay = (1—X)be.
0 stalodei plywania rozstrayga twierdzenie, podane w art. 198-ym.

(6). Przyjmijmy poezytek osi spélrzgdnych w drodkn poziomego dna naczynia,
0§ z plonowo w gore, 1 oznaczmy przez o predkosé katows obrotu ckolo osi z, naten-
czas powierzchnia cicezy jest wyrazona przez réwnanie

2
2% 4 2 — w—i(z—u):ﬁ,

w ktorym a oznacza staly, ktorg nalezy obliczyé z wiadoméj objgtosei cieczy w na-
ezyniu,

(8). Przyjmijmy érodek przyciggania O jako poezgtek osi spolrzednych, of
obrotu z predkoseiy katowsy w jako of z, 1 oznaczmy przez k*r przycigganie punktu
w odleglosci » od O, natenczas réwnanie ogolne powierzelmi cieczy jest (02 — 1) (22
+ y*) — k*z* = staléj. Rozmaite ksaztalty t¢j powierzchni zalezg od zwigazkéw
migdzy ® 1 F,

(9). Obierzmy wiéracholek O parabolojdy jako poczgtek osi spéhragdnych, os
z pionowo w gore, a 2 4 33— 2az =0 niech bedzie réwnaniem téj powierzchni, w
prgdkodeig katows obrotu cieczy okolo osi z. Jezeli przed obrotem ciecz siggala
w parabolojdzie do wysokosei 2, natenczas réwnanie powierzelmi cieczy wskutek obro-

tu bedzie
¢ g — aw?
2 3 i = V=
25 4y o2 (z k]/_ p )_0.

Cignienie p w punkcie (z, y, 2) wyrazi sig réwnaniem

p_ 0 )
-;:-—0-(3:’ ) — gz b,

a jezeli przyjmiemy, ze na powierzehni cieczy zachodzi cinienie réwne zeru, ofrzy-
mamy

2 i ————
p=o [% @+ )=z + 1V g (g — am"‘)] .
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Uwzglgdnijmy réwnanie parabolojdy danéj, natenczas ciénienie w punkeie dowolnym
1éj powierzchni bedzie

]

P [(mﬂh—z-) (2 4 %) + 22 VW] )

a sbad otrzymamy cisnienie na parabolojdg w kierunku osi z,

=3[ [lle=2) wrsmenviz=im] o

gdzie nalezy wstawié kraiice odpowiednie,
(10).  Jezeli » jest promieniem kuli, natenczas predkos¢ katowa obrotu wynosi

-
] /5
:

ROZDZIAL XX,

(2). Ob. art. 217-y.

(5). Niech 2c¢ oznacza dang odleglodé ognisk ukladu linij pragdu, wiedy ten
uklad mozemy wyrazié rownaniem

2? y?

pop—d

w ktérym | oznacza parametr zmienny, a potencyjal pradu ¢ bedzie funkeyjg tego
parametru. Przeksztaleajac réwnanie A, = 0, otrzymamy naprzéd

at=[()'+ (2] 2+ 2o

o jezeli wprowadzimy dlugosé p prostopadléj ze érodka elipsy na styezng w punkeie

=1,

(x! .’:")1 to
- dap\* (dp)g_ _ 1 1
(-0;“ + o = 4% ﬁu%"—-gPa(p +P“_""‘),
skad
g O __) o _
A:l"{"“—g +(IJ {J«—-c"‘ '@:—-01
a wige

y=Alog)/i& + /5= +3,

gdzie A i B oznaczajg stale dowolne. Linijami potencyjaluymi sq hiperbole spét-
ogniskowe, n potencyjal predkosei jest

v
+ By,

== A arcsin
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gdzie ]//; oznacza polowe osi gléwnéj hiperboli,  Ruch spragzony okréslajy funkeyje
powyzsze, z ty tylko odmiang, ze ¢ jest potencyjalem predkosei a ¢ potencyjalem
pradu.

(6). ¢ =Alog (r—p.0), o= — A (logr -} 0); predkosé w biegunio jest
nieskonczenie wielka.

(7). Podzieliwszy otwor prostymi poziomymi na elementy, mozemy predkosé
wyplywu dla kazdego elementu obliczy¢ wedlug wzorn Torrvicelliego.  Obierzmy plasz-
vzyzng xy na powierschni cieezy, 0§ =z pionowo na A6, oznaczmy przez u szerokosé
otworn w glebokodci z, prayezym w =/ (z) moina wyznaczyé z wiadomego ksztaltu -
otworu, natenczas wydatele M otworn, t. j. objgbosé “ciecsy, wyplywajgeé) z niego
w jednostce czasu, bedzie wyrazona wzorem

“
— 1
I\'I:V.‘lg uz?dz,
2

w ktorym krarice z; 1 2y znlezq, od ksztaltu i polozenin otworu. Jezeli / jest polem
otworn, natenczas V== M : /' przedstawia predkosé srednig wyplywu cieezy.

(8) Niech r oznacza promieri otworn kolowego, & glehokosé jego érodlka pod
powierzehnig cieczy, natenczas wydatek otworn jest

r
M:ﬂl/%‘ V?'2+:?‘.Vfa+.z.dz,
J=r

a jezeli wstawimy z= rsine, rozwiniemy pierwiastki na szeregi i zastosujemy wzor
wiadomy

w

2 al
el 1B B, s 2n-1) =
s::u“"‘ltp.u’-tng. - ( ).—

0

— 1 {r\* H »\
M=mn |’ 22 T Ronday PR LAEE e e [T
T [1 32 (k) 1024(;;) ]

(9). Obierzmy plaszezyzng ay na dnie poziomym naczynia, of z pionowo w gb-
r¢, oznaczmy przez f pole otworn, przes I = ¢ (z) pole przekroju poziomego naczy-
nia w wysokosci = ponad dnem, natenczas wyplyw cieczy trwaé bedzie pracu czas

otrzymamy

1 —
2
= —— I e dz,
V'
gdzie nalezy wstawié¢ kravice odpowiednie.
(10). Zastosowaé postgpowanie, podane w dwu zadaniach poprzedzajgeych,
. Uzywajge takiego znakowania, jak w (9), oznaczmy jeszcze przez @ staly
(11). T taki ak ak w (9 Q stal
doplyw do naczynia w jednostce czasu, to poziom cieczy znizy sig o dz W czasie
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T dz
=
NVeg—q
Ten wzir poawaln rozwigzadé zadanie,

(12).  Nalezy uwzglgdnié cisnienie cicezy otaczajgedj nu ofwor.

(18). To zadanie moinu takie rozwigzaé wedlug zasad, podanych dla ruchu
cicezy, réwnoleglego do plaszezyzny, jezeli dane sy warunki lnaicowe.  Uwagajmy
howiem powierzchniy walea za granice cieczy, to owa powicrzehnia krancowa poruszu
si¢ z wiadomy predkeseig U w kierunku prostopadlym do t\\'orzrgcych.' Niech pred-
lkos¢ U ma kierunek osi @, a ds niech oznacza clement linii krzywdéj, podlug kbord)

dy

plaszezyzna xy przecina powierzchniy walea, to o jest predkodeiy cieezy w kierunku
ds

! 1
- normalnym do ds, wiec % =10 EZJ , o styd wynika dla owéj linii krzywéj na walen
s (s

¢ ="Uy -+ a, gdzie a jest staly dowolng. Znajae ¢, mozemy stad otrzymaé linije
pradu i rozpoznaé ruch cieczy.

Niech &, 1 bedy nowymi zmiennymi, ktére okréslamy réwnaniem z 4 iy =
=0 sin (§ -}-"in), gdzie b jest staly, Wyrazmy stad 21y przez § i 7, wyrugujmy
pobym & a nastepnie 7, to obrzymamy nastgpujace 2 rdwnania

) 4 Y2 o ] 2o
(" + g )3 (e‘f] — )2 T 47 sin?E  cos?

z ketoryeh okazuje sig, ze réwnanie &= staléj przedstawia uklad hiperbol spélogni-
skowych, yownanic za$ 7 = staléj przedstawia uklad elips spélogniskowych, przyezym
24 jest odleglodeia ich ognisk spélnych.

Przyjmijmy teraz ¢ 4- id=Ai é (i'f"""l), gdzie A jest staly rzeczywisty, naten-
czas @ + it bedzie funkeyjy zmienndj zespolondj x 4 iy, prayezym ¢ = Ae "N cos &,
wige wedlug réwnania ¢ = Uy + q,

A 'qcosE,"—Ub 2 cosE + .

P

W ukla.dzw linij, wyrazonych przez to réwnanie, znajduje si¢ takze elipsa, dla ktord]

N — g
A M=l E———ge——— 1

a jezeli & i [} oznaczajy polowy osi téj elipsy, wiedy

— 1) Iy et | b e o 4 B
ot:'_—b.i?-iu—c-,ﬁ::b.i-—g-—, A=T : =Up i

p) .2 "a—p g—p’
a stgd potencyjal pradu

o :tﬁ]/:_%g eTicost,



634 MECHANIKA TEORITYCZNA,

Ta funkeyja okrééla ruch cieezy wagledem walea eliptycznego, poruszajacego sie
z predkodeig, U w kievunku osi wigkszéj, W praypadku ruchu walea w kierunku osi
mniejszéj, otrzymalibysémy

b==—TUa -l/;——:i_-.—g ¢ T sing.

(14). Uzyjmy znakowsnia art. 221-go, prayjmujge of & na dnie kanalu, whedy
za p mozemy przyjaé cisnienie hidrostatyczne p == ag (b 4 1 —y) + staléj, skad
) o « ; :
?J%:Uy : F} Objetosé warstwy cieczy o szerokoSei 1 migdzy plaszezyznami a

ia+ dv jest w czasie ¢ vowna hdz, a w czasie ¢ + dt jest (h 4 1) (a’:u 0 da.

wige ( 1-+ —--) (t+ ) =2 jest xéwnaniem cigglosei. Rdéwnanie ruchu téj warstwy

: d ) - \ .
jest ah. T f dx 4 % (& 4 1) dz = 0; jezeli z tym véwnaniem polaczymy 2 poprze-

02

5B ktcrego calka

= SE,

ey 08
dzajgee 1 zaniedbamy —— == otrzymamy réwnanie ruchu —

jest E = F (x — ot) + F (2 + ¢i), gdzie c=}"gh.



