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Z tego réwnania mozna w kazdéj chwili obliezy¢ predkosé wzgledng czgstki
cieczy o spdlrzednych (r, 6). Potencyjal predkodci jest ten sam dla punktéw,
znajdujygeych sig na kole, ktérego plaszczyzna jest w &rodku prostopadia do
Iierunkn ruchu &rodka kuli.

Nadajmy kuli wraz z cieczg predkosé — U; wtedy kula przyjdzie do
spoczynku (krgcge sig zresztq okolo érodka) i mozemy z (12) otraymaé poten=
cyjal predkoSci cieczy nieskoticzondj, ktéréj czastki poruszajg sig w strugach
réwnoleglych, podczas gdy kula jest w spoczynku. Predko§ei — U w kierun-

ku osi # odpowiada potencyjal — Uz ==—Ur.cos0; dodajac ten wyraz do
(12), otrzymamy

R?
(13) p=—0TU (‘r -+ 'g;i‘) cos 0,

To réwnanie pozwala rozpoznaé ruch czgstek plyngeéj wody wzgledera kuli
spoczywajacdj.
221, Ruom ranowy creczy. Niech ciecz materyjalna zajmuje kanal

prosty o szerokoSei staléj, a na powierzehni cieczy niech postgpuge fala wzdluz
kanalu, zajmujgea caly jego szeroko§é;

wtedy kaZda czastka, do ktéréj fala
przybywa, zostanie pobudzona do ruchu. : A ¥
Jezeli fala postepuje w kierunku po- 2
ziom ostopadlym do szerokogei | 2L g

ym, prostopadlym do szerokoSci
kanalu, to ruch czgstki cieczy da sig F -
?azlo?yé. w dwu kierunkach, pionowym D 4 //])
i poziomym, prostopadiym do szero- S bt
koéei, a odchylenia czgstki w obudwu '_'"J
kierunkach bedg bardzo male, Figura g " X
72-ga  przedstawia pionowy przekrdj Fig, 72

g, 72,

podiuZny kanalu; ohierzmy dowolnie
stalg, prostg poziomg Oz w kierunku ruchu postepowego fali; linija DD niech
przedstawia przekrd) dna kanalu, prosta pozioma MN niech przedstawia po-
wierzchnig cieczy w spoczynku, linija FF przekreéj fali, a of y obierzmy
pionowo w gére. Punkt m, ktérego spilrzedne w spoczynku sg , y, odchyli
si¢ odpowiednin o &1 7 w kierunkach osi i przybedazie po uplywie czasu ?,
liczonego od dowolnéj chwili poczgtkowéj, do miejsca m', ktérego spélrz¢dne
bedy ©+& y+ 1 Odchyienia £, 1, ktére przyjmiemy jako dostatecznie
male, bedg funkcyjami =, y, 1.

Nalezy dokladnie odréZnié predkosde, z jakg porusza sig czgstka, od pred-
kosci, z jakg postgpuje ruch falowy, a ktérg nazywamy pre¢dkoSecig prze-
wodnictwa fali, albo krotko predkoscig fali, Jezeli ¢ jest predkoseig
fali, to punkt n, kitérego spolrzgdna pozioma jest z + ¢, przesunie sig w kie-
runku poziomym w czasic {4t o tg same dlugo§é & z miejsca spoczynku,
o jaky punkt m posungl si¢ w czasie ¢, 1 ten zwinzek miedzy odchyleniami
dwu punktéw sluzy wlasnie do okréslenia predkoSci fali. Jezeli wige § uwa-
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zamy za funkeyjg « i 4, ktérg oznaczmy przez ¢ (z, t), to bedzie ¢ (z, {) =
= (x+ct, ¢+ t); a jeieli funkeyjy po prawdj stronie rozwiniemy na suereg
dla maléj wartodei 7, to otrzymamy réwnanie o pochodnych czgstkowych

do 9%
® O T o=

Rozwigzaniem szezegdlnym tego réwnania jest funkeyja nieoznaczona ¢ (¢t —
— ), lub takZe funkeyja A. ¢ (et — @), w ktoré) A jest funkeyjy y.  IKladge
¢ = A.¢ (¢t — ), otrzymamy dla rozmaitych punktéw na tym samym pionie
rozmaite odchylenia poziome, przyczym te punkty zaczynajy ruch w t6j saméj
chwili. Czynige zaloZenie ogélniejsze &= A.¢ (¢t —z— B), gdzic B jest
funkeyjg o, znosimy tg réwnoczesno$é odchylef, nic sprzeciwiajiye sig warnn-
kowi (1). Ruch kazdéj czastki cieczy jest okresowy, i taki tylko rozwazaé tu
checemy, Mozemy przeto przyjaé

(2) §=A.cos(ot—x—B) lub §= A . sin (¢t — x — B),

a wiedy ofrzymamy funkeyja, odpowiadajgcs wszystkim warunkom kinema-
tycznym zadania, Gdy zaloZymy ogélniéj, %e & = A . cos (et — Bz — B), to
rownanie (1) zachodzit bedzie, jeZeli prayjmiemy ¢ =eo::f. Rozwifimy praws,
strong ostatniego réwnania i przyjmijmy P = A .cos B, Q = A.sinB; otrzy-
wmamy '

(3) §=P, cos (at—Bx) + Q.sin (at —px).

T¢ posta¢ funkeyi & przyjmiemy za podstawg rachunku.
Dla poznania ruchu czgstki uZyjmy. réownafi Liagrange'a art. 202-go.
Z nich otrzymamy, przyjmujge, ze nie ma poziomych sil zewngtrznych,

@@+ d@+8)  (dy+1) ow+m , 1 dp _
@@ g T\ ap —’,—_5-‘) o Toroe Y
@@+ o@+8 (Pt o(y-+m 1 o _
att T ( an T 5') W Tt

Poniewaz 21y sy od siebie niezalezne, i obie wiclkodei nie zaleZy od czasu,
przeto z tych réwnai hedzie

fzeg( ag) (d“n ) 1
]ﬁf1+—-+ rIt+ PR =0

B (B (1) 1 2o

Drogi £ i 1, tudziez 1ch pochodne sy bardzo male, moZzemy wige pomingé ilo-

czyny pochodnych, tudziez wielkoSei gg—:i g—%; otrzymamy nastgpujgce

przyblizone réwnania ruchu czgstki:

| 125 1 op a2 1 dp
4 o TS N O s | DI .
4 dt? c'ox’ di* g o dy ’
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Ostatnie réwnanie mozemy calkowaé wzgledem y od punktu m,’, w ktérym
pion punktu m przecina powierzchnig fali, az do punktu m, prayjmujge, ie
ci§nienie na powierzchni jest réwne zeru. Oznaczywszy przez h pierwotng,

wysokoS§G my, m, poziomu nad osig #, a przez ki wzniesienie mi,m,' czgstki na
powierzchni nad poziom MN, otrzymamy ci§nienie w m

g "
=—-a§f dy—cf dtzdf;_cg(h+?»—.;)—|—cf d::]d
hd-k Ik

a poniewaZ % jest bardzo male w pordwnaniu z b, przeto moZemy prayjaé

() p::cg(h+k~—y)+cf vy

7 tego réwnania przez rézniczkowanie wzgledem z wynika.

op ok 0 d*q
o0z ,yda:-!—cf [J‘dt‘d?

wstawiwszy te wartos¢ w (4), otrzymamy

ho_
% ok 0 R
©) E="9% o f w Y
Y
7 16 : % 2 Badiie
Z réwnania (3) mamy o = — 9%, beduie wige

Qe
. ™ alf= r)xf dif‘h

Rownanie ciggloSei bedzie

rZ(:c+E,y+'q):(1 rJE)( +()‘!] o0& r]'!]_l

d(z, y) 0y oy 0w
czyli w zakresie dokladnoSei naszego rachunku
(i3 _
(8) T T

7 tego réwnania wnosimy, Ze 7 bedzie takZe funkeyja peryjodyczng a, y i 4
kaZda czgstka bedzie wige opisywala bardzo maly krzywg zamknigty okolo
miejsca réwnowagi.
Ograniezajac sie do ruchu niewirowego cieczy, wypada zrobi¢ zaloZes
nie, Ze
ok 07
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otrzymamy wiee w zwigzku z réwnaniem (8)
0% | 0% a* + *n__,

(10) s + QET T o gy

Z tego wynika, zwazywszy, Ze x i y nie zalezq od ¢,
0 d'a"‘]’)__ a (a’])_._..d_a(o_c)—-— 9 d_ué)-———aef_)a_——_—ai’.ﬁ
gz \dr) — de2 \oxz) — at*\oy) — oy \ de* ] — oy oz’

a zatym, wedlug (7)

Y
. ok i o
(11) ai—»gali—aﬁa{:d‘y.

222, Zastosujmy podane wzory do falowania cieczy w kanale prosto-
kgtnym, przyjmujge of # na dnie poziomym. Réiniezkujge & dwukrotnie
wazgledem 2 1 g, 1 wstawiajge pochodne w rdwnania (10) art. poprzedzajgcego,
otrzymamy

(%g _ﬁLP) cos (et — fz) +( —-[E'IQ) sin (et —px)=0.

Poniewaz to réwnanie ma zachodzi¢ dla kazdéj wartosei ¢ i , przeto:

02Q
oy*

AP 02
W—-[FP:O, —Jy—;Q-—ﬁaQIO, &Stiﬁd
@) P=0,ef + Cyc=P; Q=D, ¥ 4 D,

gdzie C,, Cy, Dy, D, oznaczajg stale, Mamy wige
@) &=(CycP? 4 Cye—P).cos (at — Pa) + (Dy e 4 D, c—0) . sin (ot — f).

Z réwnania (8) art. poprzedzajgcego wynika 7= — f dii- dy - stala; a za-

tym, wedlug (2)
n=—(C, Y — (O, e_ﬁ'J) sin (af —Bz) + (D, v —-D, e"‘fgﬂ) cos (aif — f) -+ stala.

Poniewaz czgstki na dnie kanalu nie mogg mieé w naszym zaloZeniu Zadnego

ruchu pionowego, przeto =10 dla y =0, bez wzgledu na zit. Z tego wa-

runku wynika, Ze stala jest rowna zeru, tudziez C; = C,=0C, D, =D, = D;

otrzymamy wige

®) & = (B e Pv) [C.cos (at — fz) + D. sin (ot — pz)],
7=—(PY — ¢=PY) [C. sin (ot — pz) — D, cos (ot — Bz)].

Dla y =/ ma by¢ 4= "F, gdzie & oznacza odchylenie pionowe czgstki na po-
wierzchni, a zatym

(4) h=— (" — ¢ [C. sin (at — ) — D. cos (at — fa)].
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Z (3) i (4) otrzymamy

y )
f %?- dy =[(* + e—PY¥) — (Pt 4 ¢=F%)| [O. cos (et — ) + D sin (af — Ba)],
o

%’;} = B (¥ — =) [C. cos (at — i) + D. sin (at— ).

Wistawiwszy te wartoSei w réwnanie (11) art. poprzedzajgcego, otrzymamy,
po stosownych uproszezeniach

o2 (Pl 4- ¢~ By = g (P 5 e—Bhy | skad

" Al e-—ﬁk g Bl —Bh
(5) a*=gf. =t =g pIrs

Mozemy zawsze przyjat C= A.cos B, D = A .sin B, gdzie A i B oznaczajy
dwie nowe stale; otrzymamy tym sposobem

£ = A (¥ + ) cos (at-— pr —B), n=— A (¥ —¢—F9)sin (af — 2 — B),

PoniewaZ B jest stalg, przeto wszystkie czgstki na tym samym pionie zaczyna-
ja drgaé¢ jednocze$nie; mozemy wige poczabek czasu zawsze tak obraé, Zeby
B =0, i wtedy otrzymamy wyraZenia najprostsze

(6) E=A( + ) cos (at—pa), n=— A (¥ —eP)sin (2t —p),

w ktérych A jest staly. Znajge ruch pionowy na powierzchni, mozemy z wia-
domego [ obliczyé stalg A; wedlug (5) obliczymy z wiadomego ¢ spblezynnik
B, a wkoficu . Drganie kaZzdéj czgstki bedzie wige dokiadnie wiadome.

Wielko§¢ of — Ba przedstawia tak zwang faze drgania; znajge ia,
mozemy wyznaczyé miejsce, ktore czgstka zajmuje. JeZeli ¢ prayrasta o wie-
lokrotnoé ilorazn 2x:e, to € i 1 przybierajg tez same wartoéei dla tejze saméj
czgstki; jeZeli o przyrasta o wielokrotnos¢ ilorazu 27 :8, to & i 1 bedg tez same
dla tychZe samych £ 1y, Wielko§ci '

2w 2n

(7) — =i L= _ﬁ_
przedstawiajg zatym odpowiednio peryjod falowania i dlugoéé fals,
Uwzgledniajac réwnania (5), latwo znajdziemy nastgpujacy zwigzek migdzy
TiL:

dnh
L

me_220L e + 1

® T2 = g = Axh ’
L

e — 1

drogi punktu (z, y) bedg
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(] @

2% 2n
— TI" —_— S
£ = A(c +e L)cos?u(,l .L)’
®) EE!J' - 2‘53, (] i
—_— L°— i Tl —="]
('q... A(e e L )81112*:(,1, L)
Dla fal krétkich w poréwnaniu z gtebokoSeig bedzie /v : Ii bardzo wielkg liczbg,
otrzymamy wige

(10) =222, =L,

z czego wynika, 7%e peryjod falowania i predko$é fali sg proporeyjonalne wzgle-
dem pierwiastka jéj dlugosei i nie zalezg od glghokoSei kanalu, Stosunek li-
czebny na!.‘wigkszegg odchylenia pionowego do najwigkszego odchylenia pozio-
In 2n 2n 2

mego wynosi (ery—e—ry) : (e—‘*"y—# c_fy). Na dnic jest ten stosunck
réwny zeru, drogi pionowe sg réwne zeru, a najwigksza droga pozioma wynosi
2A; na powierzchni zbliza sig¢ ten stosunek do jednoSci, i rézni sig tym mniéj
od té) granicy, im fala jest krétsza. Od dna zatym ku powierzchni wyréwny-
wajg, sig drogi czgstek w obudwu kierunkach ruchu, _

Fale, wywolane w poblizu ujécia rzeki przez przyplyw lub odplyw morza,
sy bardzo dlugie, a drogi pionowe czgstek na powierzchni sg bardzo male
W porbéwnaniu z glebokoScig rzeki., Dla takich fal bedzie %:L bardzo malg
liezbg, przez rozwinigeie wige na szeregi otrzymamy w tym przypadku

(11) T2=—, c2=gL.

Stosunek obudwu odchyleit zdgza do graniey 2zy: 1, 7 czego wynika, %e dro-
o } . 2 g J L)

gi pionowe czgstek sg bardzo male w poréwnaniu z ich drogami poziomyni,

Dla bhardzo dlugiéj fali otrzymamy

(12) &£=24A .cos2mn ({T-—% y 1 '—“——-4;4 4y .80 2w (%——;}) .

z ¢z2ego sig okazuje, Ze odchylenia poziome czgstek na tym samym pionie hedg
prawie rowne sobie, a ich odchylenia pionowe beds proporcyjonalne wzgledem
odlegloSei czgstek od dna.

Z obliczonych wartoéei ogdlnych £ i 7 Iatwo okazal, 7e kazda czgstka
opisuje malg elipse, ktéréj osi majg kierunek poziomy i pionowy., Dila fal
dtugich bedzie elipsa wydluZona w kierunku poziomym, zhlizajge si¢ do pro-
stéj; dla fal krétkich zbliza sig elipsa tym wigeéj do kola, im czgstka znajduje
sig blizéj powierzchni. Wyznaczenie predkosci czgstki 1 cignienia pozostawia-
my czytelnikowi. Ze wzoru (5) art. poprzedzajacego okazuje sig, Ze dla
fal dlugich ciénienie réZni si¢ hardzo malo od ciénienia hidrostatycznego, od-
powiadajgcego gighokobel cagstki pod powierzchnig fali.
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Poniewa# réwnania rézniczkowe, okréslajace €1 v, sy linijowe, przeto
funkeyje

g = YA, (P 4+ =P cos (it —piz);

(13)
N=—3 A (¥ —¢—P¥) sin (¢ — i)

bedg takZe rozwigzaniami tych réwnafi. Moze wige kilka fal jednocze$nie
postepowad wzdluz kanalu, a ruch kaZdéj czgstki otrzymamy, dolgczajac do
siebie drgania, odpowiadajgce kazdéj fali zosobna,

223, RoOwNaNIA RUCHU ommozy LEpkmia. Dla ciala stalego i sprezyste-
go okréslilismy stan naturalny jako stan taki, w ktérym sila wewngtrzna jest
réwna zeru w kazdym punkcie; jeizeli do takiego ciala przylozymy sily, to
wskutek przesunieé jego elementéw pojawig sig sily wewngtrzne, zaleine od
tych przesunigé. W cieczy nie istnieje stan naturalny bez sil wewnetrznych;
punkty, w ktérych ciénienie jest réwne zeru, nie mogg wypelnié przestrzeni
o trzech wymiarach skoficzonych. Jezeli czgstki cieczy nie przesuwaja sie
wzgledem siebie, natenczas ciénienie, ktére w kazdym punkcie jest takieZ
samo we wszystkich kierunkach, zmieniajge sig od punktu do punktu, jest je-
dyng silg wewngtrzna. Wskutek przyloZenia sil zewngtrznych nastapi wo-
golnosei ruch wzgledny czastek cieczy, a wskutek tego wystapig nowe sily
wewnetrzne, wywolane przez lepkoSt cieczy, ktére dla rozmaitych elementéw
plaskich, przez punkt poprowadzonych, beda mialy rozmaite wielkogci i kie.
runki. Te sily, nie majgce wogolnobei kierunkoéw normalnych do odpowied-
nich elementéw, mierzg tarcie wewngtrzne w cieczy, kiére wypadaloby
poprawniéj nazwaé oporem lepko&ci cieczy:

Na zasadzie pewnych przypuszezen, ktére drogs doSwiadezalng spraw-
dzié nalezy, .mozemy obliczyt powyZsze sily wewnegtrzne, Stosujge prawo nie-
zaleznodei sil, przypudcimy przedewszystkim, Ze tarcie wewngtrane w ciecsy nie
ealezy od ci$nienia. To zaloZenie pozwala sily, pojawiajgce sig wskutek ruchu
wzglednego czgstki, obliczy¢ podobnym sposobem, jak nateZenia w ciele spre-
zystym, ktére poprzednio hylo w stanie naturalnym, jezeli jeszcze przyjmiemy,
ze sila wewnetrzna w cieczy lepkiéj, odpowiednia nieskoficzenie malemu polu,
jest proporeyjonalna, wzgledem wielkodei tego pola.

Przesunigcie wzgledne dwu elementéw ciala sprezystego jest bardzo
male; w cieczy za§ przesunigeie wzgledne dwu elementéw moze byé bardzo
wielkie, poniewaz element opisuje z biegiem czasu droge skoficzong, przesu-
wajac sie kolejno wzdluz rozmaitych czgstek cieczy. JeZeli za§ uwazamy te
przesunigeia w stosunku do czasu, to miarg ruchu wzglednego dwu elementow
sgsiednich bedzie wielko&é tego samego rzedu, co odleglosé ich &rodkdéw masy.
7 tego wynika, Ze zamiast przesunieé punktu, rozwazanych w ciele spreiy-
stym, naleZy bra¢ stosunki jego przesunigt do czasu, czyli jego predkoSci
u, v, w, aby dla cieczy lepkiéj obliczyé sily wewngtrzne, niezalezne od ciénie-
nia. Otrzymujemy wigc tg samg zasad¢ przy badaniu ruchu skoficzonego
' Bibl. matefz., 8. IV, T. X. 31
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cieczy lepkich na podstawie teoryi sprezystosel, jakiéj uzywaliémy przy bada-
niu ruchu elementu cieczy w art. 203 — 204,

Rozwazajmy nieskoficzenie maly element prostopadloScienny cieczy lep-
kiéj mabedefy (fig. 65), kiérego wiérzcholkiem, najblizszym poczatku osi,
jest punkt m (2, ¥, 2); p, %, v, w nieeh oznaczajg odpowiednio ciénienie i pred-
koSci w tym punkcie. Na fciany, schodzgee sig w m, przypadajy pewne sily
wewnetrzne, odpowiadajgee jednestce powierzehni, ktére podobnie oznaczal
bedziemy przez py, jak w rozdz, XVII, przyczym pg = pu. Przyjmujge
ciecz jednorodng, wyrazimy te sily przez réwnania (7) art. 186-go, jako fun-
keyje linijowe pochodnych predkosei wzglgdem spoélrzgdnych, a dwa spolezyn-
niki a,,, aq, zalezet beda od natury cieczy. Dla dogodno$ei zmienimy znako-
wanie. Kladac A =X\ + A, - Az, otrzymamy

P =20 A —4au (A —XN)=(2ay —4a4,) A + 45 .\,
u jezeli wprowadzimy p = 2@, ® =2a,; —4ay, to bedzie p,, =0.4 +
+ 2p.A,.  Dla cieczy nieSci§liwych mamy

ou  dv | ow
a zatym py = 2p)y, a jezeli wstawimy wiadome wartosei A, ¢;, to otrzyma-
my nastgpujace wyraZenia sil wewngtrznych w cieczy lepkiéj:

ou _ (ov r)w)
19:1—-21’“E ; Paa—l’*(g*l"a; ,
: ov ow  ou
(1) Pm=2l’“@ ; Pm:%’«(d—m‘l'a;):
s, 0 T w (imﬂ)
Py = P"e),a' 7 D= dj‘} 0% ’

Te sily sq okrélone przez jedyny spélezynnik p, zaleiny od natury cieczy.
Nazywamy go, chociaz niezupelnie wlaSciwie, sp6lczynnikiem tarcia
wewngtrznego cieczy. Kazdéj z tych sil nalesy nadat kierunek, przeci-
wny kierunkowi predkoSei wzglednéj punktu, do niéj réwnolegléj, wypada
bowiem sily wewngtrzne uwazal za opory, usilujgce zmniejszyé predkosc
punktu. ' .
Réwnania (7) art. 186-go, odnoszace sig do cial sprezystych rdownokie-
runkowych, polegaly na zasadzie, Ze sily wewngtrzne sg funkeyjami linijowymi
przesunigé wzglednych dwu elementéw sgsiednich takiego ciata; réwnania
za$ (1) dla cieczy lepkich jednorodnych polegajg na podobnéj zasadzie, mia-
nowicie: Ze sify tarcia wewngtranego w cieczy lepkiéi sq funkeyjami lingjowymi
predkodei weglednych dww sqsiednich elementéw cieczy., Ta zasada jest uog6l-
nieniem prawidla, podanego przez I. Newton'a, wedlug ktérego tarcie dwu
sqsiednich warstw cieczy, poruszajgcych sig z rozmaitymi predko§ciami w tym
samym kierunku, jest proporcyjonalne wzgledem ich predkosei wzglgdnéj.
Mozemy teraz wyprowadzi¢ réwnanie ruchu elementu w kierunku osi 2.
Na' §ciany elementu przypadajg w tym kierunku nastgpujgce sily wewngtrane:
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na Sciang mbey sita (p — pyy) dy ds, na Gciang przeciwlegly adef: [—- (p -
- %dm) + (p“ + 4& )] dy .dz; na Sciang mace sila — p,, . dzdz, na
przecivlegly bofg: (pg,-l— —‘dy) dedx; na Sciang mabo sila — py, dady, na

przeciwlegly cefy: [1331 + == p =3 ds') dady. Suma tych sit wynosi (— % -+

03 Opay
Tow "oy
stki masy, a zatym o X dz dydz silg zewngtrzng, dzialajacq na element cieczy,
to réwnanie ruchu, po skréceniu przez de dy dz, bedzie

du 1 op 1 (}J_Jn 0Py 0Py
(2) @ =X— ST +()wj+dz)

e ap, 3') da dy dz. Jezeli X oznacza silg, przyloZong do jedno-

Wstawiwszy wartosei z (1), otrzymamy
01311 d_‘Pm OPay ( d il ) 0A
togt o= oa:ﬁ+ dﬁ T +“"‘

a poniewaz A= 0, przeto otrzymamy nastegpujace réwnania ruchu, podsta-
wiwszy warto§¢ pochodnéj zupelnéj w wzgledem ¢, i postgpiwszy podobnie
dla osiy i 2:

(0000 0 0y Lo b0 o o)
,f)t_‘-t ()m—’,-fu-——+w05_X s T 5 \oak c)y2+053 !

ov v (}v 1dp p( 9™ t:’f_i‘*g)

) -Jr,‘_+u_ dy Fog z}zf =¥—3 e dx2+ T )
ow 1dp  p (d“w 0%y d"w)
lhr)?-}- 0m+ d_;+w R wr T ot )

Biorge w tym ukladzie p=0, otrzymamy wiadome réwnaniu ruchu cieczy
doskonaléj. Do tego ukladu nalezy przylaczyé réwnanie ciggloSei A =0,
aby z tych 4-ch réwnafn wyznaczyé w, v, w, p jako funkeyje #, 4, 2, ¢ i spdl-
czynnikéw p.i .

s Pu 0w u
Kladae, jak zwykle, Ao = =5 4 FE + r

z A = 0, nastgpujace rownanie dla kazdéj cieczy, doskonaléj czy lepkiéj:
pa=(_tey 3 (v )
24 =0a 0z~ x) oy \ow )’
albo, stosujac znakowanie art. 203-go,
o (9w, dms) (dwa (){1)1) (dm, dmg)
(4:) ﬂgﬂr 2 ((} ‘E?;‘— ) Az’?.?—g P Ag =2 ¥

gdzie w;, w,, 0, oznaczajy skladowe predkosei katowéj obrotu elementu cieczy,
jeZeli w niéj zachodzi ruch wirowy.

, olrzymamy w zwigzku
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7 réwnah (3) okazuje sig, Ze Ayu, A, Ayt nie mogg byt réwne zeéru
w cieczy lepkiéj, a z tego wnosimy wedlug (4), Ze w, ,, w3 nie mogy jedno-
czeénie by6 zerami w caléj cicczy. Z tego wynika waine twierdzenie, Ze ruch
cieczy lepkiéj nie mode byé niewirowy, chyba, & ona porusea sig jak ciado szlywne.

Sily py na powierzchni cieczy pochodzy z tarcia o cialo stale, ktérego
ciecz sig dotyka, lub o $ciany naczynia, w ktérym ona jest zawarta. Co do te-
go tarcia zewngtrznego przyjmiemy, Ze ono jest takze niezalezne od ci$nie-
nia, i Ze jest proporcyjonalne wzglgdem prgdkosci cieczy wzgledem ciala, tu-
dzie# wrglgdem powierzchni elementu; kierunek tarcia jest przeciwny kierun-
kowi predkoéei wzglednéj cieczy. Jezeli §ciana naczynia jest w spoczynku,
a v jest spolezynunikiem tarcia ciecsy o Sciang, to — vu, —yv, —vw bedg
skladowymi tarcia zewnetrznego, przyczym aw + bv + cw =20, jezeli a, b, ¢
oznaczajg dostawy kierunkowe normalnéj zewngtrznéj (ku cianie) do powierz-
chni naczynia. Wielkosei apy + 0pay + €1y apis -+ bpoa + €Ps2y ap1s +
4+ bpoy + Cpyy WyraZajg wedlug art. 182-go odpowiednio skladowe sily we-
wnetrznéj, odpowiadajgcéj jednostece pola elementu na powierzchni cieczy.
Mamy wedlug (1)

o Ou ou du) ( 01 o dw)
apys + bpu -+ cpa;—v-(a =+ 5 teogr) el +og,tegs)
a poniewaz a= g% = %, = % , gdzie dn jest elementem normalnéj
zewnetrznéj, a ostatni wyraz jest réwny zeru, przeto
__(ou dz | ouw dy  Ou dz)_ o
apyy + bpay + ePgy = v -%+"&j-%+a-% =z

podobnie bedzie co do dwu pozostalych wyrazéw. Otrzymamy wiee wedlug
réwnai (3) art. 183-go nastgpujace warunki kraficowe na powierzehni cieczy
lepkich:

o dv ow
(5) P-E—I-VH—U, lhd—n+w_0, p,?-ﬂ—i—vw_.o.

Jezeli czg8¢ powierzchni jest swobodna, to dla niéj bedzie v=10, a zatym
W o, o
m ™~ T onT ! om
chni przylegaja do &ciany naczynia, zwiliajge je, wtedy v=oco, a zatym
=20, =0, w=0 wyrazaé bedg warunki krancowe.

224. RucH creezy w PROSTET RURZE WALOOWEJS. Z naczynia wyplywa
ciecz przez prosty rurg poziomg o diugodei It i promieniu wewngtrznym R;
przyjmijmy, Ze wyplyw i doplyw sg sobie réwne, wtedy ruch cieczy w rurze
jest trwaly, a zatym p, u, v, w nie zawiérajg czasu wyraznie. 0§ rury obierz-
my za 0§ @, a jé poczgtek w naczyniu jako poczatek spélrzgdnych, o§ zas z
pionowo w gbre. Jezeli promiefi rury jest dostatecznie maly, wtedy mozemy
przyjag, ze cagstki cieczy poruszajg sig réwnolegle do osi rury, bedzie wiee
v=0, w=0. Na ciecz dziala tylko sila cigzkosci, a wigc X =0, Y =0,
L=—y

=0, jak to juz wiemy. J eteli za czgsthki na powierz-
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o
oz
‘caqsthi cieczy jest jednostajny., Réwnania ruchu bedg wedlug (3) art, 223-go

1 p o 0% d’u)_
= ta e T ap /=Y
(1) ]
=

Z réwnania ciggloéei wynika =0 a watym »uch postgpowy katddéj

»
=

=0, g-+ ‘i‘- f;—i?:o.
Z drugiego rownania wynika, %e p jest niezaleine od y; a z trzeciego otrzyma-
my p =/f(2)—ogz. Poniewa’ rura jest wazka, przeto spolrzedne 2 dla roz-
maitych punktéw réznig sig bardzo malo od siebie, mozemy wige pomingé réz-
nice ci§nienn z powodu réznicy glebokoéei czastek pod powierzchnig cieczy
w naczyniu, i przyjaé p= f(x). Czqsthi cieczy w tym samym praekroju rury
downajy tego samego cisnienia. :
Z powodu symetryi przekroju rury mozemy nadto przyjaé, ie predkosé

u bedzie zalezala tylko od odlegloSci » czgstki od osi rury, Ze przeto czgstki,
znajdujgce sig na tym samym kole, majg te¢ same predkosé. PoniewaZ 72 =
= y* + &%, przeto ' '

P?u , 0w _ duw , 1 du

T R T
a zatym, wedlug piérwszego réwnania (1)

dp _ (du 1 du)
) w = M\an ™y @/
PoniewaZz prawa strona tego réwnania nie zalezy od x, przeto % nie zawiéra
2, a poniewaZ p nie jest ani funkeyjg y, ani 2, przeto ta pochodna jest wiel-
koScig, staly. Bedzie wige

. = az + b,

gdzie « i b oznaczajg dwie stale, Oznaczmy przez p, ciénienie §rodka otacza-
jacego, np. powietrza, na powierzchniy cieczy w naczyniu, przez h glegbokosé
rodka rury pod ta powierzchnig; wtedy dla = 0 mamy p = p, + ogh, skad
b=po+ ogh. Jeieli ciecz wyplywa w powietrze, to ciénienie na wylot
rury mozemy przyjaé réwne p,, wiec mamy p=p, dla z =1, skgd ¢ =—
—ogh:L. Bedzie wige

@) p=" (L —2) +n,

cisnienie zmniejsza sig proporeyjonalnie wzglgdem odlegloscs praelroju od wnijs
Scia rury do naceynia.
Wstawiwszy pochodng ciénienia w (2), otrzymamy réwnanie

d*u 1 du «
P i
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ktbrego catka jest
a
w=1u, + ¢.logr + E.fﬂ,

gdzie uy 1 ¢ sg stale. Dlar =0 otrzymalibySmy z tego réwnania u ujemne
i nieskoficzenie wielkie, co byé nie moZe, jest wige ¢ = 0, skad:

N sgh
(4) u.*_.u,,——md’.
Dla » =0 bedzie u=u,, ta stala oznacza wige predkoSé strugi, tworzged
of rury. Przypusémy, Ze ciecz zwilZa Sciany rury, wtedy wediug art. 223-go
mamy warunek kraicowy # =0 dla »r =R, z ktérego wynika

(6) Up = :f;i R%  a zatym
(6) "= ——:3; (R*—1r?).

To jest wyraZenie predkoSei czgstki, ktoréj odleglosé od osi rury wynosi .
Czgstki na osi rury plyng z najwigksza predkodcig, ktéra zmniejsza sig w mia~
r¢ oddalania sig czgstek od osi, stajgc si¢ réwng zern przy saméj Scianie rury.
7 ostatniego réwnania okazuje si¢ ciekawy wynik, mianowicie: Ze czqsthi cie
sy, ktdre w pewnéj chwili znajdujq sie na plaszcayinie przelroju rury, snajdo-
waé sig bpdg po uplywie jednostks czasu na powierzchne parabolojdy obrotowéj,
litéréj osig jest 08 rury. Parametr té) parabolojdy jest podany w ostatnim
rownaniu,

Wydatkiem rury nazywamy objetosé (lub cigzar) cieczy, wyplywajy-
¢éj z niéj w jednostce czasu. Oznaczywszy go przez M, mamy

"R : R
M=2 icfm' Ar= % f (B*—22) »dr, a zatym
0 0

__ T og hR*
M= B
Jezeli za§ przyjmiemy P =ocgh, to hedzie
= P.R¢
7 = T .
(™ = 8p L
Wydatek jest wige proporcyjonalny wzgledem ciénienia poczgtkowego P,
wzglgdem czwartéj potegi promienia i jest odwrotnie proporeyjonalny wzgle-
dem dlugo$ci rury. Ostatni wazér zgadza si¢ zupelnie z wynikami do§wiad-
czefi, ktdre czynil Poiseuille nad wyplywem wody ze szklanych rur wloskowa-
ty_ch.‘ W tych doswiadezeniach, wykonanych z wzorows dokladnoscig, obja-
wil sig takZe wplyw temperatury na wyplyw cieczy; te do§wiadczenia pozwolily
po raz piérwszy obliczyé spélezymmik tarcia wewngtrznego cieczy. Nowsze
do§wiadczenia stwierdzily w zupelno$ei wyniki poszukiwan Poiseuilla.



RINETYEA OIB0OZY. — 224, 583

Fatwo okazat, Ze cala ciecz w rurze wiruje nieustannie. Stosujge bo-
wiem réwnania (2) art, 203-go i kladge dla krétkosci A =agh: 4p L, otrzy-
mamy o, == 0, 0, == — A2, 03 == Ay, skad 02 =02} 0,2 4+ 0, =»2*2, Kai-
dy element cieczy obraca sig zatym z predkoseig, proporeyjonalng wzgledem
jego odleglo&ei od osi rury, okolo prostéj, poprowadzonéj prostopadle do pro-
mienia # na plaszezyznie przekroju. Elementy na tym samym kole obracajg
sig okolo styeznych do kola, a predkosé katowa ma byé odeigta na osi obrotu
w kierunku od dodatnych y ku dodatnym #z. Linijami wirowymi sg kola sp6l-
§rodkowe z przekrojem rury, a wirami elementarnymi sg pierécienie spolérod-
kowe, Linije wirowe posuwaja si¢ w kierunku osi rury, tworzge réwnolezniki
parabolojdy, o ktéréj poprzednio hyla mowa.

CWICZENTIA.

(1). Jezeli u, », w sy funkeyjami w, y, z t, czyniacymi zadogé warunkowi
A, =0, a 2, 3, = wyrazimy jako funkeyje ¢ i 8-ch stalych dowolnych a, b, ¢, okazaé,
s . d(zyy,2)
e wyznaesnik fonlkeyjny r-f('n, 54

(2). Ruch cicezy, réwnolegly do plagzezyzny, wyrnzamy przez spolrzgdne
bisgunowe »i0, a p it oznaeczajy odpowiednio predkosei w kierunku promienia
i w kierunku prostopadlym (art. 217); okazaé, Ze odpowiednie przyépieszenia w tych
kievunkach wyrazajy sig wzorami;

nic zalezy od {.

dp dp dp 2 ot Jr ot pr
TP T e T w TP trE

(8). Jezeli U jest potencyjalem sil, czynigeym zadosé warunkowi A, U=0,
natenczas ciénienie nie moze byé minimum w Zadnym punkeie wownatrz cieczy,
majgeéj ruch niewirowy.

(4). Okazaé, Ze jezeli predkosé cieczy, majgedj rueh niewirowy réwnolegle
do plaszezyzny, ma wszedzie tg samg wiellogé, natenczas kierunek predkogei bedzie
ten sam we wszystkich punktach,

(8). Linijami pradu dla ruchu niewirowego, réymoleglego do plaszezyzny, sg
elipsy spblogniskowe: zbadaé ruch cieczy, tudziez ruch sprzgzony, dla ktdrego te eli-
psy s linijami potencyjalnymi.

(6). Zbadaé ruch niewirowy cieczy, réwnolegly do plaszezyzny, jezeli linijami
pradu sy spiralne, majace spolny biegun, ktdrych réwnanie jost » = lcl*o, gdzie
jest stale dla wezystkich spiralnych, a A parametrem zmiennym,

(7). Przyjmujac ciecz doskonaly, obliczyé predkosé sredniy wyplywu téj cie-
czy 7z otworn znacznego w dcianie naczynia, tudziez wydatek otworn, znajge kszbalt
tego otworn. Wysokodé cieczy nad otworem jest ciggle ta sama.
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(8). Zastosowaé wzory, otrzymane W zadaniu poprzednim, do wyplywa z otwo-
ru kolowego.

(9). W scianie naczynia znajduje sig maly ofwor, z kbérogo ciecz uchodzi,
a naczynie nie ma doplywu: podaé wzér na obliczenie czasu, w przeciggu ktérogo
naczynie sig wyprézni.

(10). Obliczyé czas wypréznionia sig naczynia, prayjmujac obwér znaczny
o wiadomym keztalcie.

(11). Jezeli doplyw do naczynia jest staly, ale nie jest rowny wyplywowi
s obworn w piérwszéj chwili, obliczyé wysokost, o ktérgy w praeciggu pewnego
¢zasu znizy lub poduiesie sig powierzehnia cieezy w naczyniu,

(12). Jak nalezy zmieni¢ wzér Torricelli’ego, jezeli maly otwor w scianio
naczynia jest zanurzony w cieczy otaczajacé] do pewngj glgbokosei?

(18). Przyjmujac w zagadnienin (2) art, 220-go jedng of elipsojdy nieskoi-
ozenie wielka, zbada¢ ruch cieczy wzglgdem walca eliptycznego, poruszajgcego sig
w niéj w kierunku wigkszéj Tub mniejszé) osi podstawy.

(14). Pomijajyc ruch pionowy cieczy, na ktéré] powierzehni postgpuje faln
dluga, wyprowadzié wedlug avt. 221-go i 222-go przyblizone réwnania ruchu
cieczy 1 scalkowaé je dla kanalu prostokatnego.
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