ROZDZIAL XX.

KINETYKA CIECZY.
(DOKONCZENIR).

215. RueH TRWARY OIECZY MATERYJALNEY, Przyjmijmy, Ze sily pray-
ToZone (X, Y, Z) majg, potencyjal U, niezawiérajgey czasu wyraZnie, i ze ruch
cieczy jest trwaly. Przy tych zaloZeniach moZemy calkowaé réwnania ruchu
bez wzgledu na to, czy zachodzi potencyjal predkoei, czy nie. Réwnania
ruchu bedg

du_y 10 d_y 1o dw_, 1w

@ R &y’ ==
du_ o du U o . .dv dw ;

gdz1e—&?._u.d—x+v.a§-+w.§ i podobnie 5 Calkujmy te réw-

nania po linii pradu, ktéra czgstka opisuje, mnoZge je odpowiednio przez
dx, dy, ds i dodajgc je nastgpnie, to wypadnie nam przyjaé de =u.dt, dy =
=w.dt, ds—=w.di. Ofrzymamy tym sposobem réwnanie

u.du+v.dv +w.dw=dU — @,

g

a jezeli V jest predkoscig czastki, gdzie V2=wu? 4 v* 4+ w?, to calka tego
réwnania bedzie
s p_

gdzie C jest stalg dla kazdéj czgstki z osobna, ktéré] wartosé zmienia sig jed-
nak od czgstki do czgstki. To réwnanie przedstawia calke piérwszg réwnan
ruchu, niezaleing od istnienia potencyjalu predkosci, i pozwala obliczyé pred-
ko&é ruchu postgpowego czgstki, jezeli znamy stalg C. PoniewaZ jednak nie
znamy wartofei w, v, w0, przeto nie mozemy wyznaczyé ani kierunku ruchu
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czastld, ani odpowiedniéj linii pradu, ani rozstrzygngt, czy ruch bgdzie wiro-
Wy, czy niewirowy.
Jezeli zachodzi ruch niewirowy w caléj cieczy, to stata C bedzie ta sama

dla wszystkich linij prgdu. Jakoz, mamy wtedy % = 0; poniewaz za§ V2=

( ?}z) -+ ( dy) -1—(2;2) przeto réwnanie (3) art. 210-go, odnoszace sig

do caléj przestrzeni, przez ciecz zajetéj, wyznacza w tym przypadku
Y; — U+ % = staléj, przyezym stala jest ta sama dla caléj cieczy.

Niech na czgstki cieczy dzialajy tylko sily cigzkoéei. Obierzmy plasz-
czyzng zy poziomo, of z pionowo w gére; wtedy U= — gz (bez stalej, bo ona
iedci sig w staléj calkowu.nia,), otrzymamy wige

2
3) +gz+p_.0 cyli 2+ L +% ;
gdzie A jest staly dla téj saméj czgstki.

_Wielkosé p : oy przedstawia wysoko§é slupa cieczy o podstawie réwnéj
jednostece, ktérego cigZzar jest réwny ciénieniu p; nazywamy jg wysoko-
§cig odpowiednig ci$nieniu, albo krécéj wysokofecig .ci§nienia.
Lewa wigc strona réwnania (8) jest sumg trzech wysoko$ei, mianowicie: wyso-
kodci #, w kiordj czgstka znajduje sig nad pewns, stale obrang plaszezyzng
poziomg; wysokoéei ci§nienia i wysokosei, odpowiedniéj predkosei V.. Sume
tych trzech wysokofei nazywamy cigZeniem cazgstki cieczy. Wedlug ro-
wnania (3) cigéenie jest stale dla té) suméj czqstki cieczy (twierdz. D. Ber-
noulli’ego). Gdy poprowadzimy w odleglosei A od plaszeayzny ay plaszezyzng
pozioms, kiérgy nazywamy plaszczyzng cigZenia, to kaidéj czastee od-
powiada pewna stala plaszezyzna cigZenia, bez wzgledu na to, czy ruch
czgstki jest wirowym czy nie, i bez wzgledu na przebieg linii pradu.

Znajge 2, p, V dla jednego poloZenia czgstki, moZemy wyznaczyé A,
a plaszezyzng xy moZemy zawsze tak obraé, Zeby A bylo dodatne. Poniewaz

ciggloéC cieczy wymaga, zeby bylo p = 0, przeto widzimy, Ze F— + 2< A, ina-

czéj musialoby nastgpié rozpryénigcie sig cieczy. Predkosé ma zatym pewng
granice, po za ktorg ciecz rozpryskuje sig, 1 podane réwnanie nie moze byé
stosowane. ~

Niech ciecz bedzie w naczyniu, w kiérego Scianie znajduje sig maly
otwér o polu f; do naczynia doplywa tyle ciecay, ile j& wyplywa praez otwoér;
wtedy ruch bedzie trwaly. Obierzmy plaszezyzng xy w pozioméj powierzchni
cieczy, i liczmy 2 na dél; oznaczmy przez p, ciénienie §rodka otaczajgcego
(np. powietrza) na powierzchnig cieczy, a przez V, predkosé czgstki na téj po-
wierzchni; dla 2==0 bedzie p = p,, V=V,, a zatym A= %J‘—; %‘; “Otrzy-
mamy zatym z (3) ’
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i 2 Ve %

(4) —s+ L=t o0
Przypusémy, ze V, jest stale na pow:emchm ; wtedy l bedzie takieZ samo dla
wszystkich czgstek, z czego wnosi¢ mozna, Ze ruch cieczy bedzie niewirowy.
Przypusémy daléj, ze wszystkie strugi, zbiegajgce sig w otworze §ciany naczy-
nia, sg prostopadle do jego pola i do powierzehni gérnéj cieczy, oznaczmy
przez F pole wierzchniego poziomu cieczy w naczyniu, a przez V predkosé
wyplywu, t. zn. predkoéé kazdéj czgstki, gdy ona przechodzi przez maly
otwér w fcianie naczynia, wowezas V: Vo =F:f. Jezeli érodek masy otwo-
ru znajduje sig w glebokoSei % pod powierzchnig, to z réwnania (4) otrzymamy

Vi_p V2 ( f )
a2 5g + 3 7 og t+352 )

Vz

skad wynika prgdkoéf; wyplywu
R
(-]

‘W tym wzorze oznacza p ciénienie §rodka otaczajgcego na jednostke pola
otworu, JeZeli f jest bardzo male w poréwnaniu z F, a roznica ciéniefi p, i p
takze nieznaczna, ze wzgledu na niewielkie rozmiary naczynia, wtedy moZemy
pomingé odpowiednie wyrazy i otrzymamy w przybliZeniu
(6) V=1"2gh.
Jest-to wz6r H, Torricelli'ego, wedlug ktérego predkosé wyplywu z dosta-
tecznie malego otworu réwna sig predkosei, odpowiedniéj glgbokosei frodka ma-
sy otworu pod powierzchnis cieczy.

Oznaczywszy przez @ pole naczynia w glgbokosei #, mozemy predkosé
V. w téj glebokodci obliczyé¢ z proporcyi V.:V,=F:®. Otrzymamy wige
cisnienie w téj glehokoSci

Vol F\*
(M) P=.2’o+.°95+0“—2‘9'[1—("§,)]-

Gdyby ciecz byla w spoczynku, to P = p, + og# byloby ciénieniem w glgbo-
koSci # (art, 196), wskutek czego
F 2
1—(g) ] :

®)

Nazywamy P ciénieniem hidrostatycznym, za§ p ciénieniem hidro-
kinetycznym w glgbokofei z. Ostatni wzér pokazuje, Ze ciSnienie hidro-
kinetyczne r6Zni sig wogd6lnosei od ci$nienia hidrostatycznego, a rdinica zale-
zy od gestokci cieczy, od jéj predkosci na powierzchni i od stosunku wigdzy
polem wierzchniego poziomu cieczy w naczyniu a polem w glgbokoSei rozwaza-
néj. Gdzie F' = @, tam obadwa ciénienia s rowne; dla F =@ bedzie p < P;
atoli powyZsze réwnanie (8)moZe byé tylko tam zastosowane, gdzie p = 0.
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Rozpryénigcie sig cieczy nastgpi w tym przekroju naczynia, w ktérym prawa
strona réwnania (8) staje si¢ ujemng; to zjawisko wymaga znacznego zweZe-
nia naczynia w poréwnaniu z polem wierzchniego w nim poziomu cieczy-

Powyzszy rachunek opiera sig na przypuszezeniu, Ze ciecz jest doskona-
la, tudziez na kilku zaloZeniach watpliwéj wartoSei. Otrzymane wyniki nale-
2y przeto uwazat za zblizone do prawdy, a do§wiadezenia okazujg, Ze predkosé
rzeczywista wyplywu rézni si¢ od téj, ktéra wynika z powyiszego rachunku.
Te réznice nalezy w piérwszym rzedzie przypisaé lepkoéei cieczy.

216. RucH crEczY ROWNOLEGEY DO PEASZOZYZNY. Zal6imy, jak w art,
211-ym, ze dla kazdéj czgstki cieczy predko§é w =0 i Ze u iv sg tylko fun-
keyjami spélrzednych @, y; wtedy czgstki cieczy poruszajg sig réwnolegle do
plaszezyzny zy. W tym przypadku dostateczne bedzie rozwazanie ruchéw
czgstek, znajdujaeych sig na plaszezyZnie ay, a to co zajdzie na krzywéj, wy-
kré§lonéj na té] plaszczyinie, to zachodzié bedzie na kazdéj krzywej réwno-
legléj na powierzehni walca prostego, ktérego podstaws jest owa krzywa na

plaszczyinie zy. Jezeli ¢ jest potencyjalem predkosci, to u = dz y = gg
potencyjal za§ czyni zado§é réwnanin
L

Réwnania ¢ = stalej przedstawia tak zwane linije potencyjalne; na kas- '
déj z nich posiada stala inng warto§é. Wlasnodci tych linij wynikajg bezpo-
frednio z wlasno$ci powierzchni potencyjalnych w plzypadku og6lnym, dla
tego nie widzimy tu potrzeby zastanawiania sig nad nimi.

Réwnanie réZniczkowe linii pradu jest w.dy — v . do = 0; kazda linija
pradu przecina prostokstnie linije potencyjalne i rozeigga sig na wskro pola,
przez ciecz zajgtego, nie bgdge zamknigta, JeZeli ruch jest trwaly, wtedy
czgstka cieczy biezy wzdluz linii pradu w takim kierunku, Ze z punktu o mnioj-
szym potencyjale predkoéei przechodzi do punktu o wigkszym potencyjale.

Lewa strona réwnania linii pradu jest réZniczky zupelng pewnéj funkuyi
r)aa
jest, jak wiadomo, warunkiem, zeby « .dy — v . dz bylo réamcz];zy zupelna,,
a ten warunek wyraza wlasnie cigglo§é plynu. TFunkeyjg, ktéréj rézniczks
zupelng jest powyZszy wyraz, nazywamy potencyjalem prgdu. Ozna-
czajac jg przez ¢ (z, y), mamy réwnania, okréslajace te funkeyja:

_ o0 _ .o
2 dq.l._u.dy—v.dx,% ,OJ-_u.
Z tego okré§lenia wynika, Ze ¢ = staléj jest réwnaniem ukladu linij pradu,
przecinajgoych prostokatnie uktad linij potencyjalnych ¢ — staléj. Migdzy
potencyjatami ¢ i ¢ zachodzi réwnanie

op o dp O0p

3
3) o0 Ty T

spélrzednych 2, y w obrebie przestrzeni, przez ciecz zajetéj. J. nkoa
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wyrazajgce wlasnie powyzszy zwigzek gicometryczny, a drugie pochodne fun-
keyi ¢ zadoS6é czynig warunkowi

A T .
(4) A, =“‘;R§‘+*@g—~—-0s

wynikajgcemu z rownania cigglodei.

FYiatwo okazaé znaczenie potencyjalu pradu, Poprowadzmy na plasz-
czyinie #y dowolng krzywa, nie bedges linijg pradu, w punkeie m, (z, y) téj
krzywéj wystawmy normalng wewnetrzng (ku §rodkowi krzywizny), i rauémy

“predkost (u, v), z ktérg czgstka cieczy przechodzi przez punkt m, na te nor-

malny; wéwezas, oznaczywszy przez ds element krzywéj, otrzymamy u. 54: -

—-v%% jako wielko&¢ rzutu t€j predkosci. Mnoige ten wyraz przez ds,

otrzymamy w . dy — v . dz jako ilo&¢ cieczy, ktéra w jednostce czasu przecho-
dzi przez powierzchnig ‘walca prostego o podstawie ds i o wysokosei = 1,

a calka j‘ (w.dy — v .dz), wzdluz krzywéj migdzy dwoma punktami, przed-

stawia ilo§¢ cieczy, ktéra w jednostce czasu przechodzi przez odpowiednig
powierzchnig walca. Przeplyw przez element walea jest rézniczks potencyja-
Iu pradu, a obliczenie tego potencyjalu polega na tych samych zasadach, co
wyznaczenie funkeyi ¢. Poniewaz kierunek predkosci jest styczny do linii
pradu, przeto bedzie d = 0 dla kazdego elementu téj linii.

Linije pradu istniejg bez wzgledu na ¢, a zatym takze w tych czgsciach
cieczy, w ktorych zachodzi ruch wirowy. Istnieje wige takze potencyjal pra-
du, chociaz ma w tym przypadku inne wlasnofei. Dla ruchu wirowego mamy
w przypadku rozwazanym

i_ - I ) ou\__ 1 /0% 0%
0y, =0, w,=0, wp=0=3 i) e e
a zatym
oY L
(5) A= —1 ot + = W =—20w,

Zajmiemy sig przewaznie ruchem niewirowym. Réwnania (2), ktére
dla tego ruchu mozemy napisaé w postaci

(6) 99 __ 9o dp ___ 99
ox— dy ' oy oz’

wyrazajg dwa zasadnicze zwigzki migdzy obydwoma potencyjalami, ktore ma-
ja waZne znaczenie kinematyczne. Okazuje sig 7 nich, Ze predkosé w danym
punkeie mozna obliczyé badz z potencyjalu predkosei bgdz z potencyjatu prg-
du. Wiadomo, Ze rzut predko$ci na kierunek ds wyraza sig wzorem (art. 82)

op _ dp dw & o9 - dy

s  ox ' ds " oy ds’
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Gdy za§ wezmiemy kieruneck ds, normalny do ds, to bedzie

de _ dy dy _ da
ds — ds’ do  ds’
otrzymamy wigc z (6)
dp _ob dw , op dy _ o)
P e e o L
t. j., 26 predlosé w danym Terunlu wyraia sig bad# preez pochodng potencyjalu
predkodet w tym kierunku, bgdé przea pochodng potencyjalu pradu w Tierunku.
prostopaddym.

Nadto wynika z powyzszych réwnaf, Ze wszelkie zagadnienia o ruchu
niewirowym, réwnoleglym do plaszezyzny, moZna rozwigzaé na podstawie
teoryi funkcyj zmiennéj zespolonéj, Jakoz, gdy i =)/—7, to wiadomo, Ze
réwnania (6) wyraZajg warunki konieczne i wystarczajgce, Zeby wielko&é zespo-
lona ¢ 4 ¢ byla funkeyjg zmiennéj zespolonéj 2 4 ¢y. Uzywajge znakowania
B, Riemann’a, przyjmijmy w=1¢ + ¢, 2 =z 4 ¢y; kaidy zwigzek anality-
czny w =T (2) wyznaczaté bedzie ruch cieczy z odpowiednimi linijami po-
tencyjalnymi i linijami pradu. (PoniewaZ nie uzywamy w i 2 w znaczeniu
predkosei i spolrzednéj, przeto mozemy uzyé powyzszego znakowania). Ré-
wnania (6) nie zmieniajg sig, jeZeli zamiast ¢ weZmiemy — ¢, a zamiast ¢
weZmiemy @, to znaczy, Ze kaZdy zwigzek w = F (2) wyznacza dwa moZebne
ruchy cieczy, ktére nazywamy ruchami sprzeZonymi. Dla jednego z nich
przedstawia réwnanie ¢ = C uklad linij potencyjalnych, a ¢ = C' uklad linij
pradu; dla drugiego za§ ¢ — C sg linijami potencyjalnymi, a ¢ =C' linijami
pradu. Kierunek ruchu ma byé wzigty odpowiednio w kazdym z tych przy-
padkéw, stosownie do przebiegu linij potencyjalnych,

Pole ruchu na plaszezyZnie zy ma lgezno$é pojedynczg, jezeli niema
w nim ezgstek wirnjgeych; w kazdym innym przypadku Igezno§é jego be-
dzie wielokrotng. W piérwszym przypadku linije potencyjalne nie moga
by& zamknigte; jezeli taka linija jest zamknigta, to wewngirz jéj obwodu
zachodzi ruch wirowy. JeZeli w cieczy zachodzg wiry, natenczas linije pradu
mogy byé zamknigte, a jeZeli ruch jost trwaly, to moZe zaj§¢ przypadek,
se czgstld niewirnjgee krazg po linijach zambknigtych okolo wiréw. Dowo-
dzenie tych twierdzef zostawiamy czytelnikowi.

217. Zacapnienta. W zagadnieniach o ruchu, réwnoleglym do plasz-
czyzny, mozna wzigé jeden z ukladow linij ¢ —=C i ¢ =0C', szukajgc dru-
giego ukladu, i wyznaczyé potym prawo ruchu, albo przyjaé funkeyjg
w=2F(2) i badaé ruch wynikajacy. Z podanych wiasnoSci jednowarto-
ciowych potencyjaléw predkosei wynika, Ze majge dany ruch-niewirowy na
obwodzie pola, moZnu wyznaczy¢ ruch kazdéj czastki wewnatrz tego pola,
atoli takie zadania przedstawiajg wielkie trudnoSci w rozwigzaniu.

W tych zagadnieniach moZna z korzyScig uzywaé spélrzednych bie-
gunowych. Osznaczmy przez » promien wodzgey, przez 6 kat biegunowy;
niech p bedzie predkofcig w punkeie (r, 0) w kierunku promienia wodzace-
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go, © predkoscig w kierunku rosngcego kata 6, prostopadiym do piérwsze-

go; wtedy w=pcosO —csinb, y—=psin 04 tcosh Poniewaz —01 = cosl,

ox
or . 00 L d6 i ! o |, o
ke sinf, 1 i —sin6, 1 o =cos 0, przeto otrzymamy 5 + % e
1 i@ G 2o
=—- [Ef (rp) + %] ; réwnanie cigglosei jest zatym
0 ot '
1 —(r —_—=
(1) | (o) + 5 =0.
Jegeli ¢ jest potencyjalem predkosei, to p—= %;_LE ) T =% %-‘P bedzie wige

_ 0% 1 e 1 op
@) he=ga or2 + ' 062 + ot
Dla ¢ otrzymamy stgd réwnanie A, =0, a dla potency]alu pradu podobnie
Az '.P —_— 0-

1). 'Wyznaczyé taki ruch niewirowy, Zeby linije pradu stanowily wigzke
prostych, wychodzgeych z jednego punktu. Mamy wige ¢ = ab + b, z czego

0 9 & : . ;

dg =a, d—? = 0; ze zwigzkéw miedzy ¢ i ¢ wypada, Ze d—lg =0.

Wstawiwszy te warto§é w (2), otrzymamy

wynika

a“? + . Q?-_O calkujgo zas, ¢ = Alogr + B.

Krzywe wige 130teuc}'3a111e sg, kolami spélsrodkowymi, wykréslonymi okolo hie-
guna ukladu, Z warunku (6) art. poprzedzajgcego wynika %: %, a 7n-
tym A = a, skad ¢ = a logr + B. J edynym punktem osobliwym funkeyi ¢
jest punkt » = 0; kréslac okolo tego punktu nieskonczenie male kolo i wyly-
czajac jego pole, moZemy z potencyjalu ¢ obliczy¢ predko$é w kazdym pun-

keie na pozostaléj plaszezyZnie. Otrzymamy p:%, t=0; predkos¢ ma

przeto kierunek promienia i jest odwrotnie proporcyjonalna wzgledem odle-
glo§ci od frodka. Jezeli @>>0, to ¢ roénie dla rosnacego r, czgstki cieczy
poruszajg sig wige od §rodka na zewngtrz; dla @ <<0 odbywa sie prad w kie-
runku przeciwnym, W piérwszym przypadku nalezy w §rodku przyjaé zrédlo,
z ktérego ciecz sig rozchodzi; w drugim zas przyjaé otwor, ktérym ona odplywa,
aby otrzymane wyniki mialy znaczenie fizyczne.

2). Gdy linije pradu sg kolami spétérodkowymi, wyznaczyé odpowiedni

ruch niewirowy. Tu mamy 93:0, a z réwnania (6) art. poprzedzajacego
y 96 ! Jices

%:PT:O, wige 9 =ab 4+ b, $ =alogr + B, skad p =0, r=—:‘7. Cazgstka

w $rodku obraca sig okolo osi, przechodzgcéj przez jéj §rodek masy; w Srodku
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cieczy znajduje sig wige wir, a zresztg w Zadnym innym punkcie. Predko$é
kaZdéj czgstki niewirujacéj ma kierunek prostopadly do promienia i jest od-
wrotnie proporcyjonalna wzglgdem jego dlugosei; chociaz wige czgstki na tym
samym kole majg te samg predkosé, to przecieZ ruch cieczy rézni sig od ruchu
ciala, sztywnego, i nie naleZy twierdzié, jakoby ciecz obracala sig okolo osi.
Przyjmijmy, ze ciecz znajduje si¢ w nacayniu walcowym, i podzielmy jg na
warstwy walcowe spélosiowe; predko$é warstwy jest tym mniejsza, im daléj
warstwa znajduje sig od osi. Taki ruch nie moze zachodzi¢ w ciele sztywnym
‘i nie moze byé nazwany obrotem okolo osi naczynia. Linije pradu sg za-
mknigte, bo w érodku znajduje si¢ wir, a polencyjal predkoSei jest fun-
keyjg wielowartodciows; we spélrzednych bowiem prostokgtnych mamy ¢ =

—a.arctg L + . Poprowadzmy, wychodza¢ z dowolnego punktu, krzywa
" ] y

zamknigta, otaczajgca §rodek; krazenie po niéj bedzie

2n 2%
ft.ds ::f %.1'.60:(&[{33:21‘:@.
0 0

Jezeli krzywa okrgza srodek  razy, to 2mna bedzie krgzeniem cieczy, z cze-
go sig okazuje, ze dwie wartoSci potencyjalu réZnig sie 0 2wna, gdzie n jest
liczbg calkowitg, Gdy poprowadzimy ze §rodka przekréj i uwzglednimy zna~
ne jego wlasnoSci, to wielowarto§ciowo§é ustanie, ale potencyjaly w dwu pun-
ktach sgsiednich po przeciwnych stronach przekroju réznié sig hedg o 2ra.

8). Niech bedzie @ + 49 =p..log (z — a + t9) (¢ + @ + t¥): wyzna-

czyé odpowiedni ruch cieczy. Obierzmy dwa punkty P, @ =a, y=0)
i P,(#—=— a, y=0) na osi #, oznaczmy przez #,, 7, promienie wodzgce
z tych punktéw do punktu m (w, y), a przez 0, 0, katy, ktére te promienie
tworzg z dodatnym kierunkiem osi &, i przyjmijmy & =2 —a, & =2 + a;
mieé bedziemy
log (& +9y) (& + 99) = log (& + i¥) + log (&2 + iy)=log#,7, + i (0, + 0,),
a wige
(4) p=p.logr .7, ¢=up(b + 6,).
Ruch jest niewirowy; réwnanie linii potencyjalnéj jest », 7, = A, a réwnanie
linii pradu 6, + 0, = B, gdzie A i B sg dwiema stalymi. Linije potencyjalne
wige sg lemniskatami, ktérych ogniskami sg punkty Py i P,. Dla linij pradu
mamy, wstawiwszy warto§ei 0, 1 0,:

arctang x_iﬁ + arctg Ey_ = arc tang -

+a

2uy
i y2 —at
skgd wynika, Ze
(5) 2? —y*—2Czy — a* =0,
gdzie C jest staly dowolng, jest réwnaniem takiéj linii. Linije pradu sg wige
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hiperbolami réwnobocznymi, przechodzgeymi przez punkty P, i P,, dla ktérych
jednak osi spélrzednych nie sg osiami gléwnymi. Stad wynika, Ze istnieje
ruch sprzgzony, dla ktérego linijami potencyjalnymi sg hiperbole réwnoboczne,
a linijami pradu lemniskaty.

Mamy r* =% 4 a% — 2a7r.cosb, 1,2 =12 4 a®-}- 2ar.cosb, a zatym
A?= (1 + a%)? —4a*r?cos?6,  Obliczywszy stad p i ¢, otrzymamy V=
="+ 12:::%.?‘, co pozwala obliczyé predkosSt kazdé) czgstki cieczy,
Poniewaz A jest stale na téj saméj lemniskacie, przeto predko§é jest propor-
cyjonalna wzgledem odleglo$ei punktu na lemniskacie od §rodka.

Jezeli pia sq stalymi bezwzglednymi, natenczas ruch bedzie trwaly;
gdyby za$§ te wielkoSci byly funkeyjami czasu, to uklad linij potencyjalnych
i linij pradu zmienialby sig ciagle. "W piérwszym przypadku porusza sie kaz-
da czgstka cieczy po téj hiperboli, ktdra przedstawia jéj linijg pradu (zaleing
od staléj C), w drugim przypadku tory czgstek sg stycznymi do chwilowych
linij prgdu. Dla ruchu trwalego otrzymamy, wedlug (4) art. 210-go,

g— - % — staléj, czyli %ﬁ T4 %—_—_ staléj,

gdzie stala jest ta sama dla wszystkich czastek., Znajac potencyjal sil i stan
poczgtkowy cieczy, moZemy z tego wzoru obliezyé ci$nienie p w kazdym pun-
keie, ktore bedzie tylko funkeyjg spélrzednych 16, Jeieli Zadne sily nie
dzialajg podezas ruchu, to U= 0, i powyZszy wzbr wyznacza ciénienie, Je-
dynymi punktami osobliwymi funkeyi ¢ sy ogniska Py i P,; dla ktérych A =0;
nalezy wiece okolo ognisk zakréslic kola o nieskoficzenie malych promieniach,
a, whedy mozna rachunek stosowat do caléj plaszezyzny, z wyjatkiem pol tych
kol.  Z powodu istnienia punktu osobliwego linije potencyjalne sg zamknie-
te (art. 213).

Czytelnik przerobi to zadanie, gdy lemniskaty sg linijami pradu, a hiper-
bole linijami potencyjalnymi; wtedy w ogniskach nalezy przyjaé wiry i poten=
cyjal bedzie wiclowartoSciowy. KrgZenie po dandj krzywéj zalezy od tego,
czy krzywa otacza tylko jedno ognisko, czy obadwa ogniska.

4). Ciecz znajduje si¢ w naczyniu walcowym prostym, obracajgeym sig
jednostajnie z predkoSeig katows, o okolo prostéj, réwnolegléj do tworzaeych
walea: wyznaczyC ruch niewirowy cieczy, réwnolegly do podstawy, W tym
zadaniu znamy warunek krafncowy dla potencyjalu ¢, albowiem podstawa
walea ma by¢ linija pradu. Obierzmy of obrotu za 0§ 2, a obrét » niech ma
kierunek od dodatnych z ku dodatnym y; wéwezas skladowe predkosei punktu
(z, ) na podstawie walea bedg odpowiednio — wy i wz. Gdy do jest elemen-
tem podstawy walca, to dy:dsi— da:ds beda dostawami kierunkowymi
normalnéj wewnetrznéj w punkeie (z, y); predkosé w kierunku normalnéj be-
dzie przeto, wedlng art, 216-go,

d s da ; ; y
ﬁtg— —_ (my.ﬁ;’— 4+ oz, 7{;) y a wiee dp =— o (e.de + y.dy):

Bill. mat.-fiz,, 8. IV, T. X, a0
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calkujae, otrzymamy
p=A— @+

gdzie A jest staly, Wyznaczenie ksztaltu funkeyi ¢, stosownie do warunku
kraficowego, nie daje sig uskuteczni¢ ogblnie; mozna jednak zaloZyl pewien
ksztalt té] funkeyi, szukajgc nastgpnie odpowiedniéj podstawy walca, podobnie,
jak to czyniliémy w zadaniach o odksztalceniu cial sprezystych. Prazyjmijmy
¢ = B (2® —y?), gdzie B jest staly, Wstawiwszy tg wartos¢ w réwnanie po-
przednie, mie¢ bedziemy .

0 (B +g)+r(=B+g)=a

a? oy
it
a walec niech obraca si¢ okolo swéj osi; moZna wtedy réwnanie (6) i réwnanie
elipsy przywiest do tego samego ksztaltu, biorge

2A ., 24
o+42B’ " T w—2B’
a'}. %

; o or—
z czego wynika B — — T AT E a zatym

=1,

jako réwnanie linii prgdu. Niech podstawsg walca bedzie elipsa

o —

© af—p2
7 s N o ST AR (- W [
jako odpowiedt{i potencyjad pradu. Nadajge staléj A w (6) odpowiednig war-
tos¢, otrzymamy teraz w ukladzie linij pradu takZe podstawe walca; moZemy
wige rozpoznal ruch niewirowy cieczy w walcu eliptycznym, obracajgcym sie
jednostajnie okolo swéj osi. Kazdéj wartoSei staléj A odpowiada pewna linija
pradu, ktora, jak widzimy, jest zawsze krzywa rzedu 2-go. Z wiadomych
zwigzkow miedzy ¢i ¢ otrzymamy
a-z . ﬁﬂ.
dlp = m (m .dy e Y. sz), Sk%d

o — 32

(8) '-sz.w[;?xy.

Kazda wartos¢ stala ¢ wyznacza linijg potencyjalng. atwo wigc obliczyé
predkosé w kazdym punkeie, a znajgc sily, moZna wyznaczyC ciénienie, Dla
o= bedzie == 0, ¢ =0, co oznacza, Ze ruch niewirowy nie moze zachodzié
w walcu obrotowym, ktéry obraca sig okolo swéj osi.

218. RucH CIAZA SZTYWNEGO W CIECZY., W cieczy, ktéréj ogranicze-
nie jest wiadome, porusza sig cialo sztywne w spos6b okréslony; mamy wyzia-
czyC ruch cieczy, wywolany przez ruch tego ciala. Aby pokazaé metode, stuzg-
cg do rozwigzania takich zagadnien, zal6Zmy, Ze ciecz rozcigga sie we wszyste
kie strony w nieskoficzonos¢ i Ze jéj ruch spowodowany jest wylgcznie przez
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ruch ciala, e zatym nie ma sil osobnych, na czgstki cieczy dzialajgcych, Po-
niewaZ w tym przypadku ruch cieczy ze spoczynku moZe byé wywolany przez
ciénienia chwilowe, przeto moZemy przyjaé, Ze ten ruch jest niewirowy
(art. 210), a nadto widzimy, Ze czgstki cieczy w nieskoiiczonoSci sg w spo-
czynku, gdyZ sily skoficzone, poruszajgce cialem i pobudzajgee ciecz do ru-
chu, nie moga punktom nieskoficzenie dalekim udzieli¢ Zadnéj predkosei.
Dla wyznaczenia wige potencyjalu ¢ mamy nastgpujgee warunki: 1)

w kazdym punkeie na powierzchni ciala jest pochodna % réwna predkosei

tego punktu w kierunku normalnéj do powierzchni, wzigtym ku cieczy; 2)

poc}lo(‘meg—z, %;% (:;i potencyjalu zdgzajg do zera dla punktéw w nie-
skoniczonosei, OkazZemy, Ze te warunki okréSlajg potencyjal ¢, pozostawia-
jac jednak nieoznaczong staly dowolng, e przeto ruch niewirowy ciecay
jest przez takie warunki okréSlony pod wzgledem kinematycznym.

W przestrzeni, przez ciecz zajetéj, co do ktoréj prayjmujemy, Ze ma
Igezno§é pojedynczg, obierzmy punkt dowolny p, zatoczmy okolo niego kulg
o dowolnym promieniu p, otaczajagcq cialo satywne, i zastosujmy do cieczy,
w téj kuli zawartéj, véwnanie (14) art. 212-go. Oznaczywszy przez df ele-
ment powierzehni ciala, a przez dF element powierschni téj kuli, mieé

bedziemy
' 0y 09
fmr?f-i-f}mrm‘_(},

biorace wszedzie kierunek normalngj ku cieczy. Kladae f % df =—4nM,

de
on

[i)itﬂ? =4rM.
on

Jezeli dw oznacza rzut centralny elementu dF na powierzehnig kuli o pro-
mieniu jednoSci, to dF =p?.dw; wstawmy te warto§¢ w ostatnie réwna-

e d‘?
m T op

- 4zM 0 ; 47M
—p* 0:5 do=4nM f —:,‘;——, 55[@,(3&):— ot

a calkujge :
f‘? Ot 41:M ‘
Aot

mozemy M obliczyé, albowiem znamy —* na powierzchni ciala; hedzie wige

nie i zwazmy, Ze —- ; mieé be,dzlemy
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Wistawiajge ponownie wartoéé do, otrzymamy stqd

| 1 M
(1) Wf’?-le—C;-!—*a--

Lewa strona tego rownania przedstawia warto§é Srednig potencyjalu ¢ na po-
wierzechni kuli o promieniu p, wewngtrz ktéréj znajduje sig przestrzefi zam-
knigta ciala, ktéra nie zawiéra cieczy; stala C, zaleZy od poloZenia §rodka
kuli, a jest niezalezna od p. Gdyby w kazdym punkcie na powierzchhi ciala

bylo g; =0, natenczas byloby M = 0, a zatym wartos¢ Srednia potencyjalu

bylaby niezaleZna od promienia kuli, a zalezalaby tylko od poloZenia jéj rodka.
Réwnanie (1) pozwala dowie$¢ nastgpujgcego twierdzenia pomocniczego:

jezeli 3—:‘: jest rowne zeru w kazdym punkecie na powierzchni ciala, znajdujgce-

go sig w cieczy, kt6réj czgstki w nieskoficzono$ei majg predkosé zero, naten-
czas ¢ jest stalg w calym obrghie cieczy. Jakoz, w tym przypadku moina
w cieczy poprowadzié takg powierzchnig zamknigta F, otaczajacg powierzch-
nig f ciala, izby zewngtrz powierzchni ' predkosc cieczy byla wszedzie mniej-
sza od dowolnie maléj wielko§ci e. Obierzmy w cieczy taki punkt p, izby
rzut centralny powierzchni ¥ na kulg o promieniu jednosei, okolo tego punktu
zatoczong, byl nieskoficzenie maly, co jest mozebne, poniewaz ciecz rozcigga
sig we wszystkie strony do nieskonczonoSci. Qkolo . jako érodka zatoczmy
dwie kule, z ktérych jedna jest styczna do powierzchni f zewnetrznie, druga
wewnetrznie, i poprowadzmy dowolny promien, ktéry te kule spotyka w pun-
ktach m i n. JeZeli promiefi p.min spotyka powierzechnig F, to réznica warto-
§ci funkeyi ¢ w punktach m i » wywola nieskoficzenie malg réZnicg w warto-
§ciach érednich téj funkeyi na obu kulach, poniewaz réznica rzutéw powierz-
chni F na tych kulach jest nieskoficzenie mala; jeZeli za§ promient pann
znajduje sig zewnatrz powierzchni I, to potencyjaly ¢ w m i n r6znit sie
beda o wielko§¢é mmiejszg, niz e.mm, poniewaz e jest wigksze, niZz predkosc
w punkcie m lub », a mn jest gruboScig warstwy migdzy obiema kulami.
A zatym réznica $rednich warto§ci potencyjali na obu kulach wynosi zawsze
mniéj, niz ¢.mn; te przeto wartodei §rednie zdgzaja do réwnosei dla e =0,
Dla kuli, stycznéj do powierzehni / wewngtrznie, bedzie wedlug (1) $rednia war-
tosé funkeyi ¢ wielkoSeig staly, albowiem M =0, z czego wynika, Ze ¢ dazy
do wartoSci staléj w kazdym punkeie nieskoficzenie dalekim, Z tego wnosimy
na podstawie wlasnoSei funkeyi doskonaléj, Ze g jest stale w calym obrghie
cieczy.

Teraz moZemy okazat, Ze potencyjal pricz jego staléj dowolnéj jest
okrélony, jezeli znamy %z- na powierzthni ciala i wiemy, iz jego pochodne sy
rowne zeru w punktach nieskoficzenie oddalonych. Jakoz przypu$émy, Ze
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dwie funkeyje ®,, ¢, czyniy zado§é danym warunkom; natenczas i)—(t—P—‘d:L"“')
7

jest réwna zern w kazdym punkeie na powierzchni ciala, a pochodne funkeyi
o, — @, zdyZajy do zera w punktach nieskoficzenie oddalonych. Z tego wy-
nika, Ze g, — 9, = staléj, co dowodzi wlasnie prawdziwoei naszego twierdze-
nia. Wnosimy stad, Ze kazda pochodna potencyjalu ma w kazdym punkcie
jedng warto§¢, Ze wige ruch niewirowy cicezy jest dokladnie oznaczony.

219. Poniewaz znamy ruch hezwzgledny ciala, przeto do rozpoznania
- ruchu cieczy wystarczy zbadaé ruch kazdéj jéj czastki wzgledem ciala; do-
dawszy do tego ruch unoszenia, otrzymamy ruch bezwzgledny kazdéj czastki
cieczy. W dowolnym punkeie O ciala wystawmy osi spélrzgdnych z, y, 2
oznaczmy przez U, V, W predkosei punktu O w kierunkach tych osi, a przez
P, Q, R predkosei katowe obrotéw chwilowych ciala okolo tych osi. Pred-
lkoSci unoszenia czastki (2, y, #) cieczy bedy odpowiednio, jak wiandomo z kine-
matyki cial sztywnych (art. 24), U+ Qz— Ry, V 4 Rw~-Pz, W + Py — Qu;
Jezeli wige u, v, w oznaczajy skladowe predkosci téj czgstki wzgledem ciala,
to otrzymamy

= ‘Jf" — (U + Q2 —Ry), u=£-—(V+Ra,—Pz),

M |
w:.—_.ag-—(w +Py— Qa,)

Oznaczywszy przez a, b, ¢ dostawy kierunkowe normalnéj do powierzehni cia-
la, wypruwadzonéj z punktu @, ¥, z ku cieczy, mamy warunek na granicy

=a(U+ Q¢ —Ry) + b (V + Ba—Ps) + ¢ (W + Py — Qz), cayli

()b
@ =4 U0V A4 W+ (@—09) P + (aa—cw) @+ (lo —ap) R,
gdzie
®) F=a bt Fio

on
Funkeyja @ czyni w kas‘sdym punkme zadoéu mwn:miu rézniczkowemu
linjjowemu o pochodnych czastkowych A, = 0; jezeli przeto ;=0 jest roz-
wigzaniem szczegélnym tego réwnania, to ¢ = XCyy;, gdzie wielkosei C; nie
zalezg od spolrzednych, mogg byé jednak funkeyjami czasu, MoZemy wige
dla ¢ przyjac¢ ksztalt nastepujgcy:

© o=U.0 +V.es+ W.0 + Py +Q .0 +B.9

biorae jako ¢; (i =1, 2, 3, 4, 5, 6) rozwigzania szczegélne réwnania A, ¢ =0,

‘P

caynigee zado§é warunkom, izby pochodne * przybieraly dane wartoSei na

powierzehni ciala, izby pochodne funkeyj g; wzgl@dem z, 9, & byly skoficzonymi
i jednowartociowymi w obrgbie cieczy i przybieraly warto&é r6wny zeru
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w punktach nieskoficzenie oddalonych, Z takich funkcyj mozemy wedlug (4)
utworzy¢ potencyjal ¢. Poniewaz w ¢; pozostaje stala dowolna, przeto moze-
my jeszcze przyjaé warunek, Zeby ¢;= 0 dla punktéw w nieskoiiczonosci, co
wyznagza stalg réwng zeru i pozwala uzyd ksztaltu (4) dla t6j funkeyi, albo-
wiem bedzie ¢ = 0 dla punktéw nieskonczenie oddalonych,

7 ostatniego réwnania wynika

09 O 0y op 6% 09 , g 9% .
() o '?-I_V'dn e o +P. +Q. du “on?

otrzymamy wige wedlug (2) szukane warunki na powierzchni ciala dla fun-
keyj

(09 0y ‘)_‘Pi-—c

om - T om ! om !
) % ba 0% s b — ay
f)‘i =Yy — s, -rﬁ_az—-cx, T Y.

Te warunki okréglajg dokladnie kaZdg funkeyjg ¢ i okazujg, Ze ona za-
lezy tylko od powierzchni ciala sztywnego, a jest niezalezna od jego ruchu.
PoniewaZ wiemy, Ze tylko jedna funkeyja ¢ odpowiada zadaniu, a okazalo sig,
ze funkeyja (4) czyni istotnie zadost wszystkim warunkom, przeto owa fun-
keyja jest potencyjatem predkoéei. Ten potencyjal jest wige funkeyjg linijo-
wa, spotrzednych chwilowego ruchu ciala i zawiéra w sobie takie funkeyje,
ktore zalezg od ksztaltui poloZenia jego powierzchni,

Wyznaczywszy wedlug opisanéj metody potencyjal predkosci, otrzyma-
my z rownafi (1) predkost kazdéj czastki cieczy wzgledem ciala. Znajac po-
lozenie ciala wzgledem stalego ukladu osi, moZemy przez prostg zmiang spol-
rzgdnych wyznaczyé ruch bezawzgledny cieczy.

Podana metoda stosuje sig takze do ruchu cieczy, wypelum]fgcv] wydrg-
Zenie w ciele sztywnym, ktére porusza sig w sposéb wiadomy., Jakoz wtedy

znamy pochodng, —(-)-— w kazdym punkcie na powierzchni wydl:],aenn, biorge

normalng w klelunku cieczy, a to wystarcza do wyznaczenia 1110]111 (art. 213),
jezeli tylko wydrgzenie ma Igcznos$é pojedynczg. (Warunki, #eby pochodne
potencyjalu ¢ wzgledem 2, y, z byly réwne zeru w nieskoficzonoséi, odpadaja
oczywiscie). W tym przypadku widzimy z piérwszych trzech réwnan (6), Ze
P =x, P =1, 9y =2, gdzie z, y, z sy spolrzgdnymi punktu na powierzchni
wydrgzenia, Takich wartosei nie mogli§my otrzymaé w poprzednim zagadnie-
niu, bo warunki (6) nie byly jedynymi dla funkeyj g, Otrzymamy wige dla
cieczy, odbywajachj ruch niewirowy w wydrgZeniu ciala sztywnego,

™ ¢=Us+ Vy+ Wz £ P.g, + Q.9 + R.qq;

a pozos‘taja tylko wyznaczy¢ funkeyje o, ., ¢, stosownie do powierzchni wy-
drgzenia. Gdyby P=0, Q =0, R =0, to pochodne potencyjalu wzgledem
@, Y, # bylyby niezaleine od spélvzednych t. j. jeseli ciece enajduje sig w wy-
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draéeniu ciala satywnego, majgeego ruch postgpowy, to ona porussa sig, jak cia-
o satywne, albowiem wszystkie jéj cagstki majg predko§é spdlng.

‘Wiyznaczywszy ruch cieczy, nalezy obliczyé ciénienie, kfdrego powierz-
chnia ciata doznaje od cieczy w kazdym punkcie. Do tego celu sluZzy réwna-
nie (3) art. 210-go, w ktérym stosownie do zaloZenia nalezy potencyjalowi sil,
dzialajgcych na mase cieczy, nadaé warto§é zero. Wstawiwszy odpowiednie
wartoSci pochodnych funkeyi ¢ na powierzchni ciala, otrzymamy ciénienia,
ktérych skladu nastgpnie dokonaé nalezy, aby rozpoznaé dzialanie cieczy na
cialo.

220. Zacapnienia. 1) Ruch cieczy w  wydrgzeniu elipsojdalnym.
Nieth A, B, C oznaczajg polowy osi gléwnych wydrazenia, ktére obieramy za

2 2 2
osi spéirzednych., Jezeli przyjmiemy ¢ = STl o 8 , to dostawy kie-
4 ATTBT T v

runkowe normalnéj wewnetrznéj heda

T e e -—--_.___,j_'J c—-.___ﬁ,_
—_— 21/_ b = 21/_ ] = 2]‘/ k

O 20 ; 9%
et /q oD i podobne otrzymamy wyrazenia —->- vl

Wedlug (4) art. poprzedzajgeego mamy wige dla g,:
1k 2 I & 0% Y 0% G @tp,;)

ﬁ’( oz) (Aa -t B oy T )
Rozwigzanie tego réwnania przedstawia funkeyja @, = A, y#, w ktéré) A, jest
staly, a po wstawieniu téj wartoSci w rownanie poprzednie ofrzymamy A, =
= (B? — (?):(B? + (?). Podobnie otrzymamy ¢; i ¢, przez przestawienie
kolowe liter; bedg wige zgdane funkeyje

A C‘a C A‘I A_Z___ B'}.
P2 = Bz + 2 Yz, ¢ = e + Az Xy P = Az_l__ BTJ xy
a zatym potencyjal predkosci

1) p=Ux 4+ Vy+ Wz +P. E +gz,;z+

Cc2—A2 Ar—
+Q Cg +A2‘8x+R A5+ngJ

Dla kuli bedzie ¢ = Uz - Vy + Wa, z czego wynika, ze w wydrgZeniu ku-
listym ruch niewirowy cieczy wzgledem ciala jest ruchem postgpowym.

2) Ruch elipsojdy w cieczy nieskoficzonéj, Zanim rozwigZemy zadanie
o ruchu cieczy, rozciggajacéj si¢ do nieskoficzonosei, wzgledem elipsojdy saty-
wnéj, ktéra w niéj si¢ porusza, okazemy pewng wlasno§é potencyjatu sil, pray-
ciggajacych wedlug prawa Newton’a, Wiadomo z art. 126-go, Ze jezeli z pun-
ktu p, znajdujgcego sig nieskoficzenie blisko zewngtrz powierzchni ciala
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przyciggajacego, przejdziemy przez tg powierzchnig do punktu v, lezgceego
nieskonczenie blisko wewnatra té powierzchni, natenczas parametr réznicz-
kowy A,V zmienia sig 0 —4wa, jeieli o jest gestoSeig ciala w punkcie v.
Mozemy to inaczéj wyrazi¢, obierajgce odpowiednio punkty p i v. Obierzmy
poczabek osi spolrzednych na powierzehni ciala w punkcie O, a normalng
zewngtrzng Op. za 0§ @; punkt v obierzmy nieskoficzenie blisko po przeciwnéj
stronie punktu p na normalnéj wewngtrznédj, Wtedy mozemy powyzsze twier-
dzenie tak wyrazit, Ze pochodna funkeyi %Y—& zmienia sig 0 —4na, jezeli z pun-
ktu p przechodzimy do v przez powierzchnig ciala w kierunku normalnéj
wewnetrzndj.  Oznaczywszy przez a, b, ¢ dostawy kierunkowe normalndj
wewngtrznéj wzgledem jakichkolwiek osi uldadu prostokatnego, z réwnan
IV = oV IV _ _r)l' oV
gz Tm ) gt on ! 0s
A

dne iunkch e % zmieniajg si¢ odpowiednio 0 —4rwgs, —4xnbs,

=t %% dojdziemy do wniosku, Ze pocho-

—dnog, ,]caeh z p przechodzimy do v. Niech dn. oznacza element normalnéj
zewngtrznéj Op, dn, element normalngj wewngtuué_] Ov; wtedy powyisze
twicrdzenie wyrazimy zapomoeg réwnania

OV) 0 (t)V) _ . Y 0V
©)) . ( s on\on = —4naa, ozyli Onzc}.c, + — a”’m{)&

podobne zwigzki otrzymamy dla y i 2.
Zastosujmy to réwnanie do elipsojdy jednorodnéj o gestosci o= 1, uiy-
wajae znakowania art, 13%-go.  Gdy przyjmiemy

. ds T N ds T ~ ds
®) “—2"1:5@?1—57* ﬁ—zﬂf“ﬁm' ’*hjn(ﬁ«-{-sr
o

to przyciggania punkiu wewngtrz lub na powierzchni elipsojdy hedy,

—4znaa;

_av _ oV _ oV
X=5-=—as T=gp=—W) Z=pe—ie

stad otrzymamy

X_ oX ,, X X oY 0Z
0y = _C)E + b. —;)-..?7 Al .;E- i 1}0(101)11113 m ’ (JMm

a zatym wedlug (3)

0X 0Y ()Z
T =u(o—4n), —I—_b(ﬁ 4),

=c(y —4n),
gdzie a, b, ¢ okré§lajg normalng wewngtrzng. Stusuj@c za§ @, b, ¢ do nor-
malnéj zewngtrznéj, otrzymaliby$my

@) %“-a(% —a), —-—-—2!(415 By S2=cdr—1).



KINETYRA CIECZY. — 220, 569

Jezeli w cieczy nieskoficzonéj porusza sig elipsojda, kt6réj polowy osi
wynoszy A, B, C, 1jéj osi obierzemy za osi spélrzgdnych, to mamy o,, o,, o,
tak wyznaczyt, Zeby Ayp; =0 (¢ =1, 2, 8) w caléj cieczy, Zeby zachodzily wa.
runki (6) art. poprzedzajacego na powierzchni elipsojdy, i Zeby te funkcyje
i ich pochodne byly réwne zeru w nieskoficzonodci, Hiatwo okmab 70
funkeyje

X b 7
(5) . Pr= :

in—a' T 4z —p’ W=

zadosé czyniy wszystkim podanym warunkom, jezeli zamiast X, Y, Z wstawi-
my wartodel skladowyeh prayciggania wedlug avt 132-go dla odpowicdniego
punktu na powierzchni lub zewnatrz elipsojdy (w cieczy), a zamiast a, (3, 7

wstawimy wartodci stale (3). Jakoz mamy
; e c)V) 0? (:JV) 0? (OV) (d V) 0 (cJ‘V) 0 (QV)
'\“X_O—aﬂ(f}:t? +f)? 7 T o \ow Yl ™ g + o\

a wiege 4, X = Z%;Az V=0 w cal§j cieczy, skad A, ¢, =0. Dla punktéw

w nieskoticzono$ei stajg sie réwne zeru X 1 jego pochodne, a z réwnania (4)
widoczna, Ze @, zadoSé czyni warnnkowi (6) art. poprzedzajgcego na powierz-
chni elipsojdy. Podobne wlasnofci majy ¢, i ¢y
Aby wyznaczyé @, @5, 9, rozwazajmy funkeyjy @ = Zy — Ye, tudziez
funkeyje Q; 1 @, utworzone z niéj przez przestawienia kolowe liter. Na po-
wierzchni elipsojdy otrzymamy
02 . 0% 0Y
?)E'—y'"d?a; om-f—b.é—cY
gdzie , b, ¢ oznaczajg dostawy kierunkowe normalnéj zewnetrznéj do elipsoj-
dy. Po wstawieniu wartosci mieé bedziemy
09,
on,

=cy(dn—x)—bs(4n—B) + 0Z—¢Y, czyli

s — oy (4 + B — s (br— B+ 1),

7 czego wynika,

02,
0N

— . Y —t
a—W=— 1B —o prlie—t:
Dla elipsojdy ¢y : bs = B*:C?, a zatym

0, _ 4B+ (DB O)
03: oy —be)= B — (¢ s Wige
Bz —(2
® (@ mE—ere—nET®

Funkeyja pod znakiem réZniczkowania po lewéj stronie tego rownania zadost
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czyni warunkowi na powierzchni elipsojdy, ktéry wedlug (6) art. poprzedzaja-
cego ma zachodzié dla ¢,. Procz tego mamy dla kazdego punktu w cieczy

oY
0z

dla punktéw nieskoficzenie oddalonych bedy Q, i pochodne téj funkeyi réwne
zeru,  Okazuje si¢ przeto, ze

(7) = i (Zy — Yo)
BEGE -+ @+ 0y YT

a o, 1 ¢, otrzymamy z tego wzoru przez przestawienia kolowe liter, Z (6) i (7)
otrzymamy potencyjal predkofci ¢ wedlug (4) art. poprzedzajgcego, wstawia-
Jac zamiast X, Y, Z, D wiadome wartodci (art. 132)

i .
ds - ds
ds
7= Eﬂzlm )

O 4 = 3 ¥ )

i biorge jako t pierwiastek dodatny réwnania

=04

52§!4=y.{lzz—£.£&gY+2(%§—

(8)

2

2 2

10 = Y L=
(19) A”+ea+B2+u+()3+u

Dla kuli o promieniu R hedzie ¢, = g, = 9, = 0, a zatym ¢ = Uy, + Vi, +

+ Wiy, z czego sig okazuje, Ze ruch cieczy nie zaleiy od krecenia sig kuli ofo-

o jéj Srodka, lecz tylko od jéj ruchu postgpowego. Otrzymamy wtedy o =0 =

1.

R3 p , :
=r=ar —-—-—ds—::iw skad ¢, = 8 X, a poniewaz X = —-,%-R%.-'f-,
(8 + Rz)% 3 . 8w 3 i

0

a Y i Z podobne maja wartosci, gdzie » jest odleglodciy czgstki cieczy od srod-
ka kuli, przeto bedzie

Ry =z Ry R? 4 .
(11) "Plz"—'u—g—.;a,?z:—--—g-.%’ {‘Pil:_‘é’.;-s—,awuéc
R3 ' i -
= ‘2"’;3 (Um + Vy j- Wz 3 gdme ri—=22 + ya + &2

Grdy obierzemy o§ & w kierunkn ruchu érodka kuli, to U bedzie predkoseig jéj
ruchu postgpowego; V =0, W = 0. Jezeli » tworzy z osig « kat 6, to we
spolrzgdnych hiegunowych hedzie

(12) _ UB," .cusﬁ .
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Z tego réwnania mozna w kazdéj chwili obliezy¢ predkosé wzgledng czgstki
cieczy o spdlrzednych (r, 6). Potencyjal predkodci jest ten sam dla punktéw,
znajdujygeych sig na kole, ktérego plaszczyzna jest w &rodku prostopadia do
Iierunkn ruchu &rodka kuli.

Nadajmy kuli wraz z cieczg predkosé — U; wtedy kula przyjdzie do
spoczynku (krgcge sig zresztq okolo érodka) i mozemy z (12) otraymaé poten=
cyjal predkoSci cieczy nieskoticzondj, ktéréj czastki poruszajg sig w strugach
réwnoleglych, podczas gdy kula jest w spoczynku. Predko§ei — U w kierun-

ku osi # odpowiada potencyjal — Uz ==—Ur.cos0; dodajac ten wyraz do
(12), otrzymamy

R?
(13) p=—0TU (‘r -+ 'g;i‘) cos 0,

To réwnanie pozwala rozpoznaé ruch czgstek plyngeéj wody wzgledera kuli
spoczywajacdj.
221, Ruom ranowy creczy. Niech ciecz materyjalna zajmuje kanal

prosty o szerokoSei staléj, a na powierzehni cieczy niech postgpuge fala wzdluz
kanalu, zajmujgea caly jego szeroko§é;

wtedy kaZda czastka, do ktéréj fala
przybywa, zostanie pobudzona do ruchu. : A ¥
Jezeli fala postepuje w kierunku po- 2
ziom ostopadlym do szerokogei | 2L g

ym, prostopadlym do szerokoSci
kanalu, to ruch czgstki cieczy da sig F -
?azlo?yé. w dwu kierunkach, pionowym D 4 //])
i poziomym, prostopadiym do szero- S bt
koéei, a odchylenia czgstki w obudwu '_'"J
kierunkach bedg bardzo male, Figura g " X
72-ga  przedstawia pionowy przekrdj Fig, 72

g, 72,

podiuZny kanalu; ohierzmy dowolnie
stalg, prostg poziomg Oz w kierunku ruchu postepowego fali; linija DD niech
przedstawia przekrd) dna kanalu, prosta pozioma MN niech przedstawia po-
wierzchnig cieczy w spoczynku, linija FF przekreéj fali, a of y obierzmy
pionowo w gére. Punkt m, ktérego spilrzedne w spoczynku sg , y, odchyli
si¢ odpowiednin o &1 7 w kierunkach osi i przybedazie po uplywie czasu ?,
liczonego od dowolnéj chwili poczgtkowéj, do miejsca m', ktérego spélrz¢dne
bedy ©+& y+ 1 Odchyienia £, 1, ktére przyjmiemy jako dostatecznie
male, bedg funkcyjami =, y, 1.

Nalezy dokladnie odréZnié predkosde, z jakg porusza sig czgstka, od pred-
kosci, z jakg postgpuje ruch falowy, a ktérg nazywamy pre¢dkoSecig prze-
wodnictwa fali, albo krotko predkoscig fali, Jezeli ¢ jest predkoseig
fali, to punkt n, kitérego spolrzgdna pozioma jest z + ¢, przesunie sig w kie-
runku poziomym w czasic {4t o tg same dlugo§é & z miejsca spoczynku,
o jaky punkt m posungl si¢ w czasie ¢, 1 ten zwinzek miedzy odchyleniami
dwu punktéw sluzy wlasnie do okréslenia predkoSci fali. Jezeli wige § uwa-



