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co 0znacza, ze krqsenie po kasdéj kierownicy wiru w tym samym kierunku jest
toé samo. Poniewaz kierownica jest krzywg nieskoficzenie malg, przeto, obie-
rajge jg na plaszezyznie normalndj do osi wirn, i stosujac do niéj réwnanie
(3), widzimy, Ze iloczyn przekroju wirn i predkosci katowé) o jest wielkocig,
staly dla kaZzdego przekroju. To jest wlasnie twierdzenie (3) art. poprzedza-
jacego, a z podanego dowodzenia wynika, Ze ono ma miejsce, chociazby pred-
ko$¢ katowa nie byla funkcyjy ciagly spélrzednych, byle tylko u, v, w nie zry-
waly ciggloéci, W takim przypadku of wirn bedzie miala punkt osobliwy,
jak np. punkt zwrotu, a mimo to zwigzki okazane zachodzi¢ beda.

210. ROWNANIA RUCHU NIEWIROWEGO. Zwr6émy sig teraz do ruchu
niewirowego. Jezeli oznaczymy potencyjal predkoéei przez ¢ i przyjmiemy dla

to réwnania Kuler'a bedg dla ruchu niewirowego

0P 1 dp 0D 1 dp 0P _ 1 dp
Wi e = s e
jekeli sily zewnetrzne majg potencyja.l U, to otrzymamy
0 _ 1 op 1 dp
()I(U (I))._ ax! 0_‘9"(U ‘D)"‘_"ﬁg!

@ 0 1 op
r}—s(U_ D) = o
PomnéZzmy te réwnania odpowiednio przez dz, dy, dz, prz\yczym te wielkos§ei
oznaczajg przyrostki spolrzednych, jezeli w pewnéj chwili z punktu (z, y, 2)
w cieczy niewirujgcéj przechodzimy do punktu sgsiedniego, i dodajmy iloczyny;
mieé bedziemy

' dp

AP =dU — =
Calkujgc to rownanie przy stalym ¢ w obrgble przestrzeni, zajetéj przez ciecz
niewirujges, i wst&wiaj%c wartodté P, otrzymamy

o B[ @) ]v- 2o

Poniewaz stala calkowania moze byé funkeyjg czasu, przeto oznaczyliémy jg
przez F (t). To réwnanie okrésla ruch niewirowy; hiorae bowiem jego pocho-
dne czgstkowe wzgledem 2, y, 2, otrzymujemy réwnania ruchu (2).

Dla ruchu trwalego przy dzialaniu sit zachowujgeych, ktérych poten-
cyjal nie zawiéri czasu wyraznie, bedzie %tg =0, a stala calkowania bedzie
niezalezna od czasu; otrzymamy wige

O )=t
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Pochodne potencyjalu ¢ wzgledem 2, 9, & sg w kazdym przypadku fun-
keyjami jednowartoSciowymi spélrzednych, kazda bowiem z nich oznacza
predkosé w pewnym punkeie cieczy w kierunku odpowiedniéj osi. Jezeli po-
tencyjal sil jest funkeyjg jednowartoSciows, to réwnanie (3) okazuje, Ze (;ﬁ:
jest takze funkeyjg jednowarto§ciows, albowiem ciénienie p posiada w kazdym
punkcie jedng warto§é, dokladnie oznaczong. W przypadku ruchu cigglego
bedg powyzsze pochodne funkcyjami cigglymi spétrzednych, a zatym potency-
jal predkosei bedzie funkeyjg jednopochodng wzgledem kazdéj spolrzednéj,
a jéj pochodne bgdg, funkcyjami doskonalymi. Z tego nie wynika jednak, ja-
koby potencyjal ¢ mial byé takZe funkeyja jednowartoSciows; wypada wige
zastanowié si¢ nad warunkami, przy ktérych zachodzi jednowartoSciowosé tego
potencyjatu,

Zanim to uczynimy, podamy pewng wlasno$¢ ruchu niewirowego. Niech
do cieczy, ktoréj czgstka w miejscu (z, y, #) ma predko§ci w,, v,, w,, zostang
przyloZone sily chwilowe czyli popedy X, Y, Z, i niech w tym migjscu dziala
nadto ciénienie chwilowe p, ktore-to wielko§ci wedlug art. 137-go okréslamy
przez réwnania nastepujgce:

fx.ac:i, rp.dtzﬁ,ipodobuie YiZ.

Gdy przez w, v, w oznaczymy predkosci, ktorych cz&stka, nabedzie wskutek
tych popeddw, natenczas réwnania ruchu hedg

R 1 ap T
U — Uy — dw, V—1, HY—E.EEIE
®) 7 1 dp
w—w, = 7% — ST

przyczym, jak wiadomo, sily ciggle pomingé .na.leﬁy. Zalbimy, Ze ciecz byla
w spoczynku, i Ze dzialajy na nig same tylko ci$nienia chwilowe; natenczas
otrzymamy

1ap 1@_10}3

U—=— —_— = Ete i

"ot T &gt T 0z
7 CZego Wynika.u.da:-{—v.dg;-f-ed.dz:-—%—’::d:p,

a zatym: @ = — 4 + C. , To znaczy, ze ruch niewirowy ciecey, w spoczyuha

bedaceéi, moge byé wytwo:ﬁou y preez odpowiednte ci$nienia chwilowe, a wige
ruch niewirowy moze byé takze zniesiony przez takie ciénienia. Do wytwo-
rzenia ruchu potrzeba cisnienia s (C — ¢), a do zniesienia go potrzeba o (C 4
+ ¢). 'Widzimy takze, Ze wywierajac na ciecz w kazdym punkcie toz samo
ciSnienie chwilowe, nie wywolamy w niéj Zadnego ruchu, potencyjal ¢ bedaie
"bowiem wielkofcig staly, a zatym predkosé réwna zeru. Ruch wirowy nie
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moze hyé wytworzony ze spoczynku przez ci$nienia chwilowe, i w tym lezy
takie réznica miedzy obydwoma redzajami ruchu.

211. WiBLowARTOSCIOWOSC POTENCYJAEU PREDKOScI. Do wyraZenia
analitycznego potencyjalu predkosei mozemy zawsze dodat jedng stalg dowol-
ng, z czego wynika, Ze moZzemy dla jednego punktu w cieczy niewirujgcé)
iw pewnéj chwili obra¢ dowolnie wartos¢ tego potencyjalu. Uczyniwszy to
w punkeie m, otrzymamy potencyjal predkosci dla innego punktu , jeZeli oba-
dwa punkty polagczymy dowolng linija, zawarty calkowicie w cieczy niewirujg-

céj, 1 obliczymy calke F(u vdz 4. dy + w.dz) czyli prad po téj krzywéj
L]

migdzy obydwoma punktami. Jako#, wyraz pod znakiem calkowania jest
¢ zaloZenia rézniczky zupelng w kazdym punkcie krzywéj man. JeZeli wige
punkt # przesuniemy w jakimkolwiek kierunku nieskoficzenie malo, to pocho-
dna pradu, wzigta w tym kicrunku, bedzie rzutem predkosei tego punktu na
ten kierunek, a przeto funkcyja réZniczkowana bedzie potencyjatem predkosci
w punkcie # (art. 82). Potrzeba przytym zaloZyé, Ze przestrzen, zajgta przez
ciecz niewirujges, ma wlasnosé Tgczanogei, t. j. Ze jakiekolwiek dwa punkty
té]j przestrzeni moina polgezy¢ linija, krzywa, ktoréj kazdy punkt znajduje sig
w téj przestrzeni.

Przyjawszy, ze taka przestrzefi jest wypelniona calkowicie cieczg niewi-
rujacy, latwo okazad, Ze wtedy ¢ bedzie funkeyjg jednowartoSciowsg. Jakoz,
gdy poprowadzimy w cieczy z punktu m krzyws zamknigtg, to jakgkolwiek
przyjmiemy powierzchnig, calkowicie w cieczy lezgeg, ktoréj brzegiem jest ta
krzywa, izastosujemy do niéj réwnanie (4) art. 209-go, lewa strona tego ro-
wnania hedzie réwna zeru, a zatym kraZenie po téj krzywéj bedzie takZe ré-
wne zeru, PoniewaZ to krazenie jest réwne réznicy potencyjaléw w punktach
skrajnych, przeto, gdy po jakiéjkolwiek krzywéj zamknietéj calkujemy, nie
opuszezajae dané) przestrzeni, zawsze otrzymamy ten sam potencyjal pred-
koSci w punkcie m, i podobnie rzecz sig bedzie miala w kaZdym innym pun-
keie. Nadawajmy takiéj krzywéj coraz inne ksztalty, ale tak, Zeby ona
nie opuszczala przestrzeni, przez ciecz zajetéj, i stopniowo stawala sig coraz
mniejszg; tym sposobem moZemy jg uczynié dowolnie malg, przyczym po-
tencyjal bedzie weigz ten sam, WyraZamy sig kritko, Ze w taki6j przestrze-
ni kazda krzywa zamknigta moZe by¢ zredukowana do zera t. j. Ze przez
ciggle odksztalcenia moze si¢ ta krzywa, znajdujge sig w przestrzeni, zajgtéj
przez ciecz niewirujges, dowolnie zblizy¢ do granicy, w kt6réj jéj dlugosc jest
réwna zeru. Obierzmy w takiéj przestrzeni dwa punkty dowolne m i #, po-
Ipczmy je jedng krzywg mAn i drugg krzywy mBn; mozemy krzywg mBn
tak odksztalcaé, nie opuszczajac té) przestrzeni, Zeby stala sig krzywa m An.
Takie wigec dwie krzywe mogy sie wzajemnie jedna do drugiéj redukowac,
o caléj za$ liniji m AnBm moZemy sig jak powyzéj wyrazit, Ze daje sig zre-
dukowaé do zera.

Jedna cze8¢ przestrzeni, ktory cieez zajmuje, mozZe byé calkiem wypel-
niona przez czgstki wirujgce, potencyjal za§ predkosci bedzie jednowartoscio-
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wy w pozostalé) czeSci praestrzeni, jeZeli tylko kaida krzywa zamknigta, po-
prowadzona w cieczy niewirujacéj, daje si¢ zredukowaé do zera przesz takie
odksztalcenie, przy ktérym kazdy punkt znajduje sig zewnatrz czastek wiru-
jacych, a zatym jezeli dwie krzywe migdzy dwoma punktami dajg sig wzaje-
mnie jedna do drugiéj zredukowaé. Méwimy wtedy, Ze ruch niewirowy za-
chodzi w przestrzeni o gcznoéei pojedyiiczéj. Fgezposé pojedyncza
zachodzi takze wtenczas, gdy nie ma weale czastek wirujacych w cieczy, Ja-
koz, w przypadku IgcznoSci pojedyficzéj mozemy kaZdg krzyws zamknigty
uwazaé za hrzeg powierzchni, ktoréj kazdy punkt jest zewnatrz czgstek wiru-
jacych cieczy, a zatym kraZenie po takiéj krzywéj bedzie réwne zeru, co za-
pewnia jednowartoSciowo$é potencyjalu. Tigezno§é pojedyifcza zachodzi np.
w przestrzeni, ograniczonéj wewnetrzng powierzchnia kuli i zewnetrzng po-
wicrzchnig innéj kuli mniejszéj, gdziekolwiek mieszezgceéj sig wewnatrz pibrw-
széj. Jezeli w kuli mniejszéj zachodzi ruch wirowy, to potencyjal predkosci
w przestrzeni pozostaléj miedzy kulami bgdzie jednowartosciowy. Praestrzet,
ograniczona, bgdz wewnetrzng, badZ zewngtrzng powierzchnig pierScienia Ko-
lowego, nie ma lacznosci pojedyficzé); w takiéj wiec przestrzeni potencyjal
predkosei nie bedzie jednowartosciowy. Mamy wige twierdzenie: potencyjal
predkoei jest funkeyja jednowartociowq w praestraent o tgeznosei pojedyriczd).
Niewdajge sie w hadania ogélne innych przypadkéw, ograniczmy sig do
ruchu, réwnoleglego do plaszezyzny. Przyjmijmy, ze dla kazdéj czastki cieczy
jest w =0, 1 %e punkty na té saméj prostéj, réwnolegléj do osi z, majg tez
same predkosé; wtedy u, v bedg tylko funkeyjami spblrzednych 21 4, i dosé
bedzie rozwazaé ruch tylko na plaszezyinie zy. Otrzymamy wtedy dla czg-
stek wirnjacych o, = 0, w, =0, 0, =0 = % — %;i, 4 zatym osi obrotu
czastek bedg prostopadle do plaszezyzny ruchu. Linije wirowe beds linijami
prostymi, a wir elementarny bedzie walcem, prostopadlym do téj plaszczyzny.
Rozwaimy na plaszezyinie xy pole, zawarte migdzy dwiema krzywymi
zamknietymi (fig, 69) ABC i DEF i niech ciecz wirujaca wypelnia pole DEF
(kvéskowane), a migdzy krzywymi niech zachodzi
ruch niewirowy. Z punktu m do n w cieczy nie-
wirujgeé] mozna przej§é dwojakim sposobem: a)
po krzywéj mGn, ktéra nieokraza pola krésko-
wanego; b) po krzywéj mHan, ktora je okraza.
Z tych dwu krzywych Zadna nie daje sig zreduko-
waé do drugiéj; nie mozna bowiem krzywéj mHn
tak przeksztalcié, zeby ona stala sig krzywag, mGn,
a przytym zaden punkt nie wkroczyl w pole krés-
kowane. Kazda krzywa miedzy m i n daje sie
zredukowaé badzto do mGn, badztez do mHn. Fig. 69.
O takim polu méwimy, ze ono ma lgcznoéé podwéjng, bo w nim zachodzg
dwa rodzaje krzywych takich, iz krzywe kazdego rodzaju dadzy sig wzajemnie
do siebie zredukowaé, ale krzywe jednego rodzaju nie mogg by¢ zredukowane
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do krzywych drugiego rodzajn. Krzywa zamknigta mGnHm nie daje sig
aredukowaé do zera.

Na fig. 70 mamy pole o Igcznobeipotréjnéj; wdwa polach krésko-
wanych zachodzi ruch wirowy. Z krzywych mGan, m Hn, mKn nie moZna
zadnéj do pozostalych zredukowaé¢, a takich krzy-
wych mamy wlaénie trzy rodzaje. Krzywa mILin,
obejmujgea obadwa pola kréskowane, da sig po-
dzielié na czeSci, moggce byt zredukowane do
krzywych jednego z tych rodzajow, wige nie sta-
nowi rodzaju osobnego. W podobny spos6b do-
chodzimy do pojecia wogéle pola plaskiego o 1gcz-
noéci n-krotnéj.

W polu o Igeznosei podwdjnéj i wogéle
n-krotnéj potencyjal ¢ hedzie wielowartoSeiwy, Ja-

Fig. 70. koZ niech ¢',, bedzie dowolnie w m obrang warto-
§cig, t8) funkeyi; wykré§lmy krzyws zamknigta, nie obejmujacg pola kréskowa-
nego. XKrgzenie po niéj bedzie réwne zeru, przyjdziemy wige po téj drodze

napowrét do funkeyi ¢',. Obliczmy teraz calke jl(u.dx + v.dy) wzdluz

krzywej mGnHm. Jezeli » jest predkoscig katows dla elementu df pola
kréskowanego, to wedlug (4) art. 209-go otrzymamy

S(u.dx+v.dy)=25m.df=2ﬂi,

a zatym roznica potencyjaléw miedzy koficem a poczgtkiem drogi bedzie
th" — '-Pmr =2K, skad an” S LPm' + 2 K:

z czego sig okazuje, Ze ¢, bedzie drugg wartodeig potencyjalu w punkcie m.
Dwie wige warto§ci potencyjalu réznig sig od siebie o krazenie po krzywéj
DET w kierunku strzalki, czyli o podwojng sume natezen wiréw w ciecay.
Mozemy znieét wielowartosciowosé potencyjalu, prowadzgce dowolng krzy-
wg BE, kt6ra rozeina pole na dwie czeei (fig. 71). Taksg krzywy nazwiemy
przekrojem danego pola. Uwazajgc obie
strony przekroju za krafice pola; ktoérych prze-
kraczat nie mozna, widzimy teraz, ze wszystkie
krzywe, lgczace punkty m i n, dadzg sie wzaje-
mnie do siebie zredukowad, a kazda krzywa
zamknigta moze byé zredukowana do zera, Ze
_ satym taki przekrdj nadaje polu lacznosé poje-
dynczg. Potencyjal wige stanie sig wszedzie
jednowarto§ciowym, lecz na przekroju BE prze-
stanie by¢ funkeyjg ciagla. Jezeli bowiem
w punkcie @, lezgcym nieskoficzenie blisko te-
go przekroju po jednéj stronie, potencyjal ma
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warto$¢ ¢., to w punkeie b, nieskoficzenie blisko lezgcym po stronie przeci-
wnéj przekroju, bedzie ¢, = ¢, + 2K. Potencyjal przeto predkosei zachowu-
je sig teraz podobnie, jak parametr réiniczkowy potencyjalu przyciggania
wedlug prawa Newton'a na powierzchni ciala przyciggajgcego (art. 126).

Stosujac metod¢ praekrojéw, wprowadzong przez A, Cauchy’ego, do pol
o lgczno$ei n-krotnéj, mozna potencyjal uczynié zawsze jednowartosciowym,
przyezym jednak kazdy przekroj bedzie miejscem tych punktéw, w ktérych
przerywa sig ciaglo§é potencyjalu.

Powyzsze postepowanie stosuje sig takZze do przypadku ruchu niewire-
wego w przestrzeni tréjwymiarowéj o jakiéjkolwiek lgcznosci. Przecinajac
taksg przestrzef o Igcznosei n-krotnéj, n— 1 powierzchniami czyli przegro-
dami, znosimy wielowartoSciowosé potencyjalu, a otrzymujemy natomiast
funkeyja, ktora zrywa ciaglo§é na kazdéj przegrodzie.

212, WzasNO§OI JEDNOWARTOSCIOWYCIT POTENCYJAEOW PREDKOSCL
Okazemy najwazniejsze wlasnoéei jednowartosciowyeh potencyjaléw predko-
‘§ci na podstawie twierdzenia J. Green'a.

Niech bedg dwie funkeyje ¢ i ¢ spélrzgdnych z, y, 2, ciggle i jednowar-
tosciowe w obrehie pewnéj czefei przestrzeni o Igcznofei pojedyiiczej, tudziek
na zamknigtéj powierzchni ograniczajacéj, i niech ich pochodne czgstkowe mas
ja takie same wlasnosci. Rozwazajmy calke

'P o3 dp 9% , ¢ ¢
(1) fff or’ c}.:u oy dJ+0z 0z )dxdydz,

rozciggajacy sie na te ozgS¢ przestrzeni. Kladac dV =dxdy dz, molemy
napisat krocéj

— (2.0 %% % ¢ 04»)
@ I—f(dm T oy’ zi‘y+dz 0z 4
Calkujac czeSciowo i postepujge sposobem, kilkakrotnie uzywanym, podzielmy

powierzchnig ograniczajges na elementy df, oznaczmy przez a,b, ¢ dostawy
kierunkowe normalnéj wewnetrznéj takiego elementu; otrzymamy

dy 64» 0
[dm T = fﬂq'-adf—
0 0y q, 6¢ :

Obliczywszy podobnie inne calki i dodawszy je, otrzymamy

0 0 0 |
®) 1=-f(a.d—z+b%+c§§)¢.df_f¢.aanp.dv, alho take

Blbl, mat.-0z, 8 IV, T, X. 35

:pgzﬁ 4V, albo takse




546 MECHANIKA TEORETYUZNA,

@) f( drrghy c.%-ﬁ—)qo-df—fcp-nw-dv,

gdzie

__ 0% d‘? 0%y f)a‘l’
(6) d’t?. 0x2+dy2 53’ b= 0x? dﬁ 022"

Jezeli (z,y,2) jest dowolnym punktem na powierzchni ograniczajgcéj,
a (2 + dz,y + dy, # + de) punktem w odlegloSci dn na normalnéj wewnetrznéj, to

da dy dﬁ g dtp dtp op dx | dp dy
“=n b an’ it + T ox’ dﬂ+t)J ‘an
dp ds 0 ;
+ d_t'ﬁ;a=?i% (art. 82), wigc:

(6) = f ‘Pdf—f«i}.agzp.dv,' albo
) I=~f¢.§§df—f¢.az¢.dv.

Odejmujge te réwnania od siebie, otrzymamy

®) f(%j—f;—tp};?) df—f(lp-ﬁe?‘—‘?-ﬁa‘l‘)dv-

Réwnania (6), (7) i (8) wyraZajg twierdzenie (Green’a. Calkowanie po
lewéj stronie w (8) rozcigga si¢ na powierzchnig, ograniczajges dang czeéé
przestrzeni; calkowanie za§ po prawéj stronie na same te przestrzen, Fun-
keyje @, ¢ iich pochodne majg byé po lewéj stronie brane w punktach na po-
wierzchni; po prawéj stronie bierzemy funkeyje i ich parametry réiniczkowe
w punktach wewngtrz téj powierzchni.

Niech obie funkeyje ezynig zado$é warunkom A, ¢ =0, 4, ¢ =0 ; wtedy

®) f(cp o dz df=

Obierzmy gdziekolwiek punkt staly p, (§, «, €), oznaczmy przez » jego odle-
glost od punktu (z, y, 2) wéwnz@t,rz danéj powierzchni, i obierzmy ¢ = %‘a ; na-

tenczas ta funkeyja zado&é uczyni wszystkim poprzednio zatoZonym warunkom,
Jaaah . znajduje sig zewn%trf powierzcehni rozwazanéj, albowiem, wedlug art.

126-go A, (—) =0. Jeteli zaé p znajduje sig wewnatrz t6j powierzchni, to
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zatoczywszy okolo tego punktu jako érodka kulg o promieniu nieskoficzenie
malym e, rozwazajmy przestrzeii migdsy tq kuly a powierzchnia ograniczajg-
cg; do niéj mozemy stosowaé réwnanie (9), Oznaczmy przez dF element po-
wierzchni téj kuli, przez P i (?) warto§t funkeyi ¢ i warto§é jéj pochodnéj

w punkeie p.; wedlug (9) otrzymamy

oo [[-4e)-2 2] v 20 o (), [2=

Calka j.— jest potencyjalem Newton'a przy powierzehni nieskoficzenie ma-

16 Tuli wzgledem Srodka przy gestoei = 1; ma mgc wartos¢ rowng, zeru dla
e =0 (art. 125). Mamy tu

a2 f R f P

a zatym, wedlug (10)

1 0 (1 1[1 0
(12 ‘P:Fa{‘?-?a?z(?)"‘f'a v o
Z tego réwnania moZzemy obliczyé ¢ w kaidym punkcie wewngtrz pe-
wnéj powierzehni, znajge warto$é t6j funkeyi i jéj pochodnéj w punktach na
6] powierzchni.
Zalézmy w réwnaniach (6) lub (7) o =d¢; Ay 9 =0, A; ¢ =0 ; otrzyma-
my nowy zwigzek

o [l @[

a jezeli przyjmiemy ¢ = staléj, to z (9) wypada '

(14) j%ﬁ- Af=0

Nadajmy teraz funkeyi ¢ znaczenie potencyjatu predkosei; wowezas bedziemy
mogli z tych réwnan wyprowadzié wlasnosei tego potencyjatu.

213. Gdy pomnozymy réwnanie (13) przez gesto§é cieczy a, to lewa -
strona przedstawia¢ bedzie podwdjng energija kinetyczng cieczy niewirujacé.
Oznaczywszy energijg przez T, mamy

0
) 2T:—~af:p.£df;
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moZemy przeto energijs wyrazié przez calke, rozciaggajacy si¢ na powierzchnig
cieczy.

Niech ciecz porusza sie tak, Ze wypelnia ciggle te same przestrzen
o Igcznofei pojedynczéj, ktoréj ograniczenie jest wiadome i moZe byé calkiem
lub cze§ciowo utworzone przez §ciany naczynia. Czgstki cieczy na powierzch-
ni mogg si¢ wtedy poruszat tylko w kierunkach stycznych do téj powierzchni,
a zatym w kazdym punkcie na powierzchni bedzie g—ﬂ =0. Z tego wynika
T =0, a zatym dla kazdéj czastki u =0, v=0, w=0; to znaczy: jelels
clecs poruszajqcea sig 2ajmuje ciqgle te samg przestrzen o dgcenoses pojedyncady,
natenczas jéj ruch nie moze byé niewirowym. W tym przypadku albo sg wszyst-
kie czastki w spoczynku, albo zachodzg wiry w cieczy. Jezeli wige w caléj
cieczy ma zaehodzi¢ ruch niewirowy, to jéj powierzchnia bierze udzial w ru-
chu, a ciecz nie moZe by¢ Wwszedzie ograniczona §cianami naczynia.

Z réwnan (12) i (13) mozemy wyprowadzié warunki, okreSlajace poten-
cyjal predkosei, a tym samym ruch niewirowy.

@). Jezeli znamy potencyjal predkosei we wszystkich punktach na po-
wierzchni, ograniczajacéj przestrzen o IgcznoSei pojedynczéj, to mozemy wy-
znaczyG potencyjal w kazdym punkcie wewngtrz téj powierzchni. Jakoz, zna-

jac ¢, znamy tym samym predkosc :)i;‘;i w kierunku normalnym, mozemy wige
wedlug (12) obliczy¢ ¢ w kazdym punkcie p wewngtrz powierzehni, Czyli
inaczéj : w kazdym punlkcie wewngirz powierzchmi, ogramiczajgcé] przestrzen
o dgeamoser pojedynceé, moina mieé tyllko jedng funkeyjq, ktoréj wartosé w kaz-
dym punlkcie na téj powierzchni jest dana, ktoréj piérwsee pochodne sg funkey-
Jami ciggtymi i jednowartosciowymi, 1 kioréj parametr régnicekowy rzedu dru-
giego jest rowny zeru.

b). Jezeli znamy pochodng, L w kazdym punkeie na powierzchni, ogra-
dﬂv P ? g

niczajacéj przestrzenh o Igcznosei pojedynezéj, to co do potencyjalu ¢ w kazdym
punkcie wewngtrznym nie. bedzie tylko wiadoma pewna stala dowolna, nieza-
lezna od spélrzednych. Jakoz, niech o, i @, beda dwiema funkeyjami w pun-
kcie p, ktére odpowiadajg danym warunkom; w kazdym punkcie na powierz-

chni bedzie c)in (94— 9) = 0, a zatym wedlug (12) otrzymamy w punkcie p.

0 0 0
EGPI_CPQ:O’ ‘a‘y‘(‘?s"“‘%)zos a—g(‘?i‘”%):Os

- 7z czego wynika, Ze ¢, i ¢, réZnig sig od siebie o wielkosé, niezaleZng od z, g,
2. MoZemy zatym wedlug (12) wyznacayé ¢p, przyczym jednak stala pozo-
staje jeszcze dowolng, To twierdzenie mozemy tak wyrazi€: znajge predkosé
w kagdym punikceie na powierzchw ciecey wiewirujgeéj, mosemy wyzmaceyé pred-
kosé ciecey w kaédym punkcie wewngtranym.

¢). Z powyiszych twierdzen okazuje sig, Ze moZna daé warto$¢ poten-
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cyjalu ¢ dla pewnéj czgSci powierzchni cieczy, tudziez warto$§é pochodnéj
E}é,% dla resaty powierzchni, aby z tych danych obliczyé potencyjal predkosci
w punktach wewnetrznych, '

Réwnanie ¢y = staléj, albo krdcéj ¢ = staléj, wyznacza powierzchnig,
ktérg nazywamy powierzchnig potencyjalng predkofei. W kaizdym
punkcie takiéj powierzchni ma potencyjal ¢ t¢ same wartost, a jéj znaczenie
jest podobne do znaczenia powierzehni potencyjalnéj sily, okréélonéj w art.

.82-gim., Roéwnanie réZniczkowe takiéj powierzchni jest -:—;—% dz + -373 dy +

- g% dz =0, z czego si¢ okazuje, Ze predkosé czastki cieczy jest normalna

do powierzchni potencyjalnéj, przez te czgstke przechodzacéj. Predkosé jest
odwrotnie proporeyjonalna wzglgdem grubo$ci warstwy, ograniczonéj powierz-
chnig rozwazang i sgsiednig powierzchnig potencyjalng, ktéréj odpowiada po-
tencyjat wigkszy, jezeli mierzymy grubosé warstwy w kierunku normalnym do
piérwszéj powierzehni. Gdyby sig dwie sgsiednie powierzchnie potencyjalne
przecinaly, to predkos$é bylaby nieskonczenie wielka w kazdym punkcie prze-
cigeia, Dwie powierzchnie potencyjalne, nie sgsiednie, nie mogg sig przecinaé
w przestrzeni o Iacznoéei pojedynczéj, bo ¢ jest funkeyja jednowartosciows.
W przestrzeni o lgczno§ei pojedynczé) zadna powierzchnia potencyjalna nie
moze byt zamknigta. Przypusciwszy bowiem, %e ¢ == C jest powierzchnig
zamknigtg, moznaby poprowadzié druga powierzchniy o — C' nieskoficzenie
blisks, i znajdujges si¢ calkowicie wewngtrz piérwszéj; stala C' réznilaby sig
nieskonczenie malo od staléj C. Poniewaz réZnica C— C' dla dwu punktoéw
nieskorficzenie bliskich wa ten sam znak, gdziekolwiek te punkty obierzemy,
dg C—C
dn—  dn
tym calka w réwnaniu (14) art. poprzedzajgcego nie hylaby réwna zeru, jak-
by w takiéj przestrzeni byé powinno. W tym dowodzeniu przypuszczamy
jednak, Ze wewngtrz powierzchni potencyjalnéj nie znajduje sig Zaden punkt
osobliwy funkeyi ¢, w ktérymby ta funkeyja zrywala cigglosé; gdyby tak bylo,
to powierzchnia potencyjalna bylaby zamknigta. Przekonamy sig o tym w za-
gadnieniach,

214. LINLE PRADU I STRUGI CIECZY. Poprowadsmy W cieczy niewiru-
jacéj taky linija, izby styczna w kazdym punkeie t6j linii miata kierunek ruchu
chwilowego tego punktu; taks linijg nazywamy linijg prgdu w cieczy. Ré-
wnania rézniczkowe takiéj linii sg

(1)

przez kazdy punkt moina poprowadzié jedne linijg pradu, ktéra tylko w takim
miejscu jest nieoznaczona, w ktérym predkost jest réwna zeru. Linije pradu
przecinajg kazdg powierzchnig potencyjalng predkoSci pod kgtem prostym.

przeto pochodna nie zmienia znaku na powierzchni ¢ = C, a za-

do
w 0

Gyl 08
— w
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. Poprowadzmy przez punkt # dowolng plaszezyzne, wykréélmy na niéj
nieskoficzenie malg krzywg zamknigts, otaczajacy ten punkt, i poprowadzmy
przez kazdy punkt jéj obwodu linijg, pradu; wydzielimy z cieczy czg§¢ nieskon-
czenie malg, ktdry zowiemy strugg cieczy. Biorge m w Srodku masy pola
téj krzywéj, poprowadzmy linijg pradu w tym punkcie; otrzymamy o§ strugi.
Przekrojem strugi bedzie pole jéj przecigcia plaszczyzng, normalng do osi.
Stosujae réwnanie (18) art. poprzedzajacego do elementu strugi migdzy dwoma
przekrojami, mozna podobnym sposobem, jak w art. 208-ym, okazaé, Ze ilo-
czyn predlosei cieczy & praekroju strugi ma le samg wartodé we wszystlich pun-
ktach téj saméj strugi.

Z réwnania (14) art. 212-go wynika, Ze w cieczy nie moze istnieé po-
wierzchnia, w ktéréj predkosé bylaby réwna zeru w kazdym punkcie. Gdyby
bowiem taka powierzchnia istniala, to strugi koficzylyby sig w niéj; stosu-
jac wiee owo réwnanie do.elementu strugi, ograniczonego tg powierzchnig
i przekrojem sgsiednim, w ktérym ruch zachodzi, mielibysmy g% = 0 dla tego
przekroju, co sig sprzeciwia poprzedniéj wlasnofci strugi. Taka zatym po-
wierzchnia, dla jakiéj byloby w kazdym punkeie -3% =4, -g—;{} =0 %% =0
istniet nie moze, chyba, Ze cala ciecz jest w spoczynku, a wtedy v jest wiel-
koscig stalg w calym obrebie cieczy niewirujgeéj. Pochodne potencyjalu
wzgledem spélrzednych mogg hyé réwne zeru tylko w pewnych punktach lub
linijach osobliwych, Zarazem widzimy, Ze kazda struga przechodzi na wskro§
tieczy, %e zatym ani nie zaczyna, ani nie konczy si¢ wewngtrz niéj. Struga
nie moze byé jednak zamknieta, jak wir elementarny, nie moglaby bowiem
przecinaé prostokgtnie wszystkich powierzchni potencyjalnych wewngtrz cie-
czy, jak tego wymaga jéj okréSlenie.

Linija pradu, przez pewien punkt poprowadzona, ma w kazdéj chwili
ksztalt inny, poniewaz pochodne potencyjalu sg funkeyjami czasu, a tor tego
punktu jest styczny w tym punkcie do linii prgdu. Jezeli potencyjal nie
zawiéra czasu wyraznie, a zatym ruch jest trwaly, wtedy linije prgdu nie zmie-
niajg si¢ z czasem, a kaZda z nich jest torem pewnéj czastki cieczy w prze-
strzeni.  JakoZz predko&é czgstki jest nieustannie taz sama w tym samym
punkeie i ma kierunek stycznéj do linii prgdu, czgstka porusza sig zatym
wzdluZ téj linii. Nieskoficzenie male elementy cieczy poruszajg sie w stru-
gach, a stala warto$¢ iloczynu predkosei i przekroju strugli wynika bezposre-
dnio z cigglogei cieczy.

Okolo punktu y. zatoczmy kulg o dowolnym promienin p, leZyeq wewngtrz
cieczy, i zastosujmy do téj kuli réwnania (13) i (14) art. 212-go. Wtedy

otrzymamy
R : I df— ! { ! d(‘_ 0
f ¥ 0?@ Pf‘on |
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a poniewaz dla normalnéj wewnetrznéj

2y s g
on \r/) " dp \p/ 7 p*’
przeto ofrzymamy

©) ‘sz"g%'r;;f‘?-fy:

co wyraza twierdzenie Gauss'a: potencyjal predkosei w Srodlu kuli réwna sig
wartoser Sredmidj potencyjadu w punktach na jé powierzchni. Podlug tego
twierdzenia leZy warto$é ¢, miedzy najwiekszg a najmniejszg wartoscig po-
tencyjalu na kuli; poniewaZ za$§ promien p mozemy uczynié dowolnie malym,
przeto wnosimy stad, Ze potencyjal predlolci nie moze przyjgé wewnglrz cieczy
and wartodei najweghszé), ani najmmiejszéj. Takie wartoéci moga, zachodzit
tylko na powierzchni cieczy.

Dowiedziemy jeszcze nastgpujgcego ciekawego t\\rlerdzema W. Thom-
sona: ze wsaysthich ruchdw cieczy, ograniczoné) dang powterzchnig, dla ktrych
predlo$é normalna w tym samym punkcze na powierzchni jest ta sama, ruch
niewirowy wylwarsa najmnicjszg energyiq kinetycang. Niech w, v, w bedg
rzutami predkosci w punkcie (#, y, #) przy ruchu wirowym, T, odpowiednig
energijy cieczy,  potencyjalem predkosci dla ruchu niewirowego, T energija
odpowiednig ; wtedy

2Tm=aj.(u"‘ + 02+ w)dV,

o 18+ ()¢ (2)] o
2 o (3] o G - (o

albo
3) 2 m-T=

[l 213+
ro (=) 2+ (=) 2 4 (o—2) 2] .

Calkujge czgfciowo, otrzymamy wiadomym sposobem
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[y v [o(e-22) et [ (G252 am

i podobnie obliczymy dwie pozostale calki, gdzie «, b, ¢ oznaczajg dostawy.
kierunkowe normalnéj wewnetrznéj do powierzchni w elemencie df. Bedzie

f[(u )24 (o~ ) —J2) ]dV_
— [[+6=) (- ) (——]w~
_f(g: s dw)? dV+fnp Ay . dv.

Poniewaz z zaloZenia a (u — ——) +b ( ) +c (w — -‘g— =0,

a wyrazy w drugiéj i trzeciéj calce majg takze waltoéé réwng ‘zeru, przeto
powyzsza calka jest r6wna zeru., Z réwnania zatym (3) wynika, Ze T, —
—T>0. ¢c.n d.

i



