ROZDZIAL XIX.

KINETYKA CIECZY (HYDROKINETYKA).

201. ROwNANIA RUCHU OIECZY DOsSKONAXES. Ruch ciggly cieczy moZe-
my rozwazaé dwojakim sposobem. Obrawszy pewng czastke cieczy, moZemy
pytaé sig o tor, ktéry ona opisuje, tudziez o jéj predkosé i o ciénienie, ktorego
ona doznaje w kazdym punkecic swego toru. W ten sposéb krélimy niejako
historyjs, kazdéj czgstki cieczy zosobna. Mozemy jednak obrat takze pewien
punkt w téj przestrzeni, w ktéréj ruch cieczy zachodzi, i badaé predkoéei, kté-
re rozmaite czgstki cieczy posiadajy, gdy z biegiem czasu przez tenZe punkt
przechodzy, tudziez ciénienia, ktérych one doznaja, gdy przybywajg do tego
punktu, ‘W ten sposéb regiestrujemy niejako zjawiska, zachodzgce z biegiem
czasu W pewnym miejscu w przestrzeni.

Zastosowanie piéwszéj z tych metéd wymaga ustanowienia.pewnéj cechy,
ktéraby jedng czqstkg cieczy odrézniala od wszystkich innych. Jako owg
cechg przyjmujemy zwykle wiadome spélrzedne prostokatne e, b, ¢ tego miej-
sca, ktére czgstka zajmuje w pewnym czasie #,, np. w czasie {,=0. Zacho-
wujac znakowanie, powszechnie uZywane, oznaczmy przez wu, v, w skladowe
prostokgtne predkodei czgstki; u, v, w nalezy uwazaé za funkeyje argumentéw
a, b, ¢ it; podobnie bedzie ci$nienie p funkeyjg tych argumentéw. Wyzna-
czywszy te funkeyje, znamy ruch czgstki cieczy.

Uzywajac za§ drugiéj z tych metdd, . j. odnoszge zjawiska do jednego
tylko miejsca, inaczéj pojmujemy predkoSei #, », w i ciénienie p. Predkosei
i ciénienie zalety bowiem od miejsca, w ktérym je rozwazamy, i od czasu,
a wiee u, v, w i p sg funkcyjami argumentéw x, g, 21 ¢; poniewaz zas z, ¥, 2
sq funkeyjami czasu, przeto u, v, w i p sy funkeyjami czasu wyraZnymi i nie-

“wyraznymi. Jezeli w tych funkeyjach przyjmiemy dla z, y i # pewne wartoei
stale, otraymamy predkos§t i cisnienie, zachodzgee w pewnym miejscu W prze-
strzeni z biegiem czasu, i w ten sposéb osiggniemy wlasciwy cel takiéj metody
badania. JeZeli w, v, w i p nie zawiérajg czasu wyraZnie, jezeli zatym sg
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funkeyjami czasu tylko otyle, oile zaleig od z, y iz to w kazdym punkcie
w przestrzeni zachodzié bedzie nieustannie, t. j. bez wazgledu na czas, tenze-
sam ruch i toZsamo ciénienie cieczy, wlaSciwe temu punktowi. Taki ruch
cieczy nazywamy ruchem trwalym téj cieczy.

Jezeli u, v, w odnoszg si¢ do czastki cieczy, znajdujacéj sig w czasie
w punkeie (x, 3, 2), natenczas czastka opisze w czasie dt drogi do =wu.dt,
dy =v.dt, dz = w . dt w kierunkach osi, a po uplywie tego czasu jéj pred-

kosei beda 'odpowiednio u -+ -%;id v+ g;’ dt, w-]— ar dt, przyczym

du _ouw , Ju de  dw dy , Ju dz
T aTw @ty wtw w:

Lo, o dx  _dy  ds

Poniewaz =y 0=, W=y przeto

du du du Ot
@) =gt g L -

dv  dw . dp

i podobnie — W @ ar Puuhodne 2t p. powstajg przez rézniczkowa-
nie wzglgdem czasu, zawartego wyrainie w s, i t, p. J eieli -d? =0 3—3 = 0;
% =01 %1 = 0, natenczas ruch cieczy jest trwaly,

Migdzy pochodnymi predkosei u, v, w wzgledem , y, # zachodzi pewien
zwigzek, cechujgcy ciecz niefcifliwg, Otrzymamy go z réwnania (5) arts
177-go. 'Wedlug znakowania obecnego przedstawiajg . dt, v . dt, w . di prze-
sunigeia punktu (z, ¥, 2); wat.wiws&y te pl zesunigeia w owo réwnanie zamiast

u, v, w, otrzymamy — o (‘m + = + ) dt jako zmiang gestoéei cieczy

w tym punkcie. Poniewai ta zmmm ,]est. rowna zeru dla cieczy nie§cisliwéj,
przeto

‘ w . v . ow
(2) BT

Mozemy to waine réwnanie takze tak otrzymaé, Rozwazajmy nieskoficzenie
maly element prostopadloScienny (fig. 65) mabedefg; w czasie df wehodzi do
niego przez §ciang mbe masa cieczy réwna ow.dydz.dt, a przez Sciang prze-

ciwlegly wychodzi masa cieczy o (u + %f—:—daf) dydzdt; przyrost wige masy

cieezy wskutek ruchu w kierunku osi « jest — . g;: dz dydz.dt. Podobnie

wzrasta masa 0 — a. g—; dzdydz.dt wskutek ruchu w kierunku osi y, a o
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-—-c% dz dy de . dt wskutek ruchu w kierunku osi z. Calkowity wige przy-

rost masy cieczy wynosi
ou o c}w

—¢ }K"F )dmdydz dat,

a poniewaZ masa elementu cieczy nie moze si¢ zmieniaé, przeto tg wielko§é
jest réwna zern, skgd wynika réwnanie (2). To réwnanie bywa nazywane
réwnaniem cigglobei cieczy; trafniejszg bylaby nazwa: réwnanie stalo§ci
masy cieczy. Ono zachodzi dla kazdéj czgstki i w kazdéj chwili, bez wzgledu
na to, czy ciecz jest jednorodna, czy niejednorodna; mozemy bowiem element
obraé zawsze tak maly, Ze gestoSé bedzie taz sama w kazdym jego punkeie,

. Jezeli ciecz jest ograniczona pewng powierzchnig F (z, v, 2, ¢) _.0 to
Z mt 180-go wiadomo, Ze tg powierzchnig weigZ tworzg tez same:
cieczy, wiee

oF oF oF oF 7
-?}-t— + u. v 4 v. "fj_,-i‘)‘_ “+ w. _r}z_ = ] i I '—_'_':‘-‘\L
Dla powierzchni staléj bedzie %Et: =0. "‘.\\ S T

Dla uproszezenia rachunku bedziemy cisnienie p uwaZali za wickko§t ‘@6
datng (w rozdz. XVIII bylo p ujemne); gdyby gdziekolwiek wypadlo p << 0,
natenczas cigglo§t cieczy jest przerwana.

202. Rozwazajmy element prostopadloscienny (fig. 65) cieczy; ozna-
czmy przez X, Y, Z skladowe sily zewngtrznéj dla jednostki masy, przez p

ciénienie w punkeie (@, ¥, 2). Sciana mbe doznaje ci$nienia p.dydez, Sciana
za$§ przeciwlegla ciSnienia — (p -+ % d.fc) dy dz w kierunku 2; suma tych cié-

nief jest — %dx dydz. Praylozywszy do elementu jeszcze sile zewnetrz-
ng o X .da dy dz, mozemy go uwazaé za swobodny wzgledem ruchu w kierunku
. PoniewaZ s. % dxdyds jest wyrazeniem analitycznym sily, ktéra temu
elementowi udziela przySpieszenia w kierunku 2, przeto réwnanie ruchu w tym
kierunku jest

du Ip ap
= dzdyds = ( X—-—~) dz dy dz, czyh =X — el

Wstawiwszy wartoSé przySpieszenia i postgpiwszy podobme dla osi ¥ i 2, mieé
bedziemy

o o ou 1 dp
ot “'Eu"_l- _,(1 0z o'ox’
o (JD W v 1 9
(1) —()T-f-u d:c + v +“'dz ==Y 5y
ow ow dw ow . 1 dp
wte Tyt T e
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Ten uklad réwnah ruchu, odpowiadajacy metodzie odnoszenia zjawisk
do pewnego miejsca, zowiemy ukladem réwnaf Eulera. Jeleli z nim
polaczymy wiadome réwnanie cigglodei (art. 201), mozZemy wyznaczyé 4 nie-
wiadome u, v, w 1 p, a zatym rozwigzat dane zagadnienie.

Aby otrzymaé réwnania ruchu czgstki oddzielnéj cieczy, oznaczmy przez
a, b, ¢ (art. 201) spélrzedne téj czgstki dla {=0. Rozwazajge @, y, # jako
funkcyje a, b, ¢ i ¢, okré§lamy ruch czgstki; rugujge bowiem czas, otrzymamy
réwnanie jéj toru, a roézniczkujgc spolrzgdne wzgledem czasu, otrzymujemy
predkosé i przyépieszenie. Roéwnania ruchu ezgstki beda

d*z 1 op

an =g g =1

dary 1 op

df‘! —X T g -(E' =3 0!

d?z 1 d_p .

it =0
Te r6wnania dodajmy do siebie, pomnozywszy je odpowiednio naprzéd przez
dj:‘: ()yg . , nastepnie przez i ) ﬂ’L, 0 , nakoniec przez _(}ﬁ 9y ;
da’ da’ da 96 ' ob de ' e
0z

; otrzymamy w ten sposéb

Az )dx ({1_“_;; ) 0 (dﬂz ) F] 1 op
(dﬁ XNt e Yut\@E " Yut e 06=0
2z d*y ) (d‘-z ) 0z 1

&) (d_fE )()b +(d’ﬂ o + i 2 w TS
d*z ) (rzzy ) Jdy (d ] )dz 1 o
(%)% + (@)%t @—2)5% + = =0

Ten uklad nazywamy ukladem réwnafi Lagrange'a, chociaz tak-
Ze Buler podal go piérwszy. Widocznie te réwnania nadajg si¢ do rozwigza-
nia zagadniefi hydrokinetycznych na podstawie metody rozwaZania ruchu
czystki oddzielnéj cieczy.

Podamy jeszcze odpowiednie réwnanie cigglosei. W tym celu uwaZajmy
element prostopadlo$cienny, ktérego wierzcholek m znajduje sig w czasie t=10
w punkeio (a, b, ¢), a ktérego krawedzi majg odpowiednio dlugosei da, db, de
w kierunkach osi. Po uplywic czasu ¢ punkt (@, d,¢) praybedzie do (z, y, &),

i prostopadlo$cian stanie si¢ pochylym réwnoleglo$cianem. Wierzcholki ele-
mentu, ktérych spolrzgdne w czasie £=0 byly odpowiednio: (a4 da, b, ¢),

(a, b+ db, ¢), (a,b,c -+ dc), przybedy w ezasie ¢ do punktéw (:t: +d—I da ,

¢

8le

oy 0z oz
y—}—{j&da,z—}--—da),(w-[» -azdb,,j-}- “”db z-i— ) ( + dc,J+

0 :
+E—£—d Cy B4 — dc) objetos¢ elementu, ktéra pierwotnie byla dadbde,
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bedzie teraz, jak wiadomo z geometryi *),

or oy 0s
da’ da’ Oa J
o 0y 02 | quabde=— (©,9,%) dadb de
@) X7 9 W a(a,b,0)° ’
ox dy o
de’ de? de
gdzieﬁ%’—%’—z oznacza wyznacznik funkeyjny fankeyj z, y, 2 wzgledem «, b, ¢.
E

Masa wiec elementu cieczy po uplywie czasu ¢ bedzie o, d(29,2) da db de .
d(a,b,c)

Poniewaz ani masa ani gestosc cieczy nieci§liwéj nie zmienia sig, przeto

d(x,y, 2) o
(= i mm daf?bdc — da{??)dc,

skad wynika réwnanie ciggloei

a(x,y,8) _
4) Tate = 1.

203. Rucey w ELEMENCIE cieczy. Przed calkowaniem réwnan hy-
drokinetycznych w tych niewielu przypadkach, w ktérych ono jest mozebne,
zastanowmy sig nad ruchami wzglednymi czgstek, zawartych w elemencie
cieczy, przyjmujge, ze warunek ciggloci zachodzi. Tym sposobem dojdziemy
do pewnych praw, stanowigcych kinematyke cieczy doskonaléj.

Do zamiérzonego celu prowadzi ta sama metoda, jakiéj uzywaliémy
w art. 176 — 180 dla cial sprezystych » tg jedyng odmiang, %e w rozwazaniu
przesunigé oddzielnych czgstek elementu nalezy ograniczyé sig do nieskoficze-
nie malego przedzialu czasu. Jakoz, jeZeli «, v, w oznaczajs chwilowe pred-
kosci czgstki, zajmujgeéj miejsce punktu m, (z, y, 2), tow. dt, v.di, w.dt sy
przesunigeiami t6j czastki w elemencie czasu df, kioére zadot czynig warun-
kowi ciggloéei i sg wielkoSciami nieskoficzenie malymi, réwniez jak ich po-
chodne przy staléj wielkoSci przedzialu di czasu. JeZeli wige zamiast prze-
sunieé 1, v, w, rozwazanych w pomienionych artykulach, podstawimy teraz
w.dt, v.dt, w.dt, to bedziemy mogli wyzhaczyé wszystkie wielkoSei, cechu-
jace ruch spélny czgstek tego elementu, tudziez ruch wlasny kazdej czgstki
z osobna.

Zatoczmy okolo punktu m dowolna powierzchnig zamknigty, wydziela-
jaca z cieczy nieskoficzenie maly element; wéwezas dla punktu », znajdujgcego
sie wewngtrz lub na té& powierzehni, ktérego spblrzgdne wzgledem m sq
dz, dy, dz, bedzie

¥ Ob, ,,Qieomelryja analilyezng” prof. WL Zajaczkowskicgo, str, 280,
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L 3" dy+ 2L a
r}'tJ
1) dv = oxd’ z 4+ — 01 3_;—|-
dw_-—‘ d P (())w dy g2 r)w i,

a 4+ du, v + dv, w + dw bedg skladowymi prgﬂkoécl tego punktu na poezgtku
elementu czasu (4,

WyprowadZmy
du o ow
ll—ail‘z—W'l la—_d?s
v ow ow ou c)u o
@) ‘?1—-—6}—4*‘5?}—: e = E-{__d;q_' P13 = '| oz
S e O 0B _,031_&.

Ty T 0 T 0 T o T 0 T dy
réwnanie cigglodei bedzie
(3) M+d+ =0,

z czego sig okazuje, Ze trzy funkeyje Ay, Ay, Ay nie mogg byé ani jednoczeénie
dodatne ani jednoczeénie ujemne. W elemencie df czasu, punkt » oddali sig
od m lub zblizy si¢ ku temu punktowi, tak, iz, jeZeli ds hylo pierwotng odle-
gloscig obudwu punktéw, za§ (1 + X) ds jest ich odlegloScig po uplywie elemen-
tu di czasu, bedzie, wedlug art. 178-go,

(4) A=Ma? 4 M0 N2+ e+ 9. ca+ ¢5.ab,

gdzie (a, U, ¢) oznaczajy dostawy kierunkowe elementu linijowego ds na po-
czatku tego elementu czasu. Postepujae, jak w art. 178-ym, hedziemy mieli
powierzchnig rzedu 2-go

(5) MMy D &2 9 ye - . za+ pyey==E1,

ktéréj Srodkiem jest punkt m, a kt6réj promienie sg odwrotnie proporeyjonalne
wzgledem kwadratow funkeyj A, odpowiednich tym promieniom. Z réwnania
(8) wynika, Ze ta powierzchnia sklada sig z dwu hiperbolojd sprzgzonych, roz-
graniczonych spélnym stozkiem asymptotycznym. Jezeli czgstki cieczy, znaj-
dujgce sig nieskoficzenie blisko punktu m wewngtrz tego stoika, oddalajg sig
od tego punktu, to czastki zewnatrz stozka zbliZajg si¢ ku temu punktowi, lub
odwrotnie; czgstki za§ na stoiku asymptotycznym zostajg w pierwotnéj odle-
gloSei od tego punktu po uplywie czasu df. Iierunki osi gléwnych powyz-
szych hiperbolojd nazwiemy kierunkami gléwnymi w punkcie m. Kazdy
element linijjowy ds prayjmie po uplywie czasu dé wogblnosei odmienny od
pierwotnego kierunek. KElementy linijowe, do siebie prostopadle, a majgce
kierunki gléwne na poczgtku tego przedzialu czasu, zmienig takZe kierunki,
lecz pozostang do siebie prostopadlymi, podezas gdy jakiekolwiek dwa inne
elementy linijowe, do siebie prostopadle, przestang tworzyé kat prosty.
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Punkt m zajmie po uplywie czasu df miejsce (4 w.dt, y +v.dt, # +
+ w.d?t), a punkt » zajmie miejsce (@ -+ dz + w.di 4 du. dt, y 4 dy 4 v.dt +
+dv.dt, 24 dz +w.dt + dw.dl), z czego wynika, Ze punkt m posunie sig
w tym czasie wzgledem m w kierunkach osi spélrzednych odpowiednio o drogi
dw.dt, dv.dt, dw.dé, przyezym wedlung (1)1 (2) bedzie, podobnie jak w art.
180-ym,

1 1
du =X\ .dz+ §(tpa—-2m3)dy + —2—(tpg+ 20,) dz,

(6) do = 1}(@34-2;03) @+ by oy + 5 (01— 20,) ds,

wa:%(%_‘zwz) dz %(tp1 + 20) dy 4 Ny . da.

Jezeli te réwnania pomnoZymy przez df i dodamy do nich odpowiednio
w.dt, v.dt, w.dt tootrzymamy caly ruch czastki n, znajdujacéj sig w uwa-
sanym elemencie cieczy. Oznaczmy wige przez 8,%, 0,%, 8.2 przesunigcia
calkowite czgstki # w kierunkach osi spolrzednych; miet¢ bedziemy

[ 1 1
anm:smw + ll dx + "2" (‘Pa“— 2"-‘3) dff + 5(‘92 + 2‘”‘2) ds -dt:

(7) Onyy = 8uy+ | Mady + %(@1—2%) de -+ %(tp, + 2u,) d2 | dt,

BaR= 8,,,,? + | Ay de + % (pp — 203) dov + % (%4 + 2a) dy—| dt,

gdzie 8,2 = w.dl, 6,y =v.dl, 8,2 =w .dt oznaczajy przesunigcia punktu .
Mozemy zawsze w punkcie m wzigé jeden ukiad osi prostokgtnych, dla
ktérych bedzie

ov ow ow , ou ou ov
®) i e UL e e b
Te proste majg wlaénie kierunki gléwne, a sposob ich wyznaczenia podalimy
w art. 180-ym. W kierunkach tych prostych heds zatym calkowite przesu-

nigeia punktu # w czasie d¢

Bp == Cp2 + (M dz — w;dy + wydz) dt,
€)] 8aty = Ony + (Mo dy — 0y dz + v, dz) dt,
8n8 =042 + (\gdz — 0y dz + o, dy) dt.

204. Z tych réwnaf okazuje sig, Ze ruch elementu cieczy, zawiérajace-
go w sobie punkt s, sklada sig z trzech czeSci, mianowicie: popiérwsze z ruchu
postepowego, spélnego wszystkim czgstkom tego elementu; powtére z ruchu
obrotowego okolo pewnéj osi, przez punkt m przechodzgeéj, w ktérym biorg
udzial wszystkie czqstki, jak gdyby element byl sztywny; potrzecie z pewnego
ruchu, kazdéj czgstce wlaSciwego, wskutek ktérego ta czgstka posuwa sig
wzgledem punktu m w kierunkach gléwnych odpowiednio o Ay dadt, hdydt,
Aydzdi. Piérwsze dwa ruchy daja skret chwilowy elementu, nie zmieniajicy
wzajemnego poloZenia jego czgstek; wskutek ostatniego ruchu posuwajg sig

Bibl, mat.-fiz,, 8, IV, T. X. 34
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czastki wzgledem siebie, a ksztalt elementu zmienia sig. WielkoSei o, w,, o
sg predkosciami katowymi obrotu elementu, a dostawy kierunkowe osi obrotu
sg proporcyjonalne wzgledem o, w,, 0,. KaZdy element cieczy obraca sig
chwilowo okolo pewnéj, jemu wlasciwéj osi, ktéra jest coraz inng prostg dla
coraz innych elementdw.

Migdzy pochodnymi predkoéei kagtowych zachodzi zwigzek, wynikajacy
z réwnaf (2) art. poprzedzajgcego, mianowicie:

- dm; 6032 dl’.l)s —_

(€)) e e

Wyobrazmy sobie, Ze rozwazany element cieczy staje sig nagle sztywnym;
wtedy moZemy wyznaczyC jego ruch bezpoSrednio po zesztywnieniu. Z zasady
bowiem zachowania ruchu &rodka masy wynika, Ze $rodek masy elementu
bedzie sig poruszal po zesztywnienin z taZ samg predkoéeig, co przedtym. Po-
prowadzmy przez $rodek masy tego elementu, ktérego predkosci niech beds
u, v, w, osi bezwladnoSci, i obierzmy je za osi spélrzgdnych; A, B, C niech
oznaczaja odpowiednio momenty giéwne elementu wzgledem fych osi, a @,
Q,, @, predkosci katowe jego obrotu okolo tych osi po zesztywnieniu, Czgstka
elementu, ktéréj spolrzgdne s du, dy, dz, niech posiada masg dm, a du, dv,
dw niech oznaczajg, skladowe jéj predkoSei wzgledem érodka masy, wyrazone
przez rownania (1) art, poprzedzajgcego. Z wiadomych zasad kinetyki otrzy-
mamy nastepujace réwnania (art. 149), okréslajace krecenie sig elementu oko-
1o §rodka masy:

‘Aﬂi == 5‘ (dy dw — da dv) dm,
2 B, = j.(df; du— da dw) dm,

CQ = j.(dxd: — dy du) dm,

gdzie calkowania rozciggajg si¢ na objetosé elementu. \Wstawiwszy wartodci
du, dv, dw, przyczym wartoSci pochodnych czgstkowyeh predkoSci u, », w
wzgledem sp6lrzgdnych majg byt wziete w &rodku masy, a zatym w punkeie
z=0, y=0, #=0, otrzymamy ze wzgledu na wlasno§ci gtéwnych osi bez-
wladno§ei nastepujace réwnanie:

f(dy dw —dz dv) dm = E.;‘_ dy® . dm — ~J-—fd"-‘ dm =
_1lfow o o s
=3 (W 05)[(15?./ + de®) dm + - 3 02: + {)J [[{:t:&‘-i- dy?) dm —

——f(&x“-{-ci'.e:‘-’)dm]:Aw,'—i—(U——B)'ﬁ,
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a zatym, wedlug (2)

=, + ¢ . UQ_AB , 1 podobnie
—
(3) Qazmz—}-tp:.AéB(J ;
B—A
QO =uwy + ¢, 9c °

Z tych réwnaii okazuje sig, Ze niezale/nie od ksztaltu elementu otrzymamy
Q =y, & ==0,, YU =uy,, jeieli o, =0, ¢, =0, 9, =0, i Ze te ostatnie
warunki wystarczajg, aby predkosci katowe obrotu byly tez same dla elementu
cieklego i dla elementu sztywnego. PoniewaZ ostatnie warunki wyrazaja, Ze
kierunki gléwne elementu cieklego majg by¢ osiami gléwnymi bezwladno$ci
elementu sztywnego, przeto mamy nastgpujace ciekawe twierdzenie: jezels
w pewnéj chwilé wyznaczymy dla danego punktu w cicezy kierunli gléwne, 1 wy-
dzielimy element cieczy, ktorego Srodliem masy jest ten punlkt, a kitérego osiami
beswladnosci sg owe Lierunki gléwne, § ucaynimy nastgpnie ten clement setywnym,
to shrgt chwilowy elementu satywnego bedae ten sam, co skret chwilowy y elementu
cieklego (tw. Beltrami’ego).

205. Roucm WIROWY I RUCH NIEWIROWY. JeZeli w pewnym punkcie
cieczy i w pewnéj chwili predkosci katowe o,, w,, ©; nie sg wszystkie rowne
zeru, wtedy mowimy, iz w tym punkecie i w té) chwili zachodzi w cieczy ruch
wirowy; jezeli za§ wszystkie trzy powyzsze predkosci sy réwne zeru, naten-
czas ruch elementu cieczy nazywamy ruchem niewirowym. W piérwszym
przypadku nieskoiiczenie maly clement cieczy, ktérego Srodkiem masy jest
punkt rozwazany, obraca sig chwilowo okolo pewnéj osi, przez ten punkt prze-
chodzgcéj a vy, v,, oy przedstawiajs rzuty predkosei katowéj tego obrotu na
osi spolrzgdnych, a opréez tego posuwa sig ten element w przestrzeni i od-
ksztalca sig; w praypadku ruchu niewirowego niéma obrotu, a pozostaje tylko
ruch postepowy elementu 1 jego odksztalcenie.

Ruch wirowy moze w pewnéj chwili zachodzi¢ w skonczone_] czgdei cieezy.
W tym przypadku kaZdy element téj czeSci obraca sig chwilowo okolo pewné
osi, przez jego rodek masy przechodzgcéj, a of tego obrotu jest coraz inna
dla coraz innych elementéw cieczy w téj czgSoi, Taki ruch jest niemozebny
w ukladzie sztywnym, albowiem wszystkie punkty takiego ukladu mogs sie
tylko obracaé okolo spélnéj osi, i z tego powodu naleZy ruch wirowy dokladnie
odr6zni¢ od ruchu obrotowego. Nadto zwaZyC nalezy, ze predko$é katowa
obrotu elementu cieczy zalezy w pewien sposéb od jego predkosci postepowéj
(art. 203), podezas gdy w ciele sztywnym obadwa rodzaje predkosei sg od sie-
bie niezaleZne.

Warunki konieczne i dostateczne ruchu niewirowego sg wedlug réwnan
(2) art. 203-go,

ow 0 o ow o ou
(1) W R T T Ty
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Te zwigzki miedzy pochodnymi céqstkowymi skladowych predkofei u, », w
wzgledem spolrzednych wyraZajg widocznie, Ze wielkodé w.dz 4+ v.dy +w.de
jest rézniczky zupelng pewnéj funkeyi spélrzednych, ktora takze czas wyraznie
zawiéraé moze (art. 77) i nawzajem, jeZeli powyzsza wielko§é jest r6zniczks,
zupelng, natenczas réwnania (1) zachodzi¢ bedy. WielkoScei dz, dy, dz ozna-
czajg przytym rézniczki spélrzednych punktu, jezeli w danéj chwili z tego
punktu przechodzimy do punktu nieskoriczenie bliskiego, nie oznaczajg zaé
drég, ktére punkt (%, y, #) w elemencie czasu opisuje w przestrzeni.

Jezeli wielko§t w.dw + v.dy + w.dz jest réiniczky zupelng, natenczas
funkeyjg, ktoréj ona jest réZniczks, nazywamy potencyjatem predkosci.
Warunkiem kondecanym 4 dostatecanym, aby zachodzid vuch nicwirowy cieczy,
Jest istnienie potencyjodu predkodct; gdeie taks polencyjod wie zachodzi, tam ruch
cteczy jest wirowy. Oznaczmy przez ¢ potencyjal predkosci; wéwezas
(2) ee:—%—, v:%, w:%%,
sktadowe wige predkosei wyrazajy sig podobnie, jak skladowe sily zachowu-
jacéj. Z tych zwigzkéw wynika réwnanie cigglofei dla ruchu niewirowego

o' O

(3) 0z " oy Y2 + _a}? =0.
Z tego réwnania okazuje sig, Ze nie kazda funkeyja moze byé potencyjalem
predkoéei dla ruchu niewirowego; drugie pochodne téj funkcyi muszg bowiem
zadoéé czynié powyZszemu warunkowi, majgcemu ten sam ksztalt, co réwnanie
Laplace’a dla potencyjalu sil przyciggania wedlug prawa Newton'a, jeZeli
rézniczkujemy wzgledem spolrzednych punktu, znajdujacego sig zewnatrz
ciata prayciagajgcego (art. 126).

Jezeli potencyjal predkoSci nie zawiéra czasu wyraZnie, wtedy ruch nie-

wirowy bedzie ruchem ftrwalym, a wéwczas %‘% =10,

206. ZACHOWANIE RUCHU WIROWEGO. Przyjmujgc, Ze sily zewngtrzne
majg potencyjal U, obliczmy zmiany, jakich przy ruchu wirowym doznajg
predkosci katowe elementu w przedziale df czasu, w ktérym jego $rodek masy
opisal drogi w.dt, v.dt, w.dt. Do tego celu sluzg réwnania ruchu, ktére na-
piszmy w postaci nastepujgceéj:

1 op dw 1 dp __ dv 1 dp dw
TR T T T Y T @ e =
przyczym X_dm—{—Ydy +Zd:=dU. Roiniczkujac piérwsze réwnanie wzgle-

dem y, drugie wzglgdem = i odejmujgc je nastepnie od siebie, otrzymamy

(V=)= o (=) =o.

£y . 0Y X
P a—— " .
oniewaz z zaloZenia o i =0, przeto:
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0 (dv (du.) .
@) oz ) oy \dl
czyli po podstawienin wartoéei
0 (dv v v r)ﬂ)
(2) Eﬂ—(—(’?+1ﬂ.—{}—£~|—u.$—{—w.§ —
0 (du ou o, f)-n) .
—-E;j"(d'c'-{*‘“.:i;—l—'?;.@--l' w.—(}ﬁ =0

Wykonawszy rézniczlowania, otrzymamy po uporzgdkowaniu,

O [ v du) 0 (Ou du) 0 (dv r)u) 0 (d:; [)u)
‘a?(oaf“w T\ Tt w\e )t w\a Tyt
o r?_v_ _O0u Ou o O de du  ow Odv 0w du

Yor'os Oy 0w Tox'dy Oy oy oz o oy de

)
Uwzgledniajge réwnanie cigglosci, dodajae i odejmujge iloczyn (’;0 % , Do-

rzgdkujge 1 wstawiajac o, , w,, ®;, otrzymamy nastgpujace réwnanie :
0w, Owy 0w, 0w, 0w ow' ow
‘?t— .'a"x—-i"?).-D? -"(j;"'——wl.';)-; mg.-gy—-—m{,.az
Jezeli podobnie postapimy z pozostalymi réwnaniami ruchu i uwzglgdnimy, ze

dw; dm,v al!)f

(3 = 0;;‘ tu.t o +u -—, (=1,2,3),

+ + w =10

otrzymamy nastepujace trzy wazne réwnama, wyznaczajgee pochodne zupel-
ne predkoéei katowych:

do, o ou ou
E—-‘”x-a‘g“l‘ma-'ag'i'mn-a:
dw, oy v o
(€)) 73?~M1°55+m2'§§7+m3'"§'
dwg ow ow ow
W—U}j.'ﬁ'}'wz.d—y-l—ms-‘a—g-

Te réwnania przedstawiajg rozwigzanie naszego zagaduienia. Z nich widzimy,
ze pochodna zupelna kazdéj predkosci katowéj o; wzgledem czasu, czyli po-
chodna, wzieta ze wzgledu na dwa poloZenia sgsiednie tegoz samego ele-
mentu cieczy, jest funkcyja linijowg i jednorodng wszystkich trzech predkosci
katowych. Jezeli na poczgtku przedzialu di czasu bylo o, =0, 0, =0, 0y =
=0, to bedzie pray koficu tego przedzialu %:U, %:0, dc;:’ 0,
a wige takie o, =0, v, =0, w; = 0. Daléj widzimy, Ze skoro nie wszyst-
kie w; 53 réwne zeru na poczgtku pewnego elementu czasu, to nie bedg nimi
wogdlno§ei takZze przy koficu tego elementu. Rozciggajac te wyniki do
skoficzonego przedzialu cuzasu, otrzymujemy wazne twierdzenie: jezeli na ciece
deialajq sily sachowujgce, natenczas element cieczy, niemajqey w ktoréjkolwiek
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chawili ruchu wirowego, nigdy tego rucku nie nabedzie, a eclement wirujgcey cieczy
wigdy ruchu wirowego wie utraci, MoZemy to twierdzenie, wyraZajgce zasa-
de zachowania ruchu wirowego, takie tak wyrazié: jedeli na ciecz dzia-
dajg sity zachowwjace, © dla pewnéj czgdei ciecey istnicje polencyjal predhosed
w jakidikolwiek chwili, to ta cee$é ciecay bgdzie miala zawsze potencyjad pred-
Todei, gdzickolwielk znajdowad sig bedzie podezas ruchu; a jeseli kiedykolwick nie
istniad potencyjal, to go nigdy nie bedzie dla téj cagser cieczy, dopdki te same
sily deiafajg. Potencyjal wiec predkoSci nie jest wlaSciwoScig przestrzeni,
w ktordj ruch zachodzi, lecz cieczy saméj, poruszajgeéj si¢ pray dzialaniu sil
zachowujacych,

207. LiNwE WIROWE I WIRY ELEMENTARNE. Linijg, poprowadzong
W cieczy wirnjgceéj, ktoréj styczna w kazdym punkeie ma kierunek chwilowéj
osi obrotu dla tego punktu, nazywamy wedlug H. Helmholtz'a linijg wiro-
wg., Przez dany punkt tylko jedna linija wirowa poprowadzié si¢ daje.
Obierajac w cieczy nieskoficzenie male pole zamknigte i prowadzgc przez kaz-
dy punkt jego obwodu linijg wirows, wydzielimy z cieczy nieskofczenie cienks
struge, ktérg nazywamy wedlug W. Thomson’a wirem elementarnym
albo krotko wirem. Pole nieskoficzenie male zowiemy przekrojem wirn;
a linija krzywa, bedaca obwodem przekroju, lub jakakolwiek inna linija zam-
knigta i nieskoficzenie mala, przecinajgca kazdg linija wirows na powierzchni
wiru, nazywa sig kier ownicg wirn.

Z podanego okré§lenia wynika, e
&) Ly &

0 "-‘_z T g
sg réwnaniami rézniczkowymi linii wirowéj. Prazyjmujae, Ze sily zewngtrzne
majg potencyjal, poprowadzmy taks linijg przez punkt m (@, y, 2) i obierzmy
na niéj nieskoficzenie blizki punkt n (»+ dz, y +dy, 2+ dz). Po uplywie
czasu dt przybedzie punkt m do m!, a punkt » do #, przyczym spdlrzedne
punktu ' bedg x4+ 8.2, y 4+ 3.y, 2+ 8.4 spolrzedne za§ punktu »' bedg
&+ de 48z, y+dy+ 8.y, 2+dz +8,4. Jezeli przyjmiemy

®) 0% = 0, 4+ 0,* 4 0,2

to w bedzie prgdkoseig katows obrotu elementu cieczy, otaczajacego punkt
m, okolo stycznéj mn do linii wirowéj; a jezeli ds oznacza dlugosé elementu
mn, to mamy z zaloZenia ’

3) da = % ds, dy= %2 ds, dz= % ds.

Oznaczmy przez ds dlugosé elementu m! n'; kierunek jego wyznaczajg réwna-
nia nastgpujgce:

@) cos (85, &) __ cos (@s, y) — __©o0s (35, 5)
dz + 8,2 — 08,2 dy + Oy —Ony dz 40— 0ns
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‘Wstawiwszy w wyrazenia d,a, 6,y, 0,2, podane w (7) art. 203-go, wartoSci
(3), otrzymamy

200y + Py - Py

Onlt — O = ds . di,

2m
(5) Sty = %ﬂig%fr*ﬁ ds. d,
Bt — Bt = hata t gj:’* + 1% g ar,

Kladge w piérwszym réwnaniu wartoéei A;, o;, otrzymamy

ou  ow dv Odw du oOov  Ou ow
LU e L e b i i e

R . . du Ou
albo, dodajgc i odejmujgc ik
' _r?u(dw dv) ou (du_dw)
2h 0 + G0y - P20 =5:\0y ~ 02 +5§ TR T 1
daa(()u dn)_ ( du du @)_ doy |
ta\s )=t gt ey te-g)=gi

bedzie wige wedlug (5)
88— Bpz= % duy, i podobuie 8,y — duy = %5 gy Bon=Byn= %sdms,
a zatym
de 48,2 — 8z = % (04 + dw)), dy 18,y — Oy =
. == ‘% (g + dw,), dz + 8,2 — B2 = %S- (g + dog).

‘Wstawiwszy te wartoSci w (4), mie¢ bedziemy ostatecznie

) cos(ds, #) _ cos(0s,y) __ cos(3s, 2)
W+ do;, T oy doy, T oy +do;

Liezniki tych ulamkéw sg dostawami katéw, ktére styczna do krzywéj, be-
dgeéj na poczgtku elementu czasu df linija wirows, tworzy z osiami spél-
rzednych przy koicu tego elementu czasu, a ich mianowniki sg rzutami pred-
koéei kgtowéj obrotu chwilowego w punkeie m, gdy ten punkt po uplywie
czasu di przybyl do m'. Z powyiszych zatym réwnai wynika, Ze, skoro
mn bylo elementem linii wirowéj na poczatku czasu df, to tenZe sam element,
ktéry przy koficu tego czasu przenidsl si¢ do m'n', bedzie takZe lezal na linii
wirowéj. Stosujge réwnania (6) do kazdego punktu takiéj linii i do skobezo-
nego przedziadu czasu, widzimy, Ze czqsthi ciecsy, lLtdre w pewndj chwili 2naj-
dujg sig na linii wirowéj, ciggle na téjze saméj lingi znajdowad sig bedq, Ze 2a-
tym linija wirowa porusza sig w ciecey, niepraestajqe byé lingjg wirowg. 7 te-
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go wige twierdzenia okazuje sig, Ze linije wirowe majg nietylko znaczenie gieo-
metryczne, lecz takZe znaczenie fizyczne, jakichkolwick zmian ksztaltu i po-
loZenia doznajg podczas ruchu,

Poniewaz

082 — (dw + 8 & — amx)n + (dy - 3,:?1 == amy):'. + (dﬁ + 842 — 8-'“5)21 czyli
23
st = % [(o + dw ) + (03 + do,)* + (05 + dog)?],

lub gdy przyjmiemy dla krétkofei o,/ =, + doy, )= w0, + do,, o =
=g + doy, 0? =0, + 0, 4 0% witedy

ds o ds—ds o' — o
) ds " o' ds ~ o
To znaczy: dlugosé elementu linii wirowdj jest w kazdéj chwile proporcyjonalna
wezgledem odpowiednidi prediodet katowés obrotu okolo stycenéj do tego clementu,
a zatym amienta sig proporeyjonalnie waglgdem emiany 16 predhosci. Ponie-
waz ta predkosé nie mozZe staé sig rowng zeru, jezeli raz zerem nie byla, prze-
to linija wirowa nie moZe si¢ zredukowaé do punktu.

208. Wydzielmy z cieczy dowolng czgsé, ograniczong powierzchnig zam-
knigtg, oznaczmy przez dV objetoSC nieskoficzenie malego elementu téj czeei,
przez df element powierzchni ograniczajacéj w punkcie (z, ¥, #), a przez a, b,
¢ dostawy kierunkowe normalnéj wewnegtrznéj N do tego elementu powierz-
chni; wedlug réwnan (2) art. 197-go otrzymamy

faﬂav_ fuml df,fdw’ A fbw,.df,
{3‘1’1 W___fcma.af.

Calkowania po lewych stronach tych réwnan rozciggajsy sig na objetosé uwa-
zanéj czefci cieczy, calkowania za§ po prawych stronach na jéj powierzchnig
zamknigty, Powyzsze réwnania polegajg na zalozeniu, Ze v, w,, ®; sg funk-
cyjami cigglymi i jednowartoSciowymi w caléj objetosei i na powierzehni uwa-
zanéj czeSei cieczy. Dodawszy te réwnania, otrzymamy ze wzglgdu na réwna-
nie (1) art. 204-go

)

(2) j(am, + by + cwy) df = o . cos (N, w).df =0,

rozciggajac calkowanie na caly powierzchnig, ktéra moze byé takzie utworzo-
na czefciowo lub calkowicie przez powierzehnig cieczy,

Zastosujmy to réwnanie do elementu wirn, Poprowadziwszy linijg wi-
rows, (m) przez punkt m, weZmy w tym punkcie plaszezyzng normalng do linii
wirowéj, obierzmy na niéj nieskoficzenie male pole df,,, ktérego srodkiem ma-~
sy jest punkt m, i poprowadZmy linije wirowe przez punkty na obwodzie tego
pola; otrzymamy wir, ktérego osig nazwiemy linijg (), "W nieskofczenie
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bliskim punkcie % na linii wirowéj poprowadsmy takze plaszczyzng, normalng
do niéj, ktéra w wirze wyznaczy przekrdj df,, i oznaczmy przez o, i , pred-
koéei katowe, odpowiednie tym punktom. Stosujge réwnanie (2) do elementu
wirn migdzy przekrojami df, i df,, widzimy, Ze w kazdym punkcie na powie-
rzchni boczné) tego elementu bedzie cos (N, w) =0, a jeZeli ® ma kierunek
mn, to dla punktu m bedzie cos (N, w) = 4 1, za§ dla » begdzie cos (N, ) =
= —1, Otrzymamy wigc wedlug (2)

(3) O Afy — 0, df, =0, cazyli ogélnie o , df = stalé;.

Tloczyn predloses katowéj obrotu ¢ pola przekroju wirw jest staly dla Laidego
wirw. Tloczyn predkosci katowéj obrotu i pola przekroju wiru nazywamy
natezeniem wiru, moZemy wige powyzsze twierdzenie takze tak wyrazic:
natgéenie wirw nie zmienia sig podezas jego ruchu w cieczy. Uwazajmy wir
jako struge nieskoficzenie cienkg, w ktoréj porusza sig ciecz z predkosciy
w kierunku prostopadiym do przekroju; mozemy powyzsze twierdzenie wy-
razié, méwige: przez kazdy przekrdj té) strugi przechodzi w jednostce czasu
ta sama objetosé cieczy w. df. To twierdzenie zatym wyraza warunek cigglo-
§ei ruchu cieczy w téj strudze.

Podobnie mozemy rozumiet réwnanie (2). Wyobrazmy sobie w cieczy
powierzchnig, zamknigtg, podzielmy jg na elementy df i przyjmijmy, Ze przez
kazdy element té& powierzchni przechodzi cieez w kierunku normalnym do po-
wierzehni z predkoSeig w . cos (N, w); powyZsze réwnanie wyraza, Ze w prze-
strzeni, tg powierzchniy ograniczonéj, nie zmienia sig iloi¢ cieczy. Z tego
wynika, Ze kazdy wir, ktéry wchodzi do przestrzeni, tg powierzchnia ograni-
ozonéj, koniecznie z niéj wyjéé musi, ze przeto wir przecina kazdg powierzch-
nig zamknigta, obrang wewngtrz cieczy, w parzystéj ilosci punktéw. Cazyli
inaczéj: kaidy wir jest wewngtrs cieczy zamknigly lub zacsyna ¢ kovczy sig na
Jéj powierzchni, nie moze sig wige ani saczynac, ani konczyc wewnglrz cieczy.

209. PrAD 1 RRAZENIE CIECzY. Podane twierdzenia majg miejsce tak-
e wtedy, kiedy ,, v,, ©; nie sg funkeyjami cigglymi spélrzednych, jezeli tyl-
ko u, v, w nie zrywajg ciggloSci, Aby sig o tym przekona¢, poprowadzmy
w cieczy migdzy dwoma punktami dowolng linijy krayws, i warto$é calki

jl(u dx 4 v.dy + w.ds), rozciagnieté] na te krayws, nazwijmy prgdem

cieczy po téj krzywéj. Prad ma podobne znaczenie, co praca sily, jest bowiem
calky iloczynu predkoéei cieczy w punkcie krzywéj i rzutu elementu téj krzy-
wéj na te predkosé, Jezeli linija krzywa jest zamknigta, natenczas wartosé
téj calki, rozciggnietéj na caly obwéd krzywéj, nazywamy krgZeniem cieczy
po téj krzywéj. Aby obliczyé prad i kraienie, naleZy zawsze okréslic kie-
runek, w ktérym punkt (z, v, 2) obiega krzyws,.

Obliczmy krgzenie po krzywéj nieskoficzenie maléj, otaczajacéj punkt
m (%, ¥, 2), i znajdujacéj sig¢ na plaszezyZnie, przez ten punkt przechodzgeé).
Wystawmy w m uklad prostokatny osi, oznaczmy przez (&, 1, {) nieskoficzenie
male spélrzgdne punktu n na t& kyzywéj, przez u, v, w predkoSei skladowe
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w punkcie m, a przez w', ', w' predkosci w punkecie n. Wedlug (6) art.
203-go bedzie

1 1
u'=u+l,§+g(%—2ws)‘f]+*2'(% + 20,) €,
1
V=04 hy + g (0 —200) €+ (o + 20m) £,

w=w-+A{+ %(‘Pz—‘m”m) £+ %(% + 20,) 1;
a zatym
(1) W de o dn+w dC=udt + v dn+wdl + \ EdE + Ngndn + A EdL +
O an+LC e+ e antn.a)+
+ oy (7.dC—C.dn) + 0y (C.d6 —E.dC) + 0y (E.dn—1.dE) =d (ut +
+ v + wb) + —; ANE M+ M 9.0+ 9,86+ €] +
+ o, (q.dE—E.dn) + wy (C. dE—&. dE) + 0y E.dq— 1. dE),

gdzie rézniczkowanie odnosi sie do dwu sasiednich punktéw krzywé) rozwa-
zangj, a wielkosei u, v, w, A, @;, ; odnoszg, sig do punktu m.

Krazenie po té) krzywéj wyraza calka j‘(u’ A& 4 ' dq+ w'.db). Po-

niewaZ piérwsze dwa wyrazy po prawéj stronie ré6wnania (1) sg réiniczkami
zupelnymi funkeyj jednowartoSciowych, przeto ich calki sg réwne zeru dla
krzywéj zamknigtéj; otrzymamy wiec:

j‘(u'.dﬁ + o' dy +w'.d{)=mljl('q.dt——ﬁ.d'q) +
@)

+ wzj‘(t.d-i—ﬁ . db) + wnj(&.dn—n.di).

Prowadzac z punktu m promienie do obwodu krzywéj, pole jéj df podzielimy
tym sposobem na nieskoficzenie male wycinki. ‘Wyrazy pod znakami calkowa-
nia po prawych stronach przedstawiajg wlasnie podwijne wielkoSei rzutéw
takiego wycinka na plaszczyzny yz, 2, 2y, przyczym bierzemy pole wycinka
ze znakiem wigeéj, jezeli punkt obiega ten wycinek z punktu m w takim kie-
runku, izby wycinek znajdowal sig po lewéj stronie punktu obiegajgcego. Je-
zeli zatym wystawimy w punkeie 2 normalng do tego pola w takim kierunku,
izbyémy, patrzac z dowolnego punktu té normalnéj na pole, widzieli obieg
krzywéj w kierunku obiegu wskazéwki na zegarze, i oznaczymy przez (a, b, c)
dostawy kierunkowe téj normalnéj, mie¢ bedziemy

(3) j‘(u'. dE + v'.dn+ w'.dt) = 2 (aw, + b, + cog) df;

krazenie wige bedzie rowne podwéjnemu iloczynowi powierzchni pola i rzutu
predkosei kijtowéj na normalng do jego powierzchni.

‘Wykréslmy w cieczy dowolng powierzchnig ciggly i niezamknieta, kto-
réj brzeg zamknigty niech stanowi jedna krzywa ciagla. Dzielge t¢ powierz-
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chnig dwoma uktadami krzywych na nieskoiczenie male pola, moZemy wedlug
(8) obliczy¢ krgzenie po obwodzie kazdego pola. Jezeli krgienia dla wszyst-
kich elementéw t6j powierzehni dodamy do siebie, to suma hedzie krgzeniem
po brzegu powierzchni; kaZdy bowiem element linijowy na powierzchni ogras
nicza dwa przylegle pola elementarne, bedzie wige opisywany w dwu kierun:
kach przeciwnych, wskutek czego odpowiednie jemu wyrazy w sumie zniosg
sig wzajemnie. Wyrazajge to twierdzenie wedlug (3) i kladace wartoSei o,
0y, 0y, otrzymamy nastepujgce réwnanie:

dw v du  dw dv  odu ’__
@ ﬂ“('@?}“ﬁ}%b("a;—az)“(a“ﬁg)l“fﬂ
. :j{u.dx—i—v.r?y—l—w.dz),

w ktérym catkowanie po lewéj stronie rozciagga sie na dang powierzchnig,
a calkowanie po prawéj stronie na brzeg téj powierzchni. PredkoSei o, , w,,
w; nie potrzebuja byé funkeyjami cigglymi na powierzehni, byle tylko u, v, w
nie zrywaly nigdzie ciggloSei. Gdy powierzehnia ma kilka brzegow cigglych
i zamknietych, rdwnanie powyZsze do niéj stosowad sie bedzie, jezeli po prawéj
stronie przyjmiemy sumg kraZen po brzegach oddzielnych. Gdy bowiem po-
wierzchnia ma dwa brzegi, i poprowadzimy na niéj krzyws, Iaczacqy dowolny
punkt jednego brzegu z dowolnym punktem drugiego brzegu, to otrzymamy
teraz jedng krzyws, calkowicie zamknigta. Krzywa Isczaca bedzie przy obli-
czaniu krazenia dwukrotnie opisywana w przeciwnych kierunkach, a zatym
odpowiednie jéj calki bedg réwne zeru i pozostang tylko calki dla wlaciwyoh
brzegéw, ktorych obieg okrésla podane poprzednio prawidlo.

Réwnanie (4) wyraza nastgpujace twierdzenie: lrqéente giecsy po linii
Iraywéj réwna sig podwdjnéj sumie natgier wssysthich wiréw, objelych przez
dowolng powierachniq, calkowicie w cleczy leacq, litdréj brzegiem jest ta krzywa.

Stosujmy powyzsze twierdzenia do wiru, Uwazajmy dowolng czesé wiru
(fig. 68), ograniczong dwiema kierownicami ABCA i A'B'C'A' jako brzega-
mi téj czedei, 1 oznaczmy przez K (ABCA) krazenie
po brzegu ABCA. Poniewaz w kaidym punkcie na
powierzchni wirn aw, 4+ b, + cws =0, przeto wedlug
(4) krgzenie po krzywéj ABCAA'C'B'A’A jest réwne
zeru, Krgzenie ma byé brane w kierunkach strzalek,
aby, stosownie do podanego prawidia, powierzchnia znaj-
dowala sig zawsze po lewéj stronie punktu krazacego.
Jezeli przez P (A A') oznaczymy prad po krzywéj A A/,
to bedzie
K(ABCA) +P(AAY+K(A'C'BA) +P(A'A) =0,
a poniewaz P (A A')=— P (A'A), przeto
(5) K(ABCA)=—K(A'C'BA)=K(A'B'C'A"),
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co 0znacza, ze krqsenie po kasdéj kierownicy wiru w tym samym kierunku jest
toé samo. Poniewaz kierownica jest krzywg nieskoficzenie malg, przeto, obie-
rajge jg na plaszezyznie normalndj do osi wirn, i stosujac do niéj réwnanie
(3), widzimy, Ze iloczyn przekroju wirn i predkosci katowé) o jest wielkocig,
staly dla kaZzdego przekroju. To jest wlasnie twierdzenie (3) art. poprzedza-
jacego, a z podanego dowodzenia wynika, Ze ono ma miejsce, chociazby pred-
ko$¢ katowa nie byla funkcyjy ciagly spélrzednych, byle tylko u, v, w nie zry-
waly ciggloéci, W takim przypadku of wirn bedzie miala punkt osobliwy,
jak np. punkt zwrotu, a mimo to zwigzki okazane zachodzi¢ beda.

210. ROWNANIA RUCHU NIEWIROWEGO. Zwr6émy sig teraz do ruchu
niewirowego. Jezeli oznaczymy potencyjal predkoéei przez ¢ i przyjmiemy dla

to réwnania Kuler'a bedg dla ruchu niewirowego

0P 1 dp 0D 1 dp 0P _ 1 dp
Wi e = s e
jekeli sily zewnetrzne majg potencyja.l U, to otrzymamy
0 _ 1 op 1 dp
()I(U (I))._ ax! 0_‘9"(U ‘D)"‘_"ﬁg!

@ 0 1 op
r}—s(U_ D) = o
PomnéZzmy te réwnania odpowiednio przez dz, dy, dz, prz\yczym te wielkos§ei
oznaczajg przyrostki spolrzednych, jezeli w pewnéj chwili z punktu (z, y, 2)
w cieczy niewirujgcéj przechodzimy do punktu sgsiedniego, i dodajmy iloczyny;
mieé bedziemy

' dp

AP =dU — =
Calkujgc to rownanie przy stalym ¢ w obrgble przestrzeni, zajetéj przez ciecz
niewirujges, i wst&wiaj%c wartodté P, otrzymamy

o B[ @) ]v- 2o

Poniewaz stala calkowania moze byé funkeyjg czasu, przeto oznaczyliémy jg
przez F (t). To réwnanie okrésla ruch niewirowy; hiorae bowiem jego pocho-
dne czgstkowe wzgledem 2, y, 2, otrzymujemy réwnania ruchu (2).

Dla ruchu trwalego przy dzialaniu sit zachowujgeych, ktérych poten-
cyjal nie zawiéri czasu wyraznie, bedzie %tg =0, a stala calkowania bedzie
niezalezna od czasu; otrzymamy wige

O )=t



