
E O Z D Z I A E XVIIL

STATYKA CIECZY (HYDROSTATYKA).

193. POJĘCIE CIECZY DOSKONALEJ. W mechanice ciał stałych utwo-
rzyliśmy pojęcie oderwane ciała sztywnego, jako najprostsze, aby uzyskać
podstawę do poznania w pierwszym przybliżeniu najważniejszych pvaw równo-
wagi i praw ruchu ciała stałego wogólności. Następnie wprowadziliśmy po-
jęcie sprężystości, które pozwoliło w dalszym przybliżeniu poznać owe prawa
ze względu na własności rzeczywiste tych ciał, które za stałe uważamy. Po-
dobnie postępujemy w mechanice cieczy. Tworzymy naprzód pojęcie cieczy
doskonałej, które jest również oderwane, jak pojęcie ciała sztywnego; z niego
wyprowadzamy prawa równowagi i prawa ruchu, stosujące się w pierwszym
przybliżeniu do cieczy rzeczywistych; następnie zaś dopiero wprowadzamy
pewne cechy, odróżniające ciecz rzeczywistą, od doskonałej, aby dokładniej
zbadać zachowywanie się cieczy względeni sił, działających na jej cząstki.

Najwybitniejszymi cechami cieczy, odróżniającymi ją od ciała stałego,
są: popierwszo, znakomita ruchliwość jej cząstek, powtóre, bardzo mała jej
ściśliwość. Ruchliwość cieczy objawia się tym, że, aby dwie cząstki cieczy, do-
tykające się wzajemnie, przesunąć względem siebie na płaszczyźnie styczności,
potrzeba siły bardzo małej; mała zaś ściśliwość cieczy polega na tym, że po-
trzeba bardzo wielkiej siły, aby dwie cząsteczki, z których jedna znajduje się
w jednej, a druga w drugiej z dwu dotykających się, cząstek cieczy, zbliżyć do
siebie. Rozmaite stopnie ruchliwości przypisujemy rozmaitej l e p k o ś c i
cieczy, wskutek której dwie cząstki, dotykające się przylegają do siebie i pod-
czas ruchu cieczy pojawia się t a r c i e w e w n ę t r z n e między tymi cząstkami,
które należy uważać za siłę styczną, mającą kierunek przeciwny kierunkowi
prędkości względnej w punkcie styczności. Ciecz idealną, pozbawioną lepkości
i ściśliwości, nazywamy c ieczą d o s k o n a ł ą .

Określenie siły wewnętrznej, odpowiedniej nieskończenie małemu elemen-
towi, jest takież samo dla cieczy, jakie podaliśmy w art. 176-yrn dla ciała
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sprężystego. Ponieważ ciecz doskonała, jako pozbawiona lepkości, nie ma
kształtu samoistnego, lecz musi się znajdować w naczyniu, którego ściany sta-
nowią jej powierzchnią, przeto wnosimy popierwsze, że natężenie w cieczy,
odpowiadające sile wewnętrznej, jest zawsze ciśnieniem, a nigdy ciągnieniem
być nie może, dopóki ciecz nie przestaje być ciągłą; powtóre, że żaden element
cieczy doskonałej nie doznaje natężenia stycznego. A ponieważ wiadomo
z art. 182-go, że, jeżeli elementy nieskończenie małe, przez tenże sam punkt
przechodzące, doznają samych tylko natężeń normalnych, natenczas te natę-
żenia są równe we wszystkich kierunkach, przeto w 'każdym punkcie cieczy do*
skonałej zachodzi toż samo ciśnienie we wszystkich kierunkach, Z tego powodu
określamy ciecz doskonałą w każdym punkcie pod względem sił wewnętrznych
przez ciśnienie w tymże punkcie. Powierzchnia, którą dla ciał sprężystych
nazywaliśmy elipsojdą natężeń, przybiera kształt kuli dla cieczy doskonałej,
W punktach, gdzie ciecz dotyka się ścian naczynia, zachodzi ciśnienie nor-'
malne na elementy tych ścian, a na powierzchni może ciecz doznawać ciśnie-
nia środka otaczającego. Pojęcie stanu naturalnego, w którym ciśnienie by-
łoby równe zeru w każdym punkcie, nie istnieje dla cieczy doskonałej.

Z nieściśliwości cieczy doskonałej wynika, że każdy element cieczy zaj-
muje ciągle tęź sarnę objętość, a ponieważ jego masa nie może się zmienić,
przeto gęstość cieczy doskonałej w każdym punkcie jest stała, Jeżeli ciecz
jest niejednorodna, natenczas zachodzi zmiana gęstości tylko w tych punktach
powierzchni, które oddzielają dwie ciecze rozmaite.

194. RÓWNANIA EÓWNOWAGI. Odnieśmy cząstki cieczy do nierucho-
mego układu prostokątnych osi spółrzgdnych, oznaczmy przez X, Y, Z skła-
dowe siły, przyłożonej do jednostki masy cieczy w punkcie x, y, g, a przez p
ciśnienie w tym punkcie. Równania równowagi elementu otrzymamy z art.
183-go, kładąc według danych określeń pi3 = 0, p3l — 0, pM = 0, pn = p23 =
=i> 3 3 = — p, i pisząc oX, a T , oZ zamiast X, Y, Z, jeżeli o oznacza gęstość
cieczy. Otrzymamy takim sposobem następujące równania równowagi cieczy:

(1) X - i ^ = 0, Y_iJP=o, Z-A-JŁerO.
w o ox a ay a da
Te równania stosują się także do cieczy lepkiej; jeżeli bowiem cząstki cieczy
nie mają ruchu względnego, natenczas nie ma tarcia wewnętrznego.

Z równań tych wynika

a ponieważ p jest tylko funkcyją spółrzędnych, przeto czynnik po prawej stro-
nie jest różniczką zupełną dp, a zatym

(2) • ^- — Xd% + Ydy + Zda.

To równanie, w którym, jak widzimy, gęstość jest stała, wyraża ważne
twierdzenie: ciecz może by6 w równowadze tylko przy działaniu sił, mających
potencyjał,
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Jeżeli U oznacza potencyjał sił, to

(3) dp =. adXJ, jp = aU + stalą,

a ponieważ p ma w każdym punkcie tylko jedne wartość, przeto potencyjał
jest funkcyją jednowartościową spółrzędnych. "Wiadomo, (art. 83), że dU=:0
jest równaniem powierzchni potencyjałnej; na takiej więc powierzchni jest
dp = 0, a zatym w każdym punkcie p =s stałej. 'Powierzchnie potencyjalne,
odpowiednie sitom przyłożonym, są powierzchniami stałego ciśnienia iv cieczy,
Wypad/cowa sil przyłożonych jest normalna iv każdym punkcie do powierzchni
stałego ciśnienia. Talcie dwie powierzchnie nie mogą si§ przecinać (art. 83).

Jeżeli na masę cieczy nie działają, żadne siły, wtedy ciśnienie jest takież
samo we wszystkich punktach i równa się stałemu ciśnieniu na powierzchnią
cieczy.

Równania (1) stosują się także do równowagi cieczy rozmaitych, nie
mieszających się wzajemnie. "W tym przypadku gęstość a jest stała w obrę-
bie każdej cieczy, a jej wartość zmienia się tylko wtedy, gdy przechodzimy
przez powierzchnią, rozdzielającą dwie ciecze. Przypuśćmy, że potencyjał sił
przyłożonych wyraża się przez tę sarnę funkcyja spółrzędnych w całej prze
strzeni, przez dwie ciecze zajętej. Ciśnienie p i potencyjał D doznają wtedy
tych samych przyrostów dp i cZU, z jakiegokolwiek punktu odpowiedniej po-
wierzchni potencyjałnej przejdziemy do punktu nieskończenie bliskiego sąsie-
dniej powierzchni potencyjałnej. Stosunek dp : dTJ jest przeto stały w war-
stwie, ograniczonej dwiema powierzchniami potencyjalnymi, nieskończenie
bliskimi; a ponieważ według (3) ten stosunek jest równy gęstości cieczy, prze-
to gęstość cieczy jest stała na powierzchni potencyjałnej. Z tego wynika, że po-
wierzchnia potencyjalna nie może przecinać powierzchni, rozdzielającej dwie
ciecze w równowadze, a zatym powierzchnia rozdzielająca, dwie ciecze, jest po-
wierzchnią potencyjalna i powierzchnią stałego ciśnienia.

195. Możemy równania równowagi wyprowadzić także z zasady prac
przygotowanych. Gdy 8x, Sy, dz oznaczają przesunięcia przygotowane punktu
(sc, y, z), to a (X §x + Y dy + Z dz) doc dy dz będzie pracą przygotowaną
sił, przyłożonych do elementu nieskończenie małego, którego granicą jest ten
punkt. Jedynym warunkiem gieometrycznym, określającym ciecz, jest jej
nieściśliwość, która wyraża się przez równanie § (dx dy dz) — 0, orzekające,
że objętość elementu nie zmienia się. Zasada więc prac przygotowanych
prowadzi do następującego równania równowagi:

(1) i I I [a (X 8% + Y 8y + Z dz) + X. 5 (dx dy dz)] dx dy dz — 0,

w którym czynnik nieoznaczony X jesb funkcyja spółrzędnych. Waryjacyją
objętości elementu znajdziemy według prawideł rozdz. XVII, kładąc odpo-
wiednio nieskończenie małe drogi przygotowane 3*, §y, Sz zamiast przesunięć,
u, v} w. Otrzymamy więc według (4) art. 177-go,
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(2) S (ix dy de) - ( ^ + ^ + ^f) dx dy ig, a stąd

(3)

gdzie całkowanie rozciąga się na całą objętość cieczy. Całkując częściowo,
otrzymamy

^ ó S a ; 7 7 j / / 7 j / •*

A . —;—• axdy ds = I SI/OJ L

gdzie [X§a;] oznacza różnicę wartości, jakie funkcyja X8x przybiera w dwu
po sobie następujących punktach, w których prosta, równoległa do osi %,
a przechodząca przez punkt (y, g), przecina powierzchnią cieczy (art. 185).
Postępując podobnie z dwiema pozostałymi całkami, otrzymamy równanie
równowagi

•f | | [X Sx] dy dg+ | | [X 8y] dg dx + \ \ [X 8e] dx dy = 0,

w którym całkowanie potrójne rozciąga się na objętość cieczy, a całkowania
podwójne rozciągają się na jej powierzchnią. Obrawszy na tej powierzchni
element d<& i oznaczywszy przez a, 6, c dostawy kierunkowe jego normalnej
zewnętrznej, otrzymamy, według art. 185-go,

I |[X8a?J óy efc + i j[XS?/]ćfećfe-j-( \[\§z]d% dy = \\ (a§x + bdy + cSss) dw,

gdzie funkcyja X i przesunięcia stosują się do punktów na powierzchni cieczy;
stąd:

dy r (a
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Ponieważ po uwzględnieniu warunku nieściśliwości przesunięcia elemen-
tu cieczy są dowolne, przeto każdy wyraz pod znakiem całkowania potrójnego
jest równy zeru, skąd wynikają równania równowagi elementu wewnątrz cieczy

(6) a X = -r- , o Y = -T- , o Z = — .
w dx uy ' ds
Z porównania tych wzorów z równaniami (1) art. poprzedzającego okazuje się,
że X ==p. Warunek krańcowy będzie według (5) po wstawieniu wartości X,

(7) Jp(ai
gdzie j) oznacza ciśnienie w punkcie (x, y, g) na powierzchni cieczy.

Jeżeli powierzchnia cieczy jest swobodna, natenczas przesunięcia w (7)
są dowolne, jest przeto w każdym punkcie takiej powierzchni p = 0. Jeżeli
część powierzchni cieczy stanowią ściany naczynia i Adx-\-3dy ~\-Gdz = O
jest równaniem różniczkowym powierzchni ściany, to cząstka cieczy może się
przesuwać tylko na płaszczyźnie stycznej do tej powierzchni, jest przeto ASa; +
+ 'BSy + Odg = 0, przyczyni a : b : c = A : B : O. Odpowiednie więc wyrazy
AV równaniu (7) będą równe zeru, a przeto nie prowadzą do żadnego warunku;
równowaga więc zachodzić będzie bez względu na ciśnienie, jeżeli tylko cią-
głość cieczy nie doznaje przerwy.

196. CIŚNIENIE CIECZY MATEKTJALNBJ. Niech na cząstki cieczy dzia-
ła tylko siła ciężkości; jeżeli wielkość tej siły dla jednostki masy przyjmie-
my jako stałą, natenczas będziemy mogli badać równowagę cieczy matery-
jalnej, w niewielkiej ilości nagromadzonej. Powierzchniami potencyjalnemi
dla siły ciężkości są płaszczyzny poziome (art. 84), a przeto ciśnienie cie-
czy, będącej w spoczynku, jest stałe na płaszczyznach poziomych. Powierz-
chnia swobodna takiój cieczy oddziela ją od innej cieczy lub od środka
otaczającego, jest więc powierzchnią stałego ciśnienia czyli powierzchnią po-
tencyjalną, a zatym płaszczyzną poziomą. Stosując pojęcie poziomu do przy-
padku ogólnego cieczy w równowadze, nazywamy powierzchnią stałego ci-
śnienia ogólnie także p o w i e r z c h n i ą p o z i o m u cieczy, jakimikolwiek by-
łyby siły rozważane (art. 83).

Niech powierzchnia cieczy będzie płaszczyzną %y\ obierzmy oś g pio-
nowo na dół; wtedy U =gz + a, jo = ags + i, gdzie a i I oznaczają stałe.
Niech p0 będzie ciśnieniem stałym na powierzchni cieczy, wtedy p=p0

dla g = 0, więc l=zp0. skąd

(1) p=.ags+p0.

W przypadku, gdy2>o — 0 , co najczęściej przyjmować będziemy, będzie j) =
= agg. Ciśnienie cieczy w hasdyin punlccie jest równe ciężarowi słupa cieczy,
Mór ego podstawa jest równa jednostce, a Jdórego wysokość jest równa odległości
tego punktu od poii-inrgchni cieczy.

Niech dno płaskie naczynia, zawierającego ciecz, będzie poziome,
i niech h będzie wysokością cieczy nad dnem. Jeżeli P jest całkowitym
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ciśnieniem cieczy na ario, którego pole jest F, natenczas P s = p F = s a g h F , t. j ,
całkowite ciśnienie cieczy w spoczynku na, dno poisionie naczynia jest równe cię-
żarowi słupa ciecgy, wystawionego na dnie i sięgającego do powierzchni - cieczy
(twierdz. Steyin'a). To ciśnienie więc nie zależy ani od ścian naczynia, ani
od objętości cieczy.

Ciśnienie całkowite, które ciecz wywiera na dane pole zamknięte ścia-

ny płaskiej naczynia, nazywamy c i ś n i e n i e m bocznym cieczy na topole.

Aby obliczyć to ciśnienie dla pola F , podzielmy pole układem nieskończe-

nie blizkich prostych poziomych na elementy; wtedy na element d¥, znaj-

dujący się w głębokości s pod powierzchnią, cieczy, przypadnie ciśnienie

(?P = agz. cZF, prostopadłe do ściany. Ponieważ ciśnienia.dV są równo-

ległe, pfzeto ciśnienie boczne jest P = ag \zd~E, gdzie całkowanie rozcią-

ga się na całe polo ciśnione. Niech Z oznacza głębokość środka masy pola

F pod powierzchnią cieczy, wtedy Z . F — I # . $ F , a stąd

(2) P

Ciśnienie bocsne ciecgy w spoczynku jest równe ciężarowi słupa ciecey, Mórego
podstawą jest póle ciśnione, a którego wysokość jest równa odległości środka ma-
sy tego pola od poioierschni cieczy.

Punkt przyłożenia ciśnienia bocznego nazywamy ś r o d k i e m c i śn ie-
n i a pola rozważanego. Niech prosta, podług której powierzchnia cieczy
przecina ścianę, będzie osią x, a w dowolnym punkcie tej prostej przyjmij-
my na ścianie oś C prostopadle do x. Jeżeli C oznacza odległość elementu
d~F od osi x, zaś a kąt, który ściana tworzy z pionem, natenczas moment
ciśnienia dP względem osi x jest C.fZP czyli agst,. d¥ =<jg cos a . ti^dF,
ponieważ s -•= C cos a. Moment więc ciśnienia bocznego P wyględem osi x

jest ag cos a t C2. d¥ = ag Iv cos a, gdzie Ix oznacza moment bezwładności po-
la względem osi x. Niech I oznacza moment bezwładności pola względem
prostej, równoległej do osi x, i przechodzącej przez środek jego masy, Zs

odległość środka masy pola od osi x\ wtedy Itt = I + F , Z s
2 . Jeżeli więc Z c

oznacza odległość środka ciśnienia od osi x, natenczas

P . Z, = og (I + F Z8
2) cos a ,

a stąd, po wstawieniu wartości P,

(3) Z 0 = Z s ^

z czego się okazuje, że Z^^Z,, że zatyni środek ciśnienia znajduje się po-
niżej środka masy pola olśnionego. Jeżeli przedstawimy sobie, że pole ciśnio-
ne waha się około osi x, natenczas z art. 162-go wynika, że środek ciśnie-
nia jest zarazem środkiem wahań pola rozważanego.
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jeżeli ścianę naczynia stanowi powierzchnia krzywa, natenczas ci-
śnienia, które ciecz; wywiera na elementy tej ściany w kierunkach normal-
nych nie będą równoległe, a przeto stanowić będą w ogólności układ sił 3-go
rodzaju. Wtedy więc nie istnieje ani wypadkowa ciśnień elementarnych,
ani środek ciśnienia.

197. ZASADA AEOHIMEDESA. Eozważajiny działanie cieczy materyjaU
nćj na ciało sztywne, w niej zanurzone. Przypuściwszy, źe ciało jest częściowo
zanurzone czyli pływa na cieczy, obierzmy powierzchnią cieczy za płaszczyznę
xy, a oś 0 pionowo na dół. Element d<a, obrany w punkcie (x, y) c) na po-
wierzchni zanurzonej ciała, doznaje w kierunku normalnej wewnętrznśj ci-
śnienia dJ? = ag;j, du>. Jeżeli a, b, c oznaczają, dostawy kierunkowe tej nor-
malnej, wówczas a.d~P, b. dP, c.c?P będą odpowiednio składowymi, zaś
(cy — bs) d P , (as — ex) dP, (bx — ay) d~P momentami tego ciśnienia względem
osi spółrzędnych. Wstawiając wartość d P i całkując na powierzchni zanu-"
rzonej ciała, otrzymamy

(1)

X — ag I as . da, Y = ag \ bs . du>, Z = ag I es. efeo

L = ag 1 (cy—ds)edat, M.—ag 1 (as— ex) sda>, N = ag\(lx — ay)sd<&.

Wielkości X, Y, Z, L, M, N przedstawiają całkowite działanie cieczy na
ciało zanurzone.

Każdą z powyższych całek podwójnych możemy zamienić na całkę po-
trójną, rozciągającą si§ na objętość zanurzoną ciała. W tym celu rozważaj-
my całkę, następującą:

rozciągającą się na pewną ograniczoną część przestrzeni; funkcyja F i jej po-
chodne jest ciągłą i jednowartościową w każdym punkcie (x, y, s) wewnątrz
danej przestrzeni i na powierzchni ograniczającej. Aby wykonać całkowanie
względem x, rzućmy tę powierzchnią ograniczającą na płaszczyznę ys, obierz-
my wewnątrz rzutu punkt (y, s), poprowadźmy przezeń prostą, równoległą, do
osi x, i oznaczmy przez F, , F 2 , . . . • F 2 „ _ i. F 2 „ wartości funkcyi F w punktach
xx, a? 2 , . . . , a?an—u 5Cin, w których owa prosta przecina powierzchnią daną.
Ilość tych punktów jest parzysta. Wtedy

T* = f f(F2 — F4 + F4 — F3 + ... + F2„ — F 2 n_,) dy Śś:

Niech Ui, &,•, d oznaczają dostawy kątów, które normalna wewnętrzna do po^
wierzchni ograniczającej w punkcie (aj,-, «/;, si) tworzy z osiami, a diat niech
oznacza w tym punkcie pole elementu tej powierzchni, którego rzutein na ys
jest prostokąt dyds. Wtedy
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dydg — ajdło), = s — a2(Zeo2 =
= — aindo)in, więc

r* = 1 l(—a2F2£?(0a — a t i 1 ! (Zcoj — . . . . — «2„F2»f

czyli krócej

r* =3 — f f a F . dm ,
przyczym całkowanie rozciąga się na powierzchnią ograniczającą. Twierdze-
nie, przez to równanie wyrażone, możemy, kładąc dY = dx dy da, tak przed-
stawić:

d-ldY = — i a F.dw, podobnie J ^dV——l bJ?.du>,

(2)

Stosując równania (2) do całek (1), otrzymamy \ as da> — — \ -r— d V,

a ponieważ — ==s 0 wewnątrz ciała zanurzonego, przeto \ az dm=. 0. Po-
eto J

dobnie I bgd<& = — \—- dV = 0; 1 ćsdia — — I dY = — V, gdzie VJ Jdy 'J J '
oznacza objętość zanurzoną ciała. Podobnym sposobem otrzymamy

f CC CC
J J J J J

Niecb. | , 7], C oznaczają spółrzędne środka masy S tej części ciała, któ-

ra jest zanurzona; wówczas I y. d V = f] • Y, I x .dY—iY, a więc
J J

N = 0.

Oznaczmy przez £', TJ', £' spółrzędne środka masy 8'- całego ciała, przez V całą
objętość ciała, przez a' jego gęstość średnią; wtedy a'gY' jest ciężarem ciała.
Redukując ciężar ciała do początku spółrzędnych, otrzymamy następujące siły
i momenty:

X' = 0, Y' = 0, Z' = a'.9V;
W L' = afgV'7jf, M' = — a'<7Yra(, N' = 0.

Z równań (3) okazuje się, że na ciało zanurzone ciecz nie wywiera ża-
dnego działania poziomego, tudzież że ciśnienia cieczy na ciało nie mają mo-
mentu względem pionu. Żeby ciało zanurzone, samemu sobie zostawione,
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było w równowadze, potrzeba, aby Z + Z' — 0, L + L ' = 0 , M + Mr = 0,
a stąd

to znaczy, że stosunek gęstości średniej ciała do gęstości cieczy, jest równy
stosunkowi objętości zanurzonej ciała do jego objętości całkowitej, a środek
inasy całego ciała i środek masy jego części zanurzonej znajdują się na tym
samym pionie. Ponieważ V<?V, przeto jest a ' ^ o ; gdyby a' >. a, natenczas
pływanie ciała byłoby niemożebne. "W przypadku gdy a' = o, będzie V ' = V ;
ciało pływać będzie przy całkowitym zanurzeniu.

Osi x, y możemy zawsze tak obrać, żeby i = 0, vj = 0; w tym celu
należy pion, przechodzący przez punkt S ; obrać za oś z. "Wtedy będzie
L = 0, M = 0, a całe działanie cieczy zredukuje się do siły Zz=z— ogY,
którą nazywamy p a r c i e m cieczy na ciało. Parcie cieczy, w spoczynku zo-
stającej, na dało w niej zanurzone, ma JcieruneJc pionowy w górę i jest ró-
wne ciężarowi tej samej objętości cieczy, co objętość części zanurzonej ciała.
Punlctem przyłożenia parcia jest środeh masy zanurzonej części data, wypeł-
nionej masą jednorodną. Te twierdzenia wyrażają tak zwaną z a s a d ę Ar*
c h i m e d e s a.

Prostą, łączącą środek masy całego ciała ze środkiem masy jego części
zanurzonej, nazywamy osią p ł y w a n i a , a płaszczyznę, na której w pewnym
położeniu ciała przypada przedłużenie w jego wnętrzu powierzchni cieczy, na-
zywamy p ł a s z c z y z n ą p ł y w a n i a ciała w tym jego położeniu. Oś pływania
jest pionowa, jeżeli ciało pływa w cieczy. Jeżeli a'^a, wtedy należy ciało
zawiesić, żeby w cieczy nie zatonęło. Parcie wówczas nie równoważy ciężaru
ciała, lecz zmniejsza go, i wtedy mówimy, że ciało traci ze swego ciężaru tyle,
ile waży ciecz tej objętości, co ciało. W tej formie wyrażamy zwykle zasadę
Arcliimedesa.

198. RÓWNOWAGA OIAE PEYWAJĄCWCH. Stosownie do okrśślenia w art*
113-ym mówimy, że ciało znajduje się w równowadze stałej, jeżeli ciało po
bardzo małym odchyleniu z położenia ró-
wnowagi w cieczy zdąża napowrót do tego
położenia i po bardzo małych wahaniach
przychodzi znowu do spoczynku w pier-
wotnym położeniu. Aby rozpoznać wa-
runki takiego stanu, zważmy, że ani ruch
postępowy w kierunku poziomym, ani ruch
obrotowy około osi pionowej nie znosi ró-
wnowagi, bo przez to nie zmienia się par-
cie cieczy na ciało. Wystarczy więc roz-
ważać nadanie ciału nieskończenie małe-
go ruchu postępowego w kierunku piono-
wym, jako też obrotu około osi poziomej.
Takie dwa fuchy są równoważne obrotowi F'g- 6"-

Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. X.
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około poziomej osi chwilowej, według której przecinają się płaszczyzny pły-
wania ciała w dwu sąsiednich jego położeniach.

Niech AB (fig. 67) przedstawia płaszczyznę pływania w położeniu pier-
wotnym, a A, Bj jej położenie względem ciała po bardzo małym odchyleniu
w kierunku strzałki: prosta O, według której przecinają, się obie płaszczyzny,
będzie osią obrotu chwilowego o kąt bardzo mały a. Punkt S przedstawia
środek masy części zanurzonej, a S' środek masy całego ciała; do tych pun-
któw przyłożone są siły odpowiednio agY i o'gV- "Wskutek ruchu chwilowe-
go zanurzy się część ciała BCBj, a część AOA t wynurzy się; parcie cieczy
wzrośnie więc o siłę P 1 } z jaką ciecz działa na BOB,, a zmniejszy się o siłę
P 2 , odpowiednią części ACA t. Aby obliczyć P t ! obierzmy prostą CB
za oś x, a oś chwilową za oś y; wtedy pole elementu figury BCB t będzie
x sin a cos a dx. A jeżeli przez y rozumieć będziemy szerokość tej figury,
według której płaszczyzna AB przecina ciało, wziętą w kierunku osi y, to
xy sin a. cos a d x będzie objętośćcią elementu klina BOB,. Parcie cieczy na

ten element będzie <3gxysinacosadcc, a więc P j=: oć/sinacosa I xy.dx,

gdzie całkowanie rozciąga się na przekrój ciała od O do B. Moment parcia

P t względem osi y będzie a#sinacos2a I x2y.dx czyli o </l, sin a cos2 a, gdzie

I, oznacza moment bezwładności przekroju OB względem osi chwilowej. Po-
dobnie będzie a</I2sinacos2a momentem siły P a względem tejże osi, wzglę-
dem której I 2 oznacza moment bezwładności przekroju CA. Przyjmijmy, źe
S' znajduje się powyżej S, wtedy ciężar ciała a'gY' tudzież siły P t i P 2 obra-
cają ciało około osi chwilowej w przeciwnym kierunku odchylenia, a parcie
agV obraca w kierunku odchylenia. Jeżeli przeto suma momentów pierw-
szych trzech sił względem osi chwilowej jest większa od momentu parcia,
wtenczas ciało zdążać będzie do położenia pierwotnego. Niech prostopadłe
ż S' i S na płaszczyznę At B1 spotykają t% płaszczyznę odpowiednio w pun-
ktach D i E; wtedy warunek, aby równowaga ciała pływającego była stała,
wyrazi się przez nierówność

o'^V'.CD + og(It + I 2 ) s i n a c o s 2 a > a # V . C E ;
mieć więc będziemy, kładąc I = I x + I a ,

o l . sina cos2a > a V. OE — of Y'. CD.
Ponieważ z założenia oV = o' V, przeto:

I . sinacos 4a> V(OE — OD).
Gdy przyjmiemy S = SS', to OE — OD = Ssinoc; mamy więc

I . cos 2 a>Y§.
Ponieważ a jest kątem bardzo małym przeto otrzymamy

(!) I > Y § , czyli a < ^ ,
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gdzie I jest momentem bezwładności tej figury, według której płaszczyzna
pływania przecina ciało, względem osi chwilowej. Osią chwilową, może być
jakakolwiek prosta na tej płaszczyźnie, a I będzie najmniejsze względem
jednej z osi głównych tej figury. Jeżeli, przeto w (1) podstawimy zamiast I
jego wartość najmniejszą, a powyższa nierówność zachodzi, to ciało pływające
będzie w równowadze stałej, jakimkolwiek byłby ruch chwilowy, ciału udzie-
lony. A zatyrn: jeżeli środek masy całego ciała znajduje sig powyżej środka
-masy jego części zanurzonej, natenczas równowaga hędsie siała, jeżeli odległość
ivsajemna tych ooudwu środlców jest mniejsza od ilorazu s podzielenia najmniej-
szego momentu bezivładności figury, według Jctórej płaszczyzna pływania prze-
cina ciało, przez objętość części zanurzonej tego dala.

Gdyby punkt S leżał powyżej S', wtedy warunkiem równowagi stałej by-
łoby I . s i n a c o s 2 a > V. ( O E - C D ) . Ponieważ w tym przypadku O E - C D =
=£ — Ssina, przeto otrzymalibyśmy I cos2a ; > — V. 5. Temu warunkowi zaw-
sze stanie się zadość, ponieważ I jest wielkością dodatną. Jeżeli środelc masy
ciała znajduje się poniżej środlca masy jego części zanurzonej, natenczas róiono-
ivaga ciała pływającego jest stała. W przypadku całkowitego zanurzenia
punkt S razem się zejdzie z punktem 8', a wtedy zachodzi równowaga w każ-
dym położeniu ciała. Taki stan równowagi ciała pływającego zowiemy obo-
j ę t n y m . Nazywamy zaś równowagę ciała pływającego n i e s t a ł ą , jeżeli ona
nie jest ani stałą, ani obojętną; wtedy nie wraca ciało po odchyleniu do pier-
wotnego położenia równowagi.

Powyższe roztrząsanie jest otyłe dokładne, oile pomijamy ruch cieczy,
wywołany przez odchylenie ciała, tudzież wpływ tego ruchu na oscylacyje
ciała. Żeby więc podane twierdzenia miały zastosowanie, potrzeba przyjąć,
że prędkość każdej cząstki cieczy jest nieskończenie mała w porównaniu
z prędkościami punktów ciała, i ciągle taką pozostaje.

199. KSZTABT RÓWNOWAGI OBRACAJĄCEJ SIĘ CIECZT. Ciecz, której

cząstki przyciągają się wzajemnie według prawa Newton'a, obraca się jedno-
stajnie około danej osi: mamy wyznaczyć kształt jej powierzchni. — Ciecz
przybierze pewien kształt oznaczony wskutek równowagi względnej sił, przy-
łożonych do jej cząstek. Tymi siłami są: przyciągania i siły odśrodkowe,
które, jak wiadomo, (art. 145) są jedynymi siłami pozornymi, dającymi pracę
elementarną. Biorąc sumę potencyjalów sił przyciągania i sił odśrodkowych,
i przyrównywając tę sumę do stałej dowolnej, otrzymamy według (3) art.
194-go równanie każdej powierzchni stałego ciśnienia, a zatym także równa-
nie powierzchni cieczy.

Niech X, Y, Z oznaczają składowe prostokątne przyciągania, którego
jednostka masy w punkcie (x, y, s) doznaje od cieczy; w niech oznacza stałą
prędkość kątową obrotu około prostej, którą przyjmiemy za oś z; natenczas

l ( X d t + Ydy + Zds) jest potencyjałem sił przyciągających, zaś — (x"-+y2)

jest potencyjałem siły odśrodkowej dla jednostki masy (art. 145). Równanie
więc powierzchni cieczy będzie
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gdzie a oznacza stałą. Potencyjał sił przyciągających zależy od krańców cał-
kowania, a zatyru od powierzchni cieczy, a ponieważ ta powierzchnia jest
właśnie niewiadomą, przeto ten potencyjał nie może być obliczony. Po-
dane zatym zagadnienie nie daje się bezpośrednio rozwiązać; pozostaje
tylko droga pośrednia, mianowicie należy po przyjęciu pewnego ograni-
czenia cieczy badać warunki, pod którymi to ograniczenie jest możebne.

Przyjmijmy, że ciecz jest ograniczoną powierzchnią elipsojdy obrotowej
lub trójosiowej, i wyznaczmy warunki, przy których mogą zachodzić takie
kształty równowagi.

Obierzmy osi główne A, B, O elipsojdy za osi spółrzędnych, (elipsojda
obraca się zatym około osi 0) oznaczmy przez a gęstość cieczy, a przez h wiel-
kość przyciągania dwu jednostek masy w odległości równej jednostce; wówczas
potencyjał sił przyciągania w punkcie (x, y, g) elipsojdy będzie według (15)
art. 132-go,

gdzie T> — y ( l + j j j ( l + ^ J ( l + ^-J • Gdy przyjmiemy

ds

to będzie D = i c ^ o ( A — S * 2 ^ H y a — Z^ 2 ); równanie więc powierzchni cie-
czy będzie

ft*o (A — S« 2 — H«/2 — Z^2) + ^ (a;2 + if) — a,

Czyli, gdy przyjmiemy \i^=z

(3)

Zęby to równanie odpowiadało elipsojdzie -^ + - ^ f - ^ = 1 , jak tego żą-

damy, zachodzić powinny następujące związki:

(4\ ^ 1 fc1 a — ^ tó2 U a — ^ 7 _ a — A
w [,, " - • Aa ' ~ i T ~ ~ " " " B 2 " ' ~ C 2 " '
które wyrażają szukane warunki zagadnienia. Mamy pięć niewiadomych
A, B, G, w, a, z których trzy pierwsze określają powierzchnią elipsojdy; a po-
nieważ między tymi wielkościami zachodzą tylko trzy związki (4), przeto dwie
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niewiadome mogą, być dowolnie obrane. Rugując z tych związków a — A,
otrzymamy dwa równania

v ' (j. A 2 ' [x B 2

z któi*yeh po ponownym wprowadzeniu całek, wypada

s.cZs

Odejmując od siebie pierwsze dwa równania (4), wyrugujemy w2 i otrzymamy
po łatwych redukcyach

(7) (B 2 — A 2)

jako jedyny związek, mający zachodzić między osiami elipsojdy, której kształt
ma przyjąć obracająca się ciecz.

Z ostatniego równania wynika, że ciecz może przyjąć kształty nieskoń-
czenie wielu elipsojd rozmaitych. Którekolwiek z równań (6) pozwala dla
każdej elipsojdy obliczyć odpowiednią prędkość kątową obrotu.

Równaniu (7) możemy uczynić zadość, biorąc A = B; ciecz może zatym
przyjąć kształt elipsojdy obrotowej, której osią jest oś obrotu cieczy. Biorąc
którekolwiek z dwu ostatnich równań (6), widzimy, że wyrazy pod znakami
całkowania są dodatne, a więc całki są także wielkościami dodatnymi; żeby
więc w miało wartość rzeczywistą, powinno być dla elipsojdy obrotowej A > 0 .
Ciecg może przybrać hsstalt sferojdy, Mórej osią jest oś obrotu. Elipsojda
obrotowa wydłużona, jest niemożebna.

200. Zastanówmy się bliżej nad kształtem sferojdalnym cieczy. "Weź-
1 / A2 Qa

my B==- = ; wówczas s oznacza mimośród elipsy, która przez obrót
G

około mniejszej osi O tworzy sferojdę; gdy podstawimy s = O3M, gdzie u jest
nową zmienną, to z równania ogólnego

s.ds

otrzymamy dla sferojdy
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Podstawiwszy u+ 1 = potrzymamy

r r
I u. du i (te

a następnie używając w każdej z tych całek podstawienia 0 2 = C , otrzymamy:.

(C2 + £ 2 ) 2 ~ S 2 ( C 2 + S2) ^ £3

C 8 , Crr. =arctg — .
C 2(C2 + e 2 ) 2 - E4C e 4 ( C a + 6 a ) ^ — « ,

Wprowadzając na nowo zmienne pierwotne i biorąc całkę oznaczoną, mieć
będziemy

r

Ponieważ — — arc tg — = aro tg s, przeto będzie
u • • . 8

(1) ^ - =

Dla każdego e można z tego równania obliczyć o>, to znaczy dla sferojdy o da-
nym inimośrodzie można wyznaczyć odpowiednią prędkość kątową obrotu.
Jeżeli zważymy, że s jest wielkością dodatną, to nietrudno okazać, że każdej
wartości e odpowiada dodatne w2, a więo rzeczywiste w. Jakoż, gdy przyj"
mierny

— = ~^~- • ? (£) > g d z i e <p (e) = a r o ^ s — ^ r p i )

iiitoi^i iii
. c?e (e2-{-3)2(62 4- 1)'

Dla s > O mamy ciągle <p' (e) > O, a zatym <p (e) wzrasta dla rosnących s,
a ponieważ tp (e) ma bardzo małą wartość dodatną dla bardzo małego dorlat-
nego e, przeto <p ( e ) > Odia e>- 0. Ponieważ pierwszy czynnik jest także

co3

dodatny, przeto — jest dodatne dla każdego dodatnego s. Każdej sferojdsie

odpowiada jąetenapr§dkość kątowa obrotu, a kształt równowagi nie zależy od
kierunku, w którym obracamy.
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Znak pochodnej -=- ( — ) zależy od znaku funkcyi/(s),. Dla bardzo małych

i dodatnych s jest funkcyja/(s) dodatna, a ponieważ / (e) = 0 dla e = J / y ,
przeto funkcyja /(s) pozostaje dodatną i rośnie od e = 0 do s = |/"§". Odtąd

IZ

jest / ' (s) < 0 , więc /(s) ubywa, a ponieważ dla s = oc, /(e) es — -jr, przeto

istnieje pewną wartość g, większa niż ]/~3~, dla której /(e) = 0. Jedynym
pierwiastkiem równania /(s) = O, zawsze zadość czyniącym temu warunkowi,
jest s = 2,5293, jak rachunkiem przekonać się można. Dla tej wartości s będzie

-=- ( — J = 0, a więc największe — , które dla sferojdy zachodzić może,

w2

Wstawiwszy powyższą wartość e w równaniu (1), otrzymamy max. — = 0,2246.

w2

Linija krzywa, przedstawiająca — w funkcyi e, podnosi się od zera aż do po-
wyższej wartości, następnie zniża się ku osi s-ów, która jest jej asyinptotą, bo
dla nieskończenie wielkiego s będzie pochodna tej funkcyi nieskończenie mała.
Prosta, równoległa do osi e-ów, której rzędna jest mniejsza od 0,2246, prze-
cina tę krzywą w dwu punktach; dla jednego z tych punktów będzie
e <C 2,5293, dla drugiego s > 2,5293; równanie (8) posiada więc dwa pierwia-
stki dodatne s dla każdej wartości co, leżącej poniżej wartości wymienionej,

w2

A eatym, żeby ciecs grsyhraia JcsstaU sferojdy, potrzeba, aby •—^0,2246; dla

(O2

każdej prędkości obrotu, cgyniąćej zadość ivaninJcoivi — -< 0,2246, otrzymamy
\i

dwie sferojdy jajco kształty równowagi, a dla — = 0,2246 tylko jedn§ sfe->

rojdę. Dla — " > 0,2246 nie może ciecz przybrać kształtu sferojdalnego.
I1

Z przebiegu powyższej krzywej wynika, że z równania (1) otrzymamy
dla bardzo małego to dwie wartości e, z których jedna bardzo mała, a druga

s3 e5

bardzo wielka. Dla pierwszej możemy użyć szeregu arc tg e = s o~ + " P —

,—..." po wstawieniu którego w (1) otrzymujemy, zatrzymując tylko najniższą

potęgę mimośrodu, — = —g- s2, • = - 5 - 1 / — . Dla drugiego pierwiastka

biorąc arc tg e = — , otrzymamy s = - 5 - . ~ . Jeżeli przyjmiemy następnie

(0 = 0, to otrzymamy 0 i co jako odpowiadające wartości mimośrodu. Gra-
nicami więc sferójd są kula (dla e — 0) i płaszczyzna do nieskończoności
(dla e = 00),

Możemy te wyniki zastosować do ziemi. Oznaczając przez R jej pro-
mień średni, przez g średnie przyśpieszenie spadku na jej powierzchni, przez
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o gęstość średnią, ziemi, mamy według równania (8) art. 135-go, Jca = -j ~- ,

. co2 2 Rco2 , 7a więc — = -ą , skąd

2 R<«^_ (e + 3)arc tgs — 3s
W J • — — p~

Ponieważ w jest bardzo małe dla ziemi, przeto możemy zamiast prawej strony
4

tego równania wziąć =-= e2, z czego wynika
i, O

-5- = v r S2, CZyll S2 = -jr . .
3 (/ 15 ' 2 </

Jeżeli Y] oznacza spłaszczenie sferojdy ziemskiej, to według art. 134-go, e2 =s
= 2TJ, a stąd

(3) 1 4 ^
w 4: g

Dla ziemi mamy w2 = 5329 X 10~ 1 2 ; wstawiwszy jeszcze wartości R
i g, otrzymamy:

•q = 0 , 0 0 4 3 2 7 = - ^ - .

Pomiary ziemi wykazały jednak, że jej spłaszczenie wynosi (art. 134),
Aoofto

a zatym mniej, niż wypada z powyższego rachunku. Ta niezgodność tym
się tłumaczy, że ziemia nie jest jednorodna, i służy zarazem na poparcie
przypuszczenia, że gęstość ziemi rośnie ku środkowi.

Warunkowi (7) art. poprzedzającego, określającemu kształt równowagi
cieczy, uczynimy zadość, kładąc

/

<*> ds /*oo ds

To równanie odpowiada, jak z poprzedniego dochodzenia wynika, elipsojdzie
trójosiowej jako powierzchni cieczy. Użyjmy podstawienia s=-C'lu, przyj-
mijmy a2 = C 2 : A2, p2 = C 2 : B2, .R2 = (1 + a 2») (1 + p»«) (1 + u); wów-
czas otrzymamy po łatwych redukcyjach

Z warunku 1 = 0, wynika
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Ponieważ każda z powyższych całek jest dodatna, przeto jest (l — a2—[32)>O,
czyli

obracająca się może prsyjąć kształt elipsojdy trójosiowej; wtedy odwrotność
Itwadratu tej osi elipsojdy, Idóra ma JcieruneJc osi obrotu, igdeie większa od sumy
odwrotności kwadratów dwu innych osi Ujść elipsojdy (twierdzenie Jacobi'ego).
Nie wdając się w bliższy rozbiór tego przypadku, odsyłamy czytelnika do prac
Mayer'a i Liouville'a, poniżej przytoczonych, które podają warunki, aby ciecz
przyjęła kształt elipsojdalny.

Ć W I C Z E N I A .

(1). Wyprowadzić bezpośrednio równania równowagi elementu cieczy, mają-
cego kształt prostopadłościanu, przyjmując, że ściany doznają, samycli tylko ciśnień
normalny cl).

(2). Półkole umieszczono pionowo w cieczy tak, że jego średnica przypada na
powierzchni cieczy: podzielić półkole na n części, doznających jednakowego ciśnienia
cieczy.

(3). Naczynie pólkuliste jest wypełniono cieczą: wyznaczyć ciśnienie na
czwartą część powierzchni, ograniczona, dwiema .płaszczyznami, przechodzącymi
przez oś pionową naczynia.

(*!). Wyznaczyć położenia, w których prosty graniastosłup trójkątny pływa na
wodzie przy zanurzeniu jednej lub dwu krawędzi, i podać położenia, w których jego
równowaga jest stała.

(5). Okazać, że pływająca elipsojda jednorodna znajduje się w równowadze
stałej, gdy jej oś najmniejsza ma kierunek pionowy.

(6). W naczyniu, mającym kształt walca obrotowego, obraca się ciecz ma-
teryjalna jednostajnie około jego osi: podać równanie powierzchni cieczy.

(7). Cząstki cieczy, obracającej się jednostajnie około osi, są przyciągane
według prawa Newton'a 23i'zez punkt, znajdujący się na tej osi: wyznaczyć powierz-
chnią, cieczy. Dla małej prędkości obrotu otrzymamy sferojdę,, której spłaszczenie
daje się obliczyć. Stosując ten wynik do ziemi, okazać, że spłaszczenie tej sferojdy
jest znacznie mniejsze od spłaszczenia ziemi, obliczonego z pomiarów geodezyjnych,

(8). Przyjąć w poprzednim zadaniu, że przyciąganie jest proporcyjonalne
względem odległości od punktu, znajdującego się. na osi obrotu i wyznacayć wszystkie
kształty, jakie ciecz przyjąć może.

(9). Parabolojda obrotowa, której oś jest pionowa, zawiera wiadomą ilość
cieczy, obracającej się. jednostajnie około jej osi: wyznaczyć całkowite ciśnienie cie-
czy na parabolojdę.
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(10). Półkula o osi pionowej zawiera ciecz, której objętość jest równa 4-tej
części objętości półkuli, a ciecz obraca się jednostajnie i dosięga krawędzi półkuli:
wyznaczyć prędkość kątowa, obrotu.

L i t e r a t u r a (Kozdz. XVIII).

DtJHAMELj Observations sur la stabilite de l'equilibre des corps flottants (J. de
l'ec. polyt. t. XV, 1835). — C. G. I. JAGOBI, Ueber die Figur des Gleichgewichts
(Annalen v. Poggendorff, t. XXXIII, Leipzig, 1834). — J. LIOUVILLE, Noto sur la
figura cl'une masso fluido homogenc on eąuilibre ot douóe d'un mouvement de rotation
(J. de l'ec, polyt., Oahier XXIII, 1834); Memoire sur los figures sllipsoidales a trois
axes inegaux, cjui peuvont conyenir a, l'equilibre d'une masse liquide homogene, douee
d'un mouvement do rotation (J. des math,, t. XVI, 1851).— 0. O. MEYEB, De aeąui-
librii fonnis ellipsoidicis (J. v. GRELLE, t. XXIV, Borlin, 1842). — P. RICHELMY,
Notę sur la stabilite de l'equilibro dos corps flottants (Memorie delia Reale Accademia
delie Scienze di Torino T. XV, 1855). — KOSTKA, Uober dio Aiiffindung der ollip-
soidischon Gleichgewichtsfiguron oiner horaogenen, um eine feste Axe rotirenden
Fliissigkeitsraasse (Monatsberichte d. Akad. d. Wiss. in Berlin, 1870). — A. MAE-
TYNOWSKI, Teoryja ciśnienia cieczy na ściany płaskie i na ściany krzywe (Pamię-
tnik tow. n. śc. w Paryżu, t. III i IV, Paryż, 1873 — 74.) — L. BIBKENMAJEE,
O kinetycznej równowadze elipsojdy nieobrotowój pod wpływem grawitacyi i siły od.-"
środkowej (Pamiętnik ak. um., t, "VII, Kraków, 1882). -«•


