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jako przesunigcia dowolnego punktu (2, y, 2) preta wyciaganego. Ze te prze-
sunigeia bylyby niemozebne przy sztywnosei preta, okazuje sig z pordwnania
powyzszych wzoréw z réwnaniami (1) art 24-go.

Niech pret bedzie wyciagany w kierunku pionowym i uwzglednijmy sile
cigzkoéci. Oznaczywszy przez o gestosé preta, mamy X—=ag, Y =0, Z=0,
a wige zamiast piérwszego réwnania (1) nastgpujace réwnanie réwnowagi:

ox oy oz
jak réwniez warunki na powierzchni. Bedzie wige p,,—=C —og, a poniewaz*
dla z = L, p,; =p, przeto C = p + agL, wskutek ezego

(10)  pyy=p + 09 (Li—2), P2a =0, ps3 =0, P33 =0, pay =0, py,=0.
Natezenie jest funkeyjg linijows, @, a dla = 0, czyli dla podstawy utwierdzo-
néj, bedzie najwigksze p,; =p + ogL. Caly przyrost natezenia od podstawy
swobodnéj B do utwierdzonéj A réwna sig cigzarowi slupa, wycigtego z prgta,
ktérego podstawa jest rowna jednostce, WydluZenie w kierunku osi # prze-
staje by stalym. Mamy préez tego

ou 1 o ow

+ 69 =0; dwa inne réwnania zostajg niezmienionymi,

)
s =— [ +og @—a),
o dw dw  du Ju  dv
i i e U s et
skad wynika przy uwzglednieniu warunkow utwierdzenia:
2
U= —Elg [(p +ogl) »— W—;— — E‘—‘;g W+ 52)] )
(11)
v:—%[py.].cg(L — )y, w:u-% [p2 4 og (L —2) 4].

Jezeli pret jest Sciskany w kierunku osi, to nalezy w powyzszych wzorach braé
— p zamiast p.

189. SkrmceNmm wanca. Niech $rodki masy wszystkich przekrojéw
walca znajdujy sig na jego osi (art. 188) i nazwijmy te punkty, w ktérych
prosta, réwnolegla do osi walca, przecina dwa przekroje, prostopadle do osi
punktami odpowiednimi tychze przekrojow. Jezeli przesunigcia punktéw od-
powiednich dwu przekrojéw, rozwazane na plaszezyznach tych przekrojow
w kierunku prostopadiym do osi walca, réZnig si¢ od siebie tylko obrotem
okolo téj osi, a kat tego obrotu jest ten sam dla punkiéw tego samego prze-
kroju, wtedy odksztalcenie walca nazywamy skreceniem. Przesunigeia dwu
punktéw odpowiednich w kierunku osi walca moga byé przytym nieréwne mig-
dzy sobg, a przekroje plaskie walea mogg sig skrzywiaé.

Obierzmy znowu of walea za of 2, §rodek masy A przekroju utwierdzo-
nego za poczatek, osiy i z na tym przekroju. RozwaZajmy dwa przekroje
w odlegloSciach @ i @ 4- dx od A, 1 niech ten drugi przekrdj obraca sig wagle-
dem 1-go o nieskoficzenie maly kat 6dwx okolo osi # w kierunku od y ku z;
wtedy punkt (y, 2) na przekroju « 4 dv przesunie si¢ w kierunkach osi yis
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wzgledem punktu odpowiedniego na przekroju z o —6z.da i 0y .dz; mamy
wige
v dw

(1) _ = =—0s, =0y

jako rownania cechujgce skrgcenie, w ktérych 6 jest badzto funkeyja @, badz-
té2 wielkoseig staly. Przyjmijmy, ze do przekroju swobodnego B sg praylozone
sily skrgeajgce w jego plaszezyznie, i Ze zresztg ani na mase, ani na powierz-
. chnig, boezng, walca Zadne sily zewnetrzne nie dzialajg. TPodzielmy przekroj
A prostymi, réwnoleglymi do osi y i do osi z, na prostokaty elementarne,
i wystawmy na tych prostokgtach prostopadlosciany. One mieé begds kra-
wedzie, réwnolegle do osi z; bedziemy je nazywali wiéknami walca. Prayj-
miemy, e te wlékna nie doznajy ani wyciggania, ani zadnego dzialania bo-
cznego, whedy w kazdym punkeie walca p,, =0, pyy =0, pgz =0, Pas =0,
a wige, kaidy element réwnolegloscienny doznaje tylko natezen stycznych py
i Pygs réWnoleglych do # 1 2 i dzialajacych na plaszezyZnie przckroju. Nadto
zalozmy, Ze rozklad natezen p, 1p,, jest ten sam we wszystkich przekrojach,
By m s __
ze zatym E_..O b ==,
mozebue i pod jakimi warunkami zachodzi¢ moga,.
Réwnania réwnowagi elementu przy zaloZeniach X =0, Y = 0, Z=0,
odnoszgce sig do osi ¥ i # stajg sig toZsamo§ciami, rownanie za$, odnoszace sig
do osi @, jest warunkiem

Rachunek okaze, cay powyZsze zaloZenia sg

ap1a aplS -
@) L
W kazdym punkeie na powierzchni boczne.] walca, a zatym na obwodzie jego
przekroju, jest a=0, wige warunkami krafcowymi sg bp,, 4+ €pgy =0, bpy, +
+ epye =0, Upys + epy; = 0. Ostatnim dwu warunkom toZsamoSciowo staje
sig zade$¢é, Niech f(¥, 2)=0 bedzie wiadomym réwnaniem obwodu przekro-
Ju; wtedy b i ¢ oznaczajg dostawy kierunkowe normalnéj do tego obwodu

wzgledem osi y 1 2, & zatym b:c = Ldi : ()i ; pozostaje wige jedyny warunek,
ktory ma zachodzié w kazdym punnkeie na obwodzie przekroju, mianowicie:
o _

S o,

Z przyjetych wartoSci natezen wynika, Ze A, =0, A, =0, Ay =0, ¢, =0,
a wige

of
(3) Dya E{j ~+ Pia -

u oy dw dw
(4) _{)E—O’ @-._.0, EG- 0, 03 i dy

Trzem ostatnim warunkom, tudziez réwnaniom (1) uczynimy zadosé, prayj-
mujgae

=0,

() v=—=0zz, w=0yx
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bez stalych, gdyZz z utwierdzenia przekroju A wynika, Ze dla 2 =0, y =0,
2=0jest v =0, w=0, Procz tego mamy

ou ou
(6) tP:s——ﬁ?f+E;: %“—Fy‘_aﬁs
B ou E du
Q) Pa= 31 +p) (—3—03): l’ls—é'(l' o) ( y+ 05)
wstawiwszy te wartodci w (2), zwazyvwszy, Ze —— i =01 o = 0, mieé be-
’ "V 0wy T " dade -
dziemy
w9
& wtw=
012 s
Zalozeniom ——= = 01 -—= = 0 stanie si¢ zadoéé, jezeli bedzie
0w dw
0*u d*u
®) T — "

te warunki sg juz zawarte w piérwszym réwnaniu (4). Po wstawieniu war-
tosci (7) w (3), na obwodzie przekroju bedzie

(10) (%%}—ﬂz) df+(e _;_d"')d_f_o.

Poniewaz nie dajemy prawa rozkladu sil skrecajacych (zewnetrznych)
na przekroju swobodnym, przeto nie moZemy szuka¢ warunkéw kraficowych
dla kazdego elementu tego przekroju. Zwazmy jednak, Ze kazda, jakkolwiek
ograniczona, czgéé walca jest w réwnowadze, a zatym takZe jest w réwnowadze
nieskoficzenie cienka warstwa, ograniczona przekrojem swobodnym i przekro-
jem sgsiednim walca. Na element dw przekroju B, obrany w punkeie (¥, 2),

przypadajg sily wewnetrzne py, do i p,do. Calki zatym j‘p,,dm i J‘ Pia do,

rozeiggnigte na caly przekrdj, przedstawiaja sumy tych sil, z ktérych kazda
jest rowna odpowiedniéj swmnie skladowych sil zewnetrznych, Z tego wynika,
ze kazda z tych sum jest rowna zeru, inaczéj howiem przekrdj swobodny, a za
nim wszystkie inne, przesunglby sig na swojéj plaszezyznie, coby sig sprzeciwia-
Yo zaloZeniu, Ze walec doznaje samego tylko skrecenia. Jest wige w kaZdym

przekroju 5‘ Pypde =0, S.p 13 @0 =0, czyli wedlug (7),

(11) f——dm_o f_-dm.._o

poniewa z zaloZenia j‘z do =0, Yydo =0, Widzimy wige, Ze walec dozna-
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Jje sumego tyllko shreéenia, jezels sily zewngtrzne sg réwnowasne 2 pary sit, kioré)
plaszczyana jest prostopadtu do osi walea, Suma momentdw sit wewnetrznych

wzgledem osi 2 wynosi j.(plsy — pp2)do; jezeli wige M jest momentem

pary sil skrecajgeych, to jest M = j.@?la ¥ — prd)dw, czyli po wstawieniu
wartoscl

gdzie M jest wiadome. Nazywamy M momante-m skrecenia walca.
Zastosujmy podane wzory do walca eliptycznego, ktérego osi 2B, 27

2 ¢
niech bedy osiami y i 2. 'Wtedy bedzie f (y, 2) = %3 + % —1=0, skgd wy-

nika warunek na obwodzie elipsy

) 01 _ . uy)
(] (gy—“‘oz)-!-ﬁﬁ(ﬂy%-'gg)— .

Calky tego rownania jest funkeyja algebraiczna

2__ Q2
(1) u= :{r“rg’ 0y,
a latwo sig przekonaé, Ze ta funkeyja zadoSé czyni rzeczywiscie wszystkim wa-
runkom (4), (8) i (11), tudziez warunkom utwierdzenia przekroju A. Otrzy-
mamy wige

2-{2 BZ
14 o —— L
( ) (I'S TE"I‘BZ ih 'P.l {+B
E g 8B 4 L
(16) Do = 1+P* TT_F@—Q 2y p|3—1+1_1".r3+{3_)ﬁyr
(16) Wi B DB 5

gdzie I, = \y*do, I,= s‘zz de oznaczajy momenty bezwladnodci elipsy
wzglgdem osi z1 osi y. PoniewaZ

w3y 1{3

It:Ta I,=

B , przeto kltadge G = -———, mamy

B
2(T+p)
17 _ Brt oM B4
an M==z.G6. B 72,0 2G P
Wielkosé 6 oznacza kat, o jaki obréeily sig wzgledem siebie dwa przekroje,
ktorych wzajemna odleglosé jest réwna jednostce. Poniewaz ten kat jest
staly, przeto przekrdj swobodny obrécit sig wzgledem przekroju utwierdzonego
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o0 kat 0. =01, jezeli L jest dlugoscig walea. Kat O zowiemy kgtom skre-
cenia walca.

Z rownania (13) okazuje sig, ze kazdy przekrdj plaski walea eliptycznego
skrzywia sig i przybiera po skrgceniu ksztalt parabolojdy hiperbolicznéj, kt6-
réj wiérzcholkiem jest érodek elipsy, a osig of walca. Podzielmy kazds elipse
osiami gl6wnymi na 4 réwne pola; w punktach dwu pél przeciwleglych wagle-
dem $rodka, dla ktérych y iz sg jednoczeénie albo dodatne albo ujemne, be-
dzie u > 0, za§ dla pozostalych dwu pél bedzie << 0; na piérwszych utworzy
sig wige wypukloé, na drugich wklgslo§é. Z (15) widzimy, Ze nateZenie sty-
czne p, W punkcie (g, 2) na elipsie wynosi

E , VE& i1y
Ifp " P4

.Pa = I/PmZ + P =
o : - s gy co S, 3
i Ze to nateZenie ma warto§é najwigkszg, mianowicie réwna sig = i
w punktach koficowych mniejszéj osi elipsy, dla ktéréj p > 1.

Jezeli przekré] walca jest kolem o promieniu », to bedzie 1=p=r1,
wige % = 0; przekroje walca obrotowego zostajg plaskimi po skreceniu, Wte-
dy otrzymamy

nG 2 M
e o SR e N R
(18) M="70m 0=—=.
nateZenie styczne w punkeie (y, 2) bedzie G6 )/ 42122, a najwigksze nateZenie
% i % miet bedzie miejsce na obwodzie przekroju.

Gdy wstawimy spélezynnik G- w réwnania (12) art., 186-go, bedziemy
mieli dla ciala réwnokierunkowego

(19) Ps =09, Py =G, =0

otrzymamy zatym miedzy nateZeniem stycznym a odpowiednim posunigciem
sig podobny zwigzek, jak miedzy nateZeniem normalnym p;; a wydluZeniem A
Wielkos¢ G- nazywamy spélczynnikiem sprezystoSci odpowiadajg-
cym skreceniu, poniewaz ten spélezynnik wyraza zwigzek miedzy nateze-
niem a odksatalceniem w przypadku skrecenia. Migdzy G, E i p mamy zwig-
zek E=2G (1 4 p), & poniewaz %>p.>0, przeto % <G<:—§~ :

190. ROwWNOWAGA WALCA pUsTEGO (RURY). Przy dochodzeniu odksztal-
cefi ciala obrotowego moZna uzyé spélrzednych tak zwanych cylindrycznych,
albo p6ibiegunowych. Aby okréslié miejsce punktu m, wezmy of ciala za 0§
2, biorge na niéj dowolny poczatek O; spusémy z m prostopadls » do osi, i prze-
sufimy poludnik przez m; odleglo§é & spodka prostopadléj od O, promied
i kgt ¢, jaki plaszczyzna poludnika tworzy ze stals plaszezyzng, przez of prze-
chodzgcg, wyznaczajg miejsce punktu, jezeli tylko okrélimy dokladnie znaki
spétrzednych. Sily i przesuniecia rozlézmy w kierunkach osi z, promienia »
i stycznym do réwnoleznika, a u, v, w niech oznaczajy przesunigeia punktu
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(@, 7, ¢) w tych kierunkach, Dodatne » liczymy w kierunku promienia » od
osi na zewngtrz, dodatne w w tym kierunku, w ktérym roénie kgt v. Popro-
x ; wadZmy przez m plaszczyzne réwnolez-
nika, plaszezyzne poludnika, i trzecig
plaszezyzng, styczng do walca spélosio-
wego z powierzchnig obrotows; obierz-
my na kazdéj plaszezyZnie pole elemen-
tarne, zawierajace punkt m i roztézmy
natezenia tych poél w trzech kierunkach,
wy%éj podanych, Odpowiednie sklado-
we natezen niech beda pyy, pioy Py dla
plaszezyzny rownoleZnika; Py, Pagy Paa
dla plaszezyzny poludnika; piy, Pa,
ey dla trzeciéj plaszezyzny; wowczas
Doz =Pazs P31 =Pig) P2 =Par:
Réwnania réwnowagi elementu ze wzgledu na ruch postepowy mozna
otrzymaé nastepujacym sposobem, nieco odmiennym od sposobu dotgd uzywa-
nego. Niech abed o'0'¢'d' (fig. 66) przedstawia element ciala, w $rodku ktére-
go przyjmujemy punkt m (z, », ©); wyraZmy np. warunek, Ze suma rzutéw
sil w kierunku promienia » jest réwna zeru. Rzuty sil w tym kierunku sg;

Fig. 66,

na $ciang a b ¢ d sila — (2712— % . %-E;—“dm) 7 dy de,
w o abdd , (Pm"‘ %%%dx) rdrdy,

1 9
7] y abal _(13'22'—"2‘
1

rl*r) rdz dy,

0oz
or
oo cded (114-_» + %{% dr) (r+dr) dzdy,
'Paa
0
P3a

‘é‘-
i o  babd ,,—(pgné.%d:p)drd:ccos%ai
1 0 .
yoon ” n‘—(Psa-—E-—Edtp) dr dx sin —2?,
gl 1 opgs do .
w o acee 5, Pan+ E'_d'({dcp drdxcosa—:
1 0 . d
woom ” n (Psn-l* g.di;?dtp) dﬁ'dmsm?lp.

Niech na, jednostke objetosei w punkeie m dzialaja odpowiednio sily zewngtrz-
ne X, R, ¢ w pomienionych kierunkach; wtedy na element przypadnie w kie-
runku promienia » sila R drdz dy, gdyz rdrdzdy jest jego objetoScig. Do-
dajge powyzsze sily i zatrzymujge tylko wyrazy rzedu 3-go, otrzymamy naste-
pujgce réwnanie réwnowagi:

o, O L Opg Dan—Pas =

%t tv et 5 TE=D
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0
czyli P:a+_ == (s =t ::, . (}p;2 p?‘_a- +R=0.
Postgpujac podobnie z rzutami w dwu pozostalych kierunkach, otrzy-
mamy nastepujace réwnania réwnowagi elementu:

) 0,
TN _m.w% Btz
0 1 1 0
(1) By 0 (o) +—.~§3Jﬁ3— +R=0,
dpls 1 1 531:!3 Paz
dw _I ? ,(Tpﬁs)_l_;," !‘? + +(I)._0

Przyjmijmy, Ze cialo nie przestaje byé obrotowym wskutek odksztalcenia;
wtedy punkty posuwajg sig tylko w kierunku osi # i w kierunku promienia #;
bedzie zatym w =0, WydluzZenia A, Ay, A; W kierunkach spohrzednych bedg
wtedy

(©) . }\1——'(?‘_:‘: 12’:%! }\a"—_‘:j,“-
Witawiwszy te warto§ci w réwnaniu (12) art, 186-go, otrzymamy p,,, pas, Dss-

Zastosujmy te réwnaunia do walca obrotowego pustego (rury), ktérego
korice sq otwarte, a ktéry doznaje ciéniefi normalnych na powierzchni zewne.-
trznéj i na powierzchni wewnegtrznéj. Warstwy elementarne walca, ograni-
czone powierzchniami walcowymi, doznajg rozciggan lub §ciskan tylko w kie-
runku promieni; bedzie wigc u =10, w =0, a wszystk:e natgaema bedg réwne
zeru oprécz natezen po, i Py, ma.mcych kier uukl promienti i kierunki stycznych
do réwnoleznikéw. Jezeli przyjmiemy X =0, R = 0, ® = 0, to piérwsze ré-
QI’sa

wnanie (1) bedzie toZsamoScig, a z trzeciego wypa,dme =0, to znacazy, Ze
natezenie obwodowe jest stale na tymsamym réwnolezmku; z drugiego ré-
wnania, wynika % (v Pop) — Pas = 0, gdzie nalezy wziat symbol pochodnéj zu-

pelnéj zamiast czgstkowdj. Nat@z'euia. bedg’

dv v
®) (1+11)(1 20) a—o *d?'ﬂ'*]'
E a—L+e s
T OFna—2y’ " @
wstawiwszy ich warto§ei w poprzednie réwnanie, mieé bedziemy

d dv __ v . d% P
@) 2 (r =L ayli r. G —F=0.

Calkujac raz, otrzymamy % + %: a, a calkujgc powtdrnie

ar b
g — —
2 !
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gdzie ¢ 1 b sy dwiema stalymi, Poniewaz % = % — ;?)—2- , przeto hedzie
_ B [u b ]
Pe=mrpa—tn Lz 5]
E a D
» =T rya—ipn [‘2‘ + (1 —2p) - ]

Niech p, oznaeza wiadome ciénienie na jednostke powierzehni zewne-
trznéj walea, ktéréj promien jest 7,; a p, i #, niech stosujg sie do powierzchni
zewnetrznéj. Wtedy dla » = »; mamy po, = — p,, dla » =1, 7a8 Poy = — Po,
z czego wynikajg wartoSei stalych

2(1+p.) (1—2y) piri — P12 B 14 (pi—po) 1 2rp?
E ri—r2 ' 7T B ' on?—n?

]
wiee

1+p

(5) ”zw[(l-—%)(?m —pa1y2) 7 +(——————p’:)9' r“],

1 = . (Pl Do) 7 “’f‘z
3’22:—’,52__?,'2 [13:91‘!—‘?2“ e ! )

(6) s
Py — o) 142 19*
=N __?272] .

— 1 [ . 2 2
Py = ot — 1,2 P11y — Dot
Gdy p, = 0, otrzymamy
o 7.2 oy 72\ |
Dap = P ‘_"_1‘,_ (1 —_ ";?2— y Pa= o 1_"?12 (1 + '."% ;
a dla p, = 0 bedzie

¥y 2 7 ¥
1”%”—"_,_,.%‘.— (1 ; y Papg=— —p—"'—’;- (1 fe

Bty ===

a zatym w obu przypadkach bezwzglednie pyy > p,,; natezenie na obwodzie
jest wigksze od nateZenia w kierunku promienia. ‘W obudwu przypadkach

najwighsze natgéenie gachodzt na powierzchni wewngtrznéj rury, t. j. dla r=nr,.
7 , 24t -
i w drugim

0l
1

‘W piérwszym przypadku dla » =1, bedzie max. py, = p,.

2 pary?®

dla » = #, bedzie max, pyy = — oy e L znak ujemny {)k&zuje, Ze wewne-
1

o2 —
trzna powierzchnia rury jest najwigeéj Sciskana.

191. Przewopzenim breaf. Jezeli w érodku réwnokierunkowym
o sprezystoSel staléj punkt A pobudzony zostal do drgan, to ruch jego roze
chodzi sig jednostajnie we wszystkich kierunkach, a punkty, posiadajgce je-
dnoczeénie ten sam stan ruchu, czyli te samg faze, znajdujg si¢ na powierz-
chni kuli, kt6réj srodkiem jest §rodek pobudzenia. Powierzehnig téj kuli na-
gywamy powierzchnig falowg. RozwaZajge punkt drgajacy m w znacznéj
odlegloéci od punktu pobudzenia, mozemy maly czgéé powierzchni kulisté)
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falowéj, na ktéréj punkt m sig znajduje, zastapi¢ przez odpowiednie pole na
plaszezyinie stycznéj do kuli, i otrzymamy tym sposobem tak zwang piasksg
powierzchnig falowg. Obierzmy prostopadly do téj powierzchni za of z,
a osi y i # rownolegle do té powierzchni; przesunigeia punktéw drgajacych,
zawartych w fali plaskiéj, powyzszg powierzehnig ograniczonéj, nie zaleig od
y 12, lecz sg tylko funkcyjami z i £, (idy rozwazaé bedziemy drgania okolo
polozen rownowagi, to wedlug twierdzenia art. 186-go nalezy w réwnaniach

ruchu opuécié sily zewnetrzne, Z zaloZzenia mamy %:0, o =0, skad

oz
o  0A 0A . :
A= N T 0, EE_‘O‘ a wige rownania ruchu bedg wedlug art. 186-go:

0% E(1—yp) 0 0% E 0%
M

AFp)—2p) %2’ ° o8~ 2(1+p) 022’
0w B ow
o2 T 2(14-p) " 02’
Poniewaz spélezynniki tych réwnafi majg zawsze wartoéei dodatne, przeto
mozemy przyjaé

E 1—p ‘ E
g Sl e e
@ = T T
i otrzymamy dla kaZdego punktu drgajgcego nastepujace réwnania ruchu:
w0 od oot dw oW
@) W E T m e w

Piérwsze réwnanie okrésla drganie w kierunku przewodzenia fali, dwa
ostatnie réwnania wyrazaja drgania w kierunkach, prostopadlych do kie-
runku przewodzenia. Drganie, okré§lone przez piérwsze réwnanie, nazywa-
my drganiem podluZnym, a drgania, okréSlone przez dwa ostatnie r6-
wnania, zowiemy drganiami poprzecznymi. Obadwa rodzaje drgan
zachodzg jednoczeénie i niezaleznie od siebie.

Rozwazajmy drgania podluzne, przyjmujaec, ze frodek sprezysty nie
jest ogramiczony, 7e przeto nie zachodzg warunki krafcowe. Wiadomo, iZe
w tym przypadku funkeyja « jest zupelnie okréslona, jezeli dla pewnéj war-
toSei ¢ znamy dwie funkeyje argumentu z, ktérym majg sig réownaé fun-
keyja u i jéj pochodna wzgledem #. Niech zatym bedzie dane, Ze dla

t=0 ma byt u=f(z) i %:F(w), gdzie f 1 F oznaczajg funkeyje wia-

dome, to znaczy, i% przyjmujemy, ze znamy odchylenie i predkosé drgania
kazdego punktu w chwili, od ktéréj czas liczyé zaczynamy. Calkg ogélng
piérwszego réwnania (2) bedzie wtedy funkeyja:
z4at
1 1 1 i
(3) ee:a,f(x+aa’.)+~2—f(x—ai) = F(&)at,

x—at
Ribl, mut-fie, 8,1V, T. X, 32
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o czym bezpoérednio przekonaé si¢ mozna, zwaZajac na to, Ze
x4 at
2| FQat=0[F @ +a) +F (@ —ap],

& —at

x+at
%-[F ) déE=F @ +at) —F (2 — at).
x—at

Niech pobudzenie pierwotne zachodzi we wszystkich punktach, dla
ktérych @y > a > 2, gdzie @, <<z, oznaczajg dwie wiadome wartoSci .
Wtedy jednocze$nie f(2) =0 i F (2) =0 dla 2, <2<, a migdzy pun-
ktami @, i @, powyisze funkeyje bedg réine od zera. Dla punktu wige
x>, bedzie f(z + at) =0, a calka w réwnaniu (3) praybierze takze war-

; 1
to§é réwng zeru; otrzymamy wige w =3 J (z — at), co tylko wiedy nie be-
dzie réwne zeru, kiedy @, <<2 —at << 2,. Z tego wynika, Ze pobudzenie przy-

— %y .’1"!—-.‘1.'1_

, & ustanie w czasie £, = ;
a

bedzie do tego punktu w czasie f; = &

&y — @,

Ze przeto trwaé bedzie przez czas f, — i, = . Warstweg érodka o sze-

rokoei @, — @, nazywamy falg plaskg, ktoréj dlugosé wynosi 2, — 2,
Spélezynnik @ przedstawia prgdko$é, z ktérg pobudzenie rozchodzi sig w ro-
zwatanym kierunku, i z tego powodu nazywamy go pregdkoécig przewo-
dnictwa fali w §rodku sprezystym. Nalezy jg dokladnie odrézni¢ od pred-

koéci drgania (:}i: , okréslajacéj ruch kazdego punktu z osobna. Predkosé prze-

wodnictwa mozna takie okré§li¢, rozwazajge ruchy tych punktéw, dla kto-
rych @ <<#,. Z réwnania (1) wynika dla predkoéci przewodnictwa warto$e

- E 1 —p
) “—Va‘(l—w-) (1—2p)’

zalezna od spblezynnikéw sprezystoSei i zweZenia, tudziez od gestoei érodka
przewodzgcego.

Dwa ostatnie réwnania (2) wyrazajg drgania poprzecane, a moZna po-
dobnym sposobem okaza¢, Ze spélezynnik

D

) = 20 (1 + p)
jest odpowiednig prgdkoscig przewodnictwa; réZnigea sig od predkofei a.
Poniewaz A zaleZy tylko od w, przeto okazuje sig, Ze tylko drgania podiu-
éne wywolujg rozrzedzenic sig i zggszcuente Srodka, a przy drganiach poprze-
cznych takie zmiany gestoéei §rodka nie zachodzg. .

192. DreANiA BEONY WyPREZONES. Teoryja ogélna odksztalcen hlon
sprezystych lub strun t. j. cial takich, ktérych jeden lub dwa wymiary mo-
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na uwazaé za nieskoficzenie male, nie wehodzi w zakres tego dziela. Oka~
Zemy tylko prawa drgan poprzecznych blony sprezystéj, dostatecznie napre-
Zonéj, ktére z réwnan ogélnych wyprowadzié moina. Uwazajmy blong za
walec lub graniastoslup o niezmiernie maléj wysokodei, ktdrego podstawa-
mi sa dwie powierzchnie réwnolegle blony. "W polowie wysokoci przesufi-
my plaszczyzng gz, a of 2 wystawmy do niéj prostopadle w dowolnym pun-
cie tego przecigeian fredniego. Blong wypreZamy z sily, dzialajycy wszedzie
normalnie do jéj brzegu, a wige prostopadle do osi #; niech p bedzie wia-
domym naprezeniem jednostki powierzchni bocznéj blony., RozwazZajmy na-
przod réwnowage blony, przyjmujac, Ze oprécz p Zadna sila nie dziala na
nig. Wedlug art. 188-go moZemy dla punktu (z, y, 2) pumu

(1) U=—mx, v="ny, wW=Nns,

gdzie m i n oznaczujy stale, ktére mamy wyznaczyt. Bedzie wige A= —m,

M=l=mn, ¢ =0, p,=0, ¢, =0, a zatym, wedlug (12) art. 185-go,
E

9 = ), (m 4~ 2n) — m

E :
P — T :(1 Foa—2a) (n —pm), 3 =0, p3; =0, p,=0.

Dla podstaw walca (powierzchni bleny) mamy w kazdym punkeie ¢ =1,
b=0, ¢=0, p=0; wstawiwszy te wartodci tudziez stale wartoSci na-

tezefi (2) w wiadome réwnania kraficowe, otrzymamy p,, =0, a wige
o (m + 2n) =m, skad m= 1—%’—{; Na blzegach mamy wszgdzie a=10
nateZenie p, Wige Py, = P33 = p, a zatym
D .
= (n—pmn) .
P=Trpa—gp "M |
Z tego réwnania i z poprzedniego wynika m = 2;3}1 y B= (lE_ 2) , & wige
__ 2pp _pQ—=p) _ p(l—p).,
2) %= B 0 Sessaenl e =i

Niech nastgpnie blona, wypreZona przez sile p, zostanie pobudzona do
malych drgafi; punkt (0, y, #), lezacy na j&j przecigein frednim, przesunie
sig o u, v, w, atoli te przesunigcia nie bedg mialy wartoéei (2), obliczo-
nych dla, 16wn0wagi. Punkt (0, y + dy, 2+ dz) posiadaé bedzie spéhzgdne
u—l— c?.'y-{_ fifz,y—{—dy+v+ d_y—[— dz, s+clz+w+-——d‘;-{-

+3—ﬂdz. Rzuty elementu linijowego, Igczacego te dwa puukty po przesu-

nigeiu, na osi spéh-zgdnych bgdzy odpowiednio

na.oéx-éwda&.— d-} dz,naoﬂ,;owc?_;-f——dj+ d'



50O MECHANIKA TEORETYOZNA.

na of g-6w dz %?—; dy + %-:dz,
a poniewaz pochodne przesunigé podluZnych » i w sg male w poréwnaniu
z pochodnymi przesunigcia poprzecznego u, przeto moZemy zamiast tych war-
tosei braé du, dy, dz jako rzuty uwazanego elementu linijowego na osi.
Normalna zewnetrzna (a, b, ¢) do powierzchni blony jest prostopadia do
tego elementu, wigc adu+bdy 4+ cde=0, czyli, kladac warto§é du,
otrzymamy

({.:-3—5—{- ?J) dy + (a% + c‘) dz=0.

Poniewaz dy i dz sg dowolne, przeto kaizdy wyraz jest réwny zeru, skad

b=—a.—, ¢c= ah czyli
oy 0z
: h g, Ouw  Ou
(3) gibie=1: e

Stosujac wige wiadome twierdzenie o drganiach okolo poloZenia réwhowagi,
(art. 187) otrzymamy nastgpujgce warunki na brzegu blony:

ot o ot On
(4) Py — E;j?n"“?};}’m:(]; Pia _EP”‘__O_;P”: 0;
o
Pm-"@f‘?a 5% Py =0.

Zaloimy, ze naprezenie p jest tak znaczne, iz sily migdzyczgsteczko-
we, wystepujgce podcezas drgania, réZnig sig bardzo malo od tych sil w sta-
nie réwnowagi. MoZemy wtedy przyjaé podezas ruchu p, = 0, pyy == Py =
=p, a wtedy otrzymamy z réwnafi (4)

() P12=P°%s Plazl"% 3
pozostale sily bedg réwne zeru, Wstawiwszy te wartoSei w piérwsze r6-
wnanie (5) art. 182-go; otrzymamy nastepujgce réwnanie drgafi poprzece-
nych blony:

Pu_ p (0% 6’*’2&) _
(©) o\ T 00) °

Niech blona bedzie prostokgtem o bokach @ i b; jeden z wiéracholkéw
ohierzmy za poczatek spoélrzednych, a osiom y i z nadajmy kierunki bokéw
aib, Wtedy u=0 dla y=0 i dla y=ga, tudziez dla 2==0 i dla
#=1"0, o dla kazdego punktu wewnatrz blony mamy a>y >0, b>2>0.
Zeby funkeyja « byla okréSlona przez réwnanie (6), potrzeba wiedziet wa-

runki poczgtkowe, wyrazajace, Ze dla ¢ = 0 mamy u=rf (¥, 2) i%% =K, 2),

czyli potrzeba znaé kszfalt blony i predkoéé kazdego punktu dla ¢=0.
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Przy tych zaloieniach otrzymamy nastepujgea calke ogélng powyZszego
réwnania *)
= k=00 | 4 iny 701: 4

(7) %=y }_,Bln 5 ==

=1l &=l

,?I:S‘.
A.‘k cos ¢Ti + b’

) N
+ Bi sin GMV% + F‘ ,

gdzie c‘:%; i, k oznaczajg liczby calkowite, a spdlezynniki wyraZajg sig

przez nastgpujgce calki, zaleine od stanu poczatkowego:

®) A;k.._——{‘ff(n, 0 smi—‘-”ﬂ smm dn ¢,

o By=———— F(n,t)sm Vg k“‘:dndc
©) mxbc]/

Czytelnik moZe latwo okazaé, {:c funkcha (7) czyni istotnie zado§é rg-
wnaniu i danym warunkom, ‘

Kazdy wyraz powyiszego szeregu (7) zosobna wskazuje, iz drganie
punktu (¥, z) jest proste, z czego si¢ okazuje, Ze ruch tego punktu mozna
uwazaé w ogdlnodei za wynik nieskoficzenie wielu drgafi prostych, niezalez-
nie od siebie istniejgcych. Ruch blony bedzie zatym wynikiem superpo-
zycyi drgafi, jednoczes$nie zachodzgeych, ktérych obszerno$ei zaleiq od wa-
runkéw poczgtkowych.

Niech blona bedzie kwadratows; wtedy @ —=05. Zalézmy jeszcze, dla
uproszezenia, ze ruch zaczyna si¢ ze spoczynku, ze wiec F (y,2)=0 dla
kazdego punktu, wskutek czego B; — 0; otrzymamy wigc

=00 k=00
us= Y, Y Aysin -E‘ism Rﬂ cos G—T—t Vo,

i=l k=1

(10)
azf ff(”?s £) sin 221 I 5in ﬁdth
2a

Poniewaz cos ~—a-V3;z + 2 = C0s8 -E; V¥ (g +m., Vm) , gdzie
m jest liczbg calkowity, przeto kazde drganie proste, odpowiednie liczbom
_ 2a

i, k, jest ruchem peryjodycznym, a peryjod tego ruchu wynosi T = N EiE

# (o do calkowania réwnania (6) tudzieZ réwnania (2) art. 191-go ob. Wyklad naulki
o ré iach rdmiczkowych przez WY Zajaczkowskiego, Paryz 1877, Rozdz, XXVIIT
i XXIX (Str. 770 — 852).
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Szereg (10) moze sig skladaé z jednego tylko wyrazu. Ahy to oka~

zat, przypusémy ze warunek poczgtkowy jest f(y, z) =C. sin Zy sin 5 :5

gdzie ¢, &' oznaczajg dwie liczby calkowite, a C jest stalg. Wtedy

(44
i s A ol
A‘*’:_%f sin X gin }"“Cdcf 02T gin gy
(4] (14 a [1] :
L] 0

Wiadomo Ze

a a a
feo | g i P2 a1 B it G
J_.{-sm - sin— dn= 2f cos ~ (z i')dn g | oos m('x.-[-@)tzif'q_1
0 0 1]

a kazda z tych calek jest rowna zeru, jezeli ¢ = ¢; za$ dla ¢ = ¢’ bedzie J = g’ ;

Podobnie bedzie calka wzgledem ¢ x6wna zern dla A=W, a réwna %dla

=% Otu?ymamy wige A/y' =C; wszystkie inne spélezynniki bedg 16-
wne zeru i # zredukuje sig do jednego wyrazu. Ruch kaZdego punktu
zredukuje sig wiee w tym przypadku do jednego drgania prostego.

Przypuéémy taki warunek poczgtkowy, Zeby szereg skladal sig z dwu
wyrazéw, np. =1,k =2), (i =2, k=), wtedy:

Ty . 2ws 2ny 'n:z) en)/'5
11 —( b A i
(11) U=\ Ay, sin —=sin + A, sin sin cos

Punkty, dla ktérych bez wizgledu na czas jest w =— 0, wyznaczajg na
blonie tak zwane linije wgzldw; kaidy punkt na takiéj linii jest ciggle
w spoczynku. W powyzszym przypadku linije wezléw sg wyznaczone przez
réwnanie

2my 2ny . mg
A, sin =Y gin 274 4+ A, sml—u;’J sin —=20,
a a ‘@ a

ktére moZemy napisaé takie w postaci
. mY . T2 T
(12) 231]1'3‘311’1—5'(1&[2008—“—“"1&31 cos EJ)::O.
Poniewaz y =01 2=0, tudziez y=a i 2= «a sy pierwiastkami tego r6-
wnania, przeto brzegi sg linijami wezléw. Dalsze linije wezléw wynikajg

z réwnania A, cos i; + A, cos?f" 0. Jezeli Ay;=0, to linija wezléw

bedzie prosta z— %; jezeli A;; =0, to bedzie nig prosta y :—%; W przy-

padkun Ay, = A, otrzymamy wezly na prostéj 2=y —a; w przypadku
Ay = — Ay bedzie prosta z = y linijg wezléw. Szukanymi linijami sg wiec
proste, Iaczgce Srodki przeciwleglych hokéw kwadratu lub jego przekgtne,
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Doéwiadezenia stwierdzajg powyZsze wyniki. Podobnie moZna otrzymaé
linije wezléw w kazdym innym przypadku, skoro warunki poczgtkowe sg
wiadome, '

CGWICZENTIA,

(1). Okazaé, Ze posunigeie sig dwu prostych, przecinajacych sig pod kgtem
prostym, jest réwne réznicy wydiuzen ich dwusiecznych,

(2). Podaé réwnanie elipsojdy odksztaleenia, odpowiedniéj superpozycyi dwu
odksztalceni elementu ciala sprezystego,

(8). Obliczyé zmiang, ktéréj wskutek odksztalcenia sprezystego doznaje mo-
ment bezwladnosci elementu ciala wzglgdem prostéj, przechodzacéj przes rodek tego
elementu, ;

(4). Pret jest wyciagany pionowo w kierunku osi i uwzgledniamy wplyw jego
cigzaru: wyznaczyé prawo, wedlug ktérego majq sig tak zmieniaé pola przekrojéw
preta, zeby natgzenie w kierunku osi bylo stale.

(6)- Zbadaé bezpoérednio skrgcenie walca obrotowego, nn ktérego powierzch-
nig boezng nie dziala zZadna sila, i podaé réwnanie wlékna dowolnego po skrgeeniu.

(6). Wyznaczyé zwigzki migdzy odksztalceniami A i ¢ a przesun igeiami u, v
w, uzywajae spélrzednych cylindrycznych,

(7). Podaé réwnania réwnowagi i natezenia kuli pelnéj, na ktéréj powierzch-
nig dziala cidnienie stale we wszystkich punktach,

(8). Wyznaczyé linije wezléw blony kwadratowéj w przypadku, gdy i =2,
k=2, tudziez, gdy i =3, k=1;i=1, k=3,

(9). Podaé réwnanie rézniczkowe drgan blony okraglé] w spélrzgdnych bie-
gunowych, przyjmujac biegun w $rodku blony.

(10). Podaé réwnania drgafd podluznych i poprzecznych struny wyprezonéj.
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