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jako przesunięcia dowolnego punktu (x, y, z) pręta wyciąganego. Ze te prze-
sunięcia byłyby nienioźebne przy sztywności pręta, okazuje się z porównania
powyższych wzorów z równaniami (1) art 24-go.

Niech pręt będzie wyciągany w kierunku pionowym i uwzględnijmy siłę
ciężkości. Oznaczywszy przez o gęstość pręta, mamy 3L = ag, Y = 0, Z = 0,
a więc zamiast pierwszego równania (1) następujące równanie równowagi:

- — H — ~ + - — - - j - a # = 0; dwa inne równania zostają niezmienionymi,

jak również warunki na powierzchni. Będzie więcpu = O — ag%, a ponieważ*
dla x s s L, pn =p, przeto O = j ) + o^rL, wskutek czego

(10) pn=p + ag (L — x), pM = 0, # 3 3 = 0, p13 s r 0, psx—0, pi2 — 0.

Natężenie jest funkcyją linijową x, a dla x = 0, czyli dla podstawy utwierdzo-
nej, będzie największe pn z=.p Ą- ag JJ. Cały przyrost natężenia od podstawy
swobodnej B do utwierdzonej A równa się ciężarowi słupa, wyciętego z pręta,
którego podstawa jest równa jednostce. "Wydłużenie w kierunku osi x prze-
staje być stałym. Mamy prócz tego

du 1 r , r -T dv ów a r ...

dv dtv . dw du du dv

skąd wynika przy uwzględnieniu warunków utwierdzenia:

• = •

IŁ iii

v = — ^.[py + og (L — x) y], w = — ^ [jp« 4- ag (L — a;) z\.

Jeżeli pręt jest ściskany w kierunku osi, to należy w powyższych wzorach brać
— p zamiast p.

189. SKRĘCENIE "WALCA. Niech środki masy wszystkich przekrojów
walca znajdują się na jego osi (art. 188) i nazwijmy te punkty, w których
prosta, równoległa do osi walca, przecina dwa przekroje, prostopadłe do osi
punktami odpowiednimi tychże przekrojów. Jeżeli przesunięcia punktów od-
powiednich dwu przekrojów, rozważane na płaszczyznach tych przekrojów
w kierunku prostopadłym do osi walca, różnią się od siebie tylko obrotem
około tej osi, a kąt tego obrotu jest ten sam dla punktów tego samego prze-
kroju, wtedy odkształcenie walca nazywamy skręceniem. Przesunięcia dwu
punktów odpowiednich w kierunku osi walca mogą być przytym nierówne mię-
dzy sobą, a przekroje płaskie walca mogą, się skrzywiać.

Obierzmy znowu oś walca za oś x, środek masy A przekroju utwierdzo-
nego za początek, osi y i s na tym przekroju. Rozważajmy dwa przekroje
w odległościach x i x 4- dx od A, i niech ten drugi przekrój obraca się wzglę-
dem 1-go o nieskończenie mały kąt Qdx około osi x w kierunku od y ku z;
wtedy punkt (y, g) na przekroju x~\-dx przesunie się w kierunkach osi y i s
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względem punktu odpowiedniego na przekroju x o — 6#. doo i Qy . Łx\ mamy
więc

(1) . -,- = — 8*, i r = 6yK J ax ono

jako równania cechujące skręcenie, w których 6 jest bądźto funkcyją x, bądź-
też wielkością stałą. Przyjmijmy, że do przekroju swobodnego B są przyłożone
siły skręcające w jego płaszczyźnie, i że zresztą ani na masę, ani na powierz-
chnią boczną walca żadne siły zewnętrzne nie działają. Podzielmy przekrój
A prostymi, równoległymi do osi </ i do osi g, na prostokąty elementarne,
i wystawmy na tych prostokątach prostopadłościany. One mieć będą kra-
wędzie, równoległe do osi x; będziemy je nazywali w ł ó k n a m i walca. Przyj-
miemy, że te włókna nie doznają ani wyciągania, ani żadnego działania bo-
cznego, wtedy w każdym punkcie walca p, , = 0, p21 = 0, j)3 3 = 0, pM = 0,
a więc, każdy element równoległościenny doznaje tylko natężeń stycznych plt
3" #!3! równoległych do y i u i działających na płaszczyźnie przekroju. Nadto
załóżmy, że rozkład natężeń pVi ipl3 jest ten sam we wszystkich przekrojach,

że 2atym -—• = 0, -^~ = 0. Rachunek okaże, czy powyższe założenia są

możebne i pod jakimi warunkami zachodzić mogą.
Równania równowagi elementu przy założeniach X = 0, Y — 0, Z = 0,

odnoszące się do osi y i s stają się tożsamościami, równanie zaś, odnoszące się
do osi x, jest warunkiem

(2) d P i i -i- * i l - 0
w 1f+ di ~
W każdym punkcie na powierzchni bocznej walca, ą zatyni na obwodzie jego
przekroju, jest a = 0, więc warunkami krańcowymi są bp2l + cp3i = 0, bp%% +
-|-C2?32 = 0, bp23 + cpM = 0. Ostatnim dwu warunkom tożsamościowo staje
się zadość. Niech f(y, s) = 0 będzie wiadomym równaniem obwodu przekro-
ju; wtedy b i c oznaczają dostawy kierunkowe normalnej do tego obwodu
względem osi %j i z, a zatym h: e = -5- ; -—; pozostaje więc jedyny warunek,

oy oz
który ma zachodzić w każdym pnnkcie na obwodzie przekroju, mianowicie:

(3) * , . # + *•..|f = 0.
Z przyjętych wartości natężeń wynika, że X, = 0, X2 = 0, X3 = 0, tp, =r 0,
a więc

(4) ^ . = 0, *L = 0, ^ = 0, ^ 4 - ? = 0.
p* dy ' dis ' ds dy

Trzem ostatnim warunkom, tudzież równaniom (1) uczynimy zadość, przyj-
mując
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bez stałych, gdyż z utwierdzenia przekroju A wynika, że dla % = 0, y = 0,
g = 0 jest v — 0, w = 0. Prócz tego mamy

T7^ », o =S T-T: r I -^ 02 I . Bio = — -.-

Ć'^0 (P"W

wstawiwszy te wartości w (2), zważywszy, że —-j- = 0 i -s—-j- = 0, mieć bg-

dziemy
(8) ' ^L+^ = 0

Założeniom -^—- = 0 i ~^- = 0 stanie się zadość, jeżeli będzie

(CJ) /? ^
te warunki s% już zawarte w pierwszym równaniu (4). Po wstawieniu war-
tości (7) w (3), na obwodzie przekroju będzie

(du Ci\ df (. du\ df
\- Ba .-7-4- 6W4.—- -f- =
\dy 1 d y ^ \ J ^ de] ds

(10)

Ponieważ nie dajemy prawa rozkładu sił skręcających (zewnętrznych)
na przekroju swobodnym, przeto nie możemy szukać warunków krańcowych
dla każdego elementu tego przekroju. Zważmy jednak, że każda, jakkolwiek
ograniczona, część walca jest w równowadze, a zatym także jest w równowadze
nieskończenie cienka warstwa, ograniczona przekrojem swobodnym i przekro-
jem sąsiednim walca, Na element du> przekroju B, obrany w punkcie (y, z),

przypadają siły wewnętrzne pndio ip t 3 c?w. Całki zatym |jp,acZcoi I pi3 dia,

rozciągnięte na cały przekrój, przedstawiają sumy tych sił, z których każda
jest równa odpowiedniej sumie składowych sił zewnętrznych. Z tego wynika,
że każda z tych sum jest równa zeru, inaczej bowiem przekrój swobodny, a za
nim wszystkie inne, przesunąłby się na swojej płaszczyźnie, coby się sprzeciwia-
ło założeniu, że walec doznaje samego tylko skręcenia. Jest więc w każdym

przekroju I ^]2(fco = 0, I pi3d<a = 0, czyli według (7),

( l i )

ponieważ z założenia l^^co=:0, l2/dco = 0. Widzimy więc, że walec dozna-
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je samego tylko sJcręćenia, jeżeli siły zewnętrzne są równoważne s parą sił, Jctórej
płaszczyzna jest prostopadła do osi walca. Suma momentów sił wewnętrznych

względem, osi # wynosi 1 (pi3y—PuZ) dw; jeżeli więc M jest momentem

pary sił skręcających, to jest M = ló?i3Z/—pns) dia, czyli po wstawieniu
wartości

gdzie M jest wiadome. Nazywamy M momentem s k r ę c e n i a walca.

Zastosujmy podane wzory do walca eliptycznego, którego osi 2(3, 2f

niech będą osiami y i z. Wtedy będzie / (y, z) = ?— -f — — 1 = 0, skąd wy-

nika warunek na obwodzie elipsy

Całką tego równania jest funkcyja algebraiczna
v2 R2

a łatwo się przekonać, że ta funkcyja zadość czyni rzeczywiście wszystkim wa-
runkom (4), (8) i (11), tudzież warunkom utwierdzenia przekroju A-. Otrzy-
mamy więc

(16) _Ę_ t ^ + ^I

gdzie 1^= l«/2fZ(i), Ij,r= I ^2^w oznaczają momenty bezwładności elipsy

względem osi z i osi y. Ponieważ

I« = - 7 - , Ij. == ~~, przeto kładąc G- — 7rr r , mamy
* * H l + W

*•«•«»•&. • -

Wielkość 8 oznacza kąt, o jaki obróciły się względem siebie dwa przekroje,
których wzajemna odległość jest równa jednostce. Ponieważ ten kąt jest
stały, przeto przekrój swobodny obrócił się względem przekroju utwierdzonego
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o kąt ©,= GL, jeżeli L jest długością walca. Kąt 6 zowieniy k ą t e m skrę-
c e n i a walca.

Z równania (13) okazuje się, że każdy przekrój płaski walca eliptycznego
skrzywia się i przybiera po skręceniu kształt parabolojdy hiperbolicznej, któ-
rej wierzchołkiem jest środek elipsy, a osią oś walca. Podzielmy każdą elipsę
osiami głównymi na 4 równe pola; w punktach dwu pól przeciwległych wzglę-
dem środka, dla których y i g są jednocześnie albo dodatne albo ujemne, bę-
dzie u > 0, zaś dla pozostałych dwu pól będzie u < ! 0; na pierwszych utworzy
się więc wypukłość, na drugich wklęsłość. Z (15) widzimy, że natężenie sty-
czne jp, w punkcie (y, g) na elipsie wynosi

= 8 .

2M 1
i że to natężenie ma wartość największą, mianowicie równa się •—•. — ;

w punktach końcowych mniejszej osi elipsy, dla której [3 >- Y.
Jeżeli przekrój walca jest kołem o promieniu r, to będzie Y = P = »*r

więc « = 0; przekroje walca obrotowego zostają płaskimi po skręceniu. Wte-
dy otrzymamy

(10) K - * * . - ^ ; •

natężenie styczne w punkcie (y, g) będzie Gr G J/~?/2_|-s2, a największe natężenie1

— . — mieć będzie miejsce na obwodzie przekroju.

Gdy wstawimy spółczynnik Gr w równania (12) art. 186-go, będziemy
mieli dla ciała równokierunkowego

(19) 2>a3

otrzymamy zatym między natężeniem stycznym a odpowiednim posunięciem
się podobny związek, jak między natężeniem normalnym pu a wydłużeniem X,-.
Wielkość Gr nazywamy s p ó ł c z y n n i k i e m s p r ę ż y s t o ś c i odpowiadają-
cym s k r ę c e n i u , ponieważ ten spółczynnik wyraża związek między natęże-
niem a odkształceniem w przypadku skręcenia. Między Gr, E i [i mamy zwią-

zek E = 2G- (1 + (Ł), a ponieważ — > JJ,;> 0, przeto y <Gf < y .

190. RÓWNOWAGA WALCA PTTSTBGO (KUBY). Przy dochodzeniu odkształ-
ceń ciała obrotowego można użyć spółrzędnych tak zwanych cylindrycznych,
albo półbiegunowych. Aby określić miejsce punktu m, weźmy oś ciała za oś
x, biorąc na niśj dowolny początek O; spuśćmy z m prostopadłą r do osi, i prze-
suńmy południk przez m; odległość x spodka prostopadłej od O, promień r
i kąt tp, jaki płaszczyzna południka tworzy ze stałą płaszczyzną, przez oś prze-
chodzącą, wyznaczają miejsce punktu, jeżeli tylko określimy dokładnie znaki
spółrzędnych. Siły i przesunięcia rozłóżmy w kierunkach osi x, promienia r
i stycznym do równoleżnika, a u, u, w niech oznaczają przesunięcia punktu
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(x, r, <p) w tych kierunkach. Dodatne v liczymy w kierunku promienia r od
osi na zewnątrz, dodatne ii) w tym kierunku, w którym rośnie kąt tp. Popro-

wadźmy przez m płaszczyznę równoleż-
nika, płaszczyznę południka, i trzecią
płaszczyznę, styczną do walca spółosio-
wego z powierzchnią obrotową; obierz-
my na każdej płaszczyźnie pole elemen-
tarne, zawierające punkt m i rozłóżmy
natężenia tych pól w trzech kierunkach,
wyżej podanych. Odpowiednie składo-
we natężeń niech b ę d ą p n , pn, pu dla
płaszczyzny równoleżnika; p2i, p%%) pi3

dla płaszczyzny południka; p3X > P32,
pats dla trzeciej płaszczyzny; -wówczas

Pl3 = i > 3 2 ! Pil =-2>l3 ) Pli =Pm-

Równania równowagi elementu ze względu na ruch postępowy można
otrzymać następującym sposobem, nieco odmiennym od sposobu dotąd używa-
nego. Niech abcd a'Vc'cV (fig. 66) przedstawia element ciała, w środku które-
go przyjmujemy punkt ni (x, r, <p); wyraźmy np. warunek, że suma rzutów
sił w kierunku promienia r jest równa zeru. Rzuty sił w tym kierunku są;

Fig. GG.

n a ś c i a n ę abcd s i ł a —

„ „ a'b'e'd' „

„ „ aba!V „ —

ł •%•*)'**».
2 '
1

• ' d x

/" /7 /•' /?'

i> >i

„ „ aa'01 „

!t !)

1 ó»an •, \ T •, dw .
r, + — . ~—dtp I drdx cos -pr i
" 2 dę T / 2

dr dx sin -^ .

Niech na jednostkę objętości w punkcie ni działają odpowiednio siły zewnętrz-
ne X, R, 4> w poinienionych kierunkach; wtedy na element przypadnie w kie-
runku promienia r siła Rrdrdsdy, gdyż rdrdoody jest jego objętością. Do-
dając powyższe siły i zatrzymując tylko wyrazy rzędu 3-go, otrzymamy nastę-
pujące równanie równowagi:

dx dr
1^ dp^
r ' d<f

P22—P33
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J dz r dr r dtp *•

Postępując podobnie z rzutami w dwu pozostałych kierunkach, otrzy-
mamy następujące równania równowagi elementu:

(1)

dx ' r drv™w ' r ' d<p

r • d<p

Przyjmijmy, że ciało nie przestaje być obrotowym wskutek odkształcenia;
•wtedy punkty posuwają, się tylko w kierunku osi x i w kierunku promienia r;
będzie zatym w e= 0. "Wydłużenia X,, X2, X3 w kierunkach spółrzędnych będą
wtedy

(Z\ X - - — X - f ) w X — *

Wstawiwszy te wartości w równaniu (12) art. 186-go, otrzymamy^,,, j»M, p33.
Zastosujmy te równania do walca obrotowego pustego (rury), którego

końce są otwarte, a który doznaje ciśnień normalnych na powierzchni zewnę-
trznej i na powierzchni wewnętrznej. Warstwy elementarne walca, ograni-
czone powierzchniami walcowymi, doznają rozciągań lub ściskati tylko w kie-
runku promieni; będzie więc u = 0, w = 0, a wszystkie natężenia będą równe
zeru oprócz natężeń p2i i p 3 3 , mających kierunki promieni i kierunki stycznych
do równoleżników. Jeżeli przyjmiemy X = 0, JEt = 0, $ = 0, to pierwsze ró-
wnanie (1) będzie tożsamością, a z trzeciego wypadnie -~ = 0, to znaczy, że
natężenie obwodowe jest stałe na tymsainym równoleżniku; z drugiego ró-
wnania Wynika — C^JO)—Paa — ®t gdzie należy wziąć symbol pochodnśj zu-
pełnej zamiast cząstkowej. Natężenia będą"

E [",, , . * ) v~\

E

wstawiwszy ich wartości w poprzednie równanie, mieć będziemy

d ( dv\ v ,. &v dv v
V'1l)=7 c z y h ł--l^ + l F - 7 = 0-

Całkując raz, otrzymamy -*- Ą = a, a całkując powtórnie

v ~ ~śf "T" 7 '
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gdzie a i & są dwiema stałymi. Ponieważ —— = —- • , przeto będzie
o ° dr 2 r2

E [a ,.

L(1

Niech px oznacza wiadome ciśnienie na jednostkę powierzchni zewnę-
trznej walca, której promień jest y,; aj»2 i r2 niech stosują się do powierzchni
zewnętrznej. "Wtedy dla r = ^ mamy p22 = — pn dla r = r% zaś JJ 2 2 — — p.M

z czego wynikają wartości stałych

_ 2(l+|Ł)(l~8tt) Ptrf-pM* a — 1 + 1* frt-J

więc

(6)

Gdy p2 = 0, otrzymamy

a dla pi = 0 będzie

a zatym w obu przypadkach bezwzględnie f33>i522> natężenie na obwodzie
jest większe od natężenia w kierunku promienia. W obudwu przypadkach
najiuięhsse natężenie saćłiodzi na powiemclmi wewnętrznej rury, t. j . d l a r = ł ' t .

W pierwszym przypadku dla r~rl będzie max. pM z=,$i. ' 2
 2

o ; w drugim
r2 ł"j

dla r = r, będzie max. jp33 =s — ^ a ^ ł 2 - o , a znak ujemny okazuje, że wewnę-

trzna powierzchnia rury jest najwięcej ściskana.
191. PEZEWODZENIE DEGAŃ. Jeżeli w środku równokierunkowym

o sprężystości stałej punkt A pobudzony został do drgań, to ruch jego roz-
chodzi się jednostajnie we wszystkich kierunkach, a punkty, posiadające je-
dnocześnie ten sam stan ruchu, czyli tę sarnę fazę, znajdują się na powierz-
chni kuli, której środkiem jest środek pobudzenia. Powierzchnią tej kuli na-
zywamy powierzchnią falową. Rozważając punkt drgający m w znacznej
odległości od punktu pobudzenia, możemy małą część powierzchni kulistej
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falowej, na której punkt m się znajduje, zastąpić przez odpowiednie pole na
płaszczyźnie stycznej do kuli, i otrzymamy tyra sposobem tak zwaną płaską
powierzchnią falową. Obierzmy prostopadłą do tej powierzchni za oś %,
a osi y i 0 równolegle do tej powierzchni; przesunięcia punktów drgających,
zawartych w fali płaskiej, powyższą powierzchnią ograniczonej, nie zależą od
y i g, lecz są tylko funkcyjami % i t. Gdy rozważać będziemy drgania około
położeń równowagi, to według twierdzenia art. 186-go należy w równaniach

ruchu opuścić siły zewnętrzne. Z założenia mamy -r— = 0, — == 0, skąd

A = — , -r— := 0, -y- = 0, a więc równania ruchu będą według art. 186-go:

~\- (j/) (1—2 n<) ' dx*-' ° ' dP~ 2 ( 1 + (J,)'
t)2w E ó2w

Ponieważ spółczynniki tych równań inają/zawsze wartości dodatne, przeto
możemy przyjąć

(1) o» = E . l~P «»'= E

a (1 + \>') (1 — 2 [s) ' 2 a (1 + JŁ) '
i otrzymamy dla każdego punktu drgającego następujące równania ruchu:
,_, d2u „ d2u dv2 „ d%v dhv ó2u)

Pierwsze równanie określa drganie w kierunku przewodzenia fali, dwa
ostatnie równania wyrażają drgania w kierunkach, prostopadłych do kie-
runku przewodzenia. Drganie, określone przez piórwsze równanie, nazywa-
my d r g a n i e m p o d ł u ż n y m , a drgania, określone przez dwa ostatnie ró-
wnania, zowiemy d r g a n i a m i poprzecznymi . Obadwa rodzaje drgań
zachodzą jednocześnie i niezależnie od siebie.

Rozważajmy drgania podłużne, przyjmując, że środek sprężysty nie
jest ograniczony, że przeto nie zachodzą warunki krańcowe. Wiadomo, że
w tym przypadku funkcyja u jest zupełnie określona, jeżeli dla pewnej war-
tości t znamy dwie funkcyje argumentu %, którym mają się równać fun-
kcyja u i jej pochodna względem t. Niech zatyrn będzie dane, że dla

( = 0 m a być M —f(x) i *~ = ~F(x), gdzie / i ł 1 oznaczają funkcyje wia-
Ot

dome, to znaczy, iż przyjmujemy, że znamy odchylenie i prędkość drgania
każdego punktu w chwili, od której czas liczyć zaczynamy. Całką ogólną
pierwszego równania (2) będzie wtedy funkcyja:

(3) u = ^f(x + at) + ^f(x-ai)+±

Eibl. mut.-flz., S. IV, T. X, 32
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o czym bezpośrednio przekonać się można, zważając na to, źe

at) + F (x — at)},

(x +[at) — i 1 (x — at):

Niech pobudzenie pierwotne zachodzi we wszystkich punktach, dla
których x2 > x >- xit gdzie xx < x% oznaczają dwie wiadome wartości x.
Wtedy jednocześnie f(x) =• 0 i ¥ (x) = 0 dla x,z-<,x<ix1, a między pun-
ktami Xi i x>i powyższe funkcyje będą różne od zera. Dla punktu więc
rB>K2 będzie / (x + at) =i= 0, a całka w równaniu (3) przybierze także war-
tość równą zeru; otrzymamy więc u = —f(% — at)j co tylko wtedy nie bę-
dzie równe zeru, kiedy xt < x — at <; %2. Z tego wynika, że pobudzenie przy-
będzie do tego punktu w czasie tf, = , a ustanie w czasie tz ±s — ^

źe przeto trwać będzie przez czas i 2 — tl = — . "Warstwę środka o sze-
Ot

rokości x<L — xl nazywamy falą płaską, której długość wynosi x2 — x{-

Spółczynnik a przedstawia prędkość, z którą pobudzenie rozchodzi się. w ro-
zważanym kierunku, i z tego powodu nazywamy go prędkością przewo-
dnictwa fali w środku sprężystym. Należy ją dokładnie odróżnić od pręd-
kości drgania -rr , określającej ruch każdego punktu z osobna. Prędkość prze-

ot
wodnictwa można także określić, rozważając ruchy tych punktów, dla któ-
rych x<.xl. Z równania (1) wynika dla prędkości przewodnictwa wartość

~ V
zależna od spółczynników sprężystości i zwężenia, tudzież od gęstości środka
przewodzącego.

Dwa ostatnie równania (2) wyrażają drgania poprzeczne, a można po-
dobnym sposobem okazać, źe spółczynnik

jest odpowiednią prędkością przewodnictwa; różniąca się od prędkości d.
Ponieważ A zależy tylko od w, przeto okazuje się, źe tylko drgania podłu-
żne wywołują rozrzedzenie się i sgęsuczenie środJca, a przy drganiach poprze-
cznych takie zmiany gęstości środka nie zachodzą.

192. DBGANIA BEONY "W^PEĘŻONEJ. Teoryja ogólna odkształceń błon
sprężystych lub strun t. j . ciał takich, których jeden lub dwa wymiary mo-
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żna uważać za nieskończenie małe, nie wchodzi w zakres tego dzieła. Oka-
żemy tylko prawa drgań poprzecznych błony sprężystej, dostatecznie naprę-
źpnej, które z równań ogólnych wyprowadzić inożna. Uważajmy błonę za
•walec lub graniastosłup o niezmiernie małej wysokości, którego podstawa-
mi srjj dwie powierzchnie równoległe błony. W połowie wysokości przesuń-
my płaszczyznę yg, a oś # wystawmy do niej prostopadle w dowolnym pun-
cie tego przecięcia średniego. Błonę wyprężamy z siłą, działającą wszędzie
normalnie do jej brzegu, a więc prostopadle do osi x\ niech p będzie wia-
domym naprężeniem jednostki powierzchni bocznej błony, Eozwaźajoiy na-
przód równowagę błony, przyjmując, źe oprócz p żadna siła nie działa na
nią. Według art. 188-go możemy dla punktu (x, y, s) przyjąć

(1) u = — mas, v = ny, w = na,

gdzie m i n oznaczają stałe, które mamy wyznaczyć. Będzie więc X, = — m ,
X2:rrX3 — n , tp, r= 0, tp2 = 0, cp3 = 0 , a zatym, według (12) art. 185-go,

(2) ft, = ( 1 + ^ _ 2 t ) j ) l> (* + 2n)-m],

pM = pS3 == + _ 2 (n - \m), pi3 — 0, p3l ssO. f.jp1 B= 0.

Dla podstaw walca (powierzchni błony) mamy w każdym punkcie a = 1,
& = 0, e = 0, p — 0; wstawiwszy te wartości tudzież stałe wartości na-
tężeń (2) w wiadome równania krańcowo, otrzymamy pn = 0, a więc

u. (m -\- 2n) •=• ni, skąd ni — ^—— . . Na brzegach mamy wszędzie a = 0
1 — i1 . .

natężenie p, więc pti ^=jp33 = j 3 , a zatym

Z tego równania i z poprzedniego wynika w =r ^ J - , w = ™ i a więc

, n . ittU, 50 ( 1 - — t J . ) PO-~\>)
(2) M ~ ~ E a : ' ^ ^ E V>*°= E ^

Niech następnie błona, wyprężona przez siłę JJ, zostanie pobudzona ,do
małych drgań; punkt (0, y, s), leżący na jej przecięciu średnim, przesunie
się o u, v, iv, atoli te przesunięcia nie będą miały wartości (2), obliczo-
nych dla równowagi. Punkt (0, y + dy, s + da) posiadać będzie spółrzędne

, du , , du , , dv , , dv ., •, , , dw , ,
u + -j-dy+ ~^ds,y + dij + v + -^~dy + —d0> z + ds + w + j- dy +

Ą-^—ds. Ezuty elementu linijowego, łączącego te dwa punkty po przesu-
ds

hięciu, na osi spółrzędnych, będą odpowiednio

, , ,, du , , du ., . . j , , dv \ , dv n -•
na oś #-ow rt« = — tó«/ -f- —- dg, na oś «/-ow dy -\- y dy + y rt^ ,
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, . -. . ÓW , . ÓW ,

na os s-ow de + -r- dy + -r- »£ *

a ponieważ pochodne przesunięć podłużnych » i u SĄ małe w porównaniu
z pochodnymi przesunięcia poprzecznego u, przeto możemy zamiast tych war-
tości brać du, dy, dz jako rzuty uważanego elementu linijowego na osi.
Normalna zewnętrzna (a, 1), c) do powierzchni błony jest prostopadła do
tego elementu, więc aduĄ-bdyĄ-,cdg = 0, czyli, kładąc wartość du,
otrzymamy

Ponieważ dy i <fo są. dowolne, przeto każdy wyraz jest równy zeru, skąd

i du du

-.* 7 , du du
(3) a ; I: c = 1 : — -7-: — -r- .
v ' dy da
Stosując więc wiadome twierdzenie o drganiach około położenia równowagi,
(art. 187) otrzymamy następujące warunki na brzegu błony:
... du du . du du

Załóżmy, że naprężenie^ jest tak znaczne, iż siły międzycząsteczko-
we, występujące podczas drgania, różnią się bardzo mało od tych sił w sta-
nie równowagi. Możemy wtedy przyjąć podczas ruchu pn = 0 , j?,i2 —jpM =
= J J , a wtedy otrzymamy z równań (4)

(5) P»=P"fi,*M=P--ftl

pozostałe siły będą równe zeru. "Wstawiwszy te wartości w pierwsze ró-
wnanie (5) arti 182-gOj otrzymamy następujące równanie drgań poprzecz-
nych błony:
. . . d*u __ p

Niech błona będzie prostokątem o bokach a i i ; jeden z wiśrzchołków
boierzmy za początek spółrzędnych, a osiom y i 0 nadajmy kierunki boków
a i b. Wtedy M — 0 dla y = 0 i dla y = a, tudzież dla z — O i dla
# = b, a dla każdego punktu wewnątrz błony mamy a > y > 0, & > # > O.
Żeby funkcyja u była okróślona przez równanie (6), potrzeba wiedzieć wa-

runki początkowe, wyrażające, że dla t = 0 mamy u=zf(y, 0) i — = Ff#, ^ ,

czyli potrzeba znać kształt błony i prędkość każdego punktu dla t = 0.
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Przy tych założeniach otrzymamy następującą, całkę ogólną powyższego
równania *)

£ Si

K ^ 2+ B,* sin cicti

gdzie c% = —; i, Je oznaczają liczby całkowite, a spółczynniki wyrażają

przez następujące całki, zależne od stanu początkowego:

(8)

(9) BikZ

Czytelnik może łatwo okazać, że funkcyja (7) czyni istotnie zadość ró-
wnaniu i danym warunkom.

Każdy wyraz powyższego szeregu (7) zosobna wskazuje, iż drganie
punktu (y, s) jest proste, z czego się okazuje, że ruch tego punktu można
uważać w ogólności za wynik nieskończenie wielu drgań prostych, niezależ-
nie od siebie istniejących, Ruch błony będzie zatym wynikiem superpo-
zycyi drgań, jednocześnie zachodzących, których obszerności zależą od wa-
runków początkowych.

Niech błona będzie kwadratową; wtedy a — 6 . Załóżmy jeszcze, dla
uproszczenia, że ruch zaczyna się ze spoczynku, że więc ¥ (y, g) •=. 0 dla
każdego punktu, wskutek czego ~Bik = 0; otrzymamy więc

sm — - sin — cos \/p a.
i=i *=i ^ fl fl

(10)
i ł ~ ^ I / C 7 ! ' ^ 8 1 1 1 B i n o

tJCYl . Kitt, -. ,„

Ponieważ cos — J/> + & = c o s "7 1̂ ** + #* ^ + m ' c {/^ + fc»J' g d z i e

w jest liczbą całkowitą, przeto każde drganie proste, odpowiednie liczbom

i, k, jest ruchem peryjodycznym, a peryjod tego ruchu wynosi T =;
Gy

*) Co do całkowania równania (6) tudzież równania (2) art. 191-go OD. Wykład nauki
0 równaniach różniczkowych przez W ł . Z a j ą c z k o w s k i e g o , Paryż 1877, Rozdz. XXVIII
1 XXIX (Str. 779 — 852),
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Szereg (10) może się składać z jednego tylko wyrazu. Aby to oka-

zac, przypuśćmy ze warunek początkowy jest / (y, s) = O . sin — - sin ,
CL Qt

gdzie i't h' oznaczają dwie liczby całkowite, a O jest stałą.. Wtedy-

sm sin a C I sin - sm • a-n ..

a a J a a

1 / rc-n .. .... , 1
'(\=-=\ cos—Ł(t— i ')at\—-

6 j ci> A

a każda z tych całek jest równa zeru, jeżeli i ^ i'; zaś dla i = t"1 będzie J — —.

Podobnie będzie całka względem C równa zeru dla fa ̂  W, a równa -^ dla

b=lc'. Otrzymamy więc AJV = O ; wszystkie inne spółczynniki będą rói
wne zeru i u zredukuje się do jednego wyrazu. Ruch każdego punktu,
zredukuje się więc w tym przypadku do jednego drgania prostego.

Przypuśćmy taki warunek początkowy, żeby szereg składał się z dwu
wyrazów, np. (i =s 1,7c = 2), (i = 2, Jo= 1), wtedy:

, , , . / . . %y . 2x£ , . . 2izy . %g\ c i t l / ' F .
(11) u=\ A,, sm—^sm h A2, sm — - sm•— I cos — t.K J \ a a a a J a

Punkty, dla których bez względu na czas jest u = 0, wyznaczają na
błonie tak zwane l i n i j e węzłów; każdy punkt na takiej linii jest ciągle
w spoczynku. W powyższym przypadku iinije węzłów są wyznaczone przez
równanie

A i a sm - i sm [- A 2 ł sin •—J- sm — = 0.

które możemy napisać także w postaci

(12) 2sm — sin—-I A 1 2cos (- A31 cos - ^ ) c r 0 .

Ponieważ y = : 0 i # = 0, tudzież ^ = a i s=.a są pierwiastkami tego ró-
wnania, przeto brzegi są linijami węzłów. Dalsze linije węzłów wynikają

z równania A n cos f-A21cos — = 0. Jeżeli A 2 1 = 0 , to linija, węzłów

będzie prosta « = — ; jeżeli A 1 2 = 0, to będzie nią prosta y= — ; w przy-
padku A 1 2 — A 2 1 otrzymamy węzły na prostej g = y — a; w przypadku
A, a = — A n będzie prosta g = y liniją węzłów. Szukanymi linijami są więc
proste, łączące środki przeciwległych boków kwadratu lub jego przekątne.
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Doświadczenia stwierdzają powyższe wyniki. Podobnie można otrzymać
linije węzłów w każdym innym przypadku, skoro warunki początkowe sa,
wiadome,

Ć W I C Z E N I A ,

(1). Okazać, że posunięcie się dwu prostych, przecinających się pod kątem
prostym, jest równe różnicy wydłużeń ich dwusiecznych.

(2). Podać równanie elipsojdy odkształcenia, odpowiedniej superpozycja dwu
odkształoeń elementu ciała sprężystego.

(3). Obliczyć zmianę, której wskutek odkształcenia sprężystego doznaje mo-
ment bezwładności elementu ciała względem prostej, przechodzącej przez środek tego
elementu.

(4). Pręt jest wyciągany pionowo w kierunku osi i uwzględniamy wpływ jego
ciężaru: wyznaczyć prawo, według którego mają się tak zmieniać pola przekrojów
pręta, żeby natężenie w kierunku osi było stałe.

(5). Zbadać bezpośrednio skręcenie walca obrotowego, na którego powierzch-
nią, boczną nie działa żadna siła, i podać równanie włókna dowolnego po skręceniu.

(6). Wyznaczyć związki między odkształceniami X i <p a przesuń ięciami u, v
w, używając spółrzędnych cylindrycznych.

(7). Podać równania równowagi i natężenia kuli pełnej, na której powierzch-
nią działa ciśnienie stałe we wszystkich punktach,

(8). Wyznaczyć linije węzłów błony kwadratowej w przypadku, gdy i = 2,
h = 2, tudzież, gdy i = 3, h = 1; i = 1, k = 3.

(9). Podać równanie różniczkowe drgań błony okrągłej w spółrzędnych bie-
gunowych, przyjmując biegun w środku błony.

(10). Podać równania drgań podłużnych i poprzecznych struny wyprężonej.

L i t e r a t u r a (Kozdz. XVII).

L. NATIKB: Memoire sur les lois de l'źquilibre et du mouvement des corps soli-
des elastiąues (Memoires de 1'Institut, t. VII, Paris, 1824); Kesume des lecons don-
neos a l'ecole des Ponts et Ohaussees (wydanie 1-sze, 1826; 2-gie, 1833; trzecie wy-
danie znacznie powiększone przez BABEK DE SAINT-VENANT, W dwu częściach, Paris,
1864).—A. CAUCHT w bardzo wielu artykułach swoich Exercices de Mathematiques,
a mianowicie w latach 1827, 1828 i 1829. — S. D. POISSON, Memoire sur les equa-
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tions generales do l'equilibro et du mouvement des corps solidos ólastiques ot fluides
(Journ. de l'ec. poi., t. XIII, Paris, 1831). — Cr. GKEEN, Matliomatioal Papors (Lon-
don, 1871) mianowicie artykuł: On tlie laws of the reflection and refraction of light
at the common surface of two non-eristallized media. — Gr. LAMIS ; Lecons sur la tlie-
orie matliamatiąiie do l'ślastioite des corps solides (Paris, 1852); Lecons sur los coor-
donnees ouriyilignes ot leurs diverses applications (Paris, 1859, Lokoyja XI do
XX). — B. DE SAINT-YBNANT : Memoire sur la torsion des prismes, avec des considó-
rations sur leur ilexion ainsi gue snr l'equilibre interieur dos solides elastiąuos en ge-
nerał (Mem. presentes par diyers savants a l'Aoad. des Sciences, t. XIV, Paris,
1856); Memoire sur la flexion des prismes (Jour. des matli. 2-e ser., t. I, Paris,
1856); Theorie generale do 1'elasticite, obejmująca lekcyja, 21-szą i 22-gą, w MOIGNO:
Lecons de mecanique analytique, (Paris, 1868); liczne dodatki w 3-oim wyd. NA-
VIEB'GO. — Gr. KIEOHHOFF: Ueber das Gleichgewiclit und dio Bowegimg eines unen-
dlicli diinnen elastischen Stabes (Journ. v. CEELLE, t. LYI, Berlin, 1859); Vorlesun-
gen iiber matliematische Pliysik (Berlin, 1876 Lekcyje: 10, 11, 27 — 30), — A.
CLEBSCH, Tlieorie der Elasticitat fester Korper (Leipzig, 1862). — B. BJEMANN,
Partielle Differentialgleichungen imd dereń Anwendung auf pliysikalische Fragen
(Braunscliweig, 1869, rozdz. V). — W E . GOSIEWSKI: O sprężystości ciał stałych
jednorodnych (Pani. tow. n. śc , t. I, Paryż, 1872); Wykład mechaniki cząsteczko-
wej, zeszyt I (jedyny; Paryż, 1873). — A. CASTIGLIANO, Theorie de l'equilibre des
systemes elastiąues et ses applications (Turin, 1879). — L. POCHHAMMEH, Untersu-
chungen iiber das Gleichgewicht des elastischen Stabes (Kieł, 1879). •— II. KESAL,
Physique mathematique (Paris, 1884, rozdz. VIII).—J. WEYUAUOH, Theorio elastischer
Korper (Leipzig, 1884).—BOUSSINESCJ, A2iplications des potentiels a, l'ótude do
l'equilibre et du moiwement des solidos elastiques (Paris, 1885). — F. NEUMANN,
Vorlesungen iiher dio Elasticitat der festen Korper uud des Lichtathers, (Leipzig,
1885). — J. TODHUNTEB & K. PEAESON, A history of the theory of elasticity and of
the strength of materials (Cambridge, 1886). •— W. J. IBBETSON, An elomentary trea-
tise of the mathematical theory of perfectly elastic solids (London, 1887) .—


