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stronach elementu płaskiego są równe i mają kierunki przeciwne (art. 176),
przeto widzimy, że siła, odpowiednia stronie zewnętrznej ściany aha, jest wy-
padkową sił, działających na strony zewnętrzne jej rzutów prostokątnych,
schodzących się w punkcie ni. Ten związek widocznie utrzymałby się, w razie
gdybyśmy rozważali rzuty ukośne ściany abc. Przyjmując następnie, że wy-
miary czworościanu dążą nieograniczenie do zera, wniesiemy, że ściany prze-
chodzić będą przez ten sarn punkt ni, i otrzymamy następujące twierdzenie:
silą wewnętrzna w punJecie względem danego elementu płaskiego jest wypadkową
sil wewn§trmych} odpowiednich rzutom tego elementu na trzy płaszczyzny, prsez
tenże punkt prseclwdsące (tw. Oauchy'ego). To twierdzenie stosuje się także
do ciał sprężystych, w których zachodzi ruch wewnętrzny; albowiem siły stra-
cone, wprowadzone przez zasadę d'Alembert'a, są nieskończenie małe rzędu
trzeciego, pominięto więc być mogą w obec sił wewnętrznych.

182. NATĘŻENIA GEÓWNE. Rozważajmy element płaski da, zawiera-
jący punkt ni; a, b, c niech oznaczają dostawy kierunkowe normalnej do
tego elementu; a, [3, Y dostawy kierunkowe natężenia p tego elementu w pun-
kcie m. Wystawiając w ni układ prostokątny osi, rzućmy dto na jego płasz-
czyzny, to ad ca, Mw, cda będą odpowiednio rzutami w kierunkach osi.
Z twierdzenia Cauchy'ego wynika, że ap . da> =z apn . dio -f bpn . dw +
+ cp-6l .dcO) albo, po skróceniu przez du>,

(1) ap = apn + bp2l + ep3i, i podobnie $p = apn + lpn + cp32,
TP = 0J>i3 + &P23 + cpn,

gdzie pat oznaczają składowe natężeń rzutów elementu, wzięte w kierunkach
osi, jak w art. 181-ym. Oznaczmy przez p^PaPi natężenia, odpowiednie
tym rautom, a przez a,-, [3,, f*, gdzie « = 1 , 2, 3, ich dostawy kierunków;
otrzymamy

(2) pu = a,pi, jJ>l2

Podstawmy te wartości w równania (1) i obliczmy sumę kwadratów odpo-
wiednich stron tych równań, otrzymamy

+ P3P1 + faldPsPi' ca +• 2 (a,aa + [3,p2 + TiYa)Pi
Jeżeli przyjmiemy dla krótkości

(A = (a 2a 3 + p2 P3 + YaYs) p2jf?3 =J?»J»a °OS (P2,1J3), B=p3p{ cos
C3)

IO =.p,p2 cos (JJ, ,j32), to mieć będziemy
(4) p 2 = i ) ! 2 a a + j j a

2 & a + ^ 3
2 c 2 + 2 A. bc + 2 B. ca + 2 O. ab.

Z tego wzoru okazuje się, że dość znać wielkości i kierunki natężeń
trzech elementów płaskich, przecinających się w danym punkcie pod kątami
prostymi, aby obliczyć wielkość natężenia dowolnego elementu, przez tenże
punkt przechodzącego. Odetnijmy na kierunku natężenia p od punktu m
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w obie strony długość, przedstawiającą p, i niech x, y, 2 oznaczają spółrzędne
punktu końcowego jednego z tych odcinków, wzięte względem osi ukośnych,
mających kierunki natężeń pn p a ) jp3; wówczas ap = a, x + o-zy + <h &i
a ponieważ według (1) i (2) ajo = a t ap, + a 36p 2 + «8 cj?3, przeto
x = aj^, «/= 6p2, # = cp3. Wstawiwszy te wartości w równanie a2 + 1)"- +
+ c2 = 1, otrzymamy

jako równanie miejsca gieometrycznego punktów (x, y, s). To równanie
przedstawia elipsojdę, której środkiem jest punkt TO, a dla której kierunki
natężeń ps, ih,p3 przedstawiają kierunki trzech średnic sprzężonych. Nazy-
wamy tę powierzchnią elipsojdą natężeń w punkcie rozważanym. Dłu-
gości jej średnic są proporcyjonalne względem natężeń w kierunkach tych
średnic.

Osi główne tój elipsojdy przedstawiają kierunki trzech natężeń, do któ-
rych odpowiednie elementy są prostopadłe. A zatym prtseg Jcażdy punlct ciała
sprężystego można poprowadzić trzy płaszczy sny, do sioMe prostopadłe, Móre
doznają tylko natężeń normalnych. Natężenia, zachodzące w kierunkach osi
elipsojdy natężeń, zowiemy natężeniami głównymi w punkcie rozważa-
nym. Jedno z tych natężeń jest bezwzględnie największe, jedno zaś naj-
mniejsze ze wszystkich natężeń w tym punkcie. Obierzmy kierunki natężeń
głównych za kierunki osi spółrzędnych i niech^j,p t, p3 oznaczają te natęże-
nia; wówczas pn —puPi2=p2,pn=pa,pi2 — 0,PM~0,p3l=z0;
otrzymamy więc według (1)

ap = apl, $p = op-i, YJJ = cp3,

a~p~a> ?~'p ' °{~ p °'

Znając natężenia główne co do wielkości i kierunku, możemy według tych
równań dla każdego elementu płaskiego o danym kierunku (a, h, c) podać
wielkość i kierunek odpowiedniego natężenia. Mając dany kierunek natęże-
nia, możemy łatwo znaleść kierunek elementu, któremu to natężenie odpowia-
da. Jakoż gdy dane są a, [3, Y, to według (6) równanie płaszczyzny ele-
mentu (a, b, e) będzie

P i " Ih Ih ~~
"Weźmy powierzchnią rzędu 2-go

której środkiem jest punkt m; z porównania wzorów (7) i (8) widzimy,
że płaszczyzna szukanego elementu jest sprzężona z kierunkiem danego na-
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tężenia względem powyższej powierzchni, Powyższą powierzchnią nazywamy
p o w i e r z c h n i ą k i e r u j ą c ą . Mając tę powierzchnią, tudzież elipsojdę
natężeń, możemy następującym sposobem wyznaczyć związek między elemen-
tem a jego natężeniem: znalazłszy średnicę, sprzężoną z płaszczyzną elementu
iozględem powierzchni kierującej, mieć będziemy MeruneJc natężenia; długość
odpowiedniej średnicy elipsojdy natgżeń icyznacza wielJcośó natężenia.

Jeżeli natężenia główne mają ten sam znak, to powierzchnia kierująca
jest elipsojdą; jeżeli te natężenia mają znaki różne, to ta powierzchnia składa
się z dwu hiperbolojd sprzężonych, jedno — i dwupowłokowej. W pierwszym
przypadku niema w punkcie rozważanym żadnego elementu płaskiego, którego
natężenie miałoby kierunek, przypadający na jego płaszczyźnie, z czego wyni-
ka, źe każdy element doznaje pewnego natężenia normalnego. "W drugim
przypadku elementy, leżące na płaszczyznach stycznych do stożka asympto-
tycznego, doznają natężeń w kierunkach prostych ich styczności, a zatym
doznają natężeń na swoich płaszczyznach, wskutek czego nie doznają natgżeń
normalnych.

Jeżeli natężenia główne są sobie równe, natenczas otrzymamy kulę za-
miast elipsojdy natężeń, a wtedy każdy element, przesunięty przez środek
kuli, doznawać będzie tylko natężenia normalnego, a te natężenia są równe
we wszystkich kierunkach. I nawzajem: jeżeli elementy, przez tenże sam
punlct przechodzące., doznają tylko natężeń normalnych, natenczas te natężenia
są równe we wszystkich Merunliach.

Poprowadźmy przez punkt ni element d to' na płaszczyźnie (a',b',c'),
którego natężenie p' niech ma kierunek (a', p1, ?'). Obliczywszy według (6)
rzuty a'p\ (3'j/, f 'p ' natężenia p\ rzućmy natężenie p elementu dto na normalną
do elementu doi', a natężenie p' na ^normalną do elementu du>; natenczas
p (aa' + P&' + fc') = p' (a'a + $'b + fć), z czego wynika twierdzenie
ogólne: jeżeli dwa elementy płaskie przechodzą przez ten sam punkt, to rzut
natężenia pierwszego elementu na normalną do drugiego elementu jest równy
rzutowi natężenia drugiego elementu na normalną do pierwszego elementu.
Tego twierdzenia szczególnym przypadkiem jest podane wyżej twierdzenie,
z którego wynikało, ze pik — pki.

183. RÓWNANIA RÓWNOWAGI I HOWNANIA RUCHU ELEMENTU. Weź-
my znowu pod uwagę nieskończenie mały element równoległościenny we-
wnątrz ciała sprężystego. Na jednostkę jego objętości przypadają w punkcie
m siły zewnętrzne X, Y, Z, które zmieniają się w ogólności od punktu do
punktu, a na cały element działają siły zewnętrzne tego samego rzędu nie-
skończenie małe, co jego objętość. Natężenia w punkcie m są wielkościami
skończonymi, a jeżeli przechodzimy z tego punktu do innego punktu, nieskoń-
czenie bliskiego, to natężenia zmieniają się o wielkości tego samego rzędu, co
odległość tych punktów, przez co jest zapewniona ciągłość w rozmieszczeniu
natężeń wewnątrz ciała. Do ścian elementu są przyłożone siły wewnętrzne
nieskończenie małe tego samego rzędu, co powierzchnie tych ścian. Jeżeli
z jednej ściany przejdziemy do nieskończenie bliskiej ściany równoległej, to
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siła wewnętrzna zmienia si§ o wielkość nieskończenie małą tego samego rzędu,
co objętość elementu. Z tego okazuje się, że siły zewnętrzne elementu są nie-
skończenie małe tego samego rzędu, co różniczki sił wewnętrznych, że zatym
przy rozważaniu równowagi lub ruchu elementu nie można sił zewnętrznych
porównywać z siłami wewnętrznymi, lecz tylko z różniczkami sił wewnętrz-
nych. Równania zatym równowagi i równania ruchu elementu będą, wyrażały
związki między siłami zewnętrznymi elementu a różniczkami sił wewnętrznych,
czyli między siłami zewnętrznymi dla jednostki objętości a pochodnymi sił we-
wnętrznych dla jednostki powierzchni.

Rozważajmy siły w kierunku osi x i wyraźmy warunek, żeby ich suma
była równa zeru, przyjmując, że w ciele nie zachodzi ruch wewnętrzny. Na
ścianę m b c g (fig. 65.) działa siła —p n dydz , a na ścianę przeciwległa, siła

dydts, suma tych sił wynosi - j ~ dxdy d$, jest więc wiel-

kością, rzędu trzeciego, jak zapowiedzieliśmy wyżej. Podobnie'otrzymamy

-~ dxdydg i - ~ dxdyds jako sumy sił, działających na ściany, prostopa-

dłe do osi y i do osi e. Ponieważ X dx dy ds jest siłą zewnętrzną, przeto

szukany warunek jest

X dx dy ds+^fdx dy d& + ^ dx dy ds + & ł dx dyda — 0.

Dzieląc przez objętość elementu i postępując podobnie z siłami równoległymi
do osi y i do osi 0, otrzymamy następujące trzy równania równowagi elemen-
tu, mające kształt zapowiedziany,

dy

(1)

. = (J.
dsdx dy ds

"Warunki równowagi momentów sił podaliśmy w ai't. 181-ym, a mia-
inowicie :

Niech na powierzchnią ciała działają także pewne siły wiadomo. Po-
prowadźmy przez punkt (x, y, 0) na powierzchni płaszczyznę styczną i obierz-
my na niej element, zawierający ten jmnkt; p niech oznacza natężenie w tym
elemencie, mające kierunek (a, (3, 7); a, l>, c niech określają kierunek normal-
nej zewnętrznej do tego elementu. Powyższe wielkości są wiadome. Pro-
wadząc przez ten punkt trzy elementy płaskie, równoległe do płaszczyzn
spółrzędnych, otrzymamy według (1) art. 182-go następujące równania:

(3) ap = apn -I- bptl + opn, pp == apn + hp.12 + opm ip = apl3 +
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które wyrażają tak zwane warunki krańcowe t. j . zachodzące w każdym pun-
kcie na powierzchni ciała.

Z zasady d'Alembert'a łatwo otrzymać równania ruchu wewnętrznego
ciała sprężystego, t. j . takiego ruchu, podczas którego każdy punkt porusza
się bardzo mało z tego położenia, jakie on zajmuje w stanie naturalnym ciała.
Przesunięcia u, v, w punktu są w tym przypadku funkcyjami czasu i spółrzę-
dnych miejsca, około którego ruch punktu zachodzi; pochodne tych przesunięć
względem czasu przedstawiają przeto prędkości i przyśpieszenia punktu. Je-

żeli a oznacza gęstość ciała w punkcie (po, y, g), to ( X — o -T^J dcc dy ds,

( Y — a -̂ —•) dx dy de, ( Z —.o -rj^J dx dy ds przedstawiają siły straco-
ne ; wstawiwszy te siły, wzięte dla jednostki objętości, zamiast X, T, Z w ró-
wnaniach (1), otrzymamy równania następujące ruchu wewnętrznego:

(4)

a Ż!*? — Y i <%» i ^21 , fal
' <)P " T ^ T d j f T ds

n — V i - ffia , fo22

• dt* ~ x + da + dy

Na powierzchni zachodzą zawsze równania (3), nie uwzględniamy w nich
bowiem nieskończenie małych sił rzędu trzeciego, a zatym i sił straconych.

184. ZWIĄZKI MIĘDZY ODKSZTAŁCENIAMI A NATĘŻENIAMI. Podane ró-
wnania, zachodzące w każdym elemencie ciała sprężystego, nie są dostateczne
do zbadania stanu, jaki siły przyłożone w tym elemencie wywołują. Jakoż,
dziewięć natężeń w punkcie m redukuje się, jak wiadomo, do sześciu, a ró-
wnania (1) artykułu poprzedzającego są trzema związkami między tymi sześ-
cioma natężeniami, które nie wystarczają do ich wyznaczenia. Równania (5)
są także tylko trzema związkami między trzema przesunięciami i sześcioma
natężeniami, nie pozwalają zatym zbadać ruchu elementu ciała sprężystego.
Że powyższe równania nie mogą wystarczyć dla mechaniki ciał sprężystych,
okazuje się wprost z tego, że przy ich wyprowadzeniu nie uwzględniono tśj
okoliczności, iż ciało odkształcone nie doszło do granicy sprężystości doskona-
łej, którato okoliczność musi się oczywiście wyrazić przez pewne związki mię-
dzy natężeniami a odkształceniami, cechujące właśnie odkształcenia sprężyste.
Te związki będą stanowiły nową zasadę dla dochodzenia skutków działania sił
na ciała sprężyste, która łącznie z poznanymi dotąd zasadami pozwoli rozwią-
zać zagadnienia dynamiki ciał sprężystych.

Taką zasadę, pozwalającą rozwiązać zadania dynamiki ciał sprężystych,
podał R. Hooke dla najprostszego przypadku prętów, wyciąganych w kierun-
ku swej osi. Wyraził ją w słowach: ut tensio sie vis, to znaczy, że, gdy ciało
nie dochodzi do granicy sprężystości, wydłużenie pręta jest proporcyjonalne
względem siły wydłużającej, a zatym względem natężenia w kierunku tej siły.
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W celu uogólnienia tej zasady, rozważajmy element równoległościeńny ciała
sprężystego, do którego ścian są. przyłożone siły normalne i siły styczne. Każ-
de wydłużenie i każde posunięcie się będzie wogólności skutkiem działania
wszystkich sił, a jeżeli przyjmiemy prawo niezależności skutków, według któ-
rego każda siła wywołuje odpowiednie odkształcenie, niezależnie od działania
innych sił, to każde wydłużenie i każde posunięcie się będzie sumą. odkształ-
ceń tego samego rodzaju, wywołanych przez siły oddzielnie przyłożone. Wią-
żąc to prawo, zwane także prawem superpozycyi (dołączenia do siebie) skutków,
z zasadą Hook'a, prowadzącą do związku linijowego między jednym wydłu-
żeniem i jednym natężeniem, dochodzimy do następującej zasady ogólnej : ak
do granicy sprężystości ewiąeloi między odkształceniami i natężeniami wyrażają
się przez funJccyje linijowe.

"Wyrażeniem analitycznym tej zasady jest następujący układ równań:

(1)

pn = %X, + lt\2 + c,X3 + dA tpi -f e, cp2 + /, tps,
+ h K + C2 \i + dz <Pi + e« ?2
+ bB X2 + c3 ls +dsft + es <f a

c5X3 + c?s tpt +.e stp 2

c6 X3 +do^t + ea tpa + /o <p3,
w których spółczynniki a, b, c, d, c, f zależą od natury fizycznej ciała spręży-
stego i sposobem doświadczalnym mają być wyznaczone. Zachowywanie się
więc ciała sprężystego względom sił odkształcających wyrażamy ogólnie przez
trzydzieści sześć spółczynników, każdemu ciału właściwych.

Mając teraz pu wyrażone przez X,- i <p<, wyraźmy następnie X* i <ft według
art, 177-go przez pochodne trzech przesunięć u, v, iv, i wstawmy te wartości
w równania równowagi lub w równania ruchu; otrzymamy trzy równania ró-
żniczkowe między trzema przesunięciami, siłami, spółrzędnymi i czasem, z któ-
rych będziemy mogli obliczyć te trzy przesunięcia. Z tych przesunięć obli-
czymy następnie natężenia.

185. SPÓEOZTNNIKI SPRĘŻYSTOŚCI. Zanim podamy równania różnicz-
kowe między przesunięciami, siłami, spółrzędnymi i czasem, określające równo-
wagę lub ruch wewnętrzny ciała sprężystego, wyprowadzimy pewne własności
spółczynników równań (1) art. 184-go, które wynikają z rozważania pracy
przygotowanej sił wewnętrznych.

Udzielmy ciału sprężystemu ruchu przygotowanego, i niech wskutek tego
ruchu spółrzędne punktu x-\-u,y-\-v, sĄ-w przyrosną odpowiednio o §w, dv,
8w. Ponieważ zaszło odkształcenie każdego elementu ciała, przeto siły ze-
wnętrzne i siły wewnętrzne wytworzyły pracę przygotowaną. Suma prac

siły —pn .dyds i siły jjpn Ą—~dx\ dyda wynosi du . -~ dx dy ds; siły

—jj2i • dndx i ip2i + -~- dyl dsdx zaś Bu. -~ dx dy de; a siły—p3i. dxdy
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1 + ~pr d0) d% dy wynosi §w . •—• dxdydg. 7i innych, sił wewnętrznych

nie wynika praca ze względu na drogę §w, gdyż są prostopadłe do osi x. Suma
więc prac sił wewnętrznych ze względu na drogę przygotowaną, 8w będzie dla

elementu ciała 8« (Ly-^ + - 4 ^ + ~)) ^x dy dg; podobne otrzymamy wyra-

.żenią prac ze względu na drogi przygotowane So i §«. Praca sił zewnętrznych
elementu wynosi (X . §w 4- T . 8v + Z . Siv) dxdyds. Dodając prace wszyst-
kich, sił elementu i biorąc całkę tej sumy dla całego ciała, otrzymamy nastę-
pujące wyrażenie pracy przygotowanej 811 wszystkich sił

dy ds ' \ dx dy

+
co możemy krócej napisać

(2) sn = su
oznaczając przez SU pracę sił wewnętrznych, a przez 8"W pracę sił ze-
wnętrznych.

Każdy wyraz w SU możemy raz całkować częściowo. Całkując tym
, , , j . dBu ., du ,

sposobem pierwszy wyraz względem x 1 zważając, ze —— = o —— , otrzymamy
OtJG OtJC

Całkę podwójną po prawej stronie tego równania obliczymy (art. 122), rzu-
cając powierzchnią ciała na płaszczyznę ys, obierając wewnątrz tego rzutu
punkt (y, s) za wierzchołek prostokąta elementarnego o bokach dy i de, pro-
wadząc przez ten punkt prostą, równoległą do osi x, dla każdego punktu,
w którym ta równoległa przecina powierzchnią ciała, obliczając iloczyn ptl Su,
następnie zaś biorąc różnicę [p, l Su] tych iloczynów dla każdej pary następu-
jących po sobie punktów, i nakoniec obliczając sumę [Pu8?t] dyds dla całego
pola rzutu ciała na płaszczyznę ys. Całkowanie potrójne po prawej stronie
ostatniego równania rozciąga się na całą objętość ciała. Obierzmy na po-
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wierzchni ciała element dm i poprowadźmy w nim normalną, zewnętrzną, do tej
powierzchni, i niech a, b, c oznaczają, dostawy kierunkowe tej normalnej. Po-
stępując podobnie, jak w art. 1^2-gim przy obliczaniu wzorów Gauss'a, otrzy-
mamy

l I [ih i ^u] dyds — I ąpi t Sw dm.

Stosując to przekształcenie do wszystkich całek w SIT, otrzymamy

dw (ąp

czyli ze względu na równania (2) i (3) art. 177-go,

(3) S U = I iSu (apn + hp2l + cpsl) + Sv (ąpa + bp2i + cpS2)

\d® — j I I (ź»i i SX, -f-#22 8X2+jp33 SXs+jp23 §<p,

+Pai §̂ 2
Całka j)odwójna rozciąga się na powierzchnią ciała, a zatym odpowiednie

natężenia mają być w niej brane ze względu na siły wiadome, przyłożone do
powierzchni ciała; całka potrójna stosuje się do całej objętości ciała. Z ró-
wnań (3) art. 183-go wynika, że całka podwójna w (3) wyraża pracę układu
sił, przyłożonych do powierzchni ciała, że zatym całka potrójna w (3) wyraża
pracę układu sił międzycząsteczkowych, pojawiających się wskutek odkształ-
cenia. O układzie takich sił, które są funkcyjami doskonałymi odległości
dwu cząsteczek (art. 176), wiadomo z art. 82-go, że on posiada potencyjał;
powyższa zatym całka potrójna równa się waryjacyi potencyjału sił międzyczą-
steczkowych. Jeżeli więc całka potrójna I i | P (X,, X2, X3, <p,, (pa, <p3) dx dyds

dl?
przedstawia ten potencyjał, to z równania (3) wynika, źe_£>u = —-? p%% —

óF óF óF dF ÓW ^ . . '
^o\> P3*=-o%> P^frf' P^W' Pn=W ' P o m e w a z

Pu są funkcyjami jednorodnymi i linijowymi wielkości X,, tp,-, przeto F jest
fimkcyją jednorodną stoj^nia 2-go tych wielkości. Potencyjał uMadu sił mig-
dsycsąstecsskoicyćli wyraża si§ przez funlecyją jednorodną stopnia 2-go wydłu-
żeń i posunięć, a natężenia są pochodnymi csąst7coivymi tej funiccy i»
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Funkcyja F zawiera sześć kwadratów argumentów X;, (p<, tudzież piętna-
ście iloczynów tychże argumentów po dwa, razem tedy dwadzieścia jeden wy-
razów o tyluż spółczynnikach. Ponieważ tożsame spółczynniki wchodzą w ró-
wnania (1) art. 184-go, przeto widzimy, że zachowywanie się ciała sprężystego
ivzglcdem sit odJssstaicających daje się określić wogólności praca 21 spółcgynni-
Jców, że zatym między 36 spółczynnikami a, h, c, d, e, f art. 184-go zachodzi
w ogólności 15 związków, niezależnych od natury ciała. Te związki są, jak
wiadomo:

186. OIAEA RÓWNOKIERUNKOWE. Podana ilość spółczynników zmniej-
sza się znacznie dla ciał, których cząsteczki są ułożone symetrycznie względem
pewnych płaszczyzn lub prostych. Aby to okazać, zmieńmy na chwilę znako-
wanie, kładąc zamiast X,, X2, X3, <p,, <p2, <p3 odpowiednio £„ | 2 , | 3 ) J4, £„, £0;
funkcyja F możemy napisać w kształcie

(1) F = S («,-,• e,-3 + 2 aik it Sł); i, * = : 1, 8, 8, 4, 5, 6.

Przypuśćmy, że w elemencie ciała, zawierającym punkt m, ułożone są czą-
steczki symetrycznie względem płaszczyzny ye, przez ten punkt przechodzą-
cej. Wtedy nie zmienią się związki między p i X, jeżeli osi x nadamy kierunek
przeciwny, nie zmieniając osi y i e; a zatym funkcyja F pozostanie także nie-
zmieniona. Ponieważ % i u wskutek tej zmiany znaki swe zmienia, przeto «p2

i cp3 również zmienią znaki, a reszta argumentów zostanie ta sama. Żeby za-
tym funkcyja F nie zmieniła się, muszą być równe zeru te spółczynniki a t t ) dla
których wskaźnik i ^ 5 lub 6, zaś wskaźnik Je = 5 lub 6, a więc a l 5 = 0,
«25 = 0, ff35 = 0, «45 = 0) flhus = 0) «2G = 0, «3G = 0, c% = 0. Pozostaje więc
w tej funkcyi tylko 13 spółczynników. Jeżeli zachodzi nadto symetryja wzglę-
dem płaszczyzny ex, to będzie jeszcze ati = 0, a 2 4 = 0 , a 3 ł = 0, asa = 0, a F
posiadać będzie tylko 9 spółczynników; wstawiając przeto' ponownie X i <p,
mieć będziemy

(2) F = a, t X!2 + a 2 2 X2
2 + a 3 3 X32 + a4 4 <?S + aB5 cp2* + a00 <p 3^ + 2 a, 2 X, X2 +

+ 2a23X2X3-(- 2a3lX3X,.

Z tego wyrażenia widzimy, że układ cząsteczek jest symetryczny wzglę-
dem płaszczyzny xy.

7i równania (2) otrzymamy dla takiego układu cząsteczek

/gs Pii = 2 (aMX1 + «i2^2 + "w Vj, i?22 = 2 (a1 2 Xt + a22X2 + aM X3),
2'33 = 2 (ffliu X, + a2 3 X3 + a3 3 X3), p 2 3 = a4 4 tp,, p3, = C£58 <p2, jp12 = aG0 tp3.

Przypuśćmy nadto, że zachodzi symetryja w układzie cząsteczek wzglę-
dem osi x. Wtedy nie zmieni się funkcyja F, jeżeli obrócimy osi y i g około
osi x i wstawimy w (2) nowe argumenty, tym sposobem otrzymane. Gdy obró-
cimy osi y i 0 o bardzo mały kąt es to dostawy ich nowych kierunków y' i i
będą odpowiednio (0, 1, e) i (0, — e, 1), jeżeli pominiemy e2 i potęgi wyższe.

Bibl. mnt.-fiz., S. IV, T. X. 3 1
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Oznaczając kreską u góry odpowiednie tym kierunkom argumenty X i <p, otrzy-
mamy z równań (4) i (5) a,rt. 178-go,

3 ' = X 3 ~ «<p„ (p1' = (pl + 2e(X3— X2), cp2' = cp2 — s<p3,

Z tych równań wynika

(X2'—X3
r), tpa=(p2'

Wstawiwszy te wartości w (2), mieć będziemy

F = a„A,'*+ a 2 2 X 2 ' ł + a33X3'2+ Ou9,'*+ a5 5 ? 2 ' 2 + «aB<p3l2+ 2a 1 2X 1 'X 2 '+
-f 2a 2 8X 2 'X 8

r+2a 3 lX 3 'X,'—2e(a 1 2 — a l s)X1'tp1' — 2e(a 2 2 — 2a 4 4 — a23)X2'cp,'+
+ 2 e (a3 3 — 2a4 4 — a2 3) X3' cpt' + 2 s (a5 S — a M ) cf>2' cpg'.

Ponieważ funkcyja F nie zmieni się, przeto spółczynniki ostatnich czte-
rech wyrazów są, równe zeru, więc

a2 2 =. aas = a 2 3 + 2 a M , a5 5 = aCo, «ia = ffi3> a zatym

(4) F = a 1 1 X 1
2 + ( a M + 2a4 4) (X2̂  + \3*) + „ 1 4 ? 1 a + aia (tp2

2 + (f3
2) +

+ 2a,2X, (Xa + X3) + 2a2 3X2X3.

Prostą, mx nazywamy w tym przypadku osią, s p r ę ż y s t o ś c i ciała. Żeby
jeszcze oś y była osią, sprężystości ciała, potrzeba, aby an = a2a + 2a 4 4 =
= a, 2 + 2 «35, a44 = aS 5, » i a = a 2 3; będzie więc

(5) F = a,, (Xt« + X2̂  +XS
2) + a 4 4 ( c ^ + ? 2

2 + Ts2) +
+ 2 ( a u — 2a44) (X, X2 + X2 X3 + X3 X,),

czyii

(6) F = a„ (X, + X2 + X3)2 + K ł 4 [9l» + ^ + ( f 32_4(X1 X2 + X2X3 + X3XJ)J.

Niech pierwotne osi x, y, s mają, kierunki wydłużeń głównych, i wystaw-
my w m trzy dowolne osi prostokątne x", y", g", których dostawy kierunkowe
niech będą odpowiednio a ;, b{) c,-, i = 1, 2, 3. Jeżeli X,", Xa", X3", tp/', cp2", (p3"
odnoszą się do tych osi, to będzie według (4) i (5) art. 178-go,

+ V X2 -{- c3
2 X3, <pt" = 2 (a, a2 Xi + 6, 52 X2 + c, c2 X3), tp2" — 2 (a2 a3 X, +

+ &2&3X2 + C2c3X3), cp 3 "=2(a 3 a[X, + S3&, X2 + c3c,Xa).

Otrzymamy zatym, uwzględniając wiadome związki między dostawami kierun-
kowymi osi»",«/", g",

2 + X2X3 + X 3 X 1 ) ,
ż czego się okazuje, że funkcyja F , określona przez równanie (6), pozostaje
tąż samą dla każdego układu prostokątnych osi spółrzędnych. Jeżeli ta wła-
sność zachodzi w każdym punkcie ciała, "natenczas ciało posiada tę same sprę-
żystość we wszystkich kierunkach około każdego punktu. Takie ciało nazy-
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warny według Oauchy'ego równokierunkowym (isotrop) i o sprężystości
s t a ł e j . Bo określenia sswiązlcóiu międgy natężeniami a odhsetałcenidmi ciała
róiuno&erunlcoioego o sprężystości stałej potrzeba i wystarcza znać dwa spółcsyn-
niJci, któreśmy oznaczyli przez ait i a 4 4 . Funkcyja (5) lub (6), pozwalająca
obliczyć potencyjał sił wewnętrznych takiego ciała, nie zależy od kierunków
osi spółrzędnych.-

Biorąc pochodne cząstkowe funkcyi F względem jej argumentów, otrzy-
mamy dla ciał równokierunkowych o sprężystości stałej

tl = 2[an\l + (a,t — 2a 4 4) (X2 + X3)], pi3 = 2aiiifl,
w = 2 [at i X2 + (a,, — 2 a44) (X3 -f- Xt)], psl = 2 a44tp2,
3 3 = 2 [ a l ] X 3 - f (an — 2a 4 4 )(X,+X 2 )], I)i2 = 2a44cp3.

Bozwiążmy pierwsze trzy równania względem X,, X2, X3; otrzymamy

(7)

X , =
a**(3«ii—•*«**) L 2 I n 4 ^

a przez przestawienie kołowe wskaźników obliczymy X2 i X3. Wprowadźmy

\ / Q ,»» /Q« .4 /r "\ I J 1 Z( /y (^\ri 4-/7 "̂

gdzie E i [A oznaczają dwa nowe spółczynniki; wówczas będzie

E 1 - u. E

a wstawiwszy te wartości w (7) i (8), mieć będziemy

1 r / ' vi 2(1 + I Ł )

— ^r [^li — |J- KPii + Pai)], <Pi = -p .
iii JDJ

(11) = Ę - C P M — \h(P»3+Pll)l, <?2=-- ^ PSI,

.2(1+ p.)
• E

(12)

(13)

• o •pi

F — E (Xi + X2 + X3)2

I [<P. - 4 (X, X2 -f X2 X3 + X3 X,)]J .

Równania (11), (12) i (13) dają związki między p, X i <p dla ciał równo-
kierunkowych o sprężystości stałej', wyrażone przez dwa spółczynniki E i \i.
Ponieważ dla tpt = 0, <p2 = 0, cp3 = 0 jest także JOM = 0, p3l = 0, pA2 = 0,
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przeto iv ciele róionokierunhowyin o sprężystości staUj kierunki wydłużeń głó-
wnych są earaeem kierunkami natężeń głównych. Osi elipsojdy odkształcenia
i osi elipsojdy natężenia mają więc teźsame kierunki.

1 8 7 . RÓWNANIA RUCHU I RÓWNANIA RÓWNOWAGI CIAB HOWNOKIERUN-

KOWTCH. Wyraźmy w równaniach (12) wydłużenia i posunięcia się przez po-
chodne cząstkowe przesunięć u, v, w względem x, y, z (art. 177), wstawmy tak
przekształcone wartości natężeń w równaniach (4) art. 183-go, i przyjmijmy,

jak poprzednio, A = -r- + - — | - -r—, gdzie A oznacza stosunek zmiany obję-
tości elementu do jego objętości pierwotnej; otrzymamy po uproszczeniach
następujące równania ruchu wewnętrznego ciał równokierunkowych o spręży-
stości stałej:

d^n .—. E | d*u d2u dht 1 t)A

C1) a'1tŹ~~ "*" 2(1 + [i.) (cte2" "** ~dyi ~W "*" 1 — 2(Ł ' ~dy~
dhv , dHu , dHo , 1 dl

c2 T dy* ' ds% ' 1 — i

Jeżeli utworzymy równania, czyniąc równymi zeru lewe strony powyż-
szych równań, to mieć będziemy równania równowagi elementu takiego ciała.
"Warunki krańcowe, oile one zależą od wiadomych sił zewnętrznych na po-
wierzchni ciała, są, jak wiadomo:

gdzie litery mają znaczenie takie, jak w art. 183-im.
Rozwiązanie zagadnienia o równowadze lub o ruchu ciała sprężystego,

które posiada wymiary skończone, polega na całkowaniu powyższych równań.
Chociaż nie znamy obecnie metody ogólnej do wyznaczenia rozwiązań ogól-
nych tych równań, możemy przecież z samego kształtu tych równań podać
pewne własności ogólne ich rozwiązań, które stosują się do ruchów wewnę-
trznych przy działaniu sił, niezależnych od czasu.

Załóżmy, że siły X, Y, Z są tylko funkcyjaini spółrzędnych x, y, s pun-
ktu uważanego, i wyznaczmy takie trzy funkcyje w', v\ to' tych spółrzędnych,
żeby dla każdego punktu

E(3)
dy* + dii* + 1 — 2[Ł ' dx

i podobne istniały związki dla v' i w', w którychto trzech związkach, A' = — +

+ -T- + -c— . Wielkości u', v', w' będą wtedy oznaczały przesunięcia, jakich

punkt x, y, js doznaje, jeżeli po przyłożeniu danych sił ciało sprężyste przycho-
dzi do równowagi, licząc te przesunięcia od stanu naturalnego ciała. Żeby
te przesunięcia były dokładnie oznaczone, poddajemy je nadto warunkom kran-
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cowym (2), oznaczając odpowiednie natężenia przez pa', Niech teraz w ciele
sprężystym przy działaniu tychże samych sił zachodzi ruch wewnętrzny, i na-
dajmy przesunięciom w, v, w, liczonym znowu od stanu naturalnego, następu-
jące wartości:

(4) w — M' + u", v = v' + v", w — w' + w";

z równań (1) i (3), tudzież z warunków krańcowych (2) okazuje się, że

T T . T . i • -u „ . „ i . . . . d u n , d v " , d i v "i ze podobne zachodzą związki dla v" i w \ gdzie A" = - r — | - -r 1- -r— ,
Odpowiednie warunki krańcowe będą

(6) apu" + 6p2 l" + opn" = 0, ap1 2" + bpn» + cj)8," = 0, apl3" +

(7) P(f=pd +Pa".
Wielkości u", w", w" oznaczają przesunięcia punktu x, y, s z położenia równo-
wagi, a ponieważ do ich wyznaczenia, jak widać z (5) i (6), prowadzą równa-
nia (1) i (2), gdy w nich przyjmiemy X==0, Y = 0, Z = 0, p = 0, przeto
mamy następujące twierdzenie, stosujące się przede^szystkim do drgania
ciała sprężystego: drganie ciała sprężystego około położenia równowagi, odpa-<
wiedniego siłom przyłożonym, odbywa si§ tale, jak drganie tego ciała około poło-
żenia naturalnego, jeżeli żadna siła nie działa na to ciało. To więc ważne
twierdzenie pozwala zagadnienie o drganiu ciała sprężystego podzielić na
dwie części: szukamy naprzód położenia równowagi każdego punktu przy
danych siłach, skąd otrzymamy u', v', w', pj, a następnie wyznaczamy drganie
bez spółudziału sił, z czego wynika u'\ v'\ w", p«,", Dodawszy odpowiednio
do siebie te wielkości według (4) i (7), otrzymamy niewiadome u, v, w i j ) . - '

Rozwiązania ogólne równań równowagi, które otrzymujemy z równań
(1), przyrównywaj ąc do zera ich lewe strony, mają także pewien kształt właści-
wy, cechujący tę równowagę. Gdy bowiem założymy, że uu vu ii\ są, rozwią-
zaniami szczególnymi tych równań, to łatwo już będziemy mogli okazać, że
ich rozwiązania ogólne wyrażają się przez następujące funkoyje:

(8) M = M 1 + C2S—c3ł/ + O,, v—Vt + c3x—CiS + G2, w=wl +cty—c2a; + C3)

w których O,-i C; oznaczają wielkości stałe. Jakoż, widzimy, że drugie po-
chodne cząstkowe funkcyj u, v, w względem spółrzędnych mają te same war-
tości, co odpowiednie pochodne funkcyj ut, vu w>i względem tych spółrzędnych;
tudzież, że

du dv dw dut dvt dwt

dx ~dy da ~dx dy dg '

Funkcyje u, v, w są więc rozwiązaniami równań równowagi, a ponieważ mają
odpowiednią ilość stałych dowolnych, przeto są rozwiązaniami ogólnymi tych
równań.



486 JIECHANIKA TEOBETYCZNA.

Ponieważ u, v, w są bardzo małe dla każdego punktu ciała, przeto stałe
C,- i d posiadają bardzo małe wartości. Z tego okazuje się (art. 24), że wyra-
żenia c23 — c3y -f O,, c3x — c^z + C2, c,y — c%x + O3 przedstawiają odpowie-
dnie drogi, któreby punkt (x, y, z), ciała sprężystego opisywał w kierunkach
osi spółrzędnych, gdybyśmy to ciało uczynili sztywnym i udzielili mu w kie-
runkach osi spółrzędnych odpowiednio bardzo małych ruchów postępowych
Oj, Ca, O3 i obrócili to ciało około tychże osi odpowiednio o bardzo małe ką-
ty clt o2, c3. Z tego wynika, źe przesunięcia u, v, w dają się z równań równo-
wagi tylko tak obliczyć, źe ciało sprężyste może się jeszcze w przestrzeni po-
ruszać przy sztywnym połączeniu jego punktów. Jeżeli przeto położenie ró-
wnowagi takiego ciała ma być w zupełności wiadome, to musimy znać jeszcze

'6 warunków, pozwalających obliczyć 6 stałych C,-, c,-. Zagadnienia o równo-
wadze ciał sprężystych dają siew zupełności rozwiązać, jeżeli oprócz warunków,
lołaścnoyeh każdemu takiemu zagadnieniu, gnamy jeszcze sześć warunków, ohrć*
stających położenie talach ciał, uważanych za sstyiono. •

Powiedzieliśmy, że nie znamy metody ogólnej całkowania równań równo-
wagi lub równań ruchu oiał sprężystych. Nie pozostaje więc nic innego, jak
w każdym zagadnieniu przyjmować wartości pewnych niewiadomych, bądźto
natężeń bądź też przesunięć, polegając przytym na doświadczeniu, wstawiać
następnie te wartości w odpowiednie równania i obliczać resztę niewiadomych.
O ile takie postępowanie daje wypadki, zgodne z doświadczeniem, to okażemy
w następujących zagadnieniach.

188. WYCIĄGANIE GBANIASTOSSOPA LUB "WALOA. Niech będzie dany
graniastosłup lub walec, którego podstawą jest jakakolwiek linija krzywa.
Przyjmijmy, źe jedna podstawa A walca jest utwierdzona, a na drugą, podsta-
wę równoległą B działają w kierunku tworzących walca siły rozciągające,
jednostajnie na niej rozdzielone, przyczyni na jednostkę pola tej podstawy
przypada siła p. Niech zresztą żadne inne siły nie działają ani na powierzch-
nią ani na masę walca; pomijamy więc działanie siły ciężkości. Prosta, łą-
cząca środki masy obudwu podstaw, którą nazwiemy osią walca, niech będzie
osią x; środek masy podstawy A niech będzie początkiem *-ów, a kierunek od
A ku środkowi masy podstawy B niech będzie kierunkiem dodatnych #-ów;
osi y-ów i #-ów przyjmujemy prostopadle do osi x. Ponieważ siły zewnę-
trzne mają być z sobą w równowadze, przeto utwierdzenie podstawy A na-
leży zastąpić siłą, "przyłożoną do jej środka masy i mającą kierunek ujemnych.
a;-ów, która na jednostkę pola A ma natężenie p. Jeżeli po odkształceniu
zachodzić będzie równowaga każdegovelementu walca, to otrzymamy równania

m dl±l A . dl* 4. %bl — o 'fcn 4. d ^ 2 , 4fta _ n <?J>i3 , fyi3 gp n _
W dx ^ dy• + ds ' dx + dy +1i~°'~dx~ + l i + ~W~°'
ponieważ X = 0, Y = 0, Z = 0. Warunki krańcowe są (art. 183):

a) dla podstawy A, czyli dla x = 0,

2) a — — 1, b = 0, c = 0; a = — 1, p = 0, y = . 0, natężenie = p;
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6) dla podstawy B, czyli dla a> ==Ł, gdzie L jest długością walca,

(3) « — 1, b = 0, c = Q; a= 1, (3:= 0, Y = 0, natężenie =.p;

c) dla każdego punktu na powierzchni bocznej walca mamy a = 0, p = 0 .
Równaniom (1), tudzież warunkom krańcowym czynią zadość następu-

jące funkcyje:

(4) lh\ = P, i>22 = 0, J333 = 0, 1>23 = 0, P 3 1 = 0, pa =S 0.

Wstawiwszy te wartości w równania (11) art. 186-go, mieć będziemy

(5) X l — f ' X2 = X3 — — g-i'; <Pi = °> % = °> ?3 = 0-

Okazuj e się więc, że walec wydłuża się w kierunku siły, a skraca czyli zwęża
się w każdym kierunku, prostopadłym do siły. Ponieważ Xi jest stałe, przeto
wydłużenie walca jest jednostajne, to znaczy, że każda w-ta część jego dłu-
gości wydłuża się o w-tą część całego wydłużenia. Gdy przez I oznaczymy
całkowite wydłużenie, otrzymamy

a jeżeli P oznacza siłę wyciągającą:, F pole podstawy, to z założenia mamy
P — p ¥, a zatym

,„, I P , , ., , P .L
(7) L = E l ' sk i J )d w y m k a l — J T Ę •

Ten wzór wyraża zasadę Hook'a w najprostszym przypadku wyciągania
prętów, i zgadza się w zupełności z wynikami doświadczenia. "Według niego
całkowite wydłużenie jest proporcyjonalne względem siły i długości, a odwro-
tnie proporcyjonalne względem pola przekroju pręta, nadto zależy wydłużenie
od materyjału pręta, co wyrażamy przez spółczynnik E. Znaczenie tego

spółczynnika okazuje się z równania (6), mamy bowiem E = ^-, ten więc spół-
kki

czynnik wyraża stosunek natężenia, czyli siły na jednostkę przekroju, do wy-

dłużenia jednostki długości. Przyjmijmy p = l, to będzie E = r - , a zatym

ten spółczynnik równa się także odwrotności wydłużenia, jakiego doznaje
jednostka długości pręta, jeżeli na jednostkę przekroju działa siła wyciąga-
jąca równa jednostce. Tak określony spółczynnik E nazywamy spółczyn-
n i k i e m czyli m o d u ł e m s p r ę ż y s t o ś c i (w ściślejszym znaczeniu) matery-
jału równokierunkowego, z którego pręt sporządzono. Liczebna wartość tego
spółczynnika zależy od miary siły i miary długości; przyjmując kilogram za
jednostkę siły, centymetr za jednostkę długości, mamy np. dla żelaza kutego
E = 2,000,000,to znaczy, że pręt żelazny o przekroju jednego centymetra kwa-
dratowego, wyciągany siłą jednego kilograma, wydłuża się o Q część
swej długości.
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Z równań (5) wynika X2 = X3 = — [J,X|; spółczynnik JJ, oznacza więc stosu-
nek zwężenia (kontrakcyi) pręta w kierunku, prostopadłym do siły, do wydłu-
żenia w kierunku siły. Nazywamy go z tego powodu s p ó ł c z y n n i k i e n i
zwężenia (kontrakcyi) materyjału pręta. Uważajmy w pręcie sześcian
o krawędzi równej jednostce, którego ściany s% równoległe do płaszczyzn
spółrzędnych; objętość jego zmieni się według równania (4) art. 177-go o

(8) A = X, + X2 + X 3 = (1 - 2 j i ) X, = (1-2,1.) Ł .

Doświadzenia okazują, źe objętość pręta zwiększa się przez wyciąganie, że

przeto A >> 0, z czego wynika, że JJ. •< -^ .

Mamy jeszcze z równań (5)

du __ p dv ów _ {Ł

~dx~TŹ' dy ~ da ~~ E P t

dv d i o d i v d u d u .dv+ 0 + ° + °
liozwiązaniami ogólnymi tych równań są następujące funkcyje:

w = j | s> + 0*0 — ea y + Oj,

« = — y+ oaai— e\ś + O

— Cin + C
3,

w których c,-, O,- oznaczają stałe. Wartości tych stałych wynikają z warun-
ków utwierdzenia pręta, gdy pręt uważamy za ciało sztywne. Utwierdzamy
naprzód punkt A; mamy więc .warunki u=0, w = 0, w = 0, dla x = 0, | / = 0 ,
g = 0 , a zatym O j ^ O , Oa = 0, O3 = 0. Następnie mamy znieść obrót około
każdej prostej, przez punkt A przechodzącej, który daje się rozłożyć na obrót
około prostej, leżącej na płaszczyźnie ys, i na obrót około osi %. Wskutek
pierwszego obrotu opisuje punkt o spółrzędnych (0, dy, da) w kierunku osi x

drogę y-r-J ćly + (-j- ) dz, gdzie wskaźnik 0 oznacza wartości pochodnych

w punkcie x=0. y = 0 ; żeby przeto ten obrót był niemoźebnym, potrzeba aby

\dy)o~°' \~dn)o~°' s]i¥l w y n i k a ca = °> c2 = Q. Wskutek drugiego

obrotu posuwa się punkt (0, 0, dz), obrany na osi 0, o długość ( -^-) da w kie-

runku osi y; żeby znieść ten ruch, potrzeba więc, aby (~) — 0, a zatym

Cj = 0. Marny więc
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jako przesunięcia dowolnego punktu (x, y, z) pręta wyciąganego. Ze te prze-
sunięcia byłyby nienioźebne przy sztywności pręta, okazuje się z porównania
powyższych wzorów z równaniami (1) art 24-go.

Niech pręt będzie wyciągany w kierunku pionowym i uwzględnijmy siłę
ciężkości. Oznaczywszy przez o gęstość pręta, mamy 3L = ag, Y = 0, Z = 0,
a więc zamiast pierwszego równania (1) następujące równanie równowagi:

- — H — ~ + - — - - j - a # = 0; dwa inne równania zostają niezmienionymi,

jak również warunki na powierzchni. Będzie więcpu = O — ag%, a ponieważ*
dla x s s L, pn =p, przeto O = j ) + o^rL, wskutek czego

(10) pn=p + ag (L — x), pM = 0, # 3 3 = 0, p13 s r 0, psx—0, pi2 — 0.

Natężenie jest funkcyją linijową x, a dla x = 0, czyli dla podstawy utwierdzo-
nej, będzie największe pn z=.p Ą- ag JJ. Cały przyrost natężenia od podstawy
swobodnej B do utwierdzonej A równa się ciężarowi słupa, wyciętego z pręta,
którego podstawa jest równa jednostce. "Wydłużenie w kierunku osi x prze-
staje być stałym. Mamy prócz tego

du 1 r , r -T dv ów a r ...

dv dtv . dw du du dv

skąd wynika przy uwzględnieniu warunków utwierdzenia:

• = •

IŁ iii

v = — ^.[py + og (L — x) y], w = — ^ [jp« 4- ag (L — a;) z\.

Jeżeli pręt jest ściskany w kierunku osi, to należy w powyższych wzorach brać
— p zamiast p.

189. SKRĘCENIE "WALCA. Niech środki masy wszystkich przekrojów
walca znajdują się na jego osi (art. 188) i nazwijmy te punkty, w których
prosta, równoległa do osi walca, przecina dwa przekroje, prostopadłe do osi
punktami odpowiednimi tychże przekrojów. Jeżeli przesunięcia punktów od-
powiednich dwu przekrojów, rozważane na płaszczyznach tych przekrojów
w kierunku prostopadłym do osi walca, różnią się od siebie tylko obrotem
około tej osi, a kąt tego obrotu jest ten sam dla punktów tego samego prze-
kroju, wtedy odkształcenie walca nazywamy skręceniem. Przesunięcia dwu
punktów odpowiednich w kierunku osi walca mogą być przytym nierówne mię-
dzy sobą, a przekroje płaskie walca mogą, się skrzywiać.

Obierzmy znowu oś walca za oś x, środek masy A przekroju utwierdzo-
nego za początek, osi y i s na tym przekroju. Rozważajmy dwa przekroje
w odległościach x i x 4- dx od A, i niech ten drugi przekrój obraca się wzglę-
dem 1-go o nieskończenie mały kąt Qdx około osi x w kierunku od y ku z;
wtedy punkt (y, g) na przekroju x~\-dx przesunie się w kierunkach osi y i s


