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stronach elementu plaskiego sg réwne i majg kierunki przeciwne (art. 176),
przeto widzimy, Ze sita, odpowiednia stronie zewnetrznéj Sciany abe, jest wy=-
padkowsy sil, dzialajgcych ma strony zewnetrzme jéj rzutéw prostokgtnych,
schodzgeych sig w punkeie m. Ten zwigzek widoeznie utrzymalby sig, w razie
gdyby$my rozwazali rzuty ukoéne Sciany abe. Przyjmujge nastepnie, Ze wy-
miary czworo§cianu dgzg nieograniczenie do zera, wniesiemy, %e §Sciany prze-
chodzié bedg przez ten sam punkt m, i otrzymamy nastepujace twierdzenie:
sila wewngtrana w punlkcie wzgledem danego elementu plaskicgo jest wypadlowa
sit wewngtranych, odpowiedniclh rzutom tego elementu na tray plasaczyzny, pries
tenge punkt przechodzqee (tw. Cauchy’ego). To twierdzenie stosuje sig talkie
do cial sprezystych, w ktorych zachodzi ruch wewngtrzny; albowiem sily stra-
cone, wprowadzone przez zasade d’Alembert’a, sg nieskoficzenie male rzedu
trzecicgo, pominigte wige hyé mogq, w obee sil wewnetranych,

182. Narpzenia enOwye. Rozwazajmy element plaski dw, zawiera-
jacy punkt m; @, b, ¢ niech oznaczajy dostawy kierunkowe normalnéj do
tego elementu; o, B, v dostawy kierunkowe natezenia p tego elementu w pun-
keie m. Wystawiajge w m uklad prostokgtny osi, rzuémy do na jego plasz-
czysny, to adw, bdw, cdow bedy odpowiednio rzutami w kierunkach osi.
Z twierdzenia Cauchy’ego wynika, Ze ap.do = ap, .dwo + bpy . do +
+ epy, . dw, albo, po skréceniu przez dw,

(1)  ap=apy + bpa + cpsy, i podobnie fp = apz + bpw+ cioa;
AP=apy + bpsyy + ¢Pas,
gdzie py oznaczajg skladowe natezen rzutéw elementu, wzigte w kierunkach
osi, jak w art. 18l-ym. Oznaczmy przez p,, pa, ps vatgZzenia, odpowiednie
tym rzutom, a przez o, B, 7iy gdzie ¢=1, 2, 3, ich dostawy kierunkéw;
otrzymamy
(2) Pu =04 Pyy Pia =B1D1s D13 =111 P21 = a2y Poa = o,
Day = (2025 Par = O D3y Paa = [aa Paz = Ta Das

Podstawmy te warto§ei w réwnania (1) i obliczmy sumg kwadratéw odpo-
wiednich stron tych réwnaf, otrzymamy
PP=p2a® + P22 0% + Py 4 2 (o0 + Balla + TaTo) Dol be 42 (0504 +

- + BaBr + o) Bapre o + 2 (40 + Bia + 1072) 2122 - @D
Jezeli przyjmiemy dla krétkosci
3) A = (@205 + B2 By + Ta's) Datis = P2 €08 (D2, 15); B = pyp1 cos (pa, 11)-

C =p 9, cos (p,,p,), to miet bedziemy

(4) PE=p2a% F P20t 4 py?e? 42 A.be +2B.ca+ 2 C.ab.

Z tego wzoru okazuje sie, Ze do§¢ znal wielkodei i kierunki natezen
trzech elementéw plaskich, przecinajgeych si¢ w danym punkeie pod kgtami
prostymi, aby obliczyé wielko§¢é natgZenia dowolnego elementu, przez tenze
punkt przechodzgcego. Odetnijmy na kierunku natg¢Zenia p od punktu m
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w obie strony dlugoéé, przedstawiajacg p, i niech z, ¥, # oznaczajy spélrzedne
punktu koficowego jednego z tych odeinkéw, wzigte wzglgdem osi ukoénych,
majgeych kierunki natefen p,, p,, py; wowezas ap = oy & + oy =+ 04 2,
n poniewaz wedlug (1) i (2) ap = oy ap, + aabp, + oy cpy, przeto
® = apy, y=bp,,2 =cpy. Wstawiwszy te wartoSci w réwnanie a® 4 0% -+
-+ ¢* = 1, ofrzymamy

mz

) i

jako réwnanie miejsca gieometrycznego punktéw (z, », 2). To réwnanie
przedstawia elipsoide, ktéréj &rodkiem jest punkt m, a dla ktéréj kieruniki
natezefi p,, Py, Py przedstawiajg kierunki trzech &rednic sprzezonych. Nazy-
wamy te¢ powierzchnig elipsojdg natezen w punkcie rozwazanym, Dlu-
goéel jéj érednic sg proporcyjonalne wazgledem nateZein w kierunkach tych
grednic.

Osi glowne téj elipsojdy przedstawiaja kierunki trzech natezen, do kté-
rych odpowiednie elementy sg prostopadle. A zatym preez Laidy punlt ciala
spregystego mozna poprowad#ié trey plaszezyzny, do sicbic prostopadle, kidre
doznagjy tylko natgéess normalnych. NatgZenia, zachodzgce w kierunkach osi
elipsejdy nateZef, zowiemy natgezeniami glé6wnymi w punkcie rozwaza-
nym. Jedno z tych natezen jest bezwzgledunie najwigksze, jedno za§ naj-
mniejsze ze wszystkich nateZen w tym punkcie. Obierzmy kierunki natezen
gléwnych za kierunki osi spélrzednych i niech py, p,, p, 0znaczajgy te nateze-
nia; WOWCZAS Py = Py, Paa = Doy Pz = Pas Pz = 0, Py = 0, py; = 0;
otrzymamy wige wedtug (1)

op = apy, Pp = bps, 1P = chy,

+ ----——1
3

(6) p=zka?p* + 07p, + c2pyt,
M Py . Ps
1}@,[3 b, ;_Pc.

Znajge natezenia glowne co do wielknéci i kierunku, mozemy wedlug tych
réwnaf dla kazdego elementu plaskiego o danym kierunku (a, b, ¢) podaé
wielko$é i kierunek odpowiedniego natezenia. Majgc dany kierunek nateze-
nia, mozemy latwo znale§¢ kierunek elementu, ktéremu to nateZenie odpowia-
da. Jakoz gdy dane sy a, B, ¥, to wedlug (6) réwnanie plaszezyzny ele-
mentu (a, b, ¢) Dbegdzie

7 B, 8
™ n D2 +
Weimy powierzchnig rzedu 2-go
2 y$ .ot
8 — e —==1
() ntnth :

ktéléJ érodkiem jest punkt m; z poréwnania wzoréw (7) i (8) widzimy,
4e plaszezyzna szukanego elementu jest sprzgZona z kierunkiem danego na-
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teZenia wzglgdem powyZszéj powierschni, PowyZszg powierzchnig nazywamy
powierzchnig kierujgcg. Majge tg powierzchnig, tudziez elipsojde
natgZen, mozemy nastgpujgcym sposobem wyznaczyé zwigzek migdzy elemen-
tem a jego nateZeniem: znalazlszy $rednicg, spragiong & plaszeayzng elementu
waglgdem powierechns kierujgeéj, mieé bedziemy kierunel natgéenia; ddugoéé
odpowiedniéj Srednicy elipsojdy mateicri wyznacaa wielkodé natedenia.

Jezeli natgzenia gléwne majg ten sam znak, to powierzchnia kierujaca
jest elipsojdg; jezeli te natgZenia majy znaki rézne, to ta powierzchnia sklada
sig z dwu hiperbolojd sprzezonych, jedno — i dwupowlokowéj. W piérwszym
przypadku niema w punkecie rozwaZanym Zadnego elementu plaskiego, kt6rego
natgzenie mialoby kierunek, przypadajacy na jego plaszezyinie, z czego wyni-
ka, Ze kazdy element doznaje pewnego nateZenia normalnego. W drugim
przypadku elementy, leZgee na plaszczyznach stycznych do stozka asympto-
tycznego, doznajy nateZen w kierunkach prostych ich stycznosei, a zatym
doznajg natezen na swoich plaszezyznach, wskutek czego nie doznajg natezen
normalnych.

JezZeli nateZzenia glowne sy sobie rowne, natenczas otrzymamy kulg za-
miast elipsojdy natezen, a wtedy kazdy element, przesunigty przez §rodek
kuli, doznawat bedzie tylko natgZenia normalnego, a te natgienia sy réwne
we wszystkich kierunkach. I nawzajem: jedeli elementy, przez tenze sam
punkt przechodzqcee, doznajq tylko natgéer normalnych, natenczas te natgéenia
sq rowne we wszystkich lierunkach.

Poprowadzmy przez punkt m element d ' na plaszezyznie (o, V', ¢'),
ktorego natgzenie p' niech ma kierunek (o, f, 7). Obliczywszy wedlug (6)
rzuty «'p', §'p', v'p! natezenia p', rzuémy natezenie p elementu dw na normalng
do elementu dw', a natgzenie p' na normalng do elementu dw; natenczas
p (aa! + BV + ve') =p' (@a + B'd 4 7'¢), z czego wynika twierdzenie
ogolne: jezeli dwa elementy plaslie praechodzg przes ten sam punkt, to raul
natgéenia pierwszego elementu na normalng do drugiego elementu jest réwny
rautowi natgéenia drugiego elementu na normalng do pierwszego elementu.
Tego twierdzenia szezegblnym przypadkiem jest podane wyzej twierdzenie,
z ktdrego wynikalo, Ze pu = pu.

183. ROWNANIA ROWNOWAGI I ROWNANIA RUCHU BLEMENTU. WeZ-
my znowu pod uwage nieskoficzenie maly element rownolegloscienny we-
wngtrz ciala spreZystego. Na jednostke jego objeto§ei przypadaja w punkcie
m sily zewngtrzne X, Y, Z, ktore zmicniajy si¢ w ogdlnodei od punktu do
punktu, a na caly element dzialaja sily zewngtrzne tego samego rzedu nie-
skonczenie male, co jego objeto§t. Natezenia w punkeie m sq wielko§eiami
skoficzonymi, a jeZzeli przechodzimy z tego punktu do innego punktu, nieskon-
czenie bliskiego, to natgzenia zmieniajy sie o wielkoéci tego samego rzedu, co
odlegloét tych punktéw, przez co jest zapewniona cigglo§é w rozmieszczeniu
natezenn wewnatrz ciala. Do cian elementu sg przyloZone sily wewnetrzne
nieskoficzenie male tego samego rzgdu, co powierzchmie fych écian, Jezeli
z jednéj fciany przejdziemy do nicskoficzenie bliskiéj &ciany réwnolegléj, to
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gila wewngtrzna zmienia si¢ o wielkoéé nieskoficzenie maly tego samego rzedu,
co objetoéé elementu. Z tego okazuje sig, Ze sily zewngtrzne clementu sg nie-
skoficzenie mate tego samego rzgdu, co réZniczki sil wewnetranych, Ze zatym
pray rozwazaniu réwnowagi lub ruchu elementu nie mozna sit zewngtranych
poréwnywaé z sifami wewngtrznymi, lecz tylko z réiniczkami sil wewngtrz-
nych. Réwnania zatym réwnowagi i réwnania ruchu elementu bedg wyrazaly
zwigzki migdzy silami zewngtrznymi elementu a rézniczkami sit wewnetrznych,
czyli migdzy silami zewnetrznymi dla jednostki objetosei a pochodnymi sil we-
waetrznych dla jednostki powierzchni,

Rozwazajmy sily w kierunku osi # i wyrazmy warunek, Zeby ich suma
byla réwna zeru, przyjmujac, Ze w ciele nie zachodzi ruch wewngtrzny, Na
Sciang m b ¢ g (fig. 65.) dziala sila — p,,dydz, a na Sciang przeciwlegly sila

(p“-{— Du g ) dyde, suma tych sil wynosi —li dx dy dz, jest wige wiel-

koseig, ugdu trzeciego, jak zapowiedzieli§my wy.a(,.] Podobnie ofrzymamy
0Py l.u
oy
dle do osiy i do osi #, Poniewaz X dz dy dz jest sily zewngtrzng, przeto
szukany warunek jest

dedydsz 1—— d,rfi! yds jako sumy sil, dzialajgcych na §ciany, prostopa-

X duxdy da + P“ cZach dz + d“ da,d‘;dz-[- :idedﬁ_O.

Duielge przez objgtoéé elementu i postepujac podohmc z silami réwnoleglymi
do osi ¢ 1 do osi #, obrzymamy nastgpujgce trzy réwnania réwnowagi elemen-
tu, majace ksztalt zapowiedziau}',

X 4 %u ‘J.pu ()l)u 3 0%931 =0,
2
03’1.; ‘)J.’m OP3a
M Y+5% T oy T =0
Py dl’ai 02’3.:
e e 7 gk
Warunki réwnowagi momentéw sil pod&hémy w art. 18l-ym, a mia-
nowicie:
2 Pz = Pany Paa = Pazy Pt = Puae
Niech na powierzchnig ciala dzialajg takZe pewne sily wiadome. Po-
prowadzmy przez punkt (z, y, #) na powierzchni plaszezyzng styczng i obierz-
my na niéj element, zawidrajgey ten punkt; p niech oznacza nateienie w tym
elemencie, majgce kierunek (a, B, 7); «, b, ¢ niech okréslajgy kierunek normal-
néj zewngtrznéj do tego elementu. PowyZsze wielkodcel sg wiadome. Pro-
‘wadzge przez ten punkt trzy clementy plaskie, réwnolegle do plaszezyzn
spolrzgdnych, otrzymamy wedlug (1) art. 182-go nastgpujace réwnania:

(8) op = apy -+ bpy 4 epsyy, Bp = aP1p + DPag + CPasy 1P = P13 -+
-+ D pas -+ CDyyy
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ktére wyrazajg tak zwane warunki kraficowe t. j. zachodzgee w kazdym pun-
keie na powierzehni ciala,

Z zasady d’Alembert’a latwo otrzymaé réwnania ruchu wewngtrznego
ciala sprezystego, t.j. takiego ruchu, podezas ktérego kazdy punkt porusza
sig¢ bardzo malo z tego poloZenia, jakie on zajmuje w stanie naturalnym ciala.
Przesunigeia u, v, w punktu sg w tym przypadku funkeyjami czasu i sp6lrze-
dnych miejsca, okolo ktérego ruch punktu zachodzi; pochodne tych przesunieé
wzgledem czasu przedstawiajg przeto predkoéel i przy$pieszenia punktu. Je-

zeli o oznacza gesto§é ciala w punkeie (2, y, 2), to (X —0 éd tu dz dy de,
a%w

( Y—oa WE) dx dy dz, (Z = = tz)f?.., dy de przedstawiajg sily straco-

ne; wstawiwszy te sily, wzigte dla jednostki objetoSci, zamiast X, Y, Z wr6-
wnaniach (1), otrzymamy réwnania nastgpujace ruchu wewngtrznego:

= a%u =X + dj?n + 011331 d.'pfil

7 oe 0z’
d?v __ dl’u dP‘zz dPsz

) Bl SOk S Sk Sk
2w 5}713 51?:3 dPss

o =%+ 5 Ty +

Na powierzchni zachodzg, zawsze réwnania (38), nie uwzgledniamy w nich
bowiem nieskoficzenie malych sil rzedu trzeciego, a zatym i sil straconych.

184, ZwIazKT MIGDZY ODKSZTABCENIAMI A NATEZENIAMI, Podane 16-
wnania, zachodzgce w kazdym elemencie ciala sprezystego, nie sg dostateczne
do zbadania stanu, jaki sily przylozone w tym elemencie wywolujg. Jakoz,
dziewigt nateZefi w punkcie m redukuje sie, jak wiadomo, do szeSciu, a r6-
wnania (1) artykulu poprzedzajgcego sg trzema zwigzkami migdzy tymi sze§-
cioma natezeniami, ktére nie wystarczajg do ich wyznaczenia. Réwnania (5)
sy takZe tylko trzema zwigzkami miedzy trzema przesunigciami i szeScioma
natgZeniami, nie pozwalajg zatym zbadaé ruchu elementu ciala sprezystego.
Ze powy#sze réwnania nie mogs wystarczyé dla mechaniki cial sprezystych,
okazuje si¢ wprost z tego, Ze przy ich wyprowadzeniu nie uwzglgdniono téj
okolicznotcei, i% cialo odksztaleone nie doszlo do granicy sprezystoSei doskona-
16j, ktérato okoliczno§é musi sig oczywiscie wyrazié przez pewne zwigzki mie-
dzy natezeniami a odksztalceniami, cechujgce wlasnie odksztalcenia spreiyste.
Te zwigzki beda stanowily nowg zasade dla dochodzenia skutkéw dziatania sil
na ciala sprezyste, ktora lgcznie z poznanymi dotgd zasadami pozwoli rozwig-
zat zagadnienia dynamiki cial sprezystych.

Takg, zasade, pozwalajgeq rozwigzaé zadania dynamiki cial sprezystych,
podal R, Hooke dla najprostszego przypadku pretéw, wycigganych w kierun-
ku swéj osi. Wyrazil jg w slowach: wf tensio sic vis, to znaczy, Ze, gdy cialo
nie dochodzi do granicy spreZystosci, wydluZenie preta jest proporcyjonalne
wzgledem sily wydtuzajacéj, a zatym wzgledem nateZenia w kierunku téj sily.
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W celu uogélnienia t6j zasady, rozwazajmy element réwnoleglofcienny ciala
sprezystego, do ktorego fcian sg prayloZone sily normalne i sily styczne. Kaz-
de wydluZenie i kaZde posunigcie si¢ bedzie wogdlnoSci skutkiem dziatania
wszystkich sil, a jeZeli przyjmiemy prawo niezaleznoéei skutkdw, wedlug kto-
rego kazda sita wywoluje odpowiednie odksztalcenie, niezaleinie od dzialania
innych sil, to kaZde wydluZenie i kaZde posunigcie si¢ bedzie sumg odksztal-
cef tego samego rodzaju, wywolanych przez sily oddzielnie przylozone. Wig-
%ae to prawo, zwane takZe prawem superpozycyi (dolgezenia do siebie) skutkéw,
z zasadg Hook'a, prowadzgeqy do zwigzku linijowego migdzy jedoym wydlu-
Zeniem i jednym natgzeniem, dochodzimy do nast¢pujycedj zasady ogélnéj: as
do gramicy spregystodei swiqeki miedzy odksztaleeniami ¢ natgéeniams wyrasajq
sig praes funkeyje linijowe.
‘Wiyrazeniem analitycznym téj zasady jest nastepujacy uklad réwnan

M= M+ 0 h 4 1Ay 4 dy 9y 4 €, 92 + /i s,
Do =ty + Uy hy + G dg + datpy + 29 + fatpy,y
(1) Pag =g Ay + Dy hy + c3hg + dyy + 562 + fo 03,
Pra=Gs M + Dady + G hg + da i - Cat9e + faPs;
Poa==tsh + Oghs + ¢;)g + dg ¢ + €590 + f; P,
Do =agM + U ks + Cohg + ds 9y + €6 Py + fo P,

w ktorych spélezynniki a, b, ¢, d, ¢, f zalezg od natury fizycznégj ciala sprezy-
stego i sposobem do§wiadezalnym majg byé wyznaczone. Zachowywanie sig
wige ciala sprezystego wzgledem sil odksztalcajacych wyraZamy ogdlnie przez
trzydzieSci sze§t spélezynnikéw, kazdemu cialu wlaciwych,

Majgc teraz py wyraZone przez A; i ¢;, wyrazmy nastepnie A; i ¢; wedlug
art. 177-go przez pochodne trzech przesunigé w, v, w, i wstawmy te wartosei
w rownania rownowagi lub w rownania ruchu; otraymamy trzy réwnania ré-
iniczkowe migdzy trzema przesunigeiami, silami, spélrzednymi i czasem, z kto-
rych bedziemy mogli obliczy¢ te trzy przesunigecia. Z tych przesunigé obli-
czymy nastepnie natgzenia.

185. SreérozyNNIkT sPRZYsTOSCI.  Zanim podamy réwnania réinicz-
kowe migdzy przesunigeiami, sitami, spélrzgdnymi i czasem, okréslajgce réwno-
wage lub ruch wewngtrzny ciala sprezystego, wyprowadzimy pewne wiasnoSei
spolezynnikéw réwnan (1) art, 184-go, ktére wynikajg z rozwaZania pracy
przygotowané] sil wewngtrznych.

Udzielmy cialu spreZystemu ruchu przygotowanego, i niech wskutek tego
ruchu spblrzedne punktu 2 4w, y + v, 2 + w prayrosng odpowiednio o du, dv,
Sw. Poniewaz zaszlo odksztalcenie kaidego elementu ciala, przeto sily ze-
wnetrzne i sily wewngtrzne wytworzyly prace przygotowaung. Suma prac

sily —pyy «dy ds i sily (p“ - %%ldx) dydz wynosi du. %%‘31 da dy dz; sily

— Doy dzdz i (pz,-l— %P;—‘dy) dadw zas Su . (—}‘g—;—‘ dedyde; asily—p,, .dady
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(Ps: + f)g,,, dz) da dy wynosi du . %‘— dadyde. Z innyeh sil wewnetrznych

nie wynika praca ze wzglgdu na droge 8u, gdy sg prostopadle do osi 2. Suma
wige prac sit wewngtrznych ze wzgledu na droge przygotowany du bedzie dla

9P apzx OPg;

elementu ciafa du ( 4 S oy + —) dax dy dz; podobne otrzymamy wyra-

zZenia prac ze wzglgdu na drogi przygotowane dv i dw. Praca sil zewnetrznych
elementu wynosi (X .%u + Y .0v + Z . 8w) dedyds. Dodajge prace wszyst-
kich sil elementu i biorge calke téj sumy dla calego ciala, otrzymamy naste-
pujace wyrazenie pracy przygotowanéj oIl wszystkich sil

d.i’n ?ﬁz_i s (dpm 0P2e df’sss)

Oprg. ()ﬁza ()1733)
o e or r) i s 0z

+fff(X.6u+Y.6v+Z.8w)f?xdydz,

co mozemy krécéj napisaé
®)) oll=28U+408W,
oznaczajac przez 6 U prace sil wewnetrznych, a przez W pracg sil ze-

woetrznych,
Kazdy wyraz w 60U moZemy raz calkowaé czefciowo. Calkujge tym

dxdy dz +

sposobem piérwszy wyraz wzgledem z i zwazajgc, %6 —— 0 = 8 du , otrzymamy

f{fau.—(%J;—‘dmdydzzf[[pu.au]dytl‘s—
]
ufffp.l.ad—gdmdyds.

Calke podwéjng po prawéj stronie tego réwnania obliezymy (art. 122), rzu-
cajac powierzchnig ciala na plaszezyzng ye, obierajagc wewngtrz tego rzutu
punkt (g, 2) za wiérzcholek prostokata elementarnego o bokach dy i dz, pro-
wadzgc przez ten punkt prosta, réwnolegly do osi z, dla kazdego punktu,
w ktérym ta réwnolegla przecina powierzchnig ciala, obliczajace iloczyn p,, du,
nastgpnie za$§ biorac réZnice [p,, du] tych iloczynéw dla ka#déj pary nastepu-
jacych po sobie punktéw, i nakoniec obliczajge sume [p,,9u] dy dz dla calego
pola rzutu ciala na plaszczyzne yz. Calkowanie potréjne po prawéj stronie
ostatniego réwnania rozcigga si¢ na caly objeto§t ciata, Obierzmy na po-
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wierzchni ciala element do i poprowadzmy w nim normalng zewnetrzng do téj
powierzehni, i niech a, b, ¢ oznaczajg dostawy kierunkowe téj normalnéj. Po-
stepujac podobnie, jak w art. 182-gim przy obliczaniu wzoréw Gauss’a, otrzy-
mamy

j‘j.[ iy Ou] dy dz = \apy, ou do.

Stosujge to przcksztaleenie do wszystkich calek w 83U, otrzymamy

g0 :[{6”' (apyy +Upar -+ epgr) + 00 (g + Opoe + €pgo) -

+ ow (ap3 + bpss + ﬂPas)} dw —fff Py 0 “|" Daa 8 c)?j

0 0
+1“?333 P, +P'36( i )+ )3,3( e 2"’)"I‘

o v
+p .za(m L }dxri!yds,

czyli ze wzglgdu na rdwnania (2) i (3) art. 177-go,
(3) ol =J‘{3“ (apyy + bpay -+ €pgy) + 80 (aprs + bpay + €pss) +

+ ow (ap,g + bpyy + ﬁPas)} do — j.j‘j‘@[ 1 ONy - Pas Oy D3 Ohg 433 O, +-

+D91 992 + P12 090) dwdy d.

Calka podwdjna rozeiaga si¢ na powierzehnig ciala, a zatym odpowiednie
natezenia majg byé w niéj brane ze wzgledu na sily wiadome, przylozone do
powierzehni ciala; calka potrgjna stosuje sig do caléj objetodei ciala. Z vé-
wnah (3) art. 183-go wynika, Ze calka podwéjna w (3) wyraza pracg ukladu
sil, przylozonych do powierzchni ciala, Ze zatym calka potréjna w (3) wyraZa
pracg ukladu sit miedzyczgsteczkowych, pojawiajgeyeh sig wskutek odksztal-
cenia, O ukladzie takich sil, ktére sy funkcyjami doskonalymi odleglogei
dwu czgsteczek (art. 176), wiadomo z art. 82-go, Ze on posiada potencyjal;
powyisza zatym calka potréjna réwna sig waryjacyi potencyjalu sil miedzycza-

steczkowych. Jezeli wige calka potréjna j]‘ F (i, Moy gy 04y 95 00) de dy dz

przedstawia ten potencyjal, to z réwnania (3) wynika, Ze p,, =

__OF __OF __JF __oF __oF
=, !?33—(”}1‘; y Pas= T, ! Par= 0o, b= 703
Pi s funkeyjami jednorodnymi i linijowymi wielkoéei Ay, i, przeto B jest
funkeyjg jednorodng stopnia 2-go tych wielkosci. Pofencyjad ukiadu sil mig-
deycsgstecskowyceh wyraia sig przez funkeyje jednorodng stopwia 2-go wyddu-
fent i posumigé, a natgéenia sg pochodnymi czqsthowymi ) funkcyi.

o
a—l 3 Doy =—

Poniewaz natezenia
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TFunkeyja F zawiera sze§¢ kwadratéw argumentow A;, ¢, tudzieZ pietna-
§cie iloczyndéw tychze argumentéw po dwa, razem tedy dwadzieScia jeden wy-
razow o tyluz spélezynnikach. PoniewaZ téZsame sp6lezynniki wehodzg w r6-
wnania (1) art. 184-go, przeto widzimy, Ze zachowywanie sig ciala spresystego
wzglgdem sit odksztateajgeych daje sig okréslié wogblnodei praes 21 spéleaynni-
léw, Ze zatym miedzy 36 spélezynnikami e, b, ¢, d, e, / art, 184-go zachodzi
w ogélnodei 15 zwigzkow, niezaleinych od natury ciala. Te zwigzki sq, jak
wiadomo:

9 F 2F  ®F _ #F @2F _ R

01;61_{; _ (}lk 61, i dl,dq}k - d?;d:\g : dCP,dCPL == dCP;le, '

186. Ciaza ROWNORIERUNKOWE. Podana ilo&é spélezynnikéw zmniej-
sza sig znacznie dla cial, ktérych czgsteczki sg uloZone symetrycznie wagledem
pewnych plaszezyzn lub prostych. Aby to okazaé, zmiefimy na chwile znako-
wanie, kladgc zamiast Ay, hyy Ag,y @y, $a, 95 0dpowiednio &, &, &, &, &, &
funkeyja F' moZemy napisaé w ksztalcie
) F =3 (a:t?+ 2auti&); 4, k=1,2, 3, 4,5, 6.
Przypuéémy, Ze w elemencie ciala, zawierajgcym punkt m, uloZone sy czg-
steczki symetrycznie wzgledem plaszczyzny yz, przez ten punkt przechodza-
céj. Wtedy nie zmienig, sie zwigzki miedzy p i A, jeZeli osi # nadamy kierunek
przeciwny, nie zmieniajge osi y i #; a zatym funkcyja F pozostanie takZe nie-
zmieniona. Poniewaz z i u wskutek téj zmiany znaki swe zmienia, przeto ¢,
iy réwniez zmienig znaki, a reszta argumentéw zostanie ta sama, Zieby na-
tym funkeyja F' nie zmienila sig, muszg byé réwne zeru te spélezynniki ay, dla
ktérych wskaznik ¢ = 5 lub 6, za§ wskaZnik 5=25 lub 6, a wigec ay =0,
o =0, a3 =0, g =0, ;5 =0, g5 = 0, ag; =0, ayy—=0, Pozostaje wigc
w téj funkeyi tylko 13 spélezynnikéw. Jezeli zachodzi nadto symetryja wzgle-
dem plaszczyzny 2z, to bedzie jeszoze @, =0, a3, =0, a3, =0, g;,=0,a F
posiadaé bedzie tylko 9 spolezynnikéw; wstawiajgc przeto ponownie A i ¢,
mie¢ bedziemy

(@) F=ai 7>+ apnh?+ ag3ha® + @ Pe® + @55 92* + oo s + 2\ A +
+2a0 0 + 2az hs M.
7 tego wyrazenia widzimy, Ze uklad czasteczek jest symetrycany wzgle-
dem plaszczyzny zy.
Z réwnania (2) otrzymamy dla takiego ukladu czgsteczek

(3) Pu=2(a M+ iy + Ayshs); Poo =2 (@12 Ay + tands + g hg),
Paa =2 (3 M 4 Aga g + gz hs); Pos = Qaa Pry Par = tlss P2y P12 = oo Pa-
Przypuéémy nadto, Ze zachodzi symetryja w ukladzie czgsteczek wagle-
dem osi . Wtedy nie zmieni si¢ funkeyja F, jezeli obrécimy osi y i # okolo
osi z 1 wstawimy w (2) nowe argumenty, tym sposobem otrzymane. Gdy obré-
cimy osi ¥ 1 # o bardzo maly kat ¢; to dostawy ich nowych kierunkéw y'i &'
bedg odpowiednio (0, 1, €) i (0, —e, 1), jeZeli pominiemy ¢* i potegi wyZsze.
Bibl. wat.-fiz,, 8. IV, T. X. a1
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Oznaczajgc kréska u géry odpowiednie tym kierunkom argumenty A i ¢, otrzy-
mamy z réwnah (4) i (b) art. 178-go,

M=\, M=k +epy, M =h—eq, ¢'=0+2eAa—N), '=;—epy,

9o’ = @3 €.

Z tych réwnaf wynika

M=M, =N —ep/, =\'+¢9p/, ‘PL-—‘Px +2¢ (0 "—}m): o=, 4 &',
‘P:;'—"‘Pa —ep.

Wstawiwszy te warto$ci w (2), mie¢ hedziemy

F=o, N2 tgo M+ g3 \g"* 4 e ‘?:""‘ + 55 9o/ oo P52 - 2 agphy' A=
+ 2agg o' Ao+ 2ag, My N — 2 (@42 — @43) A py' — 2 (@np — 2 aa — @a3) A’ 4"+
+ 2 (@ag — 2aa — Gog) ' ' + 22 (g5 — o) P2’ Pa'-
Poniewas funkeyja F nie zmieni sig, przeto spélezynniki ostatnich czte-
rech wyrazow sg réwne zeru, wiec
Ay = Qgg == gy + sy g5 = Uog, Ayy = gz, & zabyM

(4) T =aul’+ (03t 20sa) A® + M?) + an 94® + 5 (2 + 02%) +

4 210 (Ag + Ag) + 20325 Ase
Prosta, m# nazywamy w tym przypadku osig sprezystosei ciala. Zeby
jeszcze of y byla osig sprezystoSci ciala, potrzeba, aby ayy = apg + 2a,, =
= g + 2&-55, (gq = g5y Oy = Ug3; b@dzie Wiec'

(5) F=au A2+ 0 +07) + aa (02 + @ + ¢02) +

) + 2 (a1 — 2a2) M A + Mo dg + Ag1y),
czyli
6) F=ua M+ A+ 2)® 4 tag [¢2® + @22 + 92— 4 (N A + 20 )y + ha )]

Niech pierwotne osi #, ¥, # majg kierunki wydluzefi gléwnych, i wystaw-

my w m trzy dowolne osi prostokatne z', %", 2", ktérych dostawy kierunkowe
niech bedg odpowiednio a;, by, ¢;, ¢ =1, 2, 8, Jezeli ,,", A,", A", 0., w,", 15"
odnoszg, sig do tych osi, to bedzie wedlug (4) i (5) art. 178-go,

M'==aM 4 b2k 4 620, N = @A + B2y + 62X, A=) +
+ 0% M 4 %Moy 94 =2 (@ @Ay + b, By} + ¢ Cada)y o' =2 (ayay A+
+ by s + €y Ag)y 0" =2 (aga M + by Xy -+ ey Ay)e

Otrzymamy zatym, uwzgledniajge wiadome zwigzki migdzy dostawami kierun-
kowymi osi &', ¢, 2",

MO A" 4 0" =2y + A+ Ay,
0" 4 "2+ 2 —4 (A" A" A" A" - 13”11") =—d A+ MM+ Ny),
z czego sig okazuje, Ze funkcyja F, okréélona przez réwnanie (6), pozostaje
taz samg dla kazdego ukladu prostokatnych osi spélrzednych. ~JeZeli ta wia-
sno§¢ zachodzi w kazdym punkcie ciala, natenczas cialo posiada te same spre-
Zystos¢ we wszystkich kierunkach okolo kazdego punktu, Takie cialo nazy-
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wamy wedlug Cauchy’ego réwnokierunkowym (isotrop) i o sprezystosei
staléj. Do okréslenia muigekéw migdzy natgéeniami a odksztaleeniomi ciala
réwnolierunkowego o spresystosci staléj potrzeba i wystarcza naé dwa spélesyn-
niki, ktéreSmy oznaczyli przez a,, i az,. Funkeyja (5) lub (6), pozwalajgca
obliczy¢ potencyjal sil wewngtrznych takiego ciala, nie zalezy od kierunkéw
osi spélrzednych.:

Biorge pochodne czgstkowe funkeyi F' waglgdem jéj argumentéw, otrzy-
mamy dla cial ré6wnokierunkowych o sprezystosei stalé

P =2 [ay M 4 (@ — 2as) Ay + W), Pay =2 a1,
D=2 [a-; 1A+ (ﬂ"u — 2a44) (ka + l1)]: Pa1r=204,9,,
Pas=2 [y As+F (a1 — 2tas) M\ +No)]y P1o=2a419.

RozwigZzmy piérwsze trzy réwnania wzglgdem X, Ay, A5 ofrzymamy

. 1 @y — Oaa B 24, ]
() A= tna By — & t7) [ 9 Pt g (P22 +pa3) |

a przez przestawienie kolowe wskaZnikéw obliczymy A, i A3, WprowadZmy

(7)

) g1 — ag i @y — ay, i
2045 (801 —4as) B’ 4a4,Bay —4a,)  E’
gdzie B i p. oznaczajy dwa nowe spélezynniki; wowezas bedzie
B 1—p E
10 =i
o Saayp T2 “Tiire’
a wstawiwszy te wartoSci w (7) i (8), mieé bgdziemy
, | 2(1
M= B [Pig — 1 (P2 +203)], 01= ( E+ L) Dazy
1 2(1
(11) b= [P — 0 s +21)], &= ( E+ &) Doy
1 2(1
."\3 = [pas —p (D1 +22)]s ®= ( ]';- L) 13
E ’ B
b= W—__—g'ﬁ [A—=p) A+ p Qat2a)], 1’-'a=2—(-1—+—m Py
i
(12) Doy = OEoa—ip [A—p)ha 4 p Qs tN)]5 = 16 + )!Pa
D]
Pag = ﬁ+—l’-)(_1"‘_-_)— [(1—!’-)13‘1- ey +)], P:a=m Pa3
L :L

+ § [¢2 4 2+ 92— 4 (M Ao+ Mo hg A )] -

Réwnania (11), (12) i (18) dajg zwiazki miedzy p, Ai¢ dla cial réwno-
kierunkowych o sprezysto§ci staléj, wyraZzone przez dwa spélezynniki E i p.
Poniewaz dla ¢,==0, 9, =0, ¢, =0 jest takie py, =0, py, =0, P, =0,
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przeto w ciele réwnokierunkowym o spregystodei staléy kierunki wydluger glo-
wnych sq zarazem kierunkami natgéen gléwnych. Osi elipsojdy odksztalcenia
i osi elipsojdy natezenia majg wige téZsame kierunki.

187. ROWNANIA RUCHU I ROWNANIA ROWNOWAGI CIAE ROWNOKIERUN-
xowycH. Wyrazmy w rownaniach (12) wydluZenia i posunigeia sig¢ przez po-
chodne czgstkowe przesunigt u, v, w wagledem w, y, z (art. 177), wstawmy tak
przeksztatcone wartosei nat@ieﬁ w réwnaniach (4) art. 183-go, i przyjmijmy,
ou dw
oz + c}y
toéei elementu do jego ohjetodei plGl‘WOtlléJ, ofrzymamy po uproszezeniach
nastepujgce réwnania ruchu wewngtrznego cial réwnokierunkowych o sprezy-
stofci staléj: ’

jak poprzednio, A = —, gdzie A oznacza stosunek zmiany obje-

0% E ?u . 0%u 1 0A
o +m{w+ayz+aze _;Tp:@}
0% E [0 , 0% | 0% 1 04
M I =T "2(14—;:){@;.2 "'?}jﬁ'*@‘ﬁ_gp,'a}j{s
d*w E 02w 0 2w 1] 0A
dtﬁ_z+3(l+p.){dm~ "'(}1 P "‘1-—2-;‘?)}%}-

Jezeli utworzymy réwnania, czynige réwnymi zeru lewe strony powyz-
szych réwnai, to mie¢ bedziemy réwnania réwnowagi elementu takiego ciala.
‘Warunki kraficowe, oile one zalezg od wiadomych sil zewngtrznych na po-
wierzehni ciala, s, jak wiadomo:

(2) op=apy+ bps + a1, Bp=ape +bpos + ePsay TP = aPig+bPag 4 CPaas
gdzie litery majg znaczenie takie, jak w art, 183-im.,

Rozwigzanie zagadnienia o réwnowadze lub o ruchu ciata sprezystego,
ktére posiada wymiary skoficzone, polega na calkowaniu powyzszych réwnafi.
ChociaZz nie znamy obecnie metody ogélnéj do wyznaczenia rozwigzah ogdl-
nych tych réwnaf, moZemy przeciez z samego ksztaltu tych réwnan podaé
pewne wlasnofci ogdlne ich rozwigzan, ktére stosujg sie do ruchéw wewne-
trznych przy dzialaniu sil, niezaleZnych od czasu.

Zaloimy, ze sily X, Y, Z sg tylko funkeyjami spélrzednych , 4, 2 pun-
ktu uwazanego, i wyznaczmy takie trzy funkcyje w', o', w' tych spélrzednych,
zeby dla kazdego punktu

E (o | o | o 1o
3 ==X L N P P SR
) +2(1+p,) 0x‘+dj + t)z“+1—~2p.'da:
!
i podobne istnialy zwigzki dla o' i w', w ktérychto trzech zwigzkach, A' = % -+

s S -[— T ‘WielkoSei o', o', w' bedg wtedy oznaczaly przesunigeia, jakich

punkt Z, y, # doznaje, jeZeli po przyloZeniu danych sil cialo sprezyste pr: zycho-
dzi do réwnowagi, liczac te przesunigeia od stanu naturalnego ciala. Zeby
te przesunigeia byly dokladnie oznaczone, poddajemy je nadto warunkom krafi-
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cowym (2), oznaczajge odpowiednie natgienia przez py/, Niech teraz w ciele
sprezystym przy dzialaniu tychZze samych sif zachodzi ruch wewnegtrzny, ina-
dajmy przesunigciom u, ¥, w, liczonym znowu od stanu naturalnego, nastepu-
Jjace wartosci:

(4) u=uo+u', v=0 40", w=w 4+ w";
z réwnah (1) i (3), tudziez z waruukéw kranicowych (2) okazuje sig, Ze
2" E - Jow" | o 0% 1 A"
® oS =y et e
du' | " ow"

i 4e podobne zachodzy zwigzki dla »" i w", gdzie A" = S
Odpowiednie warunki kraficowe bedg, '
(6) ap" 4 bpa" + epay" =0, apy" + Upey" + epag" =0, apy" +
+ bpy" + epgg’ =0,

(M v = pi' + pi'
‘Wielkosei «'', v", w'" oznaczajg przesuniecia punktu z, y, # z poloZenia réwno-
wagi, a poniewaz do ich wyznaczenia, jak widaé¢ z (5) i (6), prowadzg réwna-
nia (1) i (2), gdy w nich przyjmiemy X =0, Y=0, Z=0, p=0, przeto
mamy nastepujgce twierdzenie, stosujace si¢ przedewszystkim do drgania
ciala sprezystego: drganie ciala sprgdystego okolo polozenia réwnowagi, odpo-
wiedniego sttom praylosonym, odbywa sig tak, jak drganie tego ciata okodo polo-
Zenta natwralnego, jezeli Zadna sila nie dziale ma to ciado. To wige waZzno
twierdzenie pozwala zagadnienie o drganiu ciala sprezystego podzieli¢ na
dwie czebci: szukamy naprzéd poloZenia réwnowagi kazdego punktu pray
danych sitach, skgd otrzymamy !, v', ', ps, a nastgpnie wyznaczamy drganie
bez spoludzialu sil, z czego wynika «', 9", w", pi/'. Dodawszy odpowiednio
do siebie te wielkosci wedlug (4) i (7), ofrzymamy niewiadome u, v, w i p. —

Rozwigzania ogélne réwnai réwnowagi, ktdére otrzymujemy z réwnan
(1), przyréwnywajae do zera ich lewe strony, majg takze pewien ksztalt wlascis
wy, cechujacy te réwnowage. Gdy bowiem zaloiymy, Ze u,, vy, w, 5§ Y0ZWig-
zaniami szezegOlnymi tych rownaf, to latwo juz bedziemy mogli okazat, Ze
ich rozwigzania ogdlne wyrazajg, sig przez nastepujgce funkayje:
(8) =+ tyz—cay + C,, v=0, + ez —8 + Cyp, w=1w, + ¢,y — 32+ C;,
w ktorych C;i ¢; oznaczajg wielkofci state. Jakoz, widzimy, Ze drugie po-
chodne czgstkowe funkeyj u, v, w wzgledem spélrzegdnych majg te same war-

toSci, co odpowiednie pochodne funkeyj uy, vy, w, wzgledem tych spélrzednych;

tudmei 7e
ou dw__ oy , vy

%'*aﬁﬁ;—a—x*' oy =
Funkcyje u, v, w sg wiec rozwigzaniami réwnaf rownowagi, a poniewaz majy
odpowiednig ilo§¢ stalych dowolnych, przeto sg rozwigzaniami ogélnymi tych
réwnai.
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Poniewaz u, v, w sg bardzo male dla kazdego punktu ciala, przeto stale
;1 ¢; posiadajg bardzo male wartoSel. 7 tego okazuje sig (art, 24), Ze wyra-
zenia ¢pz — 3y + Cy, @ — sz + Gy, ¢y — ¢yz + €y przedstawiajg odpowie-
dnie drogi, ktéreby punkt (z, g, 2) ciala sprezystego oplsywﬂ w kierunkach
osi spélrzednych, gdybyémy to cialo uczynili sztywnym i udzielili mu w kie-
runkach osi spélrzednych odpowiednio bardzo malych ruchéw postgpowych
Cy, Oy, O, i obroécili to ciato okolo tychZe osi odpowiednio o bardzo male kg-
ty ¢y Cay €3+ Z tego wynika, Ze przesunigeia u, v, w dajg sig z réwnaf réwno-
wagi tylko tak obliczy6, Ze cialo spreZyste moZe sig jeszcze w przestrzeni po-
ruszal przy sztywnym polaczeniu jego punktow. JeZeli przeto poloZenie v6-
wnowagi takiego ciala ma byé w zupelno§ci wiadome, to musimy znat jeszcze
"6 warunkaw, pozwalajacych obliczyé 6 statych C;, ¢i.  Zagadnienia o réwno-
wadze cial spresystych dajy sig w supelnosci rozwigead, jedeli opricz warunkéw,
wlasciwyeh kazdemu takiemu zagadnienin, gnamy jeszcze szesé warunkow, okris
Slajgeych polodenie takich cial, wwaianych za sztywne.

Powiedzieli§my, Ze nie znamy metody og6lnéj calkowania réwnaf réwno-
wagi lub réwnai ruchu cial sprezystyeh, Nie pozostaje wige nic innego, jak
w kazdym zagadnieniu prayjmowaé wartoei pewnych niewiadomych, hadzto
natgzen bads tez przesunieé, polegajac przytym na do$wiadczeniu, wstawiaé
nastgpnie te wartosel w odpowiednie réwnania i obliczaé veszte niewiadomych.

-0 ile takie postgpowanie daje wypadki, zgodne z doSwiadczeniem, to okazemy
w nastgpujgeych zagadnieniach,

188. WYCIAGANIE GRANIASTOSEUPA LUB WALCA. Niech hedzie dany
graniastostup lub walec, ktérego podstaws jest jakakolwiek linija krzywa.
Przyjmijmy, Ze jedna podstawa A walca jest utwierdzona, a na drugg podsta-
we rownoleglg B dzialajy w kierunku tworzgcych walca sily rozciggajace,
jednostajnie na niéj rozdzielone, przyczym na jednostke pola té] podstawy
przypada sila p. Niech zreszty zadne inne sily nie dzialajg ani na powierzeh-
nig ani na masg walca; pomijamy wige dzialanie sily cigzkoSci. Prosta, ly-
czgea §rodki masy obudwu podstaw, ktérg nazwiemy osig walca, nicch bedzie
osig ; §rodek masy podstawy A niech bedzie poczatkiem a-6w, a kierunck od
A ku érodkowi masy podstawy B niech bedzie kierunkiem dodatnych x-6w;
osi y-6w 1 z-6w przyjmujemy prostopadle do osi ». Poniewaz sily zewne-
trzne majg by¢ z sobg w réwnowadze, przeto utwierdzenie podstawy A na-
leZy zastapié sily, "przylozong do jéj srodka masy i majacy kierunek ujemnych
a-6w, ktéra na jednostke pola A ma natgZenie p. Jezeli po odksztaleeniu
zachodzit begdzie réwnowaga kazdego®elementu walca, to otrzymamy rownania

G ot e e O e e
poniewaz X =0, Y =0, Z=0. Warunki kraficowe sg, (a.rt. 183):

@) dla podstawy A, czyli dla 2 = 0,
2) a=—1,0=0,¢=0; a=—1, =0, 71=0, nateZenie = p;
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b) dla podstawy B, czyli dla =L, gdzie L jest dlugodcig walca,
(3) ea=1, =0, ¢=0; o.=1, f:=0, 1 =0, nateZenie = p;

¢) dlakazdego punktu na powierzchni bocznéj walca mamy a = 0, p==0.
Réwnaniom (1), tudziez warunkom kraficowym czynig zado§¢ nastepu-
Jjace funkeyje:

(4) Piu=p D=0, Paa=0, poy =0, p5y =0, P =0.
Wstawiwszy te warto§ci w réwnania (11) art. 186-go, mieé bedziemy
(5) l,:%,lz;—_la—_*—%—j), ¢, =0, g =10, ¢; =0,

Okazuje sig wige, Ze walec wydluza sig w kierunku sily, a skraca czyli zweza
sig w kazdym kierunku, prostopadlym do sily. Poniewaz ), jest stale, przeto
wydluzenie walca jest jednostajue, to znaczy, Ze kazda n-ta czesé jego dlu-
gobei wydluza sig o n-tg czesé calego wydluzenia., Gdy przez I oznaczymy
calkowite wydiuZenie, otrzymamy

I
(6) : 2 — E:%,
a jezeli P oznacza sile wyciagajgca, F pole podstawy, to z zaloZenia mamy
P=pF, azatym

1P . . PL
(7) ij-:F-E’ Skfbd Wymkﬂ; Z— i‘_.—ﬁ .

Ten wzér wyraza zasade Hook'a w najprostszym przypadku wyciggania
pretow, i zgadza sig w zupelnosci z wynikami do$wiadczenia, Wedlug niego
calkowite wydluZenie jest proporcyjonalne wzgledem sily i dlugofei, a odwro-
tnie proporcyjonalne wzgledem pola przekroju preta, nadto zalezy wydluzenic
od materyjalu preta, co wyrazamy przez spélezynnik E. Znaczenie tego

spélezynnika okazuje sig z réwnania (6), mamy bowiem E:{—J , ten wiec spol-
i
czynnik wyraza stosunek natgZenia, czyli sily na jednostke przekroju, do wy-
dluzenia jednostki diugodei. Przyj xﬁijmy p=1, to bedzie E= %, a zatym
1

ten spolezynnik réwna sig takze odwrotnofei wydluZenia, jakiego doznaje
jednostka dlugoéci preta, jeZeli na jednostke przekroju dziala sila wycigga-
jaca rowna jednostce. Tak okréslony spélezynnik E nazywamy spélczyn-
nikiem czyli modulem sprezystosci (w Sciflejszym znaczeniu) matery-
jalu rownokierunkowego, z ktorego pret sporzadzono. Liczebna warto$é tego
spélezynnika zalezy od miary sily i miary dlugosci; przyjmujge kilogram za
jednostke sily, centymetr za jednostke dlugosei, mamy np. dla Zelaza kutego
E =2,000,000,to znaczy, Ze pret Zelazny o przekroju jednego centymetra kwa-

dratowego, wyciagany sily jednego kilograma, wydluZa sig o ‘ﬁﬁﬁ%}m— czest
swéj dlugosei.
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Z réwnan (5) wynika A, = A3 = —p.A; spblezynnik . oznacza wigo stosu-
nek zwegzenia (kontrakeyi) preta w kierunku, prostopadlym do sily, do wydlu-
senia w kierunku sily, Nazywamy go z tego powodu spélezynnikiem
zwezenia (kontrakeyi) materyjalu preta. UwaZajmy w precie szeScian
o krawedzi réwnéj jednostce, ktorego Sciany sg réwnolegle do plaszezyzn
spéhrzednych ; objetosé jego zmieni sig wedlug réwnania (4) art. 177-go o

)
(8) A=h+h+lh=Q1—2p)h=>10—2p) &
Dogwiadzenia okazuja, Ze objetost preta zwigksza sig przez wycigganie, Ze
przeto A > 0, z czego wynika, ze g << % ;

Mamy jeszeze z réwnan (5)

w_p w_w__p
0w B’y s B

dv  dw w | du ou , dv

W+5§_‘0’—a)§'i_d % 0J+dx

Rozwigzaniami ogélnymi tych réwnai sg nastepujace funkeyje:
=£a=—1— Cat— 3y + Cy,

'v_——zf+ ez — ¢ 2 + Cy,

w._—%z +eay—ex + Cy,
w ktorych ¢;, C; oznaczajg state. Wartosei tych stalych wynikaja z warun-
kéw utwierdzenia preta, gdy pret uwaZamy za cialo sztywne. Utwierdzamy
naprzéd punkt A; mamy wige yarunki u=0, v=0, w =0, dla 2=0, y=0,
=0, a zatym C;=0, 0; =0, C;=0. Nastepnie mamy znie¢ obrét okolo
kazdéj prostéj, przez punkt A przechodzgeéj, ktéry daje sig rozlozyé na obrét
okolo prostéj, leZgeéj na plaszezyZnie yz, i na obrét okolo osi z. Wskutek
piérwszego obrotu opisuje punkt o spélrzednych (0, dy, dz) w kierunku osi «

0d J : ;
droge (‘?)yﬁ)udy + (Fg)u dz, gdzie wskaznik 0 oznacza wartosci pochodnych
W punkcie #=0, y=0; Zeby przeto ten obrét byl niemozebnym, potrzeba aby
0

) = u) =0, skad wynika ¢;=0, ¢,=0. Wskutek drugiego
obrotu posuwa sig punkt (0, 0, dz), obrany na osi z, o dlugosé (-g%)ods w kie-
runku osi y; Zeby znie§é ten ruch, potrzeba wige, aby (%)oz 0, a zatym
¢;=0. Mamy wiee

T
(C) U=

LD
Ty V=— 1

Ly,

(SIS
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jako przesunigcia dowolnego punktu (2, y, 2) preta wyciaganego. Ze te prze-
sunigeia bylyby niemozebne przy sztywnosei preta, okazuje sig z pordwnania
powyzszych wzoréw z réwnaniami (1) art 24-go.

Niech pret bedzie wyciagany w kierunku pionowym i uwzglednijmy sile
cigzkoéci. Oznaczywszy przez o gestosé preta, mamy X—=ag, Y =0, Z=0,
a wige zamiast piérwszego réwnania (1) nastgpujace réwnanie réwnowagi:

ox oy oz
jak réwniez warunki na powierzchni. Bedzie wige p,,—=C —og, a poniewaz*
dla z = L, p,; =p, przeto C = p + agL, wskutek ezego

(10)  pyy=p + 09 (Li—2), P2a =0, ps3 =0, P33 =0, pay =0, py,=0.
Natezenie jest funkeyjg linijows, @, a dla = 0, czyli dla podstawy utwierdzo-
néj, bedzie najwigksze p,; =p + ogL. Caly przyrost natezenia od podstawy
swobodnéj B do utwierdzonéj A réwna sig cigzarowi slupa, wycigtego z prgta,
ktérego podstawa jest rowna jednostce, WydluZenie w kierunku osi # prze-
staje by stalym. Mamy préez tego

ou 1 o ow

+ 69 =0; dwa inne réwnania zostajg niezmienionymi,

)
s =— [ +og @—a),
o dw dw  du Ju  dv
i i e U s et
skad wynika przy uwzglednieniu warunkow utwierdzenia:
2
U= —Elg [(p +ogl) »— W—;— — E‘—‘;g W+ 52)] )
(11)
v:—%[py.].cg(L — )y, w:u-% [p2 4 og (L —2) 4].

Jezeli pret jest Sciskany w kierunku osi, to nalezy w powyzszych wzorach braé
— p zamiast p.

189. SkrmceNmm wanca. Niech $rodki masy wszystkich przekrojéw
walca znajdujy sig na jego osi (art. 188) i nazwijmy te punkty, w ktérych
prosta, réwnolegla do osi walca, przecina dwa przekroje, prostopadle do osi
punktami odpowiednimi tychze przekrojow. Jezeli przesunigcia punktéw od-
powiednich dwu przekrojéw, rozwazane na plaszezyznach tych przekrojow
w kierunku prostopadiym do osi walca, réZnig si¢ od siebie tylko obrotem
okolo téj osi, a kat tego obrotu jest ten sam dla punkiéw tego samego prze-
kroju, wtedy odksztalcenie walca nazywamy skreceniem. Przesunigeia dwu
punktéw odpowiednich w kierunku osi walca moga byé przytym nieréwne mig-
dzy sobg, a przekroje plaskie walea mogg sig skrzywiaé.

Obierzmy znowu of walea za of 2, §rodek masy A przekroju utwierdzo-
nego za poczatek, osiy i z na tym przekroju. RozwaZajmy dwa przekroje
w odlegloSciach @ i @ 4- dx od A, 1 niech ten drugi przekrdj obraca sig wagle-
dem 1-go o nieskoficzenie maly kat 6dwx okolo osi # w kierunku od y ku z;
wtedy punkt (y, 2) na przekroju « 4 dv przesunie si¢ w kierunkach osi yis



