MECHANIKA CIAL NIESZTYWNYCH.

ROZDZIAEL XVII.
TEORYJA SPREZYSTOSCI.

175. PoJTCIA ZASADNIOZE TEORYI SPREZYSTOSCr. Zajmowaliémy sig
dotad dziataniem sil na ciala sztywne t. j. takie ciala, ktére wskutek dzia-
ania sil przyloZonych Zadnéj zmiany w ustroju swym nie doznajg. Zazna-
czyliémy juz jednak, #%e pojecie cial sztywnych stanowi abstrakeyja, albo-
wiem kazde cialo materyjalne, pozostajace pod dzialaniem sil, przyloZonych
badzto do jego masy, baditéz do jego powierzchni, zmienia nietylko miej-
sce swoje w przestrzeni, lecz doznaje zarazem zmiany w swym ustroju,

Zmiana ustroju ciala materyjalnego objawia sig przedewszystkim przez
tak zwane odksztalcenie czyli deformacyjg ciala, to znaczy przez od-
mienne uloZenie jego czastek na powierzchni. Cialo odksztalcone nie za-
chowuje si¢ biernie wzgledem sil przyloZonych, lecz objawia dgznosé do od-
zyskania ksztaltu pierwotnego, a gdy sily zostang usunigte, wraca do tego
ksztaltu z mniejszg lub wigkszg dokladnoScig. Te wlasno§é ciala, polega-
jaca na dazeniu do ksztaltu pierwotnego i na zdolnoéei odzyskania tego
ksztaltu po usunigciu sit przylozonych, nazywamy sprezysto$cig tego
ciala,

Rodzaj i wielkoét odksztalcenia, tudzieZ stopiefi spresystosei ciala za-
lezy od jego materyi, od wielkoci sil, a wreszcie od sposobu i frwania
ich dzialania. Jezeli odksztalcenie ciala sprezystego jest dostatecznie male,
wowczas znika doktadnie po usunigeiu sil, a wtedy uwazamy cialo za do-
skonale sprezyste; jezeli za§ odksztalcenie ciala przybralo znaczne rozmiary,
wowezas, jak uczy doSwiadezenie, po usunigein sil nie wraca juz cialo do-
kladnie do ksztaltu pierwotnego, lecz przybiera ksztalt nowy, ktéry zacho-
wuje. Z tego powodu dzielimy odksztalcenia cial materyjalnych na od-
ksztalcenia sprezyste i na odksztalcenia trwale, zaliczajgc do
piérwszych takie odksztalcenia, ktére znikajg dokladnie po usunigeiu sil
przylozonych, do drugich za$ takie odksztalcenia, ktdére pozostajg w ciele
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po odjeciu sit. PrzejScie od odksztalcein sprezystych do trwalych nie jest
tak wyraZne, Zeby z wszelky Scislodcly wskazaé sig dalo; przyjmujge jednak
cigglosé w zmianach ustroju ciala, dochodzimy do pojecia pewndj granicy
sprezystodci, do ktéréj mozemy odksztalcenia ciala uwaZat za sprezyste,
a zatym cialo odksztalcone za doskonale sprezyste. Zastrzegajac sobie na
p6zniéj dokladniéjsze okréslenie té&j gramicy, dodajemy tutaj, Ze wogélnoSci
odksztalcenia muszg byé bardzo male, seby mogly by uwazane za sprezy-
ste, 1 Zo tylko takimi odksztalceniami bedziemy sig zajmowali.

176. Zjawiska, polegajace na sprezystoSci cial, prowadzg nas do
wniosku, %¢ miedzy czgsteczkami czyli molekulami ciala spreZystego nalezy
przyjaé dzialanie pewnych sil, ktére sg funkeyjami odlegloSei wzajemndéj
dwu czgsteczek. O tych silach przypuszezamy, Ze one dzialajg miedzy
dwiema czgsteczkami bagdito przyciggajaco, badztéz odpychajaco; w kaz-
dym jednak przypadku dzialanie ich zachodzi tylko wtenczas, kiedy od-
leglo§¢é wzajemna dwu czgsteczek jest-bardzo mala. Owe sily migdzyezastecz-
kowe mogq by¢ skadane nastgpujgcym sposobem. Obierzmy w ciele sprezy-
stym punkt dowolny m, poprowadZzmy przezen plaszezyzne dowolng i obierz-
my na niéj nieskoficzenie male pole dw, wewngtrz ktérego znajduje sie
punkt m. Owa plaszezyzna rozdziela cialo A na dwie czeSci, A' i A"
kazda czgsteczka e/, znajdujgca si¢ w czgéei A' w bardzo maléj odleglofei
od pola dw, doznawaé bedzie dzialania pewnéj sily, pochodzacé] od drugiéj czg-
steczki m", ktora znajduje si¢ réwniez bardzo blizko tego pola, lecz w czeSei
A", a promien dzialania téj sily bedzie spotykal pole rozwazane. Skladajac
wszystkie podobne sily dzialania czgsteczek nieskoficzenie blizkich po jednéj
stronie owéj plaszezyzny, ktére przecinajg pole dw, otrzymamy pewng sile
wypadkows, dP, ktéra bedzie nieskoiiczenie malg tego samego rzedu, co owo
pole. Tg sile dP nazywamy silg wewnetrzng w ciele sprezystym, odpo-
wiednig nieskoficzenie malemu polu dw. Z prawa wzajemnofci dzialania
(art. 66) wynika, Ze czgsteczki, leZgee po dwu stronach plaszezyzny, dozna-
ja dzialan véwnych, lecz o kierunkach przeciwnych, a przeto dla dokladne-
go okréélenia sily wewngtrznéj trzeba dodaé, po ktéréj stronie pola uwazamy
oweg silg. JeZeli sila - dP odpowiada jednéj stronie tego pola, natenczas
sila — dP odpowiadaé bedzie stronie przeciwnéj. Gy nastepnie prayjmie-
my, ze pole do zdgza nicograniczenie do zera, wtedy punkt przyloZenia
sily dP zdgzaé bedzie do punktu m. Granicg, do jakié] wowezas zdasa
stosunek dP:dw, nazywamy nateZeniem ciala sprezystego w punkcie m
wzgledem téj plaszczyzny, na ktoréj obrano pole dw. Oznaczajgc nateZenie

przez p, mamy z tego okré:’sleniap:% y AP =p.dw; znajgc przeto na-

tezenie, mozemy obliczyé odpowiednig silg wewngtrzng. Dwu przeciwnym
stronom plaszezyzny, poprowadzoné) przez punkt, odpowiadajy nateZenia
+pi—=p

Sile dP mozemy rozlozyé na dwie sily, mianowicie na silg dP,, nor-
malng do elementu dw, i na site dPy, styczng do tego elementn, Granicg
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stosunku dP, : do nazywamy natezeniem normalnym, granice zas stosun-
ku dP.: dw nazywamy nateZeniem stycznym w punkeie m wzgledem pla-
szezyzny rozwaZzanéj. Sila normalna d P, moZe po rozwazangj stronie pla-
szezyzny mieé kierunek albo od plaszczyzny nazewngtrz albo téz ku plaszezy-
7nie; w piérwszym przypadku zowiemy odpowiednie nateZenie normalne cig-
gnieniem, w drugim za§ ci§nieniem,

Stanem naturalnym ciala spreiystego nazywamy ten stan jego,
w ktorym nutgZenie jest rowne zeru w kazdym punkcie tego ciala. PrayléZmy
do ciala, w stanie naturalnym begdgeego, pewne sily, wowezas nastapi od-
ksztalcenie tego ciala, a sily migdzyezasteczkowe, pojawiajace sig wskutek
tego odksztalcenia, wytworzg pewne nateZenie w kazdym punkeie ciala i wagle-
dem kazdéj plaszezyzny, przez tenze punkt poprowadzonéj. Jezeli wskutek
odksztalcenia zajdzie rownowaga sil przyloZonych, wtedy cialo przyjmie stan
nowy, nie przestajac byt sprezystym. Owéz zadanie nasze polega przede-
wszystlkim na tym, aby wyznaczy®é warunki téj réwnowagi i rozpoznaé owe
wielkosei, ktére cechujg stan ciala sprezystego po odksztaleeniu, "W tym ce-
In wypada zbadaé odksztalcenie kazdego elementu ciala, co stanowi zadanie
kinematyki cial sprezystych; nastepnie rozpoznaé rozmieszezenie natezefi
w ciele sprezystym na zasadzie cigglodei, a nakoniee podaé zwigzki migdzy od-
ksztalceniami a natgZeniami, co stanowi zadanie kinetyki cial sprezystych.

177. ObpxrszrArcENIE ELEMENTU CIAEA. Odksztalcenie kaZdego ele-
mentu ciala sprezystego jest skutkiem ruchu wzglednego oddzielnych punktéw
tego elementu. Niech #, y, # oznaczajy spolrzedne prostokgtne punktu m
ciata przed odksztalceniem; wskutek dzialania sil przesunie sig ten punkt
w kierunkach osi spélrzednych odpowiednio o dfugosei u, v, w i zajmie miej-
sce m' (@4, y+ v, 2+ w). Te przesunigeia sg funkeyjami cigglymi spélrze-
dnych i czasu, nie wyrazajy sig jednak przez wzory, podane w kinematyce cial
sztywnych (art. 24). Obierzmy punkt nieskoficzenie blizki n (x + dz, y -+ dy,
2 +dz); przesuniecia tego punktu bedq w4 du, v+ dv, w+ dw. Rozwihmy
funkeyje du, dv, dw na szeregi, zatrzymujge tylko wyrazy nieskoficzenie male
tegoz samego rzedu, co odlegl’oéé wzajemna punktéw m i n; otrzymamy

du = da: + 9 dj + d“
1) dy = da: + cZJ -+ dz d
dw..._ dm _]_dw iy + dw

Wielkosei w, v, w okreélay], ruch bezwzglgdny punktu (2, , ), a ruchy
dwu nieskoficzenie blizkich punktéw ciala wzgledem siebie zalezg od pochod-
nych tychze wielko§ei wzgledem spélrzednych, JezZeli cialo sprezyste ma
skoficzone wymiary linijowe, natenczas pozostaje w granicy sprezystosei tylko
pod tym warunkiem, Ze przesuniecia bezwzgledne jego punktow sg bardzo ma.
Ie w poréwnaniu z jego wymiarami. Dla takich wige cial nalezy funkeyjom
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u, v, W praypisywaé bardzo male wartoSci. Takie za§ ciala, jak hlony lub
prety sprezyste, ktoryeh jeden lub dwa wymiary sg bardzo male w poréwnaniu
z pozostalymi wymiarami, okazujg sprezystos¢ doskonalg nawet wtedy, gdy
ich punkty doznajg znacznych przesunigé bezwzglednych, gdy zatym u, v, w
nie majg wartoSci hardzo malych, W kazdym jednak przypadku pochodne
owych przesunieé winny posiadaé wartosci bardzo male, Zeby odksztalcenie
bylo sprezyste, iz tego powodu mozemy w toku rachunku pomijaé kwadraty
i iloczyny tych pochodnych, Ograniczymy sig do przypadkéw, w ktérych
przesunigcia same sy wielkoSciami bardzo malymi.

Gdy przyjmiemy punkt m za poczgtek ukladu spélrzednych, réwnoleglych
do tych, wzgledem ktorych brano z, ¥, z, to dz, dy, dz przedstawiajg, spélrzedne
punktu 2 wzgledem m przed odksztalceniem. Jezeli po odksztalcenin punkt
n zajal miejsce »' (@ -dz+u+du, y+dy+v4-dv, z+dz +w+ dw), to
da -+ du, dy 4 dv, dz+ dw bedg oznaczaly spélrzedne punktu »' wzgledem '
po odksztalceniu. Z réwnaf (1) okazuje sig, Ze zmiany du, dv, dw spélrze-
dnych dz, dy, dz sg funkeyjami linjjowymi i jednorodnymi pierwotnych war-
to§ei tych spélrzgdnych. Rozwigzawszy rownania (1) wzgledem dz, dy, dz,
wyrazimy te wielkoSci jako funkcyje jednorodne i linijowe rézniczek du, dv,
dw, albowiem wyznacznik nkladu (1), bedgey wyznacznikiem funkeyjnym prze-
sunigé , v, w wzgledem , y, 2, nie jest toZsamosciowo réwny zeru, gdyZ prze-
sunigcia. s niezaleznymi od siebie funkeyjami spélrzednych,

Niech migdzy dz, dy, dz zachodzi jakikolwiek zwigzek linijowy A . dz -
+B.dy+C.ds+D=0; wiwezas wstawiwszy w ten zwigzek zamiast da,
dy, dz ich wartoci, wyraZone przez du, dv, dw, otrzymamy zwigzek odpowie-
dni A;.du + B, .dv + C, . dw+ D=0, z czego wynika, Ze punlty, snajdujq-
ce sig preed odlsstalceniem wieskoriczenie blizko na jedndj plaszezyinie, po od-
Lsztaleenin bede sig anajdowaly takie na jednéj plaszczyénie, ktora jednak inne
zajmuje poloZenie. Obierzmy inny punkt m, na plaszezyinie nieskoficzenie
blizkiéj i réwnolegléj do poprzedniéj; wiedy latwo sie przekonzmy, Ze otrzy-
mamy zwigzek odpowiedni migdzy du, dv, diw o tychzesamych spélezynnikach
Ay, B, i 0y 7 tego wynika, Ze nieshoticzente blizkic clementy dwu pla-
szezyen réwnoleglych pozostajg réwnoleglymi po odlksztadceniu. Z powyzszych
dwu twierdzefi wynika jeszcze, Ze elementy dww nieshkonezenie bligkich prostych
rownoleglych pozostaja réwnoleglymi po odlisztalceniu.

Wydzielmy z ciala sprezystego nieskoficzenic maly réwnoleglodcian
prostokatny mabedefg (Fig. 65), ktérego krawedzi ma=dz, mb=dy,
me = d# sg réwnolegle do osi spélrzednych, a ktérego wibrzchotkiem, najbliz-
szym poczatku O ukladu spélrzgdnych, jest punkt m. Ten réwnoleglo§cian
bedziemy uwaZali za element ciala. Z powyzszych twierdzen wynika, Ze 6w
element zamieni si¢ wskutek odksztalcenia na réwnoleglogeian pochyly, ktére-
go krawedzi przestana by¢ réwnoleglymi do osi spélrzednych. Wiérzcholki
a@+dz, y, 2),b(x, y+dy, 2), ¢ (2, y, 2+dz), zajmg odpowiednio miejsca

ou

o ow ou
a"(x-ivdx+u+ a;d:c, Y+ v aadm,z—l-w—k S dm), [ (x+u-|——b§ dy,
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o ow ) ¥ ( . ou o
y+dy-+ v4- o dy, z+w—|—.7l-y— dy), ¢ \e+u+ 5 de, y+v-|-—d—£ dz, ¢+

A dew+ %:—clz) , o krawedzi ma, mb i me przybiorg dlugodei odpowiednio

mla' = (14+X,) dz, m'D' = (14+\,) dy, m'¢' = (14-Xy) dz.  Liczba A= (m'a'—
— ma) : ma przedstawia widoeznie stosunek wydluZenia krawedzi me do jéj

Fig. 65.

dlugodci pierwotnéj; nazywamy jg wydiuZeniem ciala sprezystego w pun=
kcie m w kierunku téj krawedzi czyli osi . Podobnie oznaczajg A, i )y wydlu-
zenia. w punkeie m w kierunkach osi ¢ i osi 2. Jezeli w'a' > ma, wtedy
A > 0; gdy za§ m'e' <ma, wtedy A, << 0, a A, przedstawia skroécenie,
ktére uwazamy za wydluzenie ujemne. W granicy spreZystoSci wydiuZenie
jest liczbg bardzo malg,

Poniewaz

(1402 da? = [(1 -+ 3—:)2+ (oi)z»i- i )2] dzx?, przeto

0z oz

ou \?* (d-v)” (dw]“
2 — et i defiidS
()= (1 ol 03;) t\oz) T\%) -
Podnieémy do kwadratu i pomifimy kwadrat wydluZenia, tudziez kwadraty

pochodnych funkeyj %, v, w; otrzymamy
0w

3=3§'

5 0w | : . O
(2) A= P podobnie bedzie A, = P A

Te réwnania pozwalajg wydluZenia wyrazié przez pochodne czgstkowe prze-
sunigé punktu wzglgdem jego spélrzednych.
Poniewaz prostopadlo§cian przejdzie na réwnoleglodeian pochyly, przeto

katy U'w'c, ¢'m'd', a'm'd' przybiory odpowiednio wartosci %-— [ -g--—— 0y,

% — tg, prayczym bardzo male liczby ¢,, ©,, ¢, mogg hyé dodatne lub ujem-

Bibl. mat.-fiz,, S, IV, T. X. 30
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ne. Obierzmy na krawedzi me punkt m, w bardzo maléj odlegloSei od m,
i poprowadZmy przez m, prosta m,b,, réwnolegla do md. Po odksztalceniu
pozostanie odeinek m, b, réwnoleglym do mb, a jezeli punkt m, zajmie miejsce

my', to kat m,'mb bedzie ré6wny %— ¢, Otrzymamy wige m, my' : mmy =

= tang®,, a poniewaZ @, jest miary bardzo malego kyta, przeto mozemy
przyjat mym,' : mm, =@, Odeinek m,b, posunal sie wzgledem nieskoiicze-
nie blizkiego i réwnoleglego odcinka mb o dlugos§é mm,', a z ostatniego ré-
wnania okazuje sig, Ze @, wyraZa stosunek wielkoSci tego posumigeia sig do
pierwotnéj odleglo§ci obudwu odcinkéw. Xiatwo sig przekonaé, ze, gdybySmy
na §cianie bm ¢ obrali podobnie dwa nieskoficzenie blizkie odcinki, lecz réwno-
legle do osi 2, czyli do krawedzi me, to liczba ¢, wyrazalaby takZe stosunek
wielko§ei ich posunigcia sig do ich pierwotnéj odleglosci. Z tego powodu na-
zywamy liczbg @, posunigciem sig¢ w punkeie m w kierunku osi y lub osi 2.
Podobnie nazywamy ¢, posunigeiem sig w punkeie m w kierunku osi # lub osi
, 8 @, posunigeiem sig w kierunku osi 2 Iub osi ».
Uwzgledniajge spolrzedne punktéw m', U i ¢, otrzymamy

o O ( ) ) v ( ow) ow
(140 ) cos (5 —9) = oty m+(+5) 5.

a jezeli wstawimy ¢, zamiast sin ¢, i opudcimy wielkoSci bardzo male rzedu
drugiego i wyzszych, bedziemy mieli

v ow i i w | ou ou , Ov
(3) ?;—35-1“55, podobnie té ?“"&_+$’ %_H?)E—E_BE'

Pierwotna objetos¢ elementu ciata wynosila dz dy dz; poniewaz katy ¢;
sq bardzo male, przeto objetosé tego elementu po odksztalcenin moZemy przy-
jaé rowng iloczynowi (1+42,) (142s) (1+4As) dz dy ds. Stosunck zmiany obje-
tosci owego elementu do jego objetoSei pierwotnéj w punkeie m nazywamy
rosszeraeniem SaeScienmym ciala w tymie punkcie. Oznaczywszy je przez A,
otrzymamy A = (1+1,) (14+X) (A4+A) — 1, a jezeli wstawimy wartosei z (1),
miet bedziemy ze §cislofcig przyjeta w naszym rachunku

) A=A+ +_)~s-— -|- +

Niech o oznacza gestosé ciata w punkcm m przed odksztalceniem, zak o'
gesto$¢ po odksztalceniu; z powodu, Ze masa elementu nie zmienia sig, mamy
réwnanie 6 = o' (14-A,) (14-Ay) (1423), z ktérego wynika

dd=oc:(l 4+4)=ac(l—4),
a przeto zmiana gestoSci wynosi
0t
e
) d—o=—a( 5 —|— + ) ‘

178. WYDELUZUNIA GEOWNE. Rozwazamc znowu punkty m i # art. po-
przedzajgcego, oznaczmy przez ds dlugo§é elementu mn, o przez «, b, ¢ jego
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dostawy kierunkowe; wtedy dz=a.ds, dy =0b.ds, d2 = ¢.ds. Dla punktu »'
otrzymamy

du“—( —d?f +b. 0“+c )ds, dv—(a: 3—;-{— —+c )ds,
()w
dw__( —~+b .Bz)ds,

skgd wynikajg, spélrzedne 8z, dy, oz punktu n' wzgledem osi, poprowadzonych
przez punkt a2,

6x=dx+du=[a.(l+g;:) +b.—3-;i+c.%?]ds,

1)

0
= o v o
(2) 3y_.,dy+dv_[a.b—x— +b.(1—|—-—)+c.jz—]ds,
ow

5£:d£—f—dw=[ == d 2 e, (l-l < ]ds.

Oznaczmy przez A wydluZenie w punkcie m w kierunku (a, b, ¢); dlugo§é
elementu ds po odksztatceniu bedzie (1+4)) ds; wstawiwszy spélrzedne 3z, 8y
oz punktu #', otrzymamy

3) (L + X2, ds? = 822 - Oy + 022,

Jezeli podniesiemy do kwadratu i w otrzymanych wyraZeniach opucimy kwa-
draty tudziez iloczyny pochodnych u, , w, to otrzymamy

4) A=Ma+AMD2+ A2+ 9. bc+ ¢p.ca + @5 . ab.

Wedlug tego wzorn mozna obliczyé wydluzenie w kierunku danym, znajgc wy-
dluZenia i posunigeia sig w kierunkach osi spélrzednych. WydluzZenie A jest
funkeyjg, jednorodng i linijows, szeSciu wielkoSci A; i1 ¢y, a funkeyjg jednorodng, -
i stopnia 2-go dostaw kierunkowych.

Rozwazmy drugi punkt n,, nieskoticzenie blizki punktu s, i niech g/, ¥', ¢'
oznaczajg dostawy kierunkowe elementu mn,. Obliczywszy wedlug (2) spol-
rzgdne miejsca ny', ktére », zajmie po odksztalceniu, mozemy wyznaczyé kat
(m'n'y m'ny'), ktéry tworzyé bedy elementy m' %' i m'n,', albowiem

cos (m'w', m'n,) = ad I:(l + (m) d_v 2+ ﬂ?‘i 2] + b’ [ f)ﬁ 2+
o ()w du f)v c)w
+ (1 r)f ] il [ (dz ] e

o on ovY\ 0w
—]—(bc-{—b'c)[ +(1+7}5}-)—+ 1~{--— a—y~]+

0 ) 0 0 0
-I-(ca-I-c(&)[(l-]— u ru ()z dx+(1+ w) w]_l

0

r)u vy ov ow ow
+(ab’+a’b)[1+ +( +(J?)_¢E+EE'-Q_1;—]'
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Przyjmijmy teraz, Ze proste mn i ma, sg do siebie prostopadle; wtedy (m' ',

mn") = %-- %, gdzie ¢ oznacza posunigeie sig (art. 177) w kierunku Ica.z‘f.déj

z tych dwu prostych. Kladae zatym aa' + 00' + c¢' = 0 i uwzgledniajac ro-

wnania (2) i (8) art. poprzedzajgcego, otrzymamy

(B) o=2A .aa' 2% .0V 4 2%y . cc' 4 @y . (be'+-V'¢) + ¢y . (ca' + ¢'a) +
4+ g, (ab' + a'b).

179. Odetnijmy na prostéj (a, b, ¢) po obudwu stronach punktu m dlu-
go$¢ proporeyjonalng wzgledem /121, biorae pod znakiem pierwiastka
znak + lub — wedlug tego, czy A= 0, czy téz A\<<0, Jezeli z, g, # oznaczajy
spolrzedne kraficéw tych odeinkéw, wzigte wzglgdem osi, wystawionych w pun-
keie m, to miejscem gieometrycznym tych krancéw bedzie powierzchnia, ktoréj
réwnanie wedlug (4) art. 178-go jest
(1) M4yt 4 A b oyt 922+ @ ay==k1.

To réwnanie przedstawia powierzchnig stopnia 2-go, ktéréj srodkiem jest
punkt m, nie znajdujgey sig na téj powierzehni. Obierzmy osi gléwne téj po-
wierzehni za osi spélrzednych, i niech A; 4; odnoszg si¢ do kierunkéw tychze
osi; wtedy réwnanie téj powierzchni bedzie

(2) llmn"l-lzyz-l-lsgz::hl,

a nadto ¢, =0, ¢, =0, ¢, =0, wige A=2Aja®+ M 02+ Ay ¢?, @ =2\,. aa'-}
42X BB 4+ 2hg . ec'.  Jezeli wszystkie 3 sp6lezynniki A; sg czyto dodatne,
czytéz ujemne, wtedy powyzsza powierzchnia jest elipsojda; w przypadku, gdy
te spélezynniki sg znakéw réznych, otrzymamy dwie hiperbolojdy spragzone,
z ktérych jedna jest jednopowlokowa, druga dwupowlokowa, a sg one rozdzie-

“lone spélnym stozkiem asymptotycznym. DlugoSei promieni tych powie-
rzchni sg odwrotnie proporcyjonalne wzgledem pierwiastkdow wydiuzen w ich
kierunkach, one przedstawiajg zatym gieometrycznie zalezno§é wydluZenia
elementu linijowego, wychodzgcego z punktu m, od kierunku tego elementu.
W przypadku elipsojdy wszystkie proste, wychodzgce z tego punktu, doznajg
w tym punkecie wydluZei lub skrécefi; w praypadku za§ hiperbolojd sprzeZo-
nych kazda prosta, przecinajaca jedng hiperbolojde, wydluia sig, a kazda pro-
sta, przecinajaca drugg hiperbolojde, skraca sig; proste za$, tworzyce stozek
asymptotyezny, nie doznajg zmiany dlugosei, a raczéj méwige dokladniéj, ich
wydluZenia sg nieskoficzenie male w poréwnaniu z wydluZzeniami tych elemen-
tow linijowych, ktére nie znajduja si¢ na powierzehni stozka.

Poniewa przez kazdy punkt ciala sprezystego mozna poprowadzié takie
powierzchnie, ktérych osi glowne majg te wlasnoéé osobliwg, Ze posunigcia sig
w; w ich kierunkach sg réwne zeru, przeto otrzymujemy nastgpujace twierdze-
nie: praez kaidy punki ciala spresystego moina poprowadzié trey do siebie pro-
stopadle proste, w ktorych kierunkach cialo wie doznaje dadnego posunigeia sig,
ktére przeto posostajg do sicbic prostopadlymi po odkszlateeniu. Odpowiada-
Jace tym trzem kierunkom wydluZenia nazywamy wydluzZeniami giéwny-
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mi w tym punkeie; jedno z nich jest bezwzglednie najwigksze, jedno za§ naj-
muiejsze ze wszystkich wydluzen, w tym punkeie zachodzgeych. Znajac wy-
diuZenia glowne w pewnym punkeie, moZzemy obliczy¢ wydluZenie i posunigcie
sig w kierunku kazdéj prostéj, przez ten punkt poprowadzonéj, a tymsamym
zbadaé odksztalcenia rozmaitych elementdw ciala, w ktérych ten punkt sig
znajduje.
180. Rucnm mueMENTU ODKSzTARCONEGO, Kierunek osi glownych po-
wierzehni (1) art. poprzedzajycego wyznaczajg pierwiastki réwnania nastgpu-

jacego:
2(h—2), %3 Pa

¢ 5 20m—2), P1 =0,
P ) o, 2 (kﬁ_l)!
a mianowicie, jeeli przez Ay oznaczymy spolezynnik w tym wyznaczniku ele-
mentu z-go wiersza i f-&) kolumuy, tak iz
@) 20—N) A+ 05 A+ 0o As =5 Ay 4 20 —2) Mgy + 94 Agy =

=@, Ay + 91 Aga + 20 —2) Agy =0,
natenczas dostawy kicrunkowe a, b, ¢ tych osi otrzymujemy z ktéregokolwiek
z nastgpujgeych ulladéw réwnai:

@) e _ b b __F’ « b Z'E‘—Pﬂ @ _b_:_t:_:pa

Ay~ Ay A ’ Au Agy Ay Ay~ Ay Ay '
podstawiajge za A kolejno pierwiastki réwnania (1), Te pierwiastki sg wla-
$nie wydluZeniami gléwnymi,

]

(1) A

Kladge
(4) 2@1.—_*%%-—-——3%, Em,,:%-——%, 2“’:%__%3’
z tych réwnafi, tudziez z réwnaii (2) i (3) art. 177-go otrzymamy
%;i:l“ gi: Fl (‘P“ 0 G5 =g (202,
(b) 31} ( + 20 3), )J Agy —S—E:-: 5 (p4—2wy),
%:%@ —20,), = 5 (o 20), G =

Obierzmy punkt » nieskoficzenie hlizko m, obliczmy wedlug art. 178-go
jego spbhzedne 8z, 8y, 8z po odksztalceniu i uwzglednijmy réwnania (5);
otrzymanmy

b= (1 4 0) 0 + 5 (pa—0g) dy + —1—('{52-{—2(02) dz,

08 =

| —2— (9p—20,) de + —§ (0, + 2, dy + (14 Ny) dz.
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Niech ten punkt znajduje sig na jednéj z osi gléwnych powyiszéj powierzchni
w odlegloei ds od m; wtedy daz = @ .ds, dy = .ds, dz = c.ds, gdzie zamiast
a, b, ¢ podstawié¢ nalezy wartoSci, wynikajaee z (3). Dla takiego wige punktu
hedzie wedlug (6),

2.0z =[2(1+ A,) Ayy + (s —203) Ao + (P2 + 20,) Aya] py ds,

2.8y = [(5 4 205) Az + 2 (14-2A3) Mgy 4 (1 — 203,) Agy] py ds,

2.8z = [(py-—20,) Agy + (; + 20;) Agy + 2(1 + X3) Ays] ps ds,

a poniewaz wedlug (2),

20 A+ ‘PsAm e tF’z-fl\m =2AAy, P Agi+ 20 Agy + P Aps=2% Ay,
$o Ngy+ @ Aga + 20y Agy=2A Ay,

przeto takze

3 =[(14+N Ay — 03 Ay + 0 Aga ] py ds,

3y = [wg Mgy + (1 +)) Agy— 0y Agg] py s,

02 = [— 00y Mgy + 0 A+ (1K) Ay} py ds.

Jezeli na nowo wprowadzimy dz, dy, de, to mieé bedziemy ostatecznie:

;61::(1 + A) dz — vy dy + w, dz,

() oy = wydz+ (14+2)dy—o, dz,

02 == — oy da 4 ooy dy + (1+4-1) dz.

Rozumiejae przez A kolejno pierwiastki réwnania A = 0, otrzymamy spélrze-
dne miejsc, ktére punkty, znajdujgce sig nieskoficzenie blizko m na kierunkach
wydluzei gléwnych, zajmg wskutek odksztalcenia ciala. Poréwnywajac r6-
wnania (7) z réwnaniami (1) art. 24-go, widzimy, Ze punkt, znajdujgey sig na
kierunku wydIuZenia gléwnego, obréeil si¢ okolo osi spélrzednych, przez m
poprowadzonych, odpowiednio o bardzo male katy o,, w,, s, 1 posungl sig
w kierunku tego wydluZenia o A.ds. Ruchy obrotowe sg te same dla punktow
na kazdéj z osi gléwnych, ruchy za$ postepowe sg proporeyjonalne wzglgdem
odpowiednich wydluzen gléwnych,

Mozemy teraz podaé obraz ruchu i odksztalcenia elementu ciala, zawie-
rajgeego punkt m. Uwazajge ten element za sztywny, przesuiimy go tak, Ze-
by punkt m razem sig zeszed! z punktem m'; obréémy go nastgpnie okolo osi
spélrzgdnych, poprowadzonych przez m/!, odpowiednio o katy w,, ©,, wg; wtedy
owe trzy proste, do siebie prostopadle, ktére majg kierunki wydluZen gléwnych,
ktére zatym pozostang do siebie prostopadlymi, znajdujg si¢ w tym wladnie
poloZeniu, ktére zajaé majs. Gdy nakoniec uczynimy element spreZystym
i udzielimy mu wydluZen gléwnych, to element przybierze ksztalt Zgdany.
Dla okréslenia ruchu i odksztalcenia elementu ciala musimy znaé dziewigé
wielko§ci A;, @;, w; (1 =1, 2, 8), czyli, co na jedno wychodzi, dziewigé pocho-
dnych przesunieé w, v, w wazglgdem w, y, z W praypadku szczegblnym, gdy
o=, = w; = 0, czyli

ow v ou  ow o ou
(8) it B v E'—E—O’
ruch elementu ciala bedzie zachodzil bez obrotu, —
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Okolo punktu s zatoczmy kulg o promieniu ds, ktéréj réwnanie jest
daz® —+ dy* + de* =ds® Po odksztalcenin utworzg osi #, y, # wogélnosei uklad
ukoénokgtny, a jeieli 8z, dy, 8z oznaczajy spélrzedne punktu (dx, dy, dz)
wzglgdem tych osi po odksztalceniun, to 82 = (1+4X,)dw, Sy=(1-+\)dy, dz=
=(14X;) d#, a zatym

o (% )2 ( 0z )3_

©) ((1+ll)ds) + ((1+1.,,) #) \ampml =t

Stad okazuje sig, Ze punkty, ktére przed odksztalceniem znajdowaly si¢ na po-
wierzchni kuli nieskoficzenie maléj, znajdowaé sie bedg po odksztalceniu na
powierzchni elipsojdy nieskoficzenie maléj, ktoréj srodkiem jest punkt m,
Nazywamy ja elipsojdg odksztalcenia w tym punkeie. Trzy proste,
prostopadle do siebie w punkeie m, przyjmujs po odksztalceniu kierunki &re-
dnic sprzgzonych téj elipsojdy, a kierunki wydluzen gléwnych sg kierunkami
osi gléwnych téj powierzchni.

Jezeli punkt m nie znajdowal sig na powierzchni ciala, to nie zajmie
nigdy miejsca na téj powierzchni. Jakoz, kula nieskoficzenie mala, o érodku
w tym punkeie, przybieraé bedzie ciggle ksztalt elipsojdy, coby bylo niemozli-
wym, gdyby ten punkt dostal sig kiedykolwiek na powierzchnig ciala, Czyli
innymi slowy: powierzchniq ciala spreiystego tworzg ciggle teisame punkty.
Jezeli wige F (z, y, #, 1) = 0 jest r6wnaniem té&j powierzchni w jakimkolwick
czasie, to F' = 0, gdy ¢ wzroénie o d¢, a zatym

oF oF oF oF

(10) W{-M.E{-@.E‘E-}-w.az{).

181, NATEZENIA ELEMENTU c1A®A. RozwaZajmy, jak dotad, nieskofi-
czenie maly prostopadloscian mabedefy (fig 66) jako element ciala, Kazdéj
z trzech §cian jego, schodzgcych sig w punkeie m, odpowiada pewne natgZenie
w tym punkeie, ktére uwazaé moZemy za silg wewnetrzng na jednostke po-
wierzchni §ciany. Rozl6Zmy natezenie, przypadajgce na fciang mbe, prosto-
padlg do osi @, na trzy natezenia, réwnolegle do osi spélrzednych, ktéreto na-
tezenia skladowe oznaczmy odpowiednio przez p,,, P, Pia; nat¢zenie Sciany
m ca, prostopadléj do osi y, rozlézmy podobnie na Py, Pas, Pog; DateZenie zas
§ciany mab, prostopadléj do osi z, rozléimy na pyy, pe, Pss. Znakowanie
pa polega na tym, Ze piérwszy wskaZnik oznacza of, do ktéréj Sciana jest
prostopadla, drugi za§ oznacza of, do ktéré] natgZzenie jest réwnolegle,
a wskazniki 1, 2, 3 odnoszg, sig odpowiednio do osi z, ¢, 2 Kazde z tych na-
tezen jest funkeyja ciggly sp6lrzednych i czasu; mnoZge nateZenie przez po-
wierzchnig §ciany, otrzymamy odpowiednig skladows sily wewnetrznéj, do téj
§ciany przylozonéj. Oprécz tych sil dzialaja na masg elementu wiadome sily
zewnetrzne, badzto rzeczywidcie przylozone, jak np. sila cigzkosei, badztéz zaste-
pujace pewne warunki i polaczenia, a bedace wielkoSciami tego samego rzedu,
co objeto§é elementu, Skladowe calkowitéj sily zewnetrznéj oznaczymy przez
X.dV,Y.aV, Z.dV, gdzie dV = dzdydz; X, Y, Z mozemy rozumieé jako
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sily, przypadajgce na jednostke objetosci. PrzyloZywszy do elementu wszyst-
kie sily, moZemy go uwazaé za swobodny. Po odksztaleeniu zachodzi réwuo-
waga, & poniewaZ wiadomo (art. 104), Ze warunki réwnowagi elementu szty-
wnego zachodzg takze dla elementu sprezystego, przeto suma momentéw sil,
wzigtych wzgledem trzech prostych Sz, Sy, Sz, poprowadzonych przez §rodek
masy S elementu rownolegle do krawedzi, jest réwna zeru dla kazdéj z tych
prostych.,

Granicg spolng punktéw praylozenia sil X dV, YAV, ZdV jest punkt
S, moment kazdéj z tych sil wzgledem powyizszych prostych jest zatym réwny
zeru. Sily wewnegtrzne, jednostajnie na §cianach rozmieszezone, mozemy przy-
lozyt do frodkéw &cian odpowiednich, z czego si¢ okazuje, %e momenty sil
normalnych p,; dyd 2, P,y d#de, Py dady, tudziez sil normalnych, dzialajpeych
na feiany przeciwlegle, sg takze réwne zeru. Jezeli na Sciang mbeg dziala
sila styczna p, dyds, réwnolegla do osi 9, to na Sciang przeciwlegly adef,
kt6réj) wibrzcholek @ ma spélrzedne (x+ dz, y, 2), przypadnie w kierunku osi

¥y sila — (;um -} %’Tdm) dydz; momenty tych sil wzglgdem Sz wynoszg odpo-
wiednio — p,, dyda. (-Ic:— i— (pm 4+ (}f;; dx) dy dz . % . Na éciang mace
dziata w kierunku osi x sila py, dzda, a na Sciang przeciwlegly bdfy sila

-'-(Pn + %};—'dy) dzdxz; momenty tych sil wzgledem Sz sg podzda. _(%y_

i (pa, + %j—' dy) dedae. _dg_ . Pozostale sily wewnegtrzne nie dajg momentéw

wzgledem Sz, one sg bowiem hadZ réwnolegle do Sz, baditéZ przecinajg te
pmstzg Réwnanie zatym momentéw wzgledem Sz bedzie p,dzdydsz +

-|—— p“‘ dz . dxcbdz—pmdosdydz—% 0P dy .dzdyds =0, Jezeli

skwmmy przez dz dy dz 1 zatrzymamy tylko w1elkoscl skofiezone, to mieé he-
dziemy p, = p,,. Podobnie otrzymamy dwa inne réownania Pys = pgo, Pay =
=pys, biorge momenty wzgledem Sz i Sy. Naigéenia stycane dwu Scian pro-
stopadtych, wzigte w kierunkach prostopadtychk do lychie Scian, sq migdzy sobq
réwne. Pobréd wige dziewigciu natezeft w punkeie m jest tylko sze$é réZnych
od siebie psi, Pasy Paay Pras Pasy Don-

Poprowadimy plaszezyzng przez punkty a, b i ¢; ona oddzieli od prosto-
padloscianu nieskoficzenie maly czworofcian o wiérzcholkach m, a, b, ¢, ktéry
jest takZe w rownowadze., Sily zewnetrzne, dzialajace na ten czworofcian, sg
nieskoficzenie malymi rzedu trzeciego, a sily wewnetrzne, do jego §eian przy-
lozone, sg nieskoficzenie malymi rz¢du drugiego; mozemy zatym przy rozwazaniu
réwnowagi pomingé sily zewngtrzne, badajac réwnowage samych sit wewne-
trznych., Z réwnowagi sil wewngtrznych wynika, Ze sita wewnegtrzna, praylozo.
na do éciany abe, jest réwna i wprost przeciwna wypadkowéj sit wewngtrznych,
odpowiednich Scianom, schodzgcym sig w punkeie m. PoniewaZ kazda §ciana
mab, mbe, mca jest rzutem prostokgtnym Sciany abe, a nateZenia po dwu
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stronach elementu plaskiego sg réwne i majg kierunki przeciwne (art. 176),
przeto widzimy, Ze sita, odpowiednia stronie zewnetrznéj Sciany abe, jest wy=-
padkowsy sil, dzialajgcych ma strony zewnetrzme jéj rzutéw prostokgtnych,
schodzgeych sig w punkeie m. Ten zwigzek widoeznie utrzymalby sig, w razie
gdyby$my rozwazali rzuty ukoéne Sciany abe. Przyjmujge nastepnie, Ze wy-
miary czworo§cianu dgzg nieograniczenie do zera, wniesiemy, %e §Sciany prze-
chodzié bedg przez ten sam punkt m, i otrzymamy nastepujace twierdzenie:
sila wewngtrana w punlkcie wzgledem danego elementu plaskicgo jest wypadlowa
sit wewngtranych, odpowiedniclh rzutom tego elementu na tray plasaczyzny, pries
tenge punkt przechodzqee (tw. Cauchy’ego). To twierdzenie stosuje sig talkie
do cial sprezystych, w ktorych zachodzi ruch wewngtrzny; albowiem sily stra-
cone, wprowadzone przez zasade d’Alembert’a, sg nieskoficzenie male rzedu
trzecicgo, pominigte wige hyé mogq, w obee sil wewnetranych,

182. Narpzenia enOwye. Rozwazajmy element plaski dw, zawiera-
jacy punkt m; @, b, ¢ niech oznaczajy dostawy kierunkowe normalnéj do
tego elementu; o, B, v dostawy kierunkowe natezenia p tego elementu w pun-
keie m. Wystawiajge w m uklad prostokgtny osi, rzuémy do na jego plasz-
czysny, to adw, bdw, cdow bedy odpowiednio rzutami w kierunkach osi.
Z twierdzenia Cauchy’ego wynika, Ze ap.do = ap, .dwo + bpy . do +
+ epy, . dw, albo, po skréceniu przez dw,

(1)  ap=apy + bpa + cpsy, i podobnie fp = apz + bpw+ cioa;
AP=apy + bpsyy + ¢Pas,
gdzie py oznaczajg skladowe natezen rzutéw elementu, wzigte w kierunkach
osi, jak w art. 18l-ym. Oznaczmy przez p,, pa, ps vatgZzenia, odpowiednie
tym rzutom, a przez o, B, 7iy gdzie ¢=1, 2, 3, ich dostawy kierunkéw;
otrzymamy
(2) Pu =04 Pyy Pia =B1D1s D13 =111 P21 = a2y Poa = o,
Day = (2025 Par = O D3y Paa = [aa Paz = Ta Das

Podstawmy te warto§ei w réwnania (1) i obliczmy sumg kwadratéw odpo-
wiednich stron tych réwnaf, otrzymamy
PP=p2a® + P22 0% + Py 4 2 (o0 + Balla + TaTo) Dol be 42 (0504 +

- + BaBr + o) Bapre o + 2 (40 + Bia + 1072) 2122 - @D
Jezeli przyjmiemy dla krétkosci
3) A = (@205 + B2 By + Ta's) Datis = P2 €08 (D2, 15); B = pyp1 cos (pa, 11)-

C =p 9, cos (p,,p,), to miet bedziemy

(4) PE=p2a% F P20t 4 py?e? 42 A.be +2B.ca+ 2 C.ab.

Z tego wzoru okazuje sie, Ze do§¢ znal wielkodei i kierunki natezen
trzech elementéw plaskich, przecinajgeych si¢ w danym punkeie pod kgtami
prostymi, aby obliczyé wielko§¢é natgZenia dowolnego elementu, przez tenze
punkt przechodzgcego. Odetnijmy na kierunku natg¢Zenia p od punktu m



