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Poniewaz toZsamogciowo g’i'—: =0, % =0, i poniewa# daléj pochodne %z; .
Oty

o
r=1F, przaeto z (11) otrzymamy nastepujace toZzsamosdei:

[C!'! ci‘] =0, [Tl': Tk'] =0, [Tki C*'] =0, [T"' l("f'] =1,
czyli, wstawiwszy napowrét funkeyje ¢; 1 @/,

(12) [#rs 9] =0, 9/, 91=0, [&), ] =0, [¢, o] = 1.
Powyisze tozsamosel, podane przez Jacobi'ego, okazuja, Ze calki réwnania
Hamilton'a mozna podzielié na dwie gromady, wedlug tego, czy ta funkeyja,
. utworzona z pochodnych czgstkowych lewych stron tych calek wzglgdem ¢;1 p;,
ktorg oznaczyliSmy symbolicznie dwiema klamrami, jest tozsamoSciowo rdwna
zeru, czy t6éz jéj warto§é bezwzgledna jest toZsamosciowo réwna jednoSei. .
Okazane wyzéj wlasnosci tych calek postuZg do dokladnego zrozumienia pe-
wnego waznego twierdzenia, ktérym zakoficzymy rzecz o calkowaniu réwnafi
ruchu,

173. Twisrpzesiz Poisson’a 1 Jacosr’eeo, Przyjmijmy, Ze, gdy dane
jest zagadnienie kinetyczne, do ktérego stosujg sig réwnania Hamilton’a, ma-
my juz jakiekolwiek dwie calki, to znamy dwie funkcyje zmiennych ¢;, p;, ¢,
ktére wskutek tych réwnan majg warto$ei stale podezas ruchu,

~ majg warto§é zero dla réznych od siebie wskaznikdw #, &, a wartosé 1 dla

(1) Pi(quy Qayvvvy sy Pryove y Py U) =iy Qu(QusveesQsy PryeeosPsyt) —=ay.
Utworzywszy z @;, @, funkeyja, w art. poprzedzajgcym rozwazang,

e 09 Opx 09 0%k
(2) [‘Pi! ‘Pi] E (Oq, dp.» O}Jr f}Qr)

mozna okazaé, Ze funkeyja [¢i, g:] posiada wskutek réwnafi ruchu takze war-
to&¢ statg. Jakoz, réiniczkujgc (2) wagledem #, otrzymamy

d

3) i (%) fP"‘] =

=T (2. 2 (o), dn C(sk Sony v & chy

=) 0gr " dt \op, Op, dt\ 0g, dp,. it \ 0y, d9, " di dp,-) ’
P {tp,H dor _
oniewa’ §; = a;, Pr = a; 89 calkami réwnanf ruchu, przeto —- T 0, e
= 0, czyli,
dq?. (dtp. do: , Opi de) 0P ‘f‘(ﬁﬂ dg | 0 dP:)

"'L it e e ) i Tt b ) el il

do _ oH dp___ 0H .

a Pﬂnlewaﬂ dt ?, “ag' —_"()—Qg’ W1ge

doy (0o 9K Do OE)_, omy i (00n O Om OE
(4) +;§1 (}q; ops ()Pt. (){Zt _0’ d't_!_le

0gi" opi opiToq) T
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Biorge pochodng 1-go réwnania wzgledem g,, & nastepnie wzgledem p,, otrzy-
mamy

00:0q: " Opi ' Oq " 0q:0pi 0guOpi " O0qi Opu” 0940y
(d%p.- 0H | dp; 0*H o, OH 0y, azH)

0%, =t 0% O0H | dp; 0*H o%; oH  dg 0*H \ _
®) atdq.."",gl( )—-0=

-V,

0peO “Ops ' 0qi T pedpr OpeOpr T 0Q Oy 9pr0g

d‘chl i';‘s
©) Seap; T2
a czynige to samo z 2-gim réwnaniem (4), otrzymamy dwa podobne réwnania
dla o, Mamy jednak
_d;(_c_ﬁ_’ﬂ)__ 0% *=‘s( % dg | 0% d_pi) ezl

di ‘JQr - dtf}q:' =1 dqi"dq# ' dt Oq,.()p; Codt g VAT
7 E_(_{)&) _ ()ZLP‘. L:-S( [)'thi iﬂ_'_ﬁ t}‘z({;‘. E_I_
( ) dt (}Qr = C)t()q: =1 dq:dfz; ' (J_p; erdpt. ()q‘
O e P Ty OH o g
( ) di a_Pr - t)tr)p;- =1 ()jJr t)q; * r)p; df)rdj-?i ) 0‘2! :
03"-?5
0t 09y
nastepujgce dwa réwnania:

) ; podobnie

2

z véwnania (6) w (7), a % z (6) w (8), otrzymamy

Grdy podstawimy

; d(08) (o VE L on i)
®) dtNog,/ S\ 0 TAg.0p ' Opy T 0gr0qul
m 4085 ( 0 VE e o)
(10) di\op,/ 15 0q: " 0pr0q * Opr " Oprog)

a kladgc & zamiast ¢, otrzymamy podobne dwa réwnania dla ¢,. Wstawiszy
te pochodne w (8), mie¢ bgdziemy

an & Lo o] =

i__:, ,=s{ . (()_tpi E)?_*_% %) ! 0*H (r)cp,- Oopr Oy E‘I{Pk)_*_

=& 2 00.0p\opr " 0gi 0gq: “Ope/ T Oprogi \Og, Op  opi * gy

rH (2, %000 00s), oH (i«?_ 09 09 é@)
00:00:\Op: " 0py  Opr "0/ " 0P 0qu\Oq, " 0qr 0, " 0qi/ [
Poniewaz wskafniki I i » przybierajg wartosei calkowite od 1 do s, prze-
to w sumie po prawéj stronie tego réwnania znajdujg si¢ po dwa wyrazy ré-
wne i o znakach przeciwnych, znoszace si¢ nawzajem, z czego wynika, Ze

??? [¢:, 9] =0, Ze przeto funkeyja [¢;, @] jest wskutek réwnain ruchu stala,
co bylto do okazania.

Stad wynika, Ze jedeli prayjmiemy [¢:, 0] = aun, gdzie an jest stalg do-
wolng, natenczas réwnanie [¢;, o] = ay preedstawiaé bedsie wogdlnosei nowg
calkg réwnan ruchu. Zeby jednak to réwnanie bylo istotnie calkg nowsg, nie
powinna by¢ wielko&t [o;, ;] ani funkeyjg ¢;, ¢, lub, co na jedno wychodzi,
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funkeyjg statych ai, az, ani t6z tozsamosciowo stala, to znaczy jakas liczbg
szezegblng lub toZzsamo$ciowo réwng zeru. ‘W piérwszym bowiem przypadku
réwnanie [¢;, @x] = au nie daloby nowego zwigzku migdzy ¢i, p;, ¢, lecz zwig-
zek, bedgey prostym wynikiem réwnan pierwotnych o= a;, ¢ = ay; w dru-
gim za§ praypadku [g;, ;] nie byloby funkeyjg zmiennych gi, pi, ¢, a [@:, @] =
= ay byloby toZsamoscig, ktéra, oczywidcie, niéma znaczenia calki, Tworzac
z funkeyi ¢.=[¢:, @] 1 z funkeyj pierwotnych ¢;, ¢ nowe funkeyje [@i, @],
[#x, @], 1 przyréwnywajgc kazdg z tych ostatnich do staléj dowolnéj, otrzyma-
my wogblnosci dwie nowe calki, ktére podobnym sposobem z funkeyjami po-
przedzajgcemi polgezone byé mogg, i t. d.  Jezeli tylko niezachodzi zaden
z powyzszych przypadkéw, sprawiajacych, iz calka bylaby tylko pozorna, to
mozemy tym sposobem z dwu calek wiadomych utworzyé wszystkie inne cals
ki zagadnienia kinetycznego.

Na podstawie powyZszego twierdzenia, podanego pierwotnie w odmien-
néj postaci przez Poisson’a, a przez Jacobi’ego powtérnie odkrytego i na-
lezycie ocenionego, moznaby z dwu calek przez proste réZniczkowanie obli-
czyCé wszystkie calki réwnafi ruchu. A Ze w przewainéj iloSci zagadnien
mozemy podaé przynajmniéj dwie calki, przeto zdawaloby sie, Ze kinetyka
ukladéw materyjalnych daje sig sprowadzi¢ do bardzo prostego schematu
dzialafi rézniczkowych, czynigcych jakoby zbytecznym bezposrednie hadanie
dzialania sil w przyrodzie. Atoli tak nie jest, Zeby bowiem powyZsze
twierdzenie dalo istotnie nowg calke, muszy byé calki dane wladciwe zaga-
dnieniu, a nie powinny pochodzi¢ z zasad ogdlnych, jak np. z zasady ener-
gii, lub z zasady ruchu ¢érodka masy i t. p., tudziez nie powinny naleZeé
do calek, odpowiednich temu ukladowi réwnaf rézZniczkowych zwyczajnych,
ktéry wynika z réwnania Hamilton'a, okréslajgcego funkeyjy V. Okaza.
liSmy bowiem w art. 172-im, Ze funkeyje [y:, 9], z tych calek utworzone,
sg toZsamoSciowo réwne zeru lub jednoSci, wskutek czego nowa calka staje
sig pozorng.

Jezeli w zagadnieniu, dla ktérego zachodzi zasada energii, t. j. takie.
go, w ktéorym H nie zawiera czasu wyragnie, znamy, oprécz calki H=nh,
wyrazajacéj te zasade, jeszeze tylko jedng calke @, —ua;, to z tych dwu
calek nie mozemy wyprowadzic calki nowéj. Jakoz, zalézimy, Ze ¢; nie za-
wiera { wyraznie, Ze WiC ©i(Quy«« sy sy Ppy o o+ 9 D) =i Wyrazajge wowezas
76 9;=a; jest calka réwnai ruchu, t. j. przyjmujyc, Ze %‘ =0, otrzyma~
my wedlug (4) nastepujace réwnanie:

(99 o OB o
S1\0g, "o Opy Oy, =Ll =%

z ktérego si¢ okazuje, Ze do powyzszych dwu calek twierdzenie Poissou’a
nie moze byC stosowane, Gdyby calka zawierala czas, gdyby wiec bylo

G=C 4 Gi (Qyen e @y Payes Do) = i,
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to byloby wedlug (4) [¢i, H] =—1, co takie wyklucza zastosowanie tego
twierdzenia, W przypadku zachodzenia zasady energii nalezy przeto po-
wiedziet, Ze jezeli oprécs callii ocaywistéy H="h, znamy jeszoze dwie calls
= @i 1§ Qp=az, nie rawierajgce czasu, natencras [©;, g = stalij bedaie
callq mowg, skoro tylko nie zachodzi praypadels, sprawiajgey, iz ta calka jest
tyllo pozorng.

174. Zacaownienia, Niech bedzie dany uklad swobodny n punktéw;
@i, ¥i, & niech oznaczajy spolrzedne prostokgtne punktu m;, ktére obierz-
my jako argumenty ¢. Mamy wtedy 2T = Xmy (/%4 y/*+ &%), a ponie~

0L

wak 5= =myx/, przeto ilo§ci ruchu m,az przedstawiajg zmienne p;
L]

_ 0
ol
Jezeli U jest potencyjalem sil, to H=T — U. Réwnania wige kanonicz-
ne ruchu takiego ukladu bedg

dm; oH dy Yi __ oH g _ oH
=hg (m;:c,’ J dt () (‘}H;ﬂ.") - _c?f 0 (m,-z;')
(N " %_ﬁg = dy! _ oH o ds! ___oH
S T TR R e c)y,- PNt T 0
oH 1 oH , 0H _ oU
d(m.-m,) Weom e m
my z (1) uklad réwnaf ruchu

1=1,2,...,Mm.

A poniewaz ——— , 1t p., przeta otrzyma-

o ., Ay . doi _ .

(2) Tt-—ﬂbn‘&? i ai;
dw! ﬂ fly; _ c)U dz! __ oU
e L T R T PR

Mozemy podaé¢ dwie calki tego ukladu, nie zawierajgce czasu, mianowicie:

3 ¢=2Xm @yl —yiwi) =c¢, $=Zmys! = ay!)=a,

ktore wyrazajg przy wiadomych warunkach (art. 141) zasadg pdl dla pla-
szezyzn xy i ysz. Z nich otrzymamy

o (dtp 09 Jdp 0 0y
[ 1= 2 \ 5 omeal) " 0yt 0 (msyl) "‘ 02" 0(mwd)
ST SN S S SN
d(mia!) 0m  O(miyl) Ty 0(mzd) oz ) "

Obliczywszy pochodne czgstkowe wedlug (3), mie¢ bedziemy [¢, ¢] =
=Y (0! — x;2!); a zatym réwnanie

(4) Som; (2iod — wi2d) =0

przedstawia wedlug twierdzenia Poisson’a 8-cig calke, ktéra wyraza wiado-

me twierdzenie, Ze skoro zasada pél zachodzi dla dwu plaszczyzn spolrzg-
dnych, to ona zachodzi takie dla 8-ciéj plaszczyzny,
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W celu otrzymania réwnania Hamilton’a o pochodnych czgstkowych,
przyjmiemy
ﬂ—m‘g oV — 0 'ﬂ-——m, i
om0 0y Vb “ggr = s

Obliczmy z tych réwnaf a/, 4/, 2! i podstawmy w T; otrzymamy

T8 i)l Hla |

a poniewaz H =T — U, przeto rownanie Hamilton'a bedzie tu w praypad-
ku ogélnym, t. j. gdy potencyjal U zawiera czas wyraZnie

® e[ () + ()] —u=o.

Jezeli U nie zawiera czasu wyraznie, to uzywszy podstawienia V=W —
— ht, otrzymamy réwnanie Hamilton’a, wyraZajace zasadg energii,

o el @) G E) =

Dla jednego punktu swobodnego (2, 9, 2) otrzyma.my

(™) 2m[( ( )]“UJ”‘

I). Zastosujmy to rdéwnanie do ruchu punktu, przycigganego przez
§rodek staly. Obierzmy §rodek przyciggania jako poczgtek spélrzednych;
r niech oznacza odleglo§¢ punktu m od §rodka, U= f(r) niech bedzie po-
tencyjalem przyciggania. Wprowadzajac spblrzedne Dbiegunowe 7, ¢, 9,
przyjmijmy @ = rcost, y=rsin¢cosd, # =rsin¢sind; hedziemy mieli

= -???- ("2 + r2 /3 4 1232 5in? §);

oT ; dT , 0T
Sl Ty dnp'_ mrg, FRY

Spélrzedne », ¢, & przedstawiajg argumenty ¢, qu, ¢u; znienne p; majg
wartosci py =mr'y py=mr2{, p; = mr*¥ sin?¢. Kladgo

= mr*¥ sin?¢,

_OW oW oW
b= or y o= dlp y Pa= 0% L]
otrzymamy »' = —., IW = 1 : 5. V= —-——1— oW :
m' or’ mr2 o o:w“smztp 0¥

‘=2—m‘[(w *‘W(%vqli : =sm2¢ (dw)]

réwnanie wige Hamilton’a, kladge m =1, hedzie

OW N2 1 /oW)\2 1 oW\2_ 2
® et +?T(_a$ +T—¢(zﬁ— =HTE A
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Aby wynalesé jego rozwigzanie zupel’ne, przyjmijmy
AV oW
©) Gy

smi!{J oY
gdzie « jest stalgy dowolng; wtedy réwnanie (8) rozloZy sig na réwnanie
(9) i na drugie réwnanie

( OWN2 | 2¢

ond TR

(10)

ktorego calka ogdlna bedzie

(11) W= Vﬂf]/f(r)———l—k dr -+ F (§, 9),

gdzie F' (i, #) oznacza funkeyjy dowolng argumentow ¢ i & Wstawiwszy

wartoé¢ z (11) w (9), mamy dla T réwnanie
oF \2 1 oF \2

(_(J“l]f_ E3 sin?g \ 09

=2f(r) + 2,

(12)

=2£&,

. .
w ktorym przyjmijmy podobnie (%’g: =20, gdzie b jest stalyg dowolng,

a otrzymamy

' oF\2, 2D
(13) _(E) "]_' Sina‘p =2€h

skad

a4 1|—l/ afl/a —S_n_; dd.-+ Ty (),

gdzie ¥, (¥) jest znowu funkeyjy dowolng, dla ktéréj mamy 16wnan1e
(‘]F) — 6l skad B =V, s mige

09
b e B VB B
sm?g V(o

f]/f(r)-—% + hodr +
+f]/“"*_sifzap NS AR

F=)/3

a zatym wedlug (11)

(15) W=|/2
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jako rozwigzanie zupelne réwnania (8), zawierajgce wlaSciwy iloé stalych
dowolnych. Znajagc prawo przyciggania, moZemy, obliczajge calke, wyzna-
czyé W, Z tego wynikajg nastgpujgce réwnanie calkowe piérwsze:

Foc BV g ONE e oW
(16) Y=, rig = P 3y gin? ¢ = — 55!
tudzies réwnanic calkowe drugie:
tJ'#V (J‘.*V r}\V

gdzie ¢, @, [ oznaczajy nowe sta,le dowolne. Podstawiwszy wartosc W,
otrzymamy drugie réwnania calkowe w postaciach:

N dr
laz[l/f(?‘)—;—iﬂ-h

=t

Znajac polozenie poczgtkowe i predkoSé poczatkows punktn, moZemy wy-
znaczyé stale a, b, a, B, ©, k. Z piérwszego réwnania (18), Ze otrzymamy
r jako funkcyja ¢, a dwa ostatnie wyznaczajg tor punktu.

Wiedzge, e ruch centralny zachodzi na plaszezyZnie, moZemy réwnanie
Hamilton’a rozwigzaé sposobem, podanym w art. 170-ym. Réwnanie Ha-
milton’a bedzie w tym przypadku:

() + Gy ) =270 + 21,

a kladge 2 =7rcos ¢, y =rsin{, otrzymamy

oW\ 1 /oW
Kladage p, = Q}E Pp= %, mieé bedziemy
(20) T=p? +~——2[f(¢*)—|—k]=0.

Mamy teraz wynale§¢ jedne calke ukladu réwnan réiniczkowych zwyczaj-
nych
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0F oF, 0¥, oF

dr:dlp:dpl:@2=_d_13.-:rpz'__()?'_'547'

Poniewaz %f—: 0, przeto zadana calka bedzie p, =a, gdzie « jest staly

dowolng. Wstawiwszy te wartos¢ w (20), otrzymamy

1
Dy :-;V?rz [fer) 4+ h) —a*.
Podane wartoSei sprawiajg, “iz p, d» + p, dd jest réiniczks zupelng, tak, iz

(21) W:f(p, dr + pp dy) =

.:fd%'-l/w” [f(r) + h]—a® 4 ad

jest szukanym rozwigzaniem zupelnym, zawierajacym stale i h. Rdéwna-
nia calkowe drugie bedg

oW oW — e
-(m—_t—}-t, = =% albo po ppdsta.wwmu wartosei,

rodr
l/2?.2 7o)+ h]-—a3=t+ )
(22)

I dr
wa?' Ver[fa) + hi—a B

Piérwsze réwnanie okrésla ruch ze wzgledu na czas, drugie wyznacza tor
punktu; stale «, a, %, © dajg si¢ wyznaczyé z warunkéw poczatkowych.
II) Razut ukoény. — Obrawszy spélrzedne prostokatne z, y jako ar-

gumenty, mie¢ hedziemy dla m=1, U= — gy, wiec roéwnaniec Hamilton’a
hedzie
oW \2 (W \2
) W= i —_— =
(23) F_(dx)ql-( dy)+2gy 2h=0

Poniewaz "I nie zawiera z, przeto mozemy podobnie, jak w art. 169-ym
uzyt podstawienia W =W, -+ ¢, z, gdzie W, nie zawiera #, a ¢, jest stalg

.o 0W __dW, - . :
dowolng. Poniewaz = a przeto z réwnania (23) wynika
aw,\* _ - -
(_dy_) =2h—c,*— 29y,

&
W,=— -%— 2h — e,3— 2gy)”*, a stad



ROWNANIA ROZNICZKOWE RUCHU, — 174, 459

a3
(24) W:cla:—-gla-(iik—cﬁ—&}gy)”,

co przedstawia rozwigzanie zupelne, zawierajgce stale 2 i ¢. Réwnania
calkowe piérwsze hedg -

(25) d=0, ¥=V2h—ec>—2gy,

a réwnania calkowe drugie hedg

0 e e

—(}-‘;biz—-il—l/‘fak—cﬁ—i‘)gy =t4r,
(26) ¢

oW 0 i

—d—m—zm-{—-j-l/ﬂh——c,z—-?gy =

gdzie «© i.‘( s dwiema nowymi stalymi. Jezeli ¢ jest predkoscig rzutu,
a elewacyja, to dla t=0 mamy =0, y=0, &' =ccosa, ' = c¢sina,

. ¢ . (i : :
a wige ¢y =cocosa, 2h=c% T =— 2 gine, = :f; sine cosa. Wstawiwszy

. o : - _ ]
te wartoSci w drugie réwnanie (26), otrzymamy y=x tang o, — m’mz

jako réwnanie toru parabolicznego.

Polecamy czytelnikowi przerobienie zagadniefr rozdzialu VIII i IX
sposobem, podanym w tym rozdziale, np. ruch punktu, przycigganego wedlug
prawa Newton’a przez dwa punkty stale, ruch punktu na kuli i t. p. —
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