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Ponieważ tożsamościowo -— = 0, -~ =. 0, i ponieważ dalej pochodne —• ,

-r^~ mają. wartość zero dla różnych od siebie wskaźników r, Je, a wartość 1 dla

r = lc, przeto z (11) otrzymamy następujące tożsamości:

|>., cĄ = 0, [Y.-, Y»] = 0, [Y*> C,.] = 0, \y,., or] — 1,

czyli, wstawiwszy napowrót funkcyje <p; i cp/,

(12) [cp,, 9 ł ] = o, [tp;, ? / ] = o, [cp,-, <ff] = o, [«p;, <p,] = i .

Powyższe tożsamości, podane przez Jacobfego, okazują, że całki równania
Hamilton'a można podzielić na dwie gromady, według tego, czy ta funkcyjn,
utworzona z pochodnych cząstkowych lewych stron tych całek względem Cjijt),-,
którą oznaczyliśmy symbolicznie dwiema klamrami, jest tożsamościowo równa
zeru, czy też jej wartość bezwzględna jest tożsamościowo równa jedności.
Okazane wyżej własności tych całek posłużą, do dokładnego zrozumienia pe-
wnego ważnego twierdzenia, którym zakończymy rzecz o całkowaniu równań
ruchu.

173. TWIERDZENIE POISSON'A I JACOBI'EGO. Przyjmijmy, że, gdy dane
jest zagadnienie kinetyczne, do którego stosują się równania Hamilton'a, ma-
my już jakiekolwiek dwie całki, to smarny dwie funkcyje zmiennych ąi, pi, tt

które wskutek tych równań mają wartości stałe podczas ruchu, ;.

( ! ) T i f a i , ?»> •••i<2«> Pi,.'-,Ps,t)~ai, ftCąi,"., qtyj?u ... ,j?i, t) = cti.

Utworzywszy z <p,-, wk funkcyją, w art. poprzedzającym rozważaną,

można okazać, że funkcyją [<pi, <pi] posiada wskutek równań ruchu także war-
tość stałą. Jakoż, różniczkując (2) względem t, otrzymamy

(3) £ [ * , * ] -

r=i \dqr ' dt\dpl.J~t dfr ' dt\dq,J dpr ' dt\dq,J dqr ' At\d

Ponieważ tp4 = «,•, <pk = Ą są całkami równań ruchu, przeto -jj- =s 0, - ^ =

=s 0, czyli,

<« iii V dc, " ̂  ^ % ' df ; ~~ ' dt ^ itAdąi ' dt "•" dp,' dt ) '

, dqi SK dpt dH.
a ponieważ -^- s=-r— , -4r = r—, wi1 d^ dpi ' dt dqi

u\ *& i- v7iŁ'' il-^ii M\_o ̂ -ł4-'y ̂  ^H_^ §\ = 9
( • cip, ty,' dą,) ' dt^&Wą'dp, dp,'dq,)



4 5 2 MECHANIKA TEOEETrCZNA.

Biorąc pochodną. 1-go równania względem qr, a następnie względem pr, otrzy-
mamy

r i=i\dqrdqi'dpi dqt'dq,.dp, dqrdpi'dqt dp,' óqrdqj '

d2cp, ' = ' / datp< ()H óepi _OTH_ d2(Pi Ó H _ _ ^ ( r) 2H \
^ d*dpr tó\dpr^» "dpi dfo'dprdgt dprdpt'dq, dpt' dprdqj~" '

a czyniąc to samo z 2-gim równaniem (4), otrzymamy dwa podobne równania
dla tpłi Mamy jednak

±( i yV ^
at\dqr)~~ dtdqr^ £i\dąrdqt ' dt

7 ^ dH d*fj dS

\dp) dłdp^ ' dt\dpr) dłdpr iti\dpróqi ' dpi dprdpi ' d

Gdy podstawimy -rr?1- z równania (5) w (7), a " ' z (6) w (8), otrzymamy

następujące dwa równania:

dt\dqr) &\ dq, " ^ P d p , "•" dpi "

dc, • dpr dg, """ dfi ' dpr dqj '

a kładąc Je zamiast i, otrzymamy podobne dwa równania dla fk, Wstawiszy
te pochodne w (3), mieć będziemy

(U) !fc.Td =

i i xUsdp;\dp' dfc dq, ' dp/' dp,./ dprdqt \dqr ' dp, dp, ' dq,,

dqr óqt \ dp,' dpr dpr ' dpt I dp,. dąA dqt ' dqr ófr ' l)qj\ '

Ponieważ wskaźniki I i r przybierają wartości całkowite od 1 do s, prze-
to w sumie po prawej stronie tego równania znajdują się po dwa wyrazy ró-
wne i o znakach przeciwnych, znoszące się nawzajem, z czego wynika, że

-5- [cf>i, <Pł] = 0, że przeto funkcyja [cp,-, tpj jest wskutek równań ruchu stała,

co było do okazania.

Stąd wynika, że jeżeli przyjmiemy [cp,-, cpj — « t t ) gdsie aa jest stałą dc-'
wolną, natenczas równanie [cp,-, cpjj —«,,•£. przedstawiać będzie loogólności nową
całkę równań ruchu. Żeby jednak to równanie było istotnie całką nową, nie
powinna być wielkość [cp,-. cpj ani funkcyja cp,-, cp*, lub, co na jedno wychodzi,
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funkcyją stałych a,-, a*, ani też tożsainościowo stałą, to znaczy jakąś liczbą
szczególną lub tożsamościowe równą zeru. W pierwszym bowiem przypadku
równanie [<pi( <ęL] ~ a« nie dałoby nowego związku między ąt, »,, £, lecz zwią-
zek, będący prostym wynikiem równań pierwotnych cp4 = «;, <p4 = ak; w dru-
gim zaś przypadku [<p{, «pt] nie byłoby funkcyją zmiennych c,-, jp<, t, a [cp;, <p*] =
= ««• byłoby tożsamością, która, oczywiście, niema znaczenia całki. Tworząc
z funkcyi <p( = [<pf, «pt] i z funkcyj pierwotnych (p,-, <p4 nowe funkcyje [<fi} tp(],
[(pi, tpj, i przyrównywając każdą z tych ostatnich do stałej dowolnej, otrzyma-
my wogólności dwie nowe całki, które podobnym sposobem z funkcyjami po-
przedzająceini połączone być mogą, i t. d. Jeżeli tylko niezachodzi żaden
z powyższych przypadków, sprawiających, iź całka byłaby tylko pozorną, to
możemy tym sposobem z dwu całek wiadomych utworzyć wszystkie inne cał-
ki zagadnienia kinetycznego.

Na podstawie powyższego twierdzenia, podanego pierwotnie w odmien-
nej postaci przez Poisson'a, a przez Jacobi'ego powtórnie odkrytego i na-
leżycie ocenionego, możnaby z dwu całek przez proste różniczkowanie obli-
czyć wszystkie całki równań ruchu. A że w przeważnej ilości zagadnień
możemy podać przynajmniej dwie całki, przeto zdawałoby się, że kinetyka
układów niateryjalnych daje się sprowadzić do bardzo prostego schematu
działań różniczkowych, czyniących jakoby zbytecznym bezpośrednie badanie
działania sił w przyrodzie. Atoli tak nie jest. Żeby bowiem powyższe
twierdzenie dało istotnie nową całkę, muszą być całki dane właściwe zaga-
dnieniu, a nie powinny pochodzić z zasad ogólnych, jak np. z zasady ener-
gii, lub z zasady ruchu środka masy i t. p. ; tudzież nie powinny należeć
do całek, odpowiednich temu układowi równań różniczkowych zwyczajnych,
który wynika z równania Hainilton'a, określającego funkcyją V. Okaza-
liśmy bowiem w art. 1.72-im, że funkcyje [tpł; <p*], z tych całek utworzone,
są toźsamościowo równe zeru lub jedności, wskutek czego nowa całka staje
się pozorną.

Jeżeli w zagadnieniu, dla którego zachodzi zasada energii, t. j . takie-
go, w którym H nie zawiera czasu wyraźnie, znamy, oprócz całki H = h,
wyrażającej tę zasadę, jeszcze tylko jedne całkę <pi = a,-, to z tych dwu
całek nie możemy wyprowadzić całki nowej. Jakoż, załóżmy, że <p, nie za-
wiera t wyraźnie, że więc <fi(qu ..., (ls,p\, • • • )lh) = ai; wyrażając wówczas

że (pj = fflj jest całką równań ruchu, t. j . przyjmując, że -—• = 0 , otrzyma-

my Według (4) następujące równanie:

^ ) l » - Hl-0
ih V dą, ' dp, dp, 'd

z którego się okazuje, że do powyższych dwu całek twierdzenie Poisson'a
nie może być stosowane, (idyby całka zawierała czas, gdyby więc było
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to byłoby według (4) [tp;, H] — — 1, co także wyklucza zastosowanie tego
twierdzenia. "W przypadku zachodzenia zasady energii należy przeto po-
wiedzieć, że jeżeli oprócz całJoi oczywistej H—h, znamy jeszcze diuie całki
(pj = ai i <pł= ak, nie zaiderające cgasu, natenczas [«;, <ft] = stałej b§dsie
całką nową, sJcoro tylko nie zachodzi przypadek, sprawiający, iż ta całlca jest
tylko pozorną.

174. ZAGADNIENIA. .Niech będzie dany układ swobodny n punktów;
Xi, iji, Zi niech oznaczają spółrzędne prostokątne punktu »«,•, które obierz-
my jako argumenty q. Mamy wtedy 2 T = : sLmi(Xi1J

r y!2 -\- zl1), a ponie-
dT dT

waż —; = -r—r = miXi, przeto ilości ruchu MĄHSI przedstawiają zmienne #*.

Jeżeli U jest potencyjałem sił, to H = T — U. Równania więc kanonicz-
ne ruchu takiego układu będą

dxi f)H di/i dH dzs dH
dt ~~ d(triiXi) ' dt " d(niiyl) ' dt
dx[_ ffl dy[_ dH. dz[
dt " " dxi ' nk dt ~ diji ' m dt

óH 1 dH , ÓR dU
m-M^ *" 0x1

my z (1) układ równań ruchu

dt ~ J h dt~
K } dxl _ dU dyl _ dU ^ / __ dU

W i l F - - ^ ' mi~dJ — 'dy~' m~dt—'d0~-

Możemy podać dwie całki tego układu, nie zawierające czasu, mianowicie;

(3) y

które wyrażają przy wiadomych warunkach (art. 141) zasadę pól dla pła-
szczyzn xy i yz. Z nich otrzymamy

y ' dy{

Obliczywszy pochodne cząstkowe według (3), mieć będziemy [<p, <j)] =
— Inii (0iXi—Xi ni); a zatym równanie

(4) Zmi(0ixii~xi8D = b

przedstawia według twierdzenia Poisson'a 3-cią całkę, która wyraża wiado-
me twierdzenie, że skoro zasada pól zachodzi dla dwu płaszczyzn spółrzę-
dnych, to ona zachodzi także dla 3-ciej płaszczyzny.
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W celu otrzymania równania Hamilton'a o pochodnych cząstkowych,
przyjmiemy

— = »**/, ^ - = «,»/,-^ = «,«/.

Obliczmy z tych równań xl, yl, ni i podstawmy w T; otrzymamy

a ponieważ H = T — U, przeto równanie Hamilton'a będzie tu w przypad-
ku ogólnym, t. j . gdy potencyjał U zawiera czas wyraźnie

d V Y
Jeżeli U nie zawiera czasu wyraźnie, to używszy podstawienia V = "W
—-JW, otrzymamy równanie Hamilton'a, wyrażające zasadę energii,

Dla jednego punktu swobodnego (co, y, s) otrzymamy

I). Zastosujmy to równanie do ruchu punktu, przyciąganego przez
środek stały. Obierzmy środek przyciągania jako początek spółrzędnych;
r niech oznacza odległość punktu m od środka, U = / (r) niech będzie po-
tencyjałem przyciągania. Wprowadzając spółrzędne biegunowe r, <]>, &,
przyjmijmy oo = rcos^, y = r sintjjcosih, gr= j-sintjjsin*; będziemy mieli

dr ' ó(J)'
Spółrzędne r, (ji, •& przedstawiają argumenty qlf qi, ą3; zmienne jp( mają
wartości pt = w*y'? p 2 = mr21])1, j ) 3 =:mr 2 &' sin2<]>. Kładąc

dW

1 ÓW ,, 1 dW „, 1
otrzymamy r =-.-^, *' = — . — , tf = ^ ^

T - i - F
2m

równanie więc Hamilton'a, kładąc wi=l., będzie
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Aby wynaleść jego rozwiązanie zupełne, przyjmijmy

gdzie a jest stałą, dowolną; wtedy równanie (8) rozłoży się na równanie
(9) i na drugie równanie

którego całka ogólna będzie

( U ) a
r'1

gdzie F ((J), {)•) oznacza funkcyją dowolną argumentów t|> i •O1. Wstawiwszy
wartość z (11) w (9), mamy dla F równanie

w którym przyjmijmy podobnie (->«;) — 2&, gdzie b jest stałą dowolną,

a otrzymamy
2 . 2Z>

skąd .

(14)

gdzie !

F=|/2
s i n 2 t(j

Pj (•{)•) jest znowu funkcyja, dowolną, dla której mamy równanie

=2&, skąd $!(&)=:]/&&, a więc

s i n 2 tj)

a zatym według (11)

(15) W =1/2

. dty + Vi. 9-
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jako rozwiązanie zupełne równania (8), zawierające właściwą ilość stałych
dowolnych. Znając prawo przyciągania, możemy, obliczając całkę, wyzna-
czyć W. Z tego wynikają następujące równanie całkowe pierwsze;

tudzież równanie całkowe drugie;

(17) T r ^ + '
dW dW o

da db l '

gdzie T, a, (3 oznaczają nowe stałe dowolne. Podstawiwszy wartość W,
otrzymamy drugie równania całkowe w postaciach:

(18)

Znając położenie początkowe i prędkość początkową punktu, możemy wy-
znaczyć stałe a, b, a, (3, z, h. Z pierwszego równania (18), że otrzymamy
r jako iunkcyją t, a dwa ostatnie wyznaczają tor punktu.

Wiedząc, że ruch centralny zachodzi na płaszczyźnie, możemy równanie
Hamilton'a rozwiązać sposobem, podanym w art. 170-ym. Równanie Ha-
jnilton'a będzie w tym przypadku:

a kładąc x = r cos ty, y — r sin ty, otrzymamy

Kładąc pl=z——, pz = -

(20) ¥ = JO,2

^ będziemy

Mamy teraz wynaleść jedne całkę układu równań różniczkowych zwyczaj-
nych
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dr '. $t|>: dpi: dp% = -r—: -r— : r— : r r - .

Ponieważ — = O, przeto żądana całka będzie p2 = a, gdzie a jest stalą

dowolną. Wstawiwszy tę wartość w (20), otrzymamy

JPi = j

Podane wartości sprawiaj a,, *iź j»jd^+j)jfl!([i jest różniczką zupełną, tak, iż

(21) W = / (p,(

- h] — a2 -\~ a<|>
J '

jest szukanym rozwiązaniem zupełnym, zawierającym stałe a i h. Równa-
nia całkowe drugie będą,

= t + *, -j.— = «, albo po podstawieniu wartości,dn da

I r.dr

(22)
/ dr

~aJ ry
Pierwsze równanie określa ruch ze względu na czas, drugie wyznacza tor
punktu; stałe a, a, h, % dają się, wyznaczyć z warunków początkowych.

II) Rzut ukośny. — Obrawszy spółrzędne prostokątne sc, y jako ar-
gumenty, mieć będziemy dla m = l, U = — gy, więc równanie Hamilton'a
będzie

Ponieważ Y nie zawiera sc, przeto możemy podobnie, jak w art. 169-yin
użyć podstawienia W = 'Wl -f ctx, gdzie W, nie zawiera x. a c, jest stałą

d~W tżWdowolną. Ponieważ —r—• = ^ -,, przeto z równania (23) wynika

W, = - i (2A — c,a — 2 ^ ) f , a stąd
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(24) W~c1x--L(2h-eS-2gy)\

co przedstawia rozwiązanie zupełne, zawierające stałe h i cv Równania
całkowe pierwsze będą, '

(25) a f = Ot,

a równania całkowe drugie będą

gdzie t i Y są dwiema nowymi stałymi. Jeżeli c jest prędkością rzutu,
a elewacyją. to dla t = 0 mamy x~O, y = 0, x' = ccosa, y'— c sina,

a więc cx •==. ccosa, 27i = e2, t=s sina, Y = — sinacosa. Wstawiwszy
9 9

te wartości w drugie równanie (26), otrzymamy y = a; tang a— -—^ ^ a;2

*-i G cos a
jako równanie toru parabolicznego.

Polecamy czytelnikowi przerobienie zagadnień rozdziału VIII i IX
sposobem, podanym w tym rozdziale, np. ruch punktu, przyciąganego według
prawa Newton'a przez dwa punkty stałe, ruch punktu na kuli i t. p. <—

L i t e r.a t u r a (Rozdn. XVI).

W. B. HAMILTON. On a generał metliod in Dynamics, by wliicli tlie study of
tlie motion of all free systems of attraoting or repelling points is reduced to tlie se-
arcli and difForentiation of one central relation, or cliaracteristic fimction (Trans-
aotions of the, Royal Society of Ireland, 1834); Soeond essay on a generał metliod in
Dynamics (tamże, 1834). — S. D. POISSON, Sur 1'integration des equations differen-
tielles de la dynamiciuo (J. des matliem., t. II, 1837), •— J. BKBTKAKD: Memoire sur
les integralos oommnues a plusiours problemes de mecaniqne (J. des matliem., t. XVII,
1852); Memoire sur l'integration des equations differentielles de la rnecaniąiie (J. des
matliem., t. XVII, 1852; tudzież nota VII do 3-go -wydania Mecanique analytique
Lagrange'a, Paris, t. I. 1853). — E. Boim: Memoire sur l'integration des equations
differentielles de la mecani^ne analyticąie (Paris, 1855); Sur l'integration des
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tions diffeyentielles partielles du premier et du second ordre (J. do 1'óoole polyt., t.
XXII, 1862). — G. OL F. JACOBI, Vorlosungen ttber Dynamik (Berlin, 1866). —
GEAINDOEGB, Memoire sur 1'integration des eąuations de la dynamique (Brnxelles,
1871).—E. MATIIIEUJ Dyuamiquc analyticjuo (Paris, 1878). — A. MBYKB, Uober dio
allgemeinen Integrale dor dynamisclien Differentialgleioliungen imd ilire Yerwertliung
duroli die Methoden von Lio (Matli. Annalen, t. XVII, 1880).


