ROZDZIAL XVI.
CALKOWANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH RUCHU.

168. Cazxowanie ROWNAN Hammron'a. W tym rozdziale ograniczy-
my sig do przypadkéw, w ktorych sily praylozenme majs potencyjal; te pray-
padki bowiem sg najwaZniejsze dla poznania ruchéw w przyrodzie i w dzisiej-
szym stanie nauki nadajg si¢ do badan ogdlnych.

Okazaliémy w rozdziale XIII, Ze réwnania réZniczkowe ruchu ukladu
swobodnego » punktéw materyjalnych przedstawia.jq, si¢ w postaci:

¥y oU d*y; U %z

MdE o MaE T gy ™A r):s;’ B=dyh e n)

gdzie U jest potencyjalem ukladu sil praylozenych. W przypadku ukladu
nieswobodnego moZemy 3# spélrzednych prostokgtnyeh, miedzy ktérymi za-
chodzi 3n— s zwigzkow, wyrazié przez s argumentéw niezaleZnych ¢; 1 czns ¢,
a wtedy otrzymamy uklad réwnani Lagrange’a
at (dfh 0(T+U) b Lol B3

Potencyjal U jest funkeyjg czasu ¢ 1 m‘gumentéw i, 2 nie zawiera pochodnych
q/'; energija kinetyczna T ma byé wyraZouna przez czas i pochodne ¢/, ktérych
jest funkeyjg algiebraiczng rzedu 2-go, przyczym spolezynniki sg funkeyjami
argumentéw ¢;. JeZeli rownania, wyrazajace ustréj ukladu, tudziez warunki
ruchu, nie zawierajg czasu wyraZnie, wtedy spolrzedne prostokgtne wyraZs sie
przez argumenty ¢; bez pomocy czasuj; T bedzie przeto jednorodng funkeyjs,
rzgdu 2-go pochodnych ¢/, a réwnania ruchu mogg byé przywiedaione do
ksztaltu rownafi Hamilton’a

dt i’-d? _EIZ:’ 1‘-—],2',...,3,
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u

gdzie H=T — U, p;= % . Przy stosowaniu tych réwnafi nalezy pochodne
i

qf wyrazi¢ jako funkeyje linijowe s nowych argumentéw p;, aby otrzymat 2
réwnail migdzy 2s 4 1 zmiennymi ¢, g;, p;; H jest wige funkeyjg tych 2541
zmiennych. Rozmaite zagadnienia kinetyki rézZnig si¢ od siebie pod wzgledem
funkeyi H i warunkami poczgtkowymi. JeZeli potencyjal nie zawiera czasu
wyraZnie, wtedy H jest funkeyjg wyrazng samych tylko argumentéw ¢, p,
przycezym zachodzi zasada zachowania energii.

Roéwnania ruchu ukladu swobodnego moga byé takze praywiedzione do
postaci Hamilton’s. W tym celu oznaczmy pochodne spélrzgdnych @, 9, 2
wzgledem ¢ przez af, y!, &/, prayjmijmy ma!==E, oyl =1, mie =0,
i okré§lmy ruch przez zmienne z;, yi, 2, &, i, & Roéwnania ruchu bedg
wtedy

dw; E. dy; s dei _ &
G A m dt my
dé& _oU dn,_0U d¢; _ 0U
U T Om Ay W0

Mamy tu 2T =Zm; (22 + 92+ &) =2 ;;;— (&*+ 12 +E>); poniewa# za§
i

Jor & oH 00U _ JH !

F i T e przeto otrzymamy
ar, _ 0B dy, _ 0H iy _ 0H

(1) dat 0k; Yodt T (J"f][ . c’h]i’
g . B Sh. ©H . oF
dt = dw; ! dt - (in H dt — dﬁi

jako zgdany ksztalt Hamilton’a 6 n réwnafi migdzy 6n+1 zmienny.mi t, 2y Uiy
Ziy &1y Miy Cio Okazuje sig wige, ze przy calkowaniu réwnai rézniczkowych ru-
chu mozemy ograniczyé sig do ksztaltu Hamilton’a tych réwnafi jako postaci
typowéj, do kt6réj te réwnania w przypadku istnienia potencyjalu przywiest
sig dajg. —

"W rozdziale VI wyprowadziliémy te réwnania z zasady Hamilton’a, we-

dlug ktéréj waryjacyja calki jR dt, gdzie R =T+ U, wzigtéj] migdzy danymi

kraficami czasu, jest r6wna zeru, jezeli poloZenie ukladu dla tych wartodei
czasu jest dokladnie okréslone. W rozdzale XIII otrzymali$my réwnania
Hamilton’a przez przeksztalcenie rownania, wyrazajacego zasadg d’Alembert’a,
z czego wynika, Ze te r6wnania sluZzg do okréSlenia ruchu takze w tym pray-
padku, kiedy poloZzenia ukladu materyjalnego dla dwu wartosci czasu nie sg
z gbry wiadome, lecz zachodzg inne warunki ruchu. W takich przypadkach
waryjacyja powyzszéj calki nie bedzie réwna zeru, lecz bedzie sig skladala
z dwojakiego rodzaju wyrazow, z ktérych jedne pojawiajg sig pod znakiem
calkowania, a pozostale sg w postaci rozwinigtéj. BliZsze zbadanie t¢j wary-
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jacyi wedlug wskazéwek Hamilton'a i Jacobi’ego, prowadzi do og6lnéj metody
calkowania réwnai ruchu.

169. Wyraziwszy T przez t, qi, iy o U pracz ¢ g;, prayjmijmy R=
— T 4 U; wtedy R bedzie funkeyjg 25+ 1 zmiennych ¢, ¢;, /. Kladge nad-

¢ : :
to sz.r Rdt, wezmy waryjacyjg tego réwnania,
0

t
SV:f oR. dt;
ly

tu zmienna niezalezna ¢ nie doznaje Zadndj ;nmuy Obliczywszy R wedlug
art, 138-go, mie¢ bedziemy

|4 i

R R d (iR .

(1) 8V = ):/ 5 q“[["&&(“ﬁt(ﬁf? ]Sq,-f?t,
]

v o fB  OF ' ; s .
a poniewaz 7, = Tk przeto wyraz pod znakiem calkowania jest réwny ze-

ru na mocy réwnaf Lagrange’a; biorge zatym waryjacyje ze wzgledu na tory,
opisywane przez punkty ukladu, stosownic do zachodzgcych warunkéw, otrzy-
mamy

t
2) V=% / B 2 905+
do/
f
Poniewaz jednak p;, = g;r, = 3;{: , prezeto
. t
(3) 8V=2% / 2:i00i=Xp;00i—EpL 8,
15

gdzie po, 890 oznaczajy wartoSei p; i d¢; dla t=1,. Ostatnie réwnanie wy-
znatza waryjacyja calki V przy jakichkolwiek warunkach danych dla ¢, i f;
gdyby poloZenia kraficowe ukladu byly wiadome dla ¢, i 4, otrzymalibySmy
8V =0, jak tego wymaga zasada Hamilton’a. Réwnania Lagrange’n, ktoro
" mozemy napisaé w ksztalcie

dp; __ OR al' R
4 LT N
( ) dt dq‘ ] 2}: d(h" (}q,[”

stanowig uklad 2s réwnaf réiniczkowych zwyczajnych rzedu 1-go migday
2s+-1 zmiennymi q;, p, . Rozwigzania zupelne tego uldadu pozwalajg
zmienne q;, p; wyrazié jako funkeyje argumentu ¢ i 2s stalych dowolnych,
ktore moina tak wyznaczyé, iZby stalo sig zado§¢ danym warunkom dla
tyit. 7 2s roéwnafy, shuzgeych do obliczenia tych stalych, moZemy te stale
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wyrazié przez 2s wartoSei poezgtkowyeh p, g zmiennych p;, ¢ dla t =+,
a nastgpuie mozemy wyrazié p;, p® przez ¢; i ¢ Podstawiwszy wyrazenia
Pi, p® WV, wyrazimy V jako funkeyjg 2s-+1 zmiennycli ¢, 9% ¢, a biorge
waryjacyjy t6j funkeyi, tym sposobom wyraZonéj, przy stalym ¢, otrzymamy

5) SV =2 :a +)..£6q,.

To réwnanie okré§la wladeiwie waryjacyja funkeyi V. Wryznaczywszy wyra-
zenin P, p® z rozwigzan zupelnych réwnan ruchu, i biorge nastepnie réznicz-
ki 8 wielkoéci ¢;, .° obliczamy nieskoficzenic maly zmiang, ktéréj funkeyja V
doznaje, jozoli nieskoficzenic malo zmieniamy warunki, ktére dla ruchu ukladu
zachodzi¢ majy dla 4, i 4, przyczym sily dzialajy w kazdym punkeie wedlug
prawa, okréslonego przez potencyjal U.

Poniewaz w réwnaniach (3) i (5)waryjacyje 8¢; i 89° s od siebie nieza-
leZne, przeto spolezynniki t6) saméj waryjacyi sy sobie rowne, a to prowadzi
do 2s réwnan

. oV A% 3
(6) : O—(h:zh,ga‘;:—pg“;e=1,2,...,3.
Mamy R = cf;: = d(;;r + 3 31 i;%i 0 g1£10 d;j oznaczy pochodng wzgle-

dem wyraznego ¢, a V wyrazamy jako funkeyja wielkosei ¢, i, g, 2 ktbrych
ostatnie zastepujy stale calkowania. ‘Wstawiwszy wartosel, otraymamy

7 art. 189-go wiadomo, Ze w przypadku, gdy warunki nie zawierajg CZasu Wy
raZnie, bedzie 2T = X p,q/; otrzymamy wige
20/ —R=2T — (T4+U)=T—~—U=H,
moZemy zatym réwnanie (7) napisaé
A%
(8) —r & H=0.
Zwazmy, ze H jest funkeyjg 28+ 1 zmiennych ¢, ¢;, p;, co pray uwzglednieniu
1-go rownania (6) moZzemy tak napisaé:

oV dV A%
(9) H:H(ta Q13 Qz:l"')qsi_dai E}Q'z t an)

wtedy z (8) ofrzymamy réwnanie nastgpujgce:

oV ov adV vV

(10} t+H(5=leq_:-'-!{b:§{ﬂs_dg's-“:"a{‘z::0'

¢
TFunkeyja V:L R.dt =5‘: (T+4TU) d¢ czyni zadosé temu réwnaniu, poda-
- 0 0

nemu przez Hamilton’a, Jestto réwnanie réZniczkowe czystkowe rzedu 1-go
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migdzy (s 4-2)-ma zmiennymi ¢, 9, ,. .., qs, V, z ktorych V jest zmienny, zale-
g, Aty Qyy ...y Qs 57 ziennymi niezaleznymi; powyZsze réwnanie nie zawie-
ra jednak zmiennéj zaleznéj wyraZnie, Nazwiemy je krétko rédwnaniem
Hamilton’a, Funkeyja V zawiera w sobie tylko s stalych ¢0, a rozwigzanie
zupelne réwnania (10) powinno zawieraé s -- 1 stalych, poniewaz mamy s+~ 1
zmiennych niezaleZnych; aby przeto funkeyja V przedstawiala istotnie voz-
wigzanie zupelne tego réwnania, nalezy dodaé jedng staly. Majgc rozwigza-
nie zupelne réwnania (10), rézniczkujmy V czgstkowo wzgledem ¢; 1 ¢°; otrzy-
mamy wedlug (6) 2s réwnai calkowyeh ruchu., Z pidrwszych s réwnan
(6) wyznaczymy p;, a zatym ¢/, a stad predkosté kazdego punktu ukladu;
z nastepnych s réwnan % =— w ktorych p, ¢° oznaczajy stale, moZe-
my obliezyt ¢; w funkeyi czasu ¢ i 2s stalych p?, ¢ a stad spélrzedne kazdego
punktu w funkeyi czasu i warunkéw poczgtkowych, Uklad (6) jest wige ukla-
(lem piérwszych i drugich réwnan calkowych podanego zagadnienia kinetycz-
nego, & drugi uklad (6) przedstawia réwnania calkowe w znaczeniu Scislejszym.
Poniewaz w przypadku, gdy warunki ruchu nie zaleZsy wyraznie od czasu, r6-
wnania Lagrange’a i Hamilton’a sg réwnowazne, przeto mamy nastgpujgce
twierdzenie glowne:
Aby scallowaé wllad réwnan ruchu Hamilion’«

do 0B ap o

dt — dp 7 odt T dy
w ktdrych H jest funkeyjo 25+ 1 amicnnych t, Qi, Piy naledy w funkeyi H
prayjal

"3:1,2,---,8,

= O o IO
1 9g, ' Ps dg:
1 wynalesé rogwiqgzanie supelne réwnania réinicskowego crgsthowego rzgdu 1-go
v L av
W+H(#’q“'”q"a}7"“’§(ﬂ- =0.

dogeli V=staldj + F (t, Quyvevy sy 0%+« oy Q) jost tym rozwigzaniem zu-
pelnym, w librym q,° . .., q,° ognaczajy dane wartodci amicnnyeh q; dla t = &,
natenceas rownanic

av v _ oV . oV

_&E:'z.pn very d_qs'—".?n aaﬁ-’:"’l)l yeees ‘CTQ';F-_—-“"Pao:
aawicrajgee s stadych q.° p?, praedstawiaje rownania catlowe dancgo ulladu
réwnwib rozniczliowyeh ruchu.

To twierdzenie mozna uogélnié i okazab, %e, jezeli V = staléj -+
+F Q0 0oy o1 0y €1y 00y 000 0), glzioey, ... e, 0znaczajy stale, nie majgce
Jednak znaczenia wartosei argumentéw g, .. ¢, dla t=1#,, jest rozwigzaniem

P : . aVv : 5
zupelném rownania Hamilton’a =sF H = 0, natenczas réwnania :
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' A Y oV Jav
(11) ?‘EI‘“'"T“”-) e =5 dq =Dy --;'d_q:—,ﬂ)n
w ktérych vy, ..., 1, sa stale dowolne, przedstawiajg takze réwnania calkowe
ukladu réwnai rézniczkowyeh Hamilton'a. Jakoz mamy:
ayv __ov Vv dg, AT

A A R e
a zatym wedlug (11)

; ayv l A
(12) r=—Hip M g%
Niech w téj pochodnéj stale ¢,,..., ¢ doznajz}, nieskoficzenie malych wa-
ryjacyj dowolnych 8¢, , ..., d¢;, to:
av dg, (Zq, dql
g =—0H+pd -+ +pd o+ -+ dt - o)
czyli rozwijajac:
ay _  JH oH JH 0H
(18) = %—I‘o‘q,—...—gq—saq,——aﬁapl--- P 3ps +
d A dgs
- d@. r.. rz +dr2131,+m q 3is

‘Wskutek nieskoficzenie malych zmian sta]fych ¢; zmieni sig V 0 5V, przyczym
bedzie:
oV Jav A% av
?W—-aq—1 34 ..t —and- s 8oyt .o+ 55 By
czyli wedlug (11):
(14) SV=p 0+ v+ + 2500 + 11861 + o+« + Y5004,

Rézniczkujge to réwnanie wzgledem 7, otrzymamy:

dsV {qu dq; dpl dps
(15) '—-&‘E- =p 4. 6 -_tft- N + e f?rt 8!1,.
Poniewaz ¢ d_d‘tr_ =£§g— , przeto z (13) i (156) wynika:
oH oH 0H JH
s D B e i e B e S B e 2 B
% 2 s s o T ops D,

— By, g Byt Loy,
Waryjacyje 8q:, op: s wzajemnie nieza.lezne; ostatnie réwnanie jest przeto
réwnowazne ukladowi réwnai:

in _@H dp.'__ JH

W W oy P s
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ktory jest wlagnie ukladem Hamilton’a réwnaii rézniczkowych ruchu, Mamy
zatym twierdzenie ogélniejsze od poprzedniego: Aby scallowad wlhlad réwnawi

: v ., .
ruchw Hamiléon'a, naledy w funkeyi 1T polozyé p; = R =1 2 ...5 & wy-

nalesé rozwigeanie supelne réwnania Hamiltow'a

av ov oV
'at_"!'H(t:Ql!"'Qs:’aa;:-“E

Jeéeli V==staléj + F (t, Quy «+« Qsy C1y+ 0+ C5), gdzic ¢ sq slale dowolne, jest
lym rozwigzaniom supelnym, natencaas rownania:

av __ oV __ dV _ | oy
(16) d_ql'-“"Pll"':gé;—-pu‘%:'-— iy e (}03_785

=05

w ktoryeh vy, .. . s 0znacsajg nowe stale dowolne, przedstawiajy réwnania cal-
kowe danego ultadu Hamiltow'a. Drugi wklad réwnawi (16) daje calki réwnar
ruchu w anaczeniv Seislejsaém t. 2. calli drugie tych réwnawi.

Niech potencyjal U nie zawiera czasu wyraZnie, a wige niech zachodzi
zasada zachowania energii, W tym przypadku H nie zawiera zmienngj #, r6-
wnanie Hamilton’a bedzie wige:

oV AL A
(17) 7}1?—!'1—1(‘21:"'!‘?"5{;;‘“:;}: =90,

n zasada zachowania energil wyrazi sig przez réwnanie H=1, gdzie i oznacza

staly, Rownanie (17) mozZemy przeto napisaé: ﬂ:-—k. ‘WprowadZzmy

7
nowg, zmienng W, nie zawierajacs czasu wyraZnie, przez podstawienic:
(18) V=W—it, W=V + I,

d
to %: %%Y- , & zatym réownanie Hamilton’s, wyraZajgce w tym przypadku

zasade energii, bedzie :

oW oW
(19) H(qi,...,q‘,—(ﬁl—,...,%: =,
Calki piérwsze réwnan ruchu otrzymamy z ukladu réwnaf :

dW ow
20 —_— ey ———
(20) 095 Dy ' " 0qs Dsy

w ktérym W jest rozwigzaniem zupelném réwnania (19), zawierajacém staly
h, tudziez s — 1 stalych ¢, ..., ¢,y i nadto pewng staly dodang, a zatym:

@1 W =staléj 4P @1y ..+ Qss By €15 €y 0 Cm1).
Calki 2-gie réwnaf ruchu wynikajy z ukladu réwnai:
22) JdV av aVv

- e %l—='rn---,m=*rm,
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gdzie t, ¥;, ... 71— oznaczajy stale dowolne. MozZemy te calki wprost obli-
czyt z funkeyi W; jakoz mamy (gr d‘f — 1, t)d\:’ gv, % czego sig okas

zuje, Ze calki 2-gie réwnan ruchu mozna otrzymaé z ukladu réwnan

AV oW oW
(23) ()k =1 +t 4 f)t? =" ---ra'é:'—'TS-'h

170, Zastanowimy sig nad rozwigzaniem réwnania Hamilton’a tylko
w przypadku, gdy ruch jest okréslony przez dwa argumenty ¢, q,; szczegdélo-
wiéj jest ono traktowane w dzielach specyjaluych o calkowaniu réwnan czg-
stkowych rzedu 1-go. *)

Niech wige ruch bedzie okréslony przez dwa argumenty i niech zasada
energii zachodzi; wtedy réwnaniec Hamilton’a moZemy napisaé w postaci

oV r)V) .
(1) ‘F(‘?::Q‘a:ﬁ: j(g =0,
g o AN __dV
a kladge p, = T Pa= 9"
(2) W (919 9oy P1y 22) = 0.

7, okvéglenia ziniennych py, p, wynika, Ze w tym przypadku hedzie

(3) dV.—dvd’ +0V0q._p dqy - po dos;
jezeli przeto réwnanie (2) rozwigdemy wzgledem py, po =% (91 2, Py), 1 pod-
stawimy to wyraZenie w réwnaniu

(€3] AV =pdgy+ ¢ (s 92y D) A2,

to zadanie nasze polegaC bedzie wlaSciwie na tym, aby p, tak wyznaczy¢,
izby prawa strona ostatniego réwnania staln sig rézniczky zupelng. Wyzna-
czywszy p, odpowiednio do tego warunku, jako funkeyjg argumentow gy, ¢y
i jednéj staléj dowolnéj ¢,, a zatym p, = ¢ (qy, Qa, ¢;), podstawmy to wyraze-
nie w (4); otrzymamy réwnanie rdzniczkowe zwyczajne, ktérego calka V hg-
dzie zawierala dwie stale ¢, ¢,. Ta calka wige przedstawia rozwigzanie zu-
pelne réwnania (1), Aby p, dgy + ¢ dg, bylo r6Znicaks zupelng, potrzeba, aby

apy __ dtp dpn
09, 641 dql z
d.pﬁ f}(? d.pt ]I.
a poniewaz -— dfh 091 dq. , Przeto z powyiszego warunku wynika
(5) Jp Iy e, 99 =0

oy 0qy 092 ' Ogy

#  Ob, Wyklad nauki o rdwnaniach rdiniczkowych przez Wh Zajaczkowskiego,
Paryz, 1877, stron. 547 — 6065.



442 MECHANIKA TEORETYOZNA,

Kladge w tym réwnaniu warto§ei pochodnych czgstkowych wiadoméj funkeyi
@ wzgledem p, i ¢, otrzymamy dla p, réwnanie linijowe i czgstkowe rzgdu
1-go. Okazuje sig wige, %e calkowanie réwnania (1) sprowadza sig do calko-
wania réwnania linjjowego rz¢du 1-go o pochodnych czgstkowych, a nastgpnie
do calkowania réwnania zwyczajnego.

Przedstawmy sobie, Ze juz otrzymaliSmy rdéwnanic szukane p, =
=10 (Q1y Qo €1) 12e je rozwigzalismy wzgledem staldj ¢ ; niech /(g1 92, 21) =
= ¢, bedzie tym rozwigzaniem, wéwezas

o Toman = aqu T 0.?,.

2z pierwotnego réwnania W = 0 wynika nadto:
oW oW dp, W W d_g'}! .
opy " OpyOpy 0 dqy ' Opy 0
7z tych wige 4-ch réwnan otrzymamy
o of of py __ Of Of dm _ W oW adp, W W

ﬂfel*_aa'ifzi’ dgz dfiz dpy ' Opy JPI 02}3 a"l_t—-‘_}a"}i’—z '
Podstawiwszy te wartoéci w (5), mie¢ bedziemy

- My Y N

dpy " 0q Opy "~ 00y 00~ 0py ’

co przedstawia réwnanie czgstkowe rzgdu 1-go i linijowe, okréSlajace / jako
funkeyjg zmiennych ¢, g,, p,. Wyznaczywszy f z ostatniego réwnania, przyj-
mijmy f(qs, 02, p1) = ¢;, gdzie ¢, jest staly dowolng, i z tego réwnania, tu-
dziez z pierwotnego W (g, s, 2, pa) =0, oblicziny p, i p,. Obliczone war-
toSci podstawmy w wyrazeniu p, dq, + p, dgy; wéwezas ono stanie sig réznicz-
kg zupelng., ‘Wykonawszy nakonicc calkowanie, mieé¢ bgdziemy V = ¢, +

+5‘(p1 dqg, + p, dg,). Tym sposobem wypadnie scalkowaé tylko jedno 16-

wnanie czgstkowe rzg¢du 1-go i linijowe, tudziez wyznaczy® calkg réZmiczki,
zamiast, jak bylo pierwotnie, calkowaé réwnanie rézniczkowe zwyczajne.
Aby rozwigzaé réwnanie (6), nalezy, jak wiadomo, scalkowaé nastgpu-
jacy uklad réwnai rézniczkowych zwyczajnych:
' dg __ dgy __ dp,
(7) O T oW T ow
oy ops —0qy

a poniewaz wystarcza mie¢ rozwigzanio f bez staléj, przeto dostatecznie bg-
dzie, gdy podamy jedng calkg ukladu (7). Aby ten uklad uczyni¢ symetry-
cznym, a przez to ogélniéj przydatnym, réiniczkujmy réwnanie (2) wzgledem
Qiy Pi; mieC bedziemy

v o o
9 dg) + 005 dgy + 0 dp, + 0"13 dp, = 0.
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A s
Poniewaz wedlug (7), %ql— dg, + % dp, =0, przeto z ostatniego rownania ma-
| 1

i \Jr
my _3}31— dgy %;— dp, = 0; otrzymamy wiec wedlug (7) nastepujacy uklad
3 2

symetryezny:
dg __ dgy __ dp, __ dpy
(8) W T o T W T oW,
ap, opy —0q; — 09,

ktory takze postuzyé moze do rozwigzania danego réwnania. JakoZz moZemy
szukane rownanie f (¢,, @z, Py) = ¢, uwazaé za wynik rugowania zmiennéj p,
» réwnania pierwotnego W=0 i z pewnego réwnania F (9, 0, Py, Do) = ¢1,
tak, ze gdy podstawimy p, = ¢ w ostatnim réwnaniu bedzie toZsamoéciowo

9 F (915 @25 21, ) =1 (01> 02y P1)-

Funkeyja wige F, przez to réwnanie okréélona, czyni zado§é réwnaniu (6). Po-
niewaz

a _ JF o9 of _ JF dop of __ JF  Jp
.~ 0{1 09 " 0q0 7 02 dqa dp " 99" opi dpl dg " dp, !
przeto wstawiwszy te wartoSei w (6), otrzymamy dla obliczenia funkeyi F na-

stgpujgce réwnanie o pochodnych czgstkowych:

o gF oW gF oW JF  JF (d\lf‘ dyp
10 LA R L
( ) dp, 09, +f}i’2 09 0y Op, + o de dpy’ d‘h+
AN dtp)
0pa 0gs 991" 9py
Z tozsamosdci W (qyy G2y 21y ¢) = 0 wynika

dp _ QW OV dp oV OV g oW oW

99— de dp,’ ‘)‘32 a‘lz opy dPi dPl d:"_a
wstawiwszy te wartodei w (10), mieé bgdziemy nastgpujgce réwnanie czgstko-
we dla I jako funkeyi zmiennych q,, ¢,, Py, Dt

i M IF 0¥ JF oW R 0¥ oF
Opy 09 Opy 0qa 0" dp 0ga” Opa
z ktérego okazuje sig, ze F (i, Q) Pry 2) = ¢, jest calkg ukladu réwnad ro-
Zniczkowych zwyczajnych (8). Z réwnai wige F—=¢, i ¥ =0 ofrzymamy
tez same wartoSei na p, i p,, co z réwnan f=¢, i ¥=0. Poniewaz wido-
cznie W=0 jest takze calky ukladu (8), ktéra przez dodanie staléj dowol-
néj do funkeyi W moze byé zamicniona na calke ogélng, przeto otrzymujemy
nastepujgce twierdzenie:
Aby wynalesé rozwigzanie supelne V réwnanic réinicakowego caqsthowego

. YV o0V
W(Qn@z:*gq—i; 00 =0,

= ]
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naledy w wim prayjaé p, = % y Po= %TT_ i analesé jedng calke ulbladuw ri-
I 4

wnan rdénicikowych zwyczagnych

. s Bied 70 UL oW owr

iy = gy = Py L Py = ﬁp—l*.m. _TJK' ——"{E".

Jezeli F'(qyy Qay 1y Do) = ¢y Jest tg calkq, to, wysnaczywszy & nidj @ 2 calki
Wiy Qoy D1y Pay) =0 zmienne py, py jako funkeyje argumentow q,, G, olray-
mamy przes calkowanie réznicali

V=e¢+ 5(1?1 dqy + py dgs).

Poniewaz zalozyliSmy, #%e zachodzi zasada cnergii, wyraZona przez 1ré-
wnanie H — i = 0, przeto kladge V="W — &{, otrzymamy
A A AN
UV=H (ql,q.}‘, —a"q-l— y -o—qg— — = U,

co przedstawia juz jedng calkg ukladu (8), bedgcego ukladem kanonicznym
rownaf ruchu.  Ten uklad, ktory w przypadkun dwu argumentow ¢, i ¢, jest

dgy _ o0 dg, _0H dp,  JoH dp,_ JH

At T dp ! At T opn ? dE do, 7 0t T 0y’
mozemy takZze napisat w postaci

ov oW ow ow
dt:dg 2 dgy:dp,idp,=1: ko : —

ktéra wychodzi na jedno ze schematem (8). JezZeli zatym oproez calki W=0,
zawierajgedj jedne staly o, znamy jeszeze drugy ealke, nie zawicrajges czasu,
np. B (q1y Qay Py ) = ¢, to 2 W =0 i I = ¢ nalezy obliczyé p,, p. W funkeyi
Q15 @2 1 wyznaczyé W zapomoesy, calkowania rézmiczki, z ktorego wynika

\V:j.(pl dgy + pa dqy).

Wartosci na p,, p, wynikajg z calek piérwszych réwnad ruchu, a z wiadomych
rownan

oW oW
-aﬁ——-t—!- Y

ofrzymamy calki drugie tych réwnan, Podstawiwszy wartodci, otrzymuje-
my cadki drugie

d
(12) f((g;: g+ =+ o dfiz) =t f(%pl dq + b d'?z) =¥,

Powyzsza metoda, podana przez Jacobiego, a polegajgca na wyznacza-
niu calek drugich przez calkowanie rézniczek, daje sig zastosowaé w przypad-
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ku, gdy ruch jest okréslony przez ilekolwiek argumentéw q;. W tym przy-
padku wystarczy znale$é s —1 réwnai, ktére Igcznie z wiadomym réwnaniem
H = 7, wyrazajg, %e AV =p, dg;+ ... + ps dq, jest réiniczky zupelng, Niech
(13) H:}h H| ZCI,c vy Hg._‘l:c_q_]

bedg owymi réwnaniami, rozwigzanymi wzgledem stalych dowolnyeh, Oblicz-
my z tych réwnan zmienne py, ..., », jako funkeyje argumentéw g¢,..., ¢4
otrzymamy naprzdd calki piérwsze réwnafi ruchu, a nastgpnie przez calkowa-

nie rozniczki mozemy obliczyé funkeyjg V:jl(p1 dg, + ... pedgs), przed-

stawiajaca rozwigzanie zupelne réwnania Hamilton’a H = &, w ktérym pod-

stawiono p; = %QV— . Gdy podstawimy wartoSci na p; w réwnaniu H =17,
i

otrzymamy toZsamo$é, ktérg moZemy réZniczkowad czystkowo wzgledem kai-
d¢j staléj ¢, (1=1,2,...,58—1). Czynige to, ofrzymamy s —1 réwnai
nastepujgeych:

0H dp, |, 0H dpy JH djm, i
E'dc; d_pg dc¢+ +0p HO’(_I‘Q y§—1),
3 dgi z?H : 7 ”\
7 ktorych po wstawieniu wartoSei p il o wynika f’
31?‘(3@-} dj]qua: o+ . -1-—:1(1,._.0 i=1,9,. .,9—1)_!:(\. ,
Calkujac otrzymamy uklad: e

ops -
(14) f(d-pl dpﬂdqg__l_..._l_ zjdfzs :TI‘, (‘5:1,2,”,,3_1)’

ktory wyznacza s—1 calek drugich réwnafi ruchu. Aby otrzymal calke
s-tg, bierzmy pochodng powyZzszéj tozsamosci wzglgdem %, wéwezas

oH  dp, 0H  dp, oH  dp. _ _
ok e o P e i
%2;; g1 + C:)E;L dge + ... + dp, dqs = dt, a stad wynika

0 i) s
(15) f(j;‘d.+£*dqz+...4 2 dqs)——z—m

jako szukana calka s-ta.

171. Migdzy lewymi stronami réwnaf (18) art. poprzedzajgcego, roz-
wigzanych wzgledem stalych dowolnyeh, z ktérychto rownaii zmienne p; daja
sig tak obliczy¢ jako funkeyje argumentow g, Ze dV=p,dg, + ... 4 psgs
staje sig r6zniczke zupelng, zachodzg pewne zwigzki, ktore tu podamy. Gdy
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podstawimy p; = % w réwnaniu H; == ¢;, otrzymamy tozsamo§é, ktérg moze-

my rézniczkowaé wzgledem dowolnego argumentu ¢,. Uzynige to, otrzymamy
toZzsamosciowo '
N oH; | "=0H; op,
(1) 2 Ly o o,
0 +=1 Oy O

Réiniczkujmy Hy = ¢, wrgledem ¢, otrzymamy podobne wyraZenie

oH; = r=soH, (JP,-
2 — Y ==
@ . O v=1 0pr O
Pomnézmy (1) przez %—;H}—* s (2) praez — ?—E—f, dodajmy iloczyny, weZmy na-
] I
stepnie ich sumg od =1 do l=s, i zwaZmy, %e obadwa wskazniki + i I przy-
bierajg wartodei calkowite od 1 do s; otrzymang toZsamo$é mozemy tak na-

pisaé:
@ 5 (0,0 0B ) | o L O (00 )
()Q; : ()2?; (;2}; > f)q; dfz; t‘)qr

=l r=1 f)_pl dp!'
PoniewaZ z rownan (13) wedlug zatoZenia moina p; tak wyraziC przez argu-
Opy Oy
dfz‘ e ()Q,. !
suma podw6jna w (3) jest réwna zeru. Gdy przeto przyjmiemy dla krdtkosei

ﬂ{:s OH‘ ()Hk ()H. f)H.(:
(4) [Hf: HJ‘]— P (f)’lt ' ()1;1. - (JI); ’ I}QJ)’

=1

=1

menty q;, Ze dV staje sig rdzniczky, zupelng, przeto bedzie a wiee

otrzymamy toZsamoS$ciowo

N [H;, H;)=0,

jakiekolwiek wartosci z szeregu liczb 0, 1, 2,...,8— 1 nadamy wskaZni-
kom 4, /.

Nawzajem mozemy okazaé, ze gdy lewe strony réwnan (13), z ktérych
moZna wyrazi¢ p; w funkeyi ¢;, zado8¢ czynig warunkowi (5), jakickolwick
warto§ei ze wskazanych liczb nadamy wskaZnikom ¢, %, natenczas obliczone
z tych réwnaii warto§ei p; sprawig, iz AV =pdq, + ... 4 psdq, bedzie r6ini-
czky zupelng,  JakoZ postepujge z funkeyjami H;, H; opisanym wyZéj sposo-
bem, otrzymamy, wedlug (3),

" I=s r=s gH,; oH, (r)p., r)p;) .
[H:: -Hal] £ “E.l r%l ‘(E E)_Z—’l' HE! _f_)% =0

Poniewaz [H;, H;] =0, a wyrazy w sumie podw6jnéj, w ktorych » =1, sg r6-
wne zern; przeto porzgdkujge pozostale wyrazy odpowiednio po dwa, moZemy
ostatnie réwnanie tak napisaé

SR )H I}H (JH ()H on,. on
6 Lz,(‘_i___*._,_'_____a)(_}’_:_ 1*‘): |
i opi "~ Opr opy ~ O; o 0 0,
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przyczym w sumie podwéjnéj majy byt wzigte rézne wartoSei wskasnikéw # i 1
z ukladu liezb 1, 2, . . Biorge wszystkie kombinacyje ré/nych wskazni-

(1)

kéw 4, & z powyZszego ukladu liczb, otrzymamy ———=

s(s—1) o O ;
5 WyT azow R W}rznaczmk tego ukladu

rownaf linijowych jest wyznacznikiem funkeyjnym
I") (H, Hi! Y Ha—l)

0(Piy Dayeers)
rozwinigtym wedlug wyznacznikéw czeSciowych stopnia 2-go; a poniewas z za-
loZenia réwnania (13) sg od siebie niezaleine, i z tego powodu pozwalajy,
zmienne p; obliezyé jako funkeyjo argumentéw ¢;, przeto ten wyznacznik nie
jest tozsamoSciowo vréwny zeru. Z tego wynika, Ze uklad (6) prowadzi do
rozwigzanh —;%—- ggi =0, %e przeto wartodei na p;, obliczone z (13), sprawia-

i "
%, iz dV jest r6Zniczka zupelng, c. n. d.
Za6zmy, %e znamy s catek ukladu kanonicznego, mianowicie:

(7) P=C) P =Cqye ey Ps1=0Cs1,

réwnafi (6), zawie-

rajaceych linjjowo

zadosé czynigeych ( L) tozsamoSeiom [¢;, @x] ==0, przyczym H zawiera ¢

wyraZnie, § zatym zasadﬂ. zachowania energii nie zachodzi, WyraZmy z ca-
ek (7) zmienne p; przez q:i¢; mozna okazaé, Ze jezeli podstawimy wartosei
obliczone w wyraZeniu AV =—H'dt + p,dg, -+ ... + psdqs, natenczas praws,
strona tego wyraZenia stanie sig réZniczks zupelng. Wielko§¢ H' oznacza to,
na co przechodzi H, jezeli w nim zamiast p; podstawimy wartoci, obliczone
z (7). Réiniczkujge H' waglgdem ktéregokolwiek ¢;, otrzymamy

oH' _oH , 0H op, oH  dps = _ dp; + W dqi ()p, B e dqs 9ps
0 0q: ' Opy " 0g: ops " 0q; @t " odt " oy dt o’
a poniewaz, jak z dowodzenia poprzedzajgcego wiadomo, gdy mah, niiejsce
0P

réwnania (7), to p; dgy + + .. + psdqs jest rozniczks zupelng, pr zeto Q {;;
wiec:

oH' _ dpi , opi dql L4 o opi dqe

0g: dt ' 0g’ a T 0qs " dt *

lownd M O 44 W TR - iwszy be war-
Poniewaz Ry + 20" @ 4.0+ -Jrg_, i ; przeto wstawiwszy tg war

todé w poprzednim réwnaniu, otrzymamy

oH iy
(8) EIT 015 3

a poniewaz daléj %&L = %% y przeto z réwnania (8) okazuje sig, %e — H' dt 4
i i
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+ Epidq; staje sig istotnie réiniczky zupelna, jezeli tylko calki (7) zadosé czy-
nig tozsamodciom [¢;, @] = 0. Bedzie przeto

ov_ oV oV oV
(9) q =Py 5 (}q = P, L) ()Q ==Ps; ()5 =~—H.

‘Wstawmy w ostatnim réwnanin za p; warto§ei, wynikajace z s — 1 piérwszych
rownafi; otrzymamy réwnanie Hamilton'a —- OV + H =0, ktérego rozwigzaniem

gupelnym bedzie funkeyja V, zawierajaca oplécz sstalych ¢, eq, €2y00 .50
jeszcze staly dodang, wynikajgcs z calkowania ostatniego rownania (9). Uklad
(9) przedstawia wige réwnania calkowe piérwsze, a uklad

oV oV oV

(10) _()'[.:_iaf! '(}_cl‘='fn---;m:—'h-—l

przedstawia réwnania catkowe drugie, czyli réwnania calkowe w §cidlejszaém
znaczeniu, odpowiadajgce danemu zagadnieniu kinetycznemu,

Z tego dowodzenia okazuje sig, Ze rozwigzanie zagadnienia kinetycznego
sprowadza si¢g do wyznaczenia tylko s pewnych calek 2s réwnan rézniczkowych
ruchu, a mianowicie tych calek, ktérym sg réwnowazne réwnania calkowe
piérwsze g_q"v =p;. Ilo&t calkowah wynosis, a poniewaZ rozwigzanie 2s roé-

wnafi ruchu wymagaloby 2s calkowafi, przeto ilo§é calkowan redukuja sig do
polowy.
172. Niech V bedzie jakgkolwiek funkeyja argumentéw ¢, qz, vy Qn

" oV oV
lhyy @yyoe .y gy 1 Przyjmijmy (Ezpf, (-)E,s_=a" gdzie z:l,.ﬁ,...,s; mo-

zemy z otrzymanych tym sposobem 2s réwnan wyrazié 2s wielkoei a;, a; jako
funkeyje zmiennych i, p;, tudziez 2s wielkosei ¢;, p: jako funkeyje zmiennych
a;, %;» Uczyniwszy to, obliczmy pochodne czgstkowe wielkodei a;, o; wzgledem
0i 1 p;, tudzie pochodne argumentéw ¢;, p; wzgledem @, 1 o5 wiedy bedzie we-
dlug Jacobi'ego

) W _ 9o 0q__ Oay O dm O ;s
oar 0g; * Oax  opy’ Oux . Ogi’ O opi’

gdzie i, k=1, 2,..., 8. Jakoz, rozwazmy toZsamoSci

©) oV oV av

0-%2271: Fq:=}72:-- o) a’q:zzh,

w ktbryeh wszystkie a; zostaly wyrazone podanym sposobem i bierzmy ich po-
chodne ezgsthowe wzgledem ¢;; otrzymamy
e *V  da , 0*V 0ay %, *V  das;
09,0q; ' 09,0, " 0q; ' 9,0, " Og; O‘Ildas ‘J‘Is ’
(3) A o= w w* B : . - .
{sz 'i— sz 0{51 ()ZV ()ﬂn " [)av L)Gg =
00:09; ' 0g,0a, " 0g; ' 0gs0ay " 0q; " 0qe0as  0g;
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Rézniczkujmy nastepnie czgstkowo wagledem @, tozsamosei

) L | SRR | G-
e et e
w ktdryeh wszystkie g; wyrazono sposobem podanym ; wéwezas bedzie
_0_2_1 ﬂ ‘i{b _d'ﬁv _Oﬂ.r. _|_02V f)i‘._
daoar = 0m0q, Oar  day0qy Oay " 0ay0qs dar
(5) é ; s : ; ‘ : : . ; .
OV o OV g OV 0 OV 0 _
O 0a; © 0a0q, Oax ' 0a00y Oar ' T ' 0a,0q, " dax
Pomndzmy réwnania (3) odpowiednio przez ;Q‘ ; %q; g ()Q ,1 dodajmy ilo-
(453 3
czyny; uwzgledniajge réwnania (5) otrzymamy
. 0*V 9, *V 0g, 0%V @i
00, 00: " day ' 0909; " day 00,09: 0y
— (EV- 00y AV a
_(]ﬂ'qdﬁ‘;-- E)Q,' Sk ()ﬂ-,gdﬂ;-. dq, '
0%y 0%V

(Gdy dodamy obustronnie do tego réwnania , to otrzymane rg-

00:0a;  0a0q;
wnanie mozemy tak napisaé:

(c)V) ( c}p. __.ﬂfff
Oag \0; 0t dﬂk 09’

co dowodzi prawdziwosci 1-go réwnania (1). RéZniczkujmy podobnie réwna-
nia (2) wzglgdem p;; wowezas bedzie

OV Oy OV OV On

0q0ay " Op; ' 0q,0as " Op: chlf)a,'dpf_' :
" OV g OV ey O v oa, _
© 09:0a, d}’i 09,00y " o (Jl?,()n:,, oy~

?*V  day , °V  day I 02\7 oas _ -

09s0aty "~ Op; c)q,da_,_ op; dq,da, o
Pomnézmy te réwnania odpowiednio przez —— 90 . 94y chiny 99 , dodajmy ilo-

(}G,{ (:lag ()

czyny i uwzglednijmy znowu réwnanie (5); ntrzyma,my —qi—— —6;? . R6zni-
czkujge rownania (4) wzgledem oy, a (2) wzgledem g, nast@pme za§ wzgledem
pq, i postepujac podobnym, jak powyzéj, sposobem, mozna dowie§é prawdzi-
wosci dwu ostatnich réwnafi Jacobi'ego (1). —

Bibl. mat.-fiz,, 8. IV, T. X. 99



450 MECHANIKA TRORETYOZNA.

RozwaZmy teraz uklad kanoniczny
dg; _oH dp,_  oH

A op? ER-——-BE,@—],E?, W55
i zalézmy, Ze znamy s jego calek,
(M P=2C) P =20Cpy+eey 1 =051,

z ktérych p; dajg sig tak wyrazi¢ jako funkeyje ¢;, ze AV =—Hdt + p, dq,+
+ .+« 4 p.dy, staje sig réZzniczky zupelng. Funkeyja V bedzie wtedy rozwig-

zaniem zupelnym réwnania Hamilton'a % + H=0, w ktérym H zawiera

takze ¢ wyraznie, a cadki, o ktére idzie, wynikajg z dwu ukladéw nastepujacych:

ov _ oV C)V oV _ OV___' (}V__
(8) E—Pla"'rag =Psy =57 T H:EE—T:E}E*—'H:'”:E}E‘_—]—-T:—L

Zastgpmy stale ¢, ¢, ..., ¢;—1, znajdujgce sig po lewych stronach réwnaf 2-go
ukladu (8), funkeyjami ¢, @y, @5, ..., Q1,1 0znacZMy przez @', ¢y, .., ¢'.
to, na co, wskutek tego, przechodzg owe lewe strony; wéwezas 2-gi uklad (8)
moZemy tak napisaé:

) o= ¢ =100y Yot ="Te.

Jezeli funkeyje @;, stanowigce strony lewe réwnan (7), zastgpimy literami ¢,
a funkeyje @/ po stronach lewych réwnafi (9), literami 1;, to wskutek obudwu
ukladéw (8) moZemy ¢, 7; wyrazié jako funkcyje zmiennych p;, ¢:, a nawzajem
i, ¢i jako funkeyje wielkosci ¢;, v;. Wedlug wyprowadzonych poprzednio
réwnah Jacobi’ego bedzie

Ofe P e 0gi , dex _ Opi Oc __ Ogu

{10) Og e’ i e d 0w o o

Mamy jednal
de, S (Ocr Ogi | Ocy dp‘)’ f)c:__"i"(% 09 , Oer dp,-)

A = ok o O

oo & Ogi" e " Opi Ock 0qi " O1x © Opi Ok
O 'S 0gi , Ot r&a) ow_"“(_dzr_ 0% | Otr "i)

o der) | B = i

C}Ck i=1 dgl (}6;; f)_p‘ N ()Ck ()q‘ 2 dTL ]:T:p; : ()Tl
a uwzgledniajge réwnania (10),
oer ( dey O, ey dﬁ) -
e B\ 0" Ops + opi o) [1es el
ocy ( dep ok dcx dc;,) o
e Z .;)9\_'1 dp' ()p‘. . g - Lcﬂ ck]?
(1 e _wf O O, O O :
(o ) 11

|

3 o0 o T op " o

oy ( o e Oy OCk :
=3 —_————, — ) = (Y 18
1 Qi T o Opi dfﬁ) Ly ]




ROWNANIA ROZNICZKOWE RUCHU, — 173, 451

Poniewaz toZsamogciowo g’i'—: =0, % =0, i poniewa# daléj pochodne %z; .
Oty

o
r=1F, przaeto z (11) otrzymamy nastepujace toZzsamosdei:

[C!'! ci‘] =0, [Tl': Tk'] =0, [Tki C*'] =0, [T"' l("f'] =1,
czyli, wstawiwszy napowrét funkeyje ¢; 1 @/,

(12) [#rs 9] =0, 9/, 91=0, [&), ] =0, [¢, o] = 1.
Powyisze tozsamosel, podane przez Jacobi'ego, okazuja, Ze calki réwnania
Hamilton'a mozna podzielié na dwie gromady, wedlug tego, czy ta funkeyja,
. utworzona z pochodnych czgstkowych lewych stron tych calek wzglgdem ¢;1 p;,
ktorg oznaczyliSmy symbolicznie dwiema klamrami, jest tozsamoSciowo rdwna
zeru, czy t6éz jéj warto§é bezwzgledna jest toZsamosciowo réwna jednoSei. .
Okazane wyzéj wlasnosci tych calek postuZg do dokladnego zrozumienia pe-
wnego waznego twierdzenia, ktérym zakoficzymy rzecz o calkowaniu réwnafi
ruchu,

173. Twisrpzesiz Poisson’a 1 Jacosr’eeo, Przyjmijmy, Ze, gdy dane
jest zagadnienie kinetyczne, do ktérego stosujg sig réwnania Hamilton’a, ma-
my juz jakiekolwiek dwie calki, to znamy dwie funkcyje zmiennych ¢;, p;, ¢,
ktére wskutek tych réwnan majg warto$ei stale podezas ruchu,

~ majg warto§é zero dla réznych od siebie wskaznikdw #, &, a wartosé 1 dla
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