
KOZDZIAB XVI.

CAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH RUCHU.

168. CAEKOWAKIE EÓWNAŃ HAMILTON'A. W tyra rozdziale ograniczy-
my się do przypadków, w których siły przyłożone mają potencyjał; te przy-
padki bowiem są najważniejsze dla poznania ruchów w przyrodzie i w dzi&iej-
szyin stanie nauki nadają się do badań ogólnych.

Okazaliśmy w rozdziale X I I I , źo równania różniczkowe ruchu układu
swobodnego n punktów materyjalnych przedstawiają się w postaci:

dU d% d\3 dHi ffO ,. . . .

gdzie U jest potencyjałem układu sił przyłożonych. W przypadku układu
nieswobodnego możemy 3n spółrz^dnych prostokątnych, między którymi za-
chodzi 3w—s związków, wyrazić przez s argumentów niezależnych qt i czas t,
a wtedy otrzymamy układ równań Lagrange'a

d_
dt

Potencyjał U jest funkcyją czasu t i argumentów qt, a nie zawiera pochodnych
ąi\ energija kinetyczna T ma być wyrażona przez czas i pochodne ąl, których
jest funkcyją algiebraiczna, rzędu 2-go, przyczyna spółczynniki są funkcyjami
argumentów ąt. Jeżeli równania, wyrażające ustrój układu, tudzież warunki
ruchu, nie zawierają czasu wyraźniej wtedy spółrzędne prostokątne wyrażą się
przez argumenty qt bez pomocy czasu; T będzie przeto jednorodną funkcyją
rzędu 2-go pochodnych qj, a równania ruchu mogą być przywiedzione do
kształtu równań Hamilton'a

dqt dH dpi dS. , .
at agi dt <7<2i ' ' '
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gdzie H = T — U, Pi — ——F. Przy stosowaniu tych równań należy pochodne

ąl wyrazić jako funkcyje linijowe s nowych argumentów £>,-, aby otrzymać 2s
równań między 2s +-1 zmiennymi t, frj jV, H jest więc funkcyją tych 2s-f 1
zmiennych. Rozmaite zagadnienia kinetyki różnią się od siebie pod względem
funkcyi H i warunkami początkowymi. Jeżeli potencyjał nie zawiera czasu
wyraźnie, wtedy H jest funkcyją wyraźną samych tylko argumentów ą-n pf,
przyczyni zachodzi zasada zachowania energii.

Równania ruchu układu swobodnego mogą być także przywiedzione do
postaci Hamilton'a. W tym celu oznaczmy pochodne spółrzędnych x%, iji, Si
względem t przez xl, yi, «/, przyjmijmy mix^ = ii, w42//=7)i, »^/ = C,-,
i określmy ruch przez zmienne xi, j/i, «,-, ii, -ty, £,-. Równania ruchu będą
wtedy

dXi ii diji 7]j dSi C*

dt mi ' dt m-i ' dt w,: '

dt dxi' dt dt/t' dt ds{

Mamy tu 2T = Em< (x/2 + ?//2 -f W2) = S — (I,-2 + 'I; 2 -f ^, 2); ponieważ zaś

dT ii (JH ^U dK
•n- = — ==-«-» T ^ — r~ » P r z eto otrzymamy
dii nh dii ' tó,- dx{

 l

l$i dH. diji dH d%i dH
dt dii ' dt (971; ' di ihu '

(1)
<?* ' dxi ' ^i " ,̂ 2/j ' dt ~ d%i

jako żądany kształt Hamilton'a Qn równań między 6 « + l zmiennymi t, %,, i/i,
g(} £{, Y)<, Ci- Okazuje się więc, że przy całkowaniu równań różniczkowych ru-
chu możemy ograniczyć si§ do kształtu Hamilton'a tych równań jako postaci
typowej, do której te równania w przypadku istnienia potencyjału przywieść
się dają. —

"̂W rozdziale V I wyprowadziliśmy te równania z zasady Hamilton'a, we-

dług której waryjacyja całki \~Rdt, gdzie R s= T + U , wziętej między danymi
krańcami czasu, jest równa zeru, jeżeli położenie układu dla tych wartości
czasu jest dokładnie określone. W rozdziale X I I I otrzymaliśmy równania
Hamilton'a przez przekształcenie równania, wyrażającego zasadę d'Alembert'a,
z czego wynika, że te równania służą do określenia ruchu także w tym przy-
padku, kiedy położenia układu materyjalnego dla dwu wartości czasu nie są
Z góry wiadome, lecz zachodzą inne warunki ruchu. W takich przypadkach
waryjacyja powyższej całki nie będzie równa zeru, lecz będzie się składała
z dwojakiego rodzaju wyrazów, z których jedne pojawiają się pod znakiem
całkowania, a pozostałe są w postaci rozwiniętej. Bliższe zbadanie tej wary-
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jacyi według wskazówek Hamilton'a i Jacobi'ego, prowadzi do ogólnej metody
całkowania równań ruchu.

169. "Wyraziwszy T przez t, qh q', a U przez t i q;, przyjmijmy E =

= T + U; wtedy E będzie funkcyją 2s + 1 zmiennych t, q{, ąj. Kładąc nad-

to V = I Rdt, weźmy waryjacyja, tego równania,

tu zmienna niezależna t nie doznaje żadnej zmiany. Obliczywszy SR według
art. 138-go, mieć będziemy

a ponieważ -j-y = -y-f, przeto wyraz pod znakiem całkowania jest równy ze-
ru na mocy równań Lagrange'a; biorąc zatym waryjacyje ze względu na tory,
opisywane przez punkty układu, stosownie do zachodzących warunków, otrzy-
mamy

(2)

Ponieważ jednak p{ = —T =. — - r , przeto
O([i O(l

(3) 8 V =

gdzie pP, 8qP oznaczają wartości pt i 8qt dla t = . ł0. Ostatnie równanie wy-
znacza waryjacyja całki Y przy jakichkolwiek warunkach danych dla t0 i t;
gdyby położenia krańcowe układu były wiadome dla ł0 i t, otrzymalibyśmy
8Y= 0, jak tego wymaga zasada Hamilton'a. Równania Lagrango'a, które

' możemy napisać w kształcie

dt dqi ' dąl dq]'

stanowią układ 25 równań różniczkowych zwyczajnych rzędu 1-go między
2 s + l zmiennymi qif pt, t. Rozwiązania zupełne tego układu pozwalają
zmienne q{] pt wyrazić jako funkcyje argumentu t i 2s stałych dowolnych,
które można tak wyznaczyć, iżby stało się zadość danym warunkom dla
ł0 i t, Z 2s równań, służących do obliczenia tych stałych, możemy te stało
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wyrazić przez 2s wartości początkowych pf, ą? zmiennych pti q{ dla t — t0,
a następnie możemy wyrazić pt, p{° przez qt i ą?. Podstawiwszy wyrażenia
Pł,pP w Y, wyrazimy V jako funkcyją, 2s + l zmiennych' qtj q,°, t, a biorąc
waryjacyją tej funkcyi, tym sposobom wyrażonej, przy stałym t, otrzymamy

(5) w - s ^ + i ^ .

To równanie określa właściwie waryjacyją fimkcyi V. Wyznaczywszy wyra-
żenia^, pi° z rozwiązań zupełnych równań ruchu, i biorąc następnie różnicz-
ki 8 wielkości qi} qj*, obliczamy nieskończenie małą zmianę, której funkcyj a V
doznaje, jeżeli nieskończenie mało zmieniamy warunki, które dla ruchu układu
zachodzić mają dla ł0 i t, przyczyni siły działają w każdym punkcie według
prawa, określonego przez potencyjał U.

Ponieważ w równaniach (3) i (5)waryjacyje 8^ i 5̂ j° są od siebie nieza-
leżne, przeto spółczynniki tej samej waryjacyi są sobie równe, a to prowadzi
do 2s równań

, r T, dY ÓV , v dY dqt ', . dY , . .
Mamy R == —rr — —^~ + 1 -; —• , gdzie --r— oznaczą pochodną wzglę.

itt ot Oqi dc ot *
dem wyraźnego t, a V wyrażamy jako funkcyją wielkości t, qi, ĉ 0, z których
ostatnie zastępują stałe całkowania. Wstawiwszy wartości, otrzymamy

Z art. 139-go wiadomo, źe w przypadku, gdy warunki nio zawierają czasu wy-
raźnie, będzie 2T = 2jvc/; otrzymamy więc

lptąi— B = 2T — (T+U) = T — U s= H,
możemy zatym równanie (7) napisać

Zważmy, że H jest funkcyją 2s + 1 zmiennych t, qt,Pf, co przy uwzględnieniu
1-go równania (6) możemy tak napisać:

dY dY dY\

y z (8) otrzymamy równanie

(10) ^

{J) u. — n\t, qu

wtedy z (8) otrzymamy równanie następujące:

dY dY oY
% q q%qi,..,,qi,1^, _ , . . . , ^

Funkcyją V — I R . ^ = l (T-fU)efó czyni zadość temu równaniu, poda-
J(o J 'o

nemu przez Hamilton'a. Jestto równanie różniczkowe cząstkowo rzędu 1-go
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między (s +2)-nia zmiennymi t, qt ,..., qs,Y, z których V jest zmienną zale-
żną, a t, qt f . . . , q3 są, zmiennymi niezależnymi; powyższe równanie nie zawie-
ra jednak zmiennej zależnej wyraźnie. Nazwiemy je krótko r ó w n a n i e m
H a m i l t o n ' a . Funkcyja V zawiera w sobie tylko s stałych <2;°, a rozwiązanie
zupełne równania (10) powinno zawierać s + 1 stałych, ponieważ mamy s + 1
zmiennych niezależnych; aby przeto funkcyja V przedstawiała istotnie roz-
wiązanie zupełne tego równania, należy dodać jedne stałą. Mając rozwiąza-
nie zupełne równania (10), różniczkujmy V cząstkowo względem qt i qt°; otrzy-
mamy według (6) 2s równań całkowych ruchu. Z pierwszych s równań
(6) wyznaczymy pt, a zatyin <j/, a stąd prędkość każdego punktu układu;

z następnych s równań ^-5- = — Pi°, w których j),0, <[? oznaczają stałe, może-
my obliczyć qt w funkcyi czasu t i 2s stałych p,°, qi°, a stąd spółrzędne każdego
punktu w funkcyi czasu i warunków początkowych. Układ (6) jest więc ukła-
dem pierwszych i drugich równań całkowych podanego zagadnienia kinetycz-
nego, a drugi układ (6) przedstawia równania całkowe w znaczeniu ściślejszym.
Ponieważ w przypadku, gdy warunki ruchu nie zależą wyraźnie od czasu, ró-
wnania Lagrange'a i Hamilton'a są równoważne, przeto mamy następujące
twierdzenie główne:

Aby scałlwwać układ równań mchu IIamilton'a

dqi dH. dpi _ dH .

w których II jest funiccy ją 2$ +i zmiennych t, qh pi, należy iv funkcyi II
przyjąć

dq{ ' ' ' ' ' s dqe '

i wynalcść roziciązanie zupełne równania różniczkowego csąsthoiocgo rzędu 1-go

Jeżeli V= stałej + F (ł, q1,..., qS) ą^,..., q,°) jest tym rozwiązaniem zu-
pełnym, w Uórym qt°,..., qs° oznaczają dane wartości zmiennych q{ dla t = t0,
natenczas równania

dY _ dY _ SY__ _ 0 SS__

zawierające 2s stałych q?, p,0, prsedskmńają równania całkowe danego uhladu
równań różniczkowych ruchu.

To twierdzenie można uogólnić i okazaó, że, jeżeli V =ss stałej +
+ F (t, Ci, g 2 , . . . , q,, c t, c 3 , . . , cs), gdzie cu ... cs oznaczają stałe, nie mające
jednak znaczenia wartości argumentów q1}. .qs dla t = t0, jest rozwiązaniem

zupełnem równania Hamilton'a -57- + H = 0, natenczas równania:
ot
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, i n • dY dY dY ÓY
(11) _ = , Y l , . . . , _ _ = T 5 ; i _ = , i , 1 ) . . . , _ _ : = i ) { )

w których Yi > • • • i Ys s% stałe dowolne, przedstawiają także równania całkowe
układu równań różniczkowych Hamilton'a. Jakoż mamy:

dV _ćfY_ dY_dq± dV_ d^_
dt dt + dq{ dt + '" + dqs ' dt '

a zatym według (11)

Niech w tej pochodnej stałe c , , . . . , cs doznają nieskończenie małych wa-
ryjacyj dowolnych 8c,, . . . , 5cs, to:

czyli rozwijając:

(13) S - = r = ~ - j — S<2i — - . . 3 — Si7s — - j — o » , — . . . — - j— ops -f
v y «!i (Jc, ' dąs

 L dpi *x dps *

Wskutek nieskończenie małych zmian stałych c* zmieni się V o §V, przyczym
będzie:

8Y= ~ So, + ••• + ? 8 ^ + -^ s°. + ••• + ? - 3 c "
czyli według (11):

(14) W=pl8ql+ . . . +ps$q, + Tt8«i+ • • • + Y*5c"

Eóżniczkując to równanie względem tf, otrzymamy:

Ponieważ § ̂ ^ = —57- j przeto 2 (13) i (15) wynika:
at cit

r— on, — . . . 5— ons 5— bo, — . . . — -r—

Waryjacyje Sfy, Sj); są wzajemnie niezależne; ostatnie równanie jest przeto
równoważne układowi równań:
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który jest właśnie układem Hamilton'a równań różniczkowych ruchu. Mamy
zatyin twierdzenie ogólniejsze od poprzedniego: Aby scatlcoiuaó uMad równań

dV
ruclm HamiUon'a, należy wfmfocyi II położyć p, r= -r-, i = 1, 8,... s, % wy-
naleść rozwiązanie zupełne równania IIamilton'a

dY Ó

Jeżeli V= stałej + F(ł, qt) ... q„, cu .., cs), gdzie c,- są stałe dowolne, jest
tym rossioiąaaniem, aupełnym, natencsas równania:

dY dY dY dY

w Móryeh Yi»•.. "(s oznaczają notce stałe dowolne, przedstawiają równania eał-
Jcoioe danego uMadu IIamiUon'a. Drugi układ równań (16) daje cał/ci równań
ruchu w mnaeseniu ściślejszem t. e. całki drugie tych równań.

Niech potencyjał U nie zawiera czasu wyraźnie, a więc niech zachodzi
zasada zachowania energii. W tym przypadku H nie zawiera zmiennej t, ró-
wnanie Hamilton'a będzie więc:

,._, óY ,
(17) - w +

a zasada zachowania energii wyrazi się przez równanie H.=h, gdzie.7ł oznacza
dYstałą.. Bównanie (17) możemy przeto napisać: -57- = — li. Wprowadźmyot

nową, zmienną W, nie zawierającą czasu wyraźnie, przez podstawienie:

(18) Y=W — M, W - V + M
dY dW

to -y- = -3— , a zatyin równanie Hamilton'a, wyrażające w tym przypadku

zasadę energii, będzie:

(19)
Całki pierwsze równań ruchu otrzymamy z układu równań:

w którym "W jest rozwiązaniem zupełnem równania (19), zawierającem stałą
h, tudzież s — 1 stałych c n . . . , es_i i nadto pewną stałą dodaną, a zatym:

(21) W — stałej +, $ (qt, . . . q„ h, c„ c2,... 0^1).

Całki 2-gie równań ruchu wynikają z układu równań:
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gdzie x, Yi, • • • Y*-i oznaczają stałe dowolne. Możemy te całki wprost obli-

czyc z iunkoyi W; jakoż mamy — = — — t, — - = — , z CZOgo się oka-

żuje, że całki 2-gic równań ruchu można otrzymać z układu równań

( 2 3 ) T3T 3 5 r 3 5 C Z i r
170. Zastanowimy się nad rozwiązaniem równania Hamilton'a tylko

w przypadku, gdy ruch jest określony przez dwa argumenty qu q2; szczegóło-
wiój jest ono traktowane w dziełach specyjalnycli o całkowaniu równań czą-
stkowych rzędu 1-go. *)

Mech więc ruch będzio określony przez dwa argumenty i niech zasada
energii zachodzi; wtedy równanie Hamilton'a możemy napisać w postaci

a kładąc px — - 5 - , j)2 = - 5 - ,
O([\. Cl/2

(2) V(<2lf (h,pup2) = 0.

Z określenia zmiennych j . ^ , j ; 2 wynika, że w tym przypadku będzie

(3) 3 Y = -5- (̂̂ j + y - dga = # ! f.Z(2, + i?2 dq,z;

jeżeli przeto równanie (2) rozwiążemy względem j02, p2 = T ('hi <2aj ̂ 1)1 i l)0C^
stawimy to wyrażenie w równaniu

(4) dY=ptdąt + f (^1, <h, Pi) dą%,

to zadanie nasze polegać będzie właściwie na tym, aby pt tak wyznaczyć,
iżby prawa strona ostatniego równania stała się różniczką zupełną. Wyzna-
czywszy pl odpowiednio do tego warunku, jako funkcyją argumentów ql} q2

i jednej stałej dowolnej cu a zatyin pŁ = ty (qlf q2, c (), podstawmy to wyraże-
nie w (4); otrzymamy równanie różniczkowe zwyczajne, którego całka V bę-
dzio zawierała dwie stałe c,, c 2 . Ta całka więc przedstawia rozwiązanie zu-
pełne równania (1). Abyp± dqt + 9 dq2 było różniczką zupełną, potrzeba, aby

dpi _ dy _ dp2

dq2 ~~ dqt ~~~ dq± '

a ponieważ - ~ = -~- + —•. ~± , przeto z powyższego warunku wynika
dqi dqt dp, dqt

 l

(5) -^i. °lh ^ 1 fo — 0.
dpi ' dqx dq2 dqL

'*) Ob. Wykład nauki o równaniach róiniczlcowych przez WŁ Z a j a o z k o w 8 k i e g o,
Paryż, 1877, stron. 547 — 605.
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K ł a d ą c w tym równaniu wartości pochodnych cząstkowych wiadomej funkcyi
<p względem p{ i qu otrzymamy dla p t równanie linijowe i cząstkowe rzędu
1-go. Okazuje się więc, że całkowanie równania (1) sprowadza się do całko-
wania równania linijowego rzędu 1-go o pochodnych cząstkowych, a następnie
do całkowania równania zwyczajnego.

Przedstawmy sohie, że już otrzymaliśmy równanie szukane p t =•
— łOZu Q'n °i) i ZG J e rozwiązaliśmy względem stałej o,; niech/Oft, g a,jp,) =
=s Cj będzie tym rozwiązaniem, wówczas

z pierwotnego równania W = 0 wynika nadto:

(Jpt""" dpz' "dp{ ' dąt "*
z tych więc 4-ch równań otrzymamy

~d<li ~~ Hi 'tei ' d(k " d&dPi ' tył ' óp{ ' dp2 ' dqt

Podstawiwszy te wartości w (5), mieć będziemy

co przedstawia równanie cząstkowe rzędu 1-go i linijowe, określające / jako
funkcyją zmiennych qt, q<i,pl. Wyznaczywszy / z ostatniego równania, pi'zyj-
mijmy f(ql} qllp1) = cl, gdzie c, jest stałą dowolną, i z tego równania, tu-
dzież z 2)ierwotnego W (<2u Ca j Pi > Vi) — 0, obliczmy jp, ijp a. Obliczone war-
tości podstawmy w wyrażeniu px dq{ + j3a ^ a ; wówczas ono stanie się różnicz-
ką zupełną. Wykonawszy nakoniec całkowanie, mieć będziemy V = ca +

J<(pi dqt +Pi elfa). Tym sposobem wypadnie scałkować tylko jedno ró-

wnanie cząstkowe rzędu 1-go i linijowe, tudzież wyznaczyć całkę różniczki,
zamiast, jak było pierwotnie, całkować równanie różniczkowe zwyczajne.

Aby rozwiązać równanie (6), należy, jak wiadomo, scałkować następu-
jący układ równań różniczkowych zwyczajnych:

2i
(7) ÓW

a ponieważ wystarcza mieć rozwiązanie / bez stałej, przeto dostatecznie bę-
dzie, gdy podamy jedne całkę układu (7). Aby ten układ uczynić symetry-
cznym, a przez to ogólniej przydatnym, różniczkujmy równanie (2) względem
q,, Pii mieć będziemy

dW , , ÓW 7 ÓW , ÓW .
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Ponieważ według (7), -r- dqt + j — dpt = 0, przeto z ostatniego równania ma-
oq i o^,

dW dty
my - T — f ^2 + - 3 — ^ « — ^; °ti'zymamy więc według (7) następujący układ
symetryczny:

dq{ dgz dpt dp2

(8) W ] ~ W ] ~ ~W ~~ " W ,
# i djpa — ^ 1 ~dą2

który także posłużyć może do rozwiązania danego równania. Jakoż możemy
szukane równanie / (^, q%, jpt) = c, uważać za wynik rugowania zmiennej p2

'/, równania pierwotnego '̂" = 0 i z pewnego równania F (qi} q2, pt, p2) = c1 ;

tak, że gdy podstawimy p2 = <p w ostatnim równaniu będzie toźsamościowo

(9) B1 (4u «II * n ¥ ) = / ( « ! > «u!»i)-

Funkcyja wi§c ]?, przez to równanie okróślona, czyni zadośó równaniu (6). Po-
nieważ

(?5i cfyi (?<p ' t?Ci ' dq% dq% d<? ' dq2 ' dp{ dp{ dy ' dp{ '

przeto wstawiwszy te wartości w (6), otrzymamy dla obliczenia funkoyi P na-
stępujące równanie o pochodnych cząstkowych:

dpt'dq{ d$i dq2 dqt dp{ d<?\dpl'dqi

dPi'dq2 dq1'dpj~
Z tożsamości W(q t ) q2,pt, <p) = 0 wynika

wstawiwszy te wartości w (10), mieó będziemy następujące równanie cząstko-
we dla ¥ jako funkcyi zmiennych qu q2, pu pt:

(U) ^L ^! ^ i 5 L ^ ŹŁdl ^
dpi ' dqt dpz ' óq.z dqt ' d^{ dq2' dp2 '

z którego okazuje się, że F (qi, q^,pltp2) == c t jest całką układu równań ró-
żniczkowych zwyczajnych (8). Z równań więc F = c t i ¥ — 0 otrzymamy
też same wartości n a j ^ ip2, co z r ó w n a ń / = cy i \P"r=O. Ponieważ wido-
cznie W = 0 jest także całką układu (8), która przez dodanie stałej dowol-
nej do funkcyi \F może być zamieniona na całkę ogólną, przeto otrzymujemy
następujące twierdzenie:

Aby wyndleść rosioiąsanie aupcine V równania różnictilcoicego csąstltowego
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dY dY . , , , . , - ,» , ,
naleny to min przyjąć 2h = -3— > #2 ~ -5— * snalcso jeang ca-C/cg ulUaau ro-

O(ll W/a

wnąń róSniczJcowych swyceajnych

dW dW dW dW
ą,: tlę,: dPl: dp a _ — : — : _ - — : - _ .

f7eieM J ? 1 ^ , c 2, Pj)j?a) =s Ct ,/erf ź(j całką, to, wysnacsyiuszy s niej i a calld
^ ("21 J "feil5* j Ihd = = ^ zmienne pu jpa ,/afo funJccyjc argumentów ql} %, otrssy-
mamy prmess całkowanie różniczki

V I (gi C?^

Ponieważ założyliśmy, że zachodzi zasada energii, wyrażona przez ró-
wnanie H — h = 0, przeto kładąc V = W — ht, otrzymamy

co przedstawia już jedng całkę układu (8), bgdijcego układem kanonicznym,
równań mchu. Ten układ, który w przypadku dwu argumentów q: i q% jest

tfyi _ dli dqt dH. dpi _ OK dp2 _ dR
dt dp{ ' dt ~ dj»a ' dt óqt ' dt ~~ d% '

możemy także napisa.ć w postaci

,. - , , . . dW dW dW dW
dt: dqt : dq2: dpt: dpt = 1:3— : -r— ; — ^— : — 3— ,djp, dpz dqx dq%

która wychodzi na jedno ze schematem (8). Jeżeli zatym oprócz całki W = 0,
zawierającej jedne stałą h; znamy jeszcze drugi], całkę, nie zawierającą czasu,
np. P (^, <22, JJ,, JJ 2) = c, to z ¥ = 0 i F = o należy obliczyć j),, | ) a AV funkcyi
In (h i wyznaczyć W zapomocą całkowania różniczki, z którego wynika

= I
Wartości na,pupz wynikają z całek pierwszych równań ruchu, a z wiadomych
równań

ÓW • . , dW

otrzymamy całki drugie tych równań. Podstawiwszy wartości, otrzymuje-
my całki drugie

Powyższa metoda, podana przez Jacobiego, a polegająca na wyznacza-
niu całek drugich przez całkowanie różniczek, daje sig zastosować w przypad-
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ku, gdy rucli jest określony przez ilekolwiek argumentów qt, "W tym przy-
padku wystarczy znaleść s — 1 równań, które łącznie z wiadomym równaniem
H = 7t wyrażają, że dY—Pi dqt + •. • + ps dqs jest różniczką, zupełną. Niech

(13) H = h, H , = o, H,_ a = c s _!
będą owymi równaniami, rozwiązanymi względem stałych dowolnych. Oblicz-

my z tych równań, zmienne jp,, . . . , p , jako funkcyje argumentów g u . . , , gs;
otrzymamy naprzód całki pierwsze równań ruchu, a następnie przez całkowa-
nie różniczki możemy obliczyć funkcyją Y = i (jh dfa + •.. -|- Ps dqs), przed-
stawiającą rozwiązanie zupełne równania Hamilton'a H = It, w którym pod-
stawionop ( = j — . Gdy podstawimy wartości na pi w równaniu H = h,

otrzymamy tożsamość, którą możemy różniczkować cząstkowo względem kaź-
dej stałśj Ci, (i = 1, 2, . . . , s — 1). Czyniąc to, otrzymamy s—l równań
następujących:

y, których po wstawieniu wartości -M = - j— wynika

g ^ 1 + g ^ 2 + . . . + | i ,̂ = 0, (• = !, 2,...,,
Całkując otrzymamy układ:

który wyznacza s — l całek drugich równań ruchu. Aby otrzymać całkę
s-tą, bierzmy pochodną powyższej tożsamości względem li, wówczas

dH.

dp±
dh

, dh dp,
Ó l h - 1 C7VH

dps . ,—— aąs = af, a

(15)

jako szukana całka s-ta.
171. Między lewymi stronami równań (13) art. poprzedzającego, roz-

wiązanych względem stałych dowolnych, z którychto równań zmienne pi dają
się tak obliczyć jako funkcyje argumentów qt, że dY=Pi dą{ •+•'••• -ł" Psdqs

staje się różniczką zupełną, zachodzą pewne związki, które tu podamy. Gdy
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podstawimy pt: = —- w równaniu H< s r c,-, otrzymamy tożsamość, która, może-

my różniczkować względem dowolnego argumentu qt. Czyniąc to, otrzymamy
tożsamościowo

v ' dq, r~i dpf dq1

•Różniczkujmy Hk = Ck względem qi, otrzymamy podobne wyrażenie

(2) ^ + i
5^.t-o.

w dq, ,=i e>pr dq,
Pomnóżmy (1) jjrzez - — , (2) przez — , dodajmy iloczyny, weźmy na-
stępnie ich sumę od 1 = 1 do l = s, i zważmy, że obacLwa wskaźniki r ii przy-
bierają wartości całkowite od 1 do s,- otrzymaną tożsamość możemy tak na-
pisać :

1=1 \ i)ji ' dpt dpi ' dq,J iti r=i dpt dpr \dqt <)q,

Ponieważ z równań (13) według założenia można j?,- tak wyrazić przez argu-

menty qif źe dY staje się różniczką zupełną, przeto będzie -Ę^=.-~-, a więc
oqi óqr

suma podwójna w (3) jest równa zeru. Grdy przeto przyjmiemy dla krótkości

(4) [H2, H,] - 1 ^ . ^ - - — . ^

oti'zymamy tożsamościowo
(5) [ff„ PI,] = 0,
jakiekolwiek wartości z szeregu liczb 0, 1, 2, . . *, s — 1 nadamy wskaźni-
kom i) Je.

Nawzajem możemy okazać, że gdy lewe strony równań (13), z których
można wyrazić pt w funkcyi qt, zadość czynią warunkowi (5), jakiekolwiek
wartości ze wskazanych liczb nadamy wskaźnikom i, 7c, natenczas obliczone
z tych równań wartością sprawią, iż dY^^pldql"+ . . . -\-p,dq, będzie różni-
czką zupełną. Jakoż postępując z funkcyjami H,-, H* opisanym wyżej sposo-
bem, otrzymamy, według (3),

Ponieważ [PI,-, H*] = 0, a wyrazy w sumie podwójnej, w których r = 1, są ró-
wne zeruj przeto porządkując pozostałe wyrazy odpowiednio po dwa, możemy
ostatnie równanie tak napisać

V V dp, dpr ' " dpr ' dpi) \óqi ~ óqr) *
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przyczyni w sumie podwójnej mają być wzięte różne wartości wskaźników r ii
z układu liczb 1, 2 , . . . , 5. . Biorąc wszystkie kombinacyje różnych wskaźni-

ków i, h 7. powyższego układu liczb, otrzymamy —^—=—- równań (6), zawie-

rających linijowo — — — - wyrazów -J^ — •— . Wyznacznik tego układuA aąi uqr

równań linijowych jest wyznacznikiem funkcyjnym ,

rozwiuiętym według wyznaczników częściowych stopnia 2-go; a ponieważ z za-
łożenia równania (13) są od siebie niezależne, i z tego powodu pozwalają
zmienne pi obliczyć jako funkcyjo argumentów qi, przeto ten wyznacznik nie
jest tożsamościowo równy zeru. Z tego wynika, że układ (6) prowadzi do

rozwiązań - ~ ~- = 0, że przeto wartości na Pi, obliczone z (13), sprawia-

ją, iż dY jest różniczką zupełną, c. n. d.
Załóżmy, że znamy s całek układu kanonicznego, mianowicie:

(7) <p=e, fy—Ci,. . . , <?s^ = cs-i,

zadość czyniących v- —'- tożsamościora [^, cpt] as 0, przyczym H zawiera t

wyraźnie, a zatym zasada zachowania energii nie zachodzi. Wyraźmy z ca-
łek (7) zmienne pi przez qt i t; można okazać, że jeżeli podstawimy wartości
obliczone w wyrażeniu # V = — H ' c l t Ą-p^dą^ + . . . +psdqs, natenczas prawa
strona tego wyrażenia stanie się różniczką zupełną. Wielkość H' oznacza to,
na co przechodzi H, jeżeli w nim zamiast p{ podstawimy wartości, obliczone
z (7). Różniczkując H' względem któregokolwiek qt, otrzymamy

óff ^_SS. óB dpt , , dB. frfr ___ _ dpi dq,; ófr , , 5gj ^
6% ~~ dq(

 + dpt ' dąt
+" df, ' dq{ " ' dt + dt ' dqi~

i~' "' * + dt d% '

a ponieważ, jak z dowodzenia poprzedzającego wiadomo, gdy mają miejsce

równania (7), to js, dqv + . . . + p,'Aq, jest różniczką zupełną, przeto •—• == -—• j

więc:
dR' __ dpi dpt dąt dpt dq>_
dqi~' dt "*" dql' dt dqs ' dt

Ponieważ * = $& + &. fe + . . . + j3fŁ. % • przeto wstawiwszy tę war-
dt dt c)c, dt dqs dt '

tośó w poprzednim równaniu, otrzymamy

a ponieważ dalej •—• = — , przeto z równania (8) okazuje się, że — H' di
óqi oqr

+
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Pidqi staje się istotnie różniczką zupełną, jeżeli tylko całki (7) zadość czy-
tożsanaościorn [<pi} cpj.] = 0. Będzie przeto

Wstawmy w ostatnim równaniu za p{ wartości, wynikające n — 1 pierwszych
dY

równań; otrzymamy równanie Hamilton'a -TT + H = 0, którego rozwiązaniom
ot

zupełnym będzie fimkcyja V, zawierająca oprócz s stałych c, c1; c 2 , . . . , cs__i
jeszcze stałą, dodaną, wynikającą z całkowania ostatniego równania (9), Układ
(9) przedstawia więc równania całkowe pierwsze, a układ

ÓV dY dY
T T ~ T ' ^ = * » • • • ' 5 ^ " ^

przedstawia równania całkowe drugie, czyli równania całkowe w ściślejszein
znaczeniu, odpowiadające danemu zagadnieniu kinetycznemu.

Z tego dowodzenia okazuje się, że rozwiązanie zagadnienia kinetycznego
sprowadza się do wyznaczenia tylko s pewnych całek 2s równań różniczkowych
ruchu, a mianowicie tych całek, którym są równoważne równania całkowe

dYpierwsze T— =J>(. Ilość całkowali wynosi s, a ponieważ rozwiązanie 2s ró-

wnań ruchu wymagałoby 2s całkowań, przeto ilość całkowań redukuje się do
połowy.

172. Niech V będzie jakąkolwiek funkcyją argumentów ąt, qi},. •, ą,,
dY dY

tt,, % , , , , , a„ i przyjmijmy j - =pu — = a,-, gdzie » = 1, 2,....,«; mo-
żemy z otrzymanych tym sposobem 2s równań wyrazić 25 wielkości a,-, a< jako
funkcyje zmiennych Ci,jp<, tudzież 2s wielkości qi} pt jako fuńkcyje zmiennych
o,', aj. Uczyniwszy to, obliczmy pochodne cząstkowe wielkości at, at względem
qt ipi, tudzież pochodne argumentów qif pt względem at i a<; wtedy będzie we-
dług Jacobi'ego
Q^ ofi_ da^ dq{ da^ dpt _ octu dqi da^

óak dąt ' dak~ dpt ' da.k~ dąt ' d«j, d$i '
gdzie i,7c=zl, 2 , . . . , s. Jakoż, rozważmy tożsamości
,9s dY dY dY
( 2 ) ^^'•^^'•••'^7 = ^

w których wszystkie cii zostały wyrażone podanym sposobem i bierzmy ich po-
chodne cząstkowe względem qt; otrzymamy

VY__ dc^ r)Y da^ dY da, _ •
dqda' dq dqda' dq dqda' dą 'dq{dqi dqlda1' dqi dqtda2' dqt ' ' dqidas'dqi

(3) . . . . . .
VY_ dat _^Y_ da± dY da1

dqsdat ' dqi dqsda2' dqi dq,da,'dq
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Różniczkujmy następnie cząstkowo względem at tożsamości

... • dY dY dY
w dar 1 "" 1 ' '^""" 8 1 1 1 1 ' !^""" '
w których wszystkie ^ wyrażono sposobem podanym; wówczas będzie

' A n Art * A ™ ** Ar* AA * A t* ' ' ' * ',dq2' da/t ' ' da, dąs'
(5)

(3a,daj. dasdql'da^ dasdq2'dak '" dagdą/ dak

Pomnóżmy równania (3) odpowiednio przez -~~ , — • , . . . , - 1 , i dodajmy ilo-
daj- oak oau

czyny; uwzględniając równania (5) otrzymamy

,dqi' dak

^ay . ^ y
(xdy dodamy obustronnie do tego równania T—r— = -.—r— , to otrzymane ró-J J & dqidaii dakdqi} J

wnanie możemy tak napisać:

±(dl\-L(óS) czyli ̂ L = ^
daii\dqi/ dqi\dak/ ' da* dc* '

co dowodzi prawdziwości 1-go równania (1). Eóżniczkujmy podobnie .równa-
nia (2) względem pr, wówczas będzie

ddi d2Y da^ , d"Y da, _ Q

' djO d(j()a ' dj; ' ' d c d a " dj) ~" ' '

IL. dfli d Y d^j , d Y da±_=l

dqidal ' dj;,- dqlda2' dpi " dqtda,' dpt ••' '

da, _<FY (ką d*V_ da1___Q

dqsda,' djOi dqsóa,i' dpt ' ' óq3das

Pomnóżmy te równania odpowiednio przez •— , ~&-, ..., —•, dodajmy ilo-

czyny i uwzględnijmy znowu równanie (5); otrzymamy T ^ = r~> Bóźni-

czkując równania (4) względem aj., a (2) względem qi) następnie zaś względem
Pi, i postępując podobnym, jak powyżej, sposobem, można dowieść prawdzi-
wości dwu ostatnich równań Jacobi'ego (1). —

BIbl. mat.-fiz., S. IV, T. X. 29
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Rozważmy teraz układ kanoniczny

dą,_m §Pi__óR
dt~dPi' dt ~ dqt ' * - J > ^ ' - - > s >

i załóżmy, że znamy s jego całek,

(7) <p = c} tp1 = c 1 , . . . ,tp s _ 1 = C s_i,

z których #< dają się tak wyrazić jako funkcyje q{, że dV =— Hdt-j-p1dq1+
2» staje się różniczką zupełną. Funkcyja V będzie wtedy rozwia-

ny
zaniem zupełnym równania Harnilton'a -rr- -f- H = 0, w którym H zawiera

ot
także i wyraźnie, a całki, o które idzie, wynikają z dwu układów następujących:

Zastąpmy stałe c, o1} •.•», Cj_i, znajdujące się po lewych stronach równań 2-go
układu (8), funkcyjami <p, tpt, tp 2 , . . . , cpł_1, i oznaczmy przez tp', ip,',..., tp's_i
to, na co, wskutek tego, przechodzą owe lewe strony; wówczas 2-gi układ (8)
możemy tak napisać:

(9) <p'=Y, ? i ' = Y n . . . ,<p ' .- i ==Ti- i-

Jeżeli funkcyje tp,-, stanowiące strony lewe równań (7), zastąpimy literami a,
a funkcyje tp/ po stronach lewych równań (9), literami f,-, to wskutek obudwu
układów (8) możemy a, Y< wyrazić jako funkcyje zmiennych^, g<, a nawzajem
j)i, 5,- jako funkcyje wielkości c,-, Y>- Według wyprowadzonych poprzednio
równań JacoWego będzie

^ ' d%t dck' djpi ~ dck ' dgt ~ dyk ' dpi dyn '

Mamy jednak

^2L — %' (^L ^Ł 4. £̂r ^ V — = ^ ("— — 4- — -^i

- —

a uwzględniając równania (10),

ÓCr _ y ( ÓGt d'd: ÓCr ÓfĄ -

^ ~ r ¥ ' ¥ + <&'%/~LYi' J'
óc,. _y(dcr dCk dc,. dck\ r ,

^Yr_y/ <



BÓWNANIA RÓŻNICZKOWE RTTCHU. — 173^. 451

Ponieważ tożsamościowo -— = 0, -~ =. 0, i ponieważ dalej pochodne —• ,

-r^~ mają. wartość zero dla różnych od siebie wskaźników r, Je, a wartość 1 dla

r = lc, przeto z (11) otrzymamy następujące tożsamości:

|>., cĄ = 0, [Y.-, Y»] = 0, [Y*> C,.] = 0, \y,., or] — 1,

czyli, wstawiwszy napowrót funkcyje <p; i cp/,

(12) [cp,, 9 ł ] = o, [tp;, ? / ] = o, [cp,-, <ff] = o, [«p;, <p,] = i .

Powyższe tożsamości, podane przez Jacobfego, okazują, że całki równania
Hamilton'a można podzielić na dwie gromady, według tego, czy ta funkcyjn,
utworzona z pochodnych cząstkowych lewych stron tych całek względem Cjijt),-,
którą oznaczyliśmy symbolicznie dwiema klamrami, jest tożsamościowo równa
zeru, czy też jej wartość bezwzględna jest tożsamościowo równa jedności.
Okazane wyżej własności tych całek posłużą, do dokładnego zrozumienia pe-
wnego ważnego twierdzenia, którym zakończymy rzecz o całkowaniu równań
ruchu.

173. TWIERDZENIE POISSON'A I JACOBI'EGO. Przyjmijmy, że, gdy dane
jest zagadnienie kinetyczne, do którego stosują się równania Hamilton'a, ma-
my już jakiekolwiek dwie całki, to smarny dwie funkcyje zmiennych ąi, pi, tt

które wskutek tych równań mają wartości stałe podczas ruchu, ;.

( ! ) T i f a i , ?»> •••i<2«> Pi,.'-,Ps,t)~ai, ftCąi,"., qtyj?u ... ,j?i, t) = cti.

Utworzywszy z <p,-, wk funkcyją, w art. poprzedzającym rozważaną,

można okazać, że funkcyją [<pi, <pi] posiada wskutek równań ruchu także war-
tość stałą. Jakoż, różniczkując (2) względem t, otrzymamy

(3) £ [ * , * ] -

r=i \dqr ' dt\dpl.J~t dfr ' dt\dq,J dpr ' dt\dq,J dqr ' At\d

Ponieważ tp4 = «,•, <pk = Ą są całkami równań ruchu, przeto -jj- =s 0, - ^ =

=s 0, czyli,

<« iii V dc, " ̂  ^ % ' df ; ~~ ' dt ^ itAdąi ' dt "•" dp,' dt ) '

, dqi SK dpt dH.
a ponieważ -^- s=-r— , -4r = r—, wi1 d^ dpi ' dt dqi

u\ *& i- v7iŁ'' il-^ii M\_o ̂ -ł4-'y ̂  ^H_^ §\ = 9
( • cip, ty,' dą,) ' dt^&Wą'dp, dp,'dq,)


