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Kładąc w równaniu d'Alembert'a M = tang<p, i A = — ^- , otrzy-
M(l + r) +

mamy

(11) (4)V_
Jedyny pierwiastek rzeczywisty i dodatny tego równania wyznacza kąt <p dla
wiadomego w.

163. RUCH KULI NA PEASZOZYŹNIE. Kula o masie M i o promieniu R
zostaje wprawiona w ruch na chropowatej płaszczyźnie poziomej, i następnie
jest sobie samej zostawiona; mamy wyznaczyć ruch tej kuli. Obierzmy na pła-
szczyźnie poziomej osi prostokątne 0% i Oy, a oś Os pionowo w górę, a w środ-
ku kuli wystawmy układ osi równoległych, które poruszają się równolegle
do siebie, tak iź względem nich kula się obraca. Osi drugiego układu są
w każdej chwili osiami głównymi kuli. Niech u0, v0) iv0 oznaczają prędkości
początkowe środka kuli w kierunkach osi; z założenia wo = 0; p0, qOf rQ niech
będą początkowymi prędkościami kątowymi obrotu kuli około osi drugiego
układu. Jeżeli u, v, tv; p, q, r oznaczają powyższe prędkości po upływie cza-
su t; a U, V, W są prędkościami punktu styczności (0, 0, —R,), to

(1) JJ = u — qR, Y=
a prędkość C ślizgania się, t. j . prędkość punktu styczności, będzie

(2) • OSB V Wpfi = Yl^TąTfĄ- (v
Ciśnienie kuli na płaszczyznę wynosi Mg, tarcie przy ślizganiu się będzie za-
tym fMg, a ponieważ kierunek tego tarcia jest przeciwny kierunkowi ślizga-
nia się, przeto składowe X,, Y,, Zt tarcia będą

_ /MgJJ __ /M.r/V „
A l • Q ) X I Q ) ĆJl~V)

a momenty tarcia, przyłożonego do punktu (0, 0, — R), względem osi drugiego
układu, wynoszą

Na kulę działa ciężar własny — Mg, reakcyja normalna Mg i tarcie. Mo-
menty bezwładności kuli względem osi drugiego układu są sobie równo i wy-

2

noszą—-MR2; z równania ruchu środka i równań Euler'a wynika po skró-

ceniu przez M,

du „U dv _ V dw
dt~ m C Tt~~f[/'G> lt~~ '(3)

dt~ 2 R ' G '"dt ~~ 2 E"O ' di
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Z tego widzimy, że W = 0, r = r0; że zatym obrót kuli około pionu środka
nie zmienia się podczas dalszego ruchu. Dzieląc pierwsze dwa równania
przez siebie, stronami odpowiednimi, otrzymamy

du_ U u — q R du dv

dv V v-\-pH ' u—qJl v-\-pR'

a dzieląc pierwsze równanie przez czwarte, tudzież drugie przez piąte,

du 2 _ II 2 du 5

dv' _ 2 V _ 2 p dv _ 5
dq o U 5 du' 2B,

całkując zaś je, otrzymamy

(4) p = p0 + ^ (v—«'o), <2 = <2o — YR (u~ito) > a ^ ^ :

7 7
M—(^R^n-jr-jt — a 0, « + p R = "K"v + Po) gdzie

(fe _ j ^ - « 0 _ < ? ( | M — a 0 ) _ d U _ U

Iloraz zatyra === jest stały. Kierunek ślizgania się, a wi§c Horunek tarcia nie

zmienia się podczas ruchu; a ponieważ wielkość tarcia jest stała, przeto śro-
dek kuli porusza się wskutek działania siły stałej i równoległej do płaszczy-
zny. Z tego wynika (jak przy wyrzuceniu ukośnym), że środek kuli opisuje
p&ral)ol§. Grdy obierzemy oś Oy równolegle do kierunku początkowego śli-
zgania się, t o d l a £ = 0 będzieTT = O a Y = C 0 , jeżeli O0 jest prędkością począ-
tkową, ślizgania się; będzie więc ciągle U = 0, V = O = t>+jrjR, n-q'R,= Q.
Jako równania (3) otrzymamy tu

du . dv „ dp 5 fu dn

5 fc/t U
(5) M — u0, v = v0 — / ^ , p = j p 0 — -2- '-g- , (2 = 5o = -g" • •

Oznaczmy przez | , '/] spółrzędne punktu, w którym kula jest styczna do płasz-
czyzny; one przedstawiają zarazem spółrzędne rzutu środka kuli na płaszczy-
znę; niech c będzie prędkością początkową środka, X kątem, który c tworzy
z osią x; wtedy M0 = <5cosX, «0 = csinX, Biorąc więc i = 0, '/jssO dla
t = 0, mamy

« — -=- = ccosX, v == - , ? = csinX — /^i,

. . . . /< I I >

£ ś= cicosX, 7) = ctf 8inX—4>- , a rugując /,

Blbl. mat.-flz,, S. IV, T. X 27
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(6) , =

co przedstawia równanie paraboli, którą opisuje środek kuli. Prędkość zaś
ślizgania się jest

(7). C = v+jp'R = vo+]J0'R—-ffft=O0—jf(jt, gdzie

Ślizganie się ustanie, skoro będzie O = 0, a zatynTpo upływie czasu
2 Oo _ 2 c8inX+ff0R

1 ~ 7 fg ~ 7 #
a kula będzie wówczas styczna do płaszczyzny w punkcie (£,, •/],),

2 ecosX , • , , T,N 2 csinX + « n R ,„ . . _.
(8) ft, s = y — r - (csmX +.p 0R), Y)1== - . 7 ^ - (6cs inX- | ) 0 E).

Parabola (6) wyznacza ślad kuli na płaszczyźnie. Jeżeli kierunek początko-
IZ

wy ruchu środka jest zarazem kierunkiem ślizgania się, a zatym X = —, to

wo = 0, vo = c, więc | = 0, i\z=ct—f9~a"> ^ a opisuje wtedy ruchem je-

dnostajnie opóźnionym liniją, prostą w pierwotnym kierunku, a prędkość. śli-
7 '

zgania się będzie C = c + p0 R — — fgt, gdzie O0 = c +p0 R. Gdyby po -
czątkowo nie było ślizgania się, a zatym Cn = 0, to ono niemogłoby powstać,
a kula rozpoczęłaby ruch, tocząc się na płaszczyźnie; wtedy więc byłoby ty = 0.

Po upływie czasu tv prędkości przybiorą następujące wartości

t«, = c cos X, Vi = -ą (5 c sin X — 2JJ 0 R), U\ = 0,

1 c
lh = ^ g (2j>0R —5csinX), ąt = ^ cosX, y, = ?•„,

a prędkości *', y\ z' punktu (os, y, s) kuli będą w tej chwili

x' =• ut + ci iśi — r^j — c cos X + - y cos X — r01/,

y' = p, + rj a? — jj t« = ?-0 aj + j ^ (5 o sin X - 2p0 R) (R + s),

qlx=~ (<2p0 R — 5 c sin X) y — -g- cos X.

Założenia a;1 = 0, y' = 0, g' = 0 wyznaczają prostą

—5csiuX) ccosX " r 0 R '
którój każdy punkt ma prędkość równą zeru, a zatym jestto oś chwilowa obro-
tu kuli, przechodząca przez punkt (£, TJ), W którym kula jest styczna do płasz-
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czyzny. Podczas ślizgania si§ ruch chwilowy Imli jest skrętem, a iv chwili, gdy
ślizganie si§ ustaje, slcrgt staje sig samym tylJco obrotem olcoh prostej (9). Ró-
wnanie rzutu osi chwilowej na płaszczyznę ruchu jest:

(10) 7cxcos\ — (2po'R — 5cBm\)y = 0.

Niech kierunek ruchu środka kuli w chwili tt tworzy z osią x kąt X,; wówczas
będzie

(11) tang X1 = ^ -

Gdy oznaczymy przez ( - J ) , wartość pochodnej ^ dla t~tt, to z równania

(6) wynika:

dt}\ __ ScBinX—2J>QB, _

to znaczy: w chwili kiedy ustaje ślizganie się, środek kuli opuszcza parabolę
i porusza się odtąd prostolinijowo w kierunku stycznej do tej krzywej w pun-
kcie (£,, Tji). Porównywając równania (10) i (11), otrzymujemy ciekawe twier-
dzenie, że iv clnoili, kiedy ustaje ślizganie sig, rzut osi chwilowej na płaszczy-
znę ruchu jest prostopadły do Mcrunlcu ruchu środka, a satym do kierunku to-
czenia się.

164. RUCH WALCA NA PŁASZCZYŹNIE. Jednorodny walec kołowy prosty,
obracający się około swej osi z prędkością kątową w0, zostaje rzucony na pła-
szczyźnie chropowatej w kierunku prostopa-
dłym do osi z prędkością v0; mamy wyzna-
czyć jego ruch. Niech płaszczyzna tworzy
z poziomem kąt a, a walec, obracający się
pierwotnie w tym kierunku, który odjjowia-
da toczeniu się na dół, niech zostaje rzucony
pod górę. Ruch walca pod górę będzie po-
suwisty, równoległy do płaszczyzny piono-
wej, przechodzącej przez prostą największego
spadku, a strzałka 1 (fig. 63) oznacza kieru- ~ 6 3

nek pierwotnego obrotu. Przyjmując oś Ax
w kierunku ruchu, rozłóżmy ciężar walca M# na Mf/sina i M#cosa; tarcie F,
działające ku A, będzie F = — Mg f cos ci. Oznaczmy przez cp kąt obrotu

około osi, przez R promień walca; wtedy —.— będzie jego momentem bez-

władności, a według art. 157-go równania ruchu, biorąc momenty względem
osi walca, będą

(1) M g =
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Całkując je przy warunkach, że dla t = 0 jest -jr = v0 i ~—coo, otrzymamy

(2) -^ — vo — gt (sin a +/cos a), -J- = coo ^ tf cos a,

z czego widzimy, że obie prędkości zmniejszają, się proporcyjonalnie względem
czasu. Gdy c oznacza prędkość ślizgania się, t. j . prędkość punktu styczności

P, to o = ~ + R § - , Mb według (2),

(3) c = c0 — ^ (sina+ 3/cos a),

gdzie c0 = #0 + Rw0 jest prędkością ślizgania się dla t = 0. Ślizganie się
ustanie po upływie czasu i,, dla którego c = 0, a więc w czasie:

/A i 0̂

^ ^ ' ,9 (sina + 3/cos a) '

Kładąc -51 = 0, -£ = 0, otrzymamy czasy t' i i", po upływie których pręd-
at ctt

kości (2) będą równe zeru. Tym sposobem otrzymamy

41 -—
; ' ' 2fgcosa

- t —f=- t̂
^f(sina+/cosa) (sina +• 3/cosa) ' ' ~2/y/(sina+3/cosa)cosa '

gdzie [Ł = w0 R (sina + /cosa) — 2«o/cosa. Dla (i = 0 będzie ti = t'= t";
dla (A > 0 będzie t{ > t', t, < i"; dla |j- < 0 będzie tx <« ' , U > *"• W pierw-
szym przypadku staną się obie prędkości jednocześnie równe zeru, więc walec,
przybywszy do punktu najwyższego, zacznie spadać bez prędkości począt-
kowej. W drugim przypadku ruch postępowy środka masy ustanie wcześniej,
niż obrót walca w kierunku 1; walec więc wznosi się na płaszczyźnie przez czas
t', a następnie zaczyna spadać, obracając się w tym kierunku, który odpowia-
da toczeniu się na dół, będzie się przeto tym spieszniej staczał. W trzecim
przypadku ustaje obrót pierwotny wcześniej, niż ruch postępowy w górę; po
upływie czasu f zaczyna się więc walec obracać w kierunku przeciwnym, po-
dnosząc się jeszcze do czasu t'\ odtąd zaczyna spadać, obracając się w kierun-
ku, odpowiednim toczeniu się pod górę. W każdym przypadku trwa ruch
pod górę przez czas t', a powyższe trzy przypadki zależą od tego, czy tg a. jest
równe, większe lub mniejsze od

(6)

Przypuśćmy, że ma miejsce trzeci przypadek. Po upływie czastt i1', kiedy
Ustaje obrót w kierunku pierwotnym, prędkość ruchu postępowego wynosi

jeszcze v0 ^ ~ - ( / +tanga), Odtąd tarcie sprawia obrót przeciwny; jako
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więc równanie ruchu obrotowego, licząc <p w nowym kierunku, będziemy

cosa; a całkując je przy warunku, że -~ = 0 dla i = ź",mieli -~• =

2 /o t cosa. Gdy ruch pod górę ustaje dla t=:f,

Liczmy teraz oś x od najwyższego pun-

otrzymamy -^- = —- w0 +

, n . d<t>
b ę d z i e -57 = — w 0 + •-&,*, ~—s- .dt E ( / + t a n g a )
ktu, dokąd walec doszedł, ku punktowi A; wtedy równania dla spadku będą

(7)

których dalsza analiza nie przedstawia trudności. Polecamy czytelnikowi do-
chodzenie dwu pozostałych przypadków.

165. HUCH BĄKA. .Niech P (fig. 64) będzie wierzchołkiem bąka, po-
suwającym się na płaszczyźnie poziomej bez tarcia; S niech oznacza środek
masy na osi gieometrycznej, a Z = P S liczmy w kierunku dodatnym od P ku
8. Na płaszczyźnie poziomej obierzmy osi Qx, Oy, a oś Os pionowo w górę.

• Kg. 64.

Przez oś gieometryczną Sr i pion w punkcie S prowadzimy płaszczyznę, na
niej bierzemy oś prostopadłą S^ do Sr, a oś 8q prostopadle do 8p i Sr. Pła-
szczyzna, poprowadzona przez P równolegle do Spq, przecina płaszczyznę
Oxy podług prostej, która z osią Ox tworzy kąt <p; prosta Vp\ równoległa do
Bp, tworzy z tym śladem kąt ij>, a 8r tworzy z pionem kąt 6. Jeżeli M<7 jest
ciężarem bąka, R, pionową reakcyją płaszczyzny w P; £, TJ, C oznaczają spół-
rzędne punktu S względem układu Oxyss, to równania ruchu środka masy
będą

(1)



4 2 2 MECHANIKA TEOEETYOZSTA.

skąd wynika, że rzut poziomy 8' środka masy porusza się prostolinijowo i je-
dnostajnie. Rzuty reakcyi na osi główne układu SjJCł' są, odpowiednio
B sin 0sin IJJ, R sin 0 cos $ i R cos 0; a ponieważ spółrzędne punktu P względom
tych osi są o, o, — ?, przeto momenty reakcyi będą, RZsinOcos<p, — RZ sin 0 sin <JJ, O.
Elipsojda centralna jest obrotowa; jeżeli A jest momentem bezwładności bąku,
względem osi 8p i 8q, a O momentem względem osi gieometrycznej 8r, to
otrzymamy równania Eulera:

m dt

p d r — o
dt

Ostatnie równanie pokazuje, że obrót łąka około osi gicomdrycznej trwa ciągle
p pierwotną prędkością, że przeto r = r0, jeżeli r0 jest prędkością, początkowi];,
z jaką bąk w ruch wprawiono. Otrzymamy całki równań (2), stosując zasa-
dę energii i zasadę pól do płaszczyzny Qxy.

Energiją, kinetyczną T otrzymamy z równania 2 T — M (S' a+r/ a+C' 2) +
+ A(p'i+q'i) + Cr0

2; praca siły — M # wynosi —Mr/Zeos0; zważywszy, że
I' i 7]' mają wartości stałe i że C = Z cos 0, otrzymamy następującą całkę z za-
sady energii, oznaczając wskaźnikiem o stan początkowy (t — 0),

dn«6, ^ = j p cos <{, - ,2 sm *, - J sin8 =

s= 2) sin t]) -)- (/ cos <p. Przyjmijmy, że na początku obraca się bąk tylko około

swej osi gieometrycznej, wówczas p0 = 0, ^0 = 0, więc —rr = 0 i - j~ = 0 dla
dt dt

fcO; otrzymamy zatym

(3) A (^-) 2sin^0 + (A + M?a ain^ 0) ^ ) * + 2 Mr/Z (cos 0 — cos 80) =s 0.

Niech fflj, &J, c t oznaczają dostawy kierunkowe osi SJJ względem układu Qxyz\
•i zasady pól wynika

•A- (i3 «i + <2 M + O /•„ cos 0 ^= stałej;

a wstawiwszy % = sin 0 sin i|i, 7̂  = sin 0 cos <|> (art. 49), tudzież wyrażenia p i r̂
w funkcyjaeh kątów 0 i ip, i uwzględniwszy warunki początkowe, mieć będzie-
my z tej zasady

(4) A %Ł sin2 0 + O 0 (cos 0 - cos 0Q) = 0,

Z tego równania wynika

/gs rltp Cf0 cos 0O — cos 0
Tt~~A'
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a wstawiwszy te wyrażenie w (3), otrzymamy

Pierwsze dwa wyrazy równania (3) są dodatno, ostatni wyraz jest przeto uje-
jnny, a zatym cos 60 > cos 6, więc 0 ;> 60. Nachylenie osi gieometrycznej
względem pionu podczas ruchu bąka jest ciągle większe od nachylenia początlco-

wcgo, lub przynajmniej równe temu nachyleniu. Pochodna -=- jest naiarą nu-
U/t

tacyi czyli kołysa-nia się osi względem pionu. Z równania (5) okazuje się, że

-f- ma ciągle ten sam znak, co prędkość r 0 obrotu początkowego około osi
clt
gieometrycznej, a ponieważ ta pochodna jest miarą precesyi śladu płaszczyzny
równika na poziomie, lub, co na jedno wycbodzi, linii węzłów równika, przeto
widzimy, że prędkość precesyi ma ciągle ten sam znak, co prędkość obrotu około
osi gieometrycznej. Kierunek więc precesyi zależy od kierunku obrotu około
osi gieometrycznej w chwili puszczenia bąka w ruch. Przyjmijmy

(7) ^ 2 M j J - t r0

wówczas

(9) <& = ± '
KA(cos0o —cos0)

Pierwiastki równania stopnia trzeciego A(cos0o — cos0) = O wyznaczają te

wartości kąta 0, dla których-=- = 0. Mamy naprzód pierwiastek 0 = 0O,
dt

a następnie należy rozwiązać równanie A = 0. Dla 0 = 0O mamy A > 0, zaś
dla 0 =%, A <! 0; jeden pierwiastek Qt równania A = 0 znajduje się więc mię-
dzy 0O i TC; 2-gi pierwiastek jest większy niż n i nie ma żadnego znaczenia dla
naszego zadania. Kąt 0 przypada zatym ciągle między 0O i 0i !> 0O; dla
0 = 0O mamy -=- = 0, a ponieważ odtąd rośnie 0, przeto w równaniu (9) na'

clt

leży brać znak + dotąd, dopóki 0 nie przybierze wartości 01} dla której

znowu -=- = 0. Ponieważ pochodna -=- jest funkcyją ciągłą kąta, przeto za-
U/t (iv

czyna 0 maleć, należy więc odtąd brać w (9) znak — dotąd, dopóki 0 znowu
nie przybierze wartości pierwotnej 0O. Oś gieometnjczna bąka kołysze się
'względem pionu między dwoma stałymi krańcami weionątrs stożka o stałym
kącie pizy wierzchołku, to oddalając się od pionu, to zbliżając się ku niemu.
Jeżeli T oznacza okres kołysania się, to mamy, według (9),

%
(10) T = 2 !

1/A(cos6o~cos0)
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Ten okres można obliczyć przez całkę eliptyczną. Prędkość precesyi jest
równa zeru dla 0 = 0 O ; odtąd ona rośnie aż do wartości największej dla 0=:0,;
następnie zmniejsza do zera według tego samego prawa, aź do wartości odpo-
wiadającej 0 = 0O; a zatym okres precesyi równa się okresowi kołysania się.
Z równania (3) wynika

(11) ^ + ? » ^ g ) [
- M , ( §

a to równanie pozwala obliczyć prędkość kątową to obrotu bąka według wzoru
tu2 = pi + q* + r0

2. Dla 0 = 0o mamy j) a + <22==0, więc p ^ O , q = 0, «=»•„;
wtedy zatym obraca się bąk tylko około swej osi z najmniejszą prędkością r0.

Dla 0 = 0 t otrzymamy największe w, mianowicie: o)3 = — ~ — (cos0o—cos0j)-|-

Aby rozpoznać ruch wierzchołka P na płaszczyźnie, szukajmy toru tego
punktu względem rzutu S' środka masy, poruszającego się prostoliniowo i je-
dnostajnie na podstawie. Kładąc S 'P = p, możemy tor względny wierzchołka
określić przez spółrzędne biegunowe p i ep. Mamy p = I sin 0, a zatym maxi-
nnmi p =r= 2 sin84, minimum p = Zsiia60, z czego wnosimy, żo tor względny jest
ograniczony dwoma kołami, zakreślonymi ze środka S' promieńmi
iZsin6j. Mamy

^P_ _ . dp dt _ Al cos0sin20 d0 r

ety "' dt (ty ~ Gr0 cos 0O — cos 0 dt '

1 /"2Mff?Asma6 —OV0
a(coa90~-cos6)it J

Jy~ Cr0 I/cos8o-cos0
Dla 0 = 0, będzie -~ = 0, a dla 0 = 0O otrzymamy -— = OD , z czego wyni-
ka, źe tor względny punktu P dotyka się koła zewnętrznego, zakreślonego
promieniem I sin 0,, a przecina pod kątem prostym koło wewnętrzne, zakreślo-
ne promieniem 2 sin Go. Gdybyśmy przez środek masy S poprowadzili płasz-
czyznę poziomą, i rzucili na tę płaszczyznę w każdej chwili punkt P, otrzyma-
libyśmy powyższy tor względny, mający kształt rozety.

16(J. KRĘCENIE SIĘ OIABA OBROTOWEGO. Niech ciało obrotowo, na
które działa tylko siła ciężkości, kręci się około punktu stałego P, leżącego na
osi gieometrycznej. Niech ten punkt będzie początkiem układu spółrzędnych;
użyjmy tu tego samego znakowania, co w artykule poprzedzającym. Zasada

• energii łącznie z zasadą pól prowadzi do następujących dwu równań ruchu
obrotowego:

7

A -5i sin2 0 = O 0 (cos 0O — cos 0),
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z których otrzymamy

(d®Y, G < 1 ^ ł (cos80 —cos6) 2

(i) +^T i =(ił)
Kładąc

(3)

mieć będziemy

cos0) ,. ,
At \/A. V A(cos9o-~cos8)

Prędkość pierwotna r0 obrotu około osi gieometrycznej nie zmienia się podczas
ruchu. ZaJóżmy, że ciało zostało wprawione w ruch z bardzo wielką pręd-
kością r0 i że iloraz 2~M.glA.:G2r0

2 jest bardzo mały, że więc moment bez-
władności O jest dostatecznie wielki w porównaniu z A; natenczas z równania
A = 0, z którego

cos0o — cos 6:= p ^ 8 sin2 6,
8

okazuje się, że kąt 6U będący największą wartością kąta 9, będzie się bardzo
mało różnił od kąta 60, że przeto o§ gieornetryczna będzie się kołysała około
pionu wewnątrz stożka o bardzo małym kącie .przy wierzchołku. "W tym przy-
padku możemy przyjąć 6 = 90 -|- a, gdzie a jest małym łukiem, którego kwa-
drat możemy pominąć. Mamy więc z dostateczną dokładnością

cos 60 — cos 8 a

a jeżeli przyjmiemy
MglA . o , O 0(5) v at = -T4~Y sin 80, X = -^2 ,

to z równania (4) otrzymamy
1 (<?«

u całkując,

(7) Xt = ± arc cos — czyli 0 = @ — a, cos X̂ ,

gdzie 0 = 0O + a,. Weźmy a = a, (1 — cos Xi) w drugim równaniu (1); otrzy-
mamy

całkując zaś, kładąc sin0o=:sin(© — a,)=:sin0 — a, cos© i opuszczając
a,2, mieć będziemy

& 9 = % + S ^Xi s i n U> = * - 551
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Zrównania ro= -£ + —%- cos 6 wynika-=f- s= r0— Xa, cotg0 (1 — cosX(),
clt dt clt

a zatym

(9) <|>=«<|>o + *o* — « iootg@(l — sin Xi!)'
Równania (7), (8), (9) pozwalają wyrazić kąty 0, <p, <|i w funkcyjacli czasu,
i tyrn samym rozpoznać ruch ciała przy uczynionych założeniach.

Położenie osi gieoinetrycznój określają w każdej chwili kąty 0 i tp. Wy-
stawmy w punkcie P prostą, której kierunek jest określony przez kąty 0 i <]>;
ta prosta opisuje około osi g stożek obrotowy ruchem jednostajnym, albowiem

kąt 0 i prędkość -=7- są stałe. Nazwijmy tę prostą osią ś r e d n i ą obrotu
Cv u

ciała. Oś gieometryczna ciała porusza si§ względem, osi średniej, a ponieważ,
jak z (7) i (8) wynika, kąty 6 — 6 i <I> — tp są funkcyjami okresowymi czasu,
przeto ten ruch jest okresowy. "Wystawmy kulę o środku P i o promieniu ró-
wnym jednostce, i nazwijmy ślad N5 osi średniej na tej kuli b iegunem śre-
dnim, a ślad N osi gieometrycznej b iegunem prawdziwym ruchu. Po-
nieważ obadwa bieguny są ciągle blisko siebie, przeto możemy przyjąć, że N
leży na płaszczyźnie stycznej do kuli, przechodzącej przez biegun N s . Popro-
wadźmy w N s dwie osi spółrzędnych: oś | styczną do południka, skierowaną ku
dodatnej osi g, i oś TJ, styczną do równoleżnika, w kierunku przeciwnym obro-
towi punktu JSTj około osi s. -Łatwo spostrzeżemy, że spółrzędne 4, Y] bieguna
N względem tych osi są: 4 = a, cos Xc, TJ-SSS at sinXć, że zatym & + 7)2 = a,'2,

a nadto -=- = — Xat sin \t, ~ =r Xoc, cosXi, z czego wynika, że biegun praiv-

dńwy opisuje olcoh bieguna średniego mak Jeofo o promieniu a,, a kierunek tego
obrotu jednostajnego jest bądź sgodny $ kierunkiem obrotu lAeguna średniego
około pionu, bądź teś prseciwny temu obrotoivi, luedług tego esy X ^ 0, a sutym
osy r0 ** 0. Prędkość bowiem tego obrotu wynosi

A otj = -7=p- sin 8
0,

a ponieważ Zsin60 > 0, przeto znak tej prędkości zależy tylko od znaku pręd-
kości r0. Euch osi gieometrycznój względem osi średniej przedstawia koły-
sania się względem osi średniej. Kąt 0 — 0 zmienia się między + ai
i — a i ; obszerność kołysania się wynosi przeto 2a 1 ; a okres tego ruchu wynosi
2TC 2TTA
y- = - p — , jest przeto tym mniejszy, im prgdzej ciało obraca się około osi
gieometrycznej.

Powyższe zagadnienie może być także rozwiązane na podstawie równań
Bour'a (art. 156), jak to wynika z następującego przykładu. Ciało matery-
jalne, którego środek masy jest ustalony, a którego elipsojda centralna jest
obrotowa, obraca się z bardzo znaczną prędkością około osi gieometrycznej,
a na tę oś wywieramy stałe ciśnienie; mamy wyznaczyć wpływ tego ciśnienia
na ruch ciała. Używając figury i znakowania art. 156-go, oznaczmy jeszcze
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przez I odległość od środka masy punktu na osi, w którym wywieramy ciśnie-
nie, przez X, Y, Z rzuty ciśnienia na osi S£, STJ, SC, a przez to prędkość kąto-
wą obrotu około osi gieometrycznej przed przyłożeniem tej siły (dla t — 0).
Z pierwszego równania (3) art. 156-go wynika

Q H—fr cos 6 = co,
clt

a zatym prędkość obrotu około osi gieometrycznej nie zmienia się. Z dwu
zaś ostatnich równań (3) wynika

(10)
A ™ + (Cu-A^cose) 8 Sin8 = - Zl

dt2 \ dt 1 dt

A T-fsm8 + 2A- 7 -.- 7 i-cos8 —Oo)-T7-
dt2 dt dt dt

Iloraz Cco : A jest z założenia bardzo wielki; przypuśćmy nadto, że pochodne
kątów 6 i ip względem czasu nie mogą przybrać wartości bardzo wielkich.
"W tym przypadku możemy w powyższych równaniach pominąć iloczyny po-
chodnych, tudzież 2-gie pochodne tych kątów, i zredukować równania do na-
stępujących postaci przybliżonych: x

Cco -j- sin6 = — Zl, — Cw — = Yl, z których wynika
dz dt

ii _
dt ~~ Ow sin 0 ' dt ~ Cco '

Dla Y = 0 będzie -=- = 0; wskutek więc ciśnienia Z oś gieometryczna będzie
dt

drp
opisywała stożek obrotowy około pionu. Dla Z = . 0 będzie -j£- = 0; ciśnienie

clt
ma w tym przypadku kierunek linii węzłów (przy X = 0), a oś posuwa się
na płaszczyźnie, przechodzącej przez pion prostopadle do kierunku ciśnienia.
Ponieważ nie ma preccsyi, przeto oś gieometryczna pozostaje stale na tej pła-
szczyźnie, kołysząc się na niej względem pionu. Gdyby ciśnienie Y działało
na ciało w spoczynku, wywołałoby obrót około osi SC; działając zaś na ciało,
obracające się szybko, nie wywołuje tego ruchu, lecz sprawia nachylenie się
osi gieometrycznój ku prostej SC. Wyrażamy to zjawisko mówiąc, że oś obro-
tu dąży do Merunlcu równoległego, t. j . do zajęcia kierunku tej osi, około której
rozpocząłby się obrót ciała, gdyby ono było pierwotnie w spoczynku. Żeby
oś gieometryczna opisywała stożek, na to trzeba siły

r . Cco dtp
I dt

Ta siła jest znaczna z powodu wielkiego w, i prostopadła do kierunku zbo-
czenia osi.

167. KUOH WZGLĘDNY. GIBOSKOP. Niech środek masy 8 ciała obro-
towego będzie ustalony względem ziemi, a ciało po nadaniu mu szybkiego
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obrotu około osi gieometrycznej niech będzie pozostawiono samemu sobie;
mamy wyznaczyć dalszy ruch ciała względem ziemi, uwzględniając jój obrót
dzienny. Obierzmy prostokątny układ osi Sasys, stale z ziemią połączony,
tudzież drugi układ prostokątny 8pqr, połączony stale z ciałem i poprowadź-
my przez S prostą SN, równoległą do osi ziemi i skierowaną ku jej biegunowi
północnemu N. Prosta 8r niech przedstawia oś gieometryczną ciała, która
z prostą S N tworzy kąt a. Oznaczmy przez p, q, r prędkości kątowe obrotu
ciała względem ziemi, a przez pl;qt, r, prędkości kątowe ruchu unoszenia (obro-
tu dziennego), biorąc te prędkości względem osi 8jpqr; wtedy pĄ-Pi, <2+<2i i *'+**i
będą prędkościami kątowymi obrotu bezwzględnego ciała względem tych osi,
Niech O oznacza moment bezwładności ciała względem Sr, A względem Bp
i 8q; co prędkość kątową obrotu ziemi około SN, która ma byt! odcięta na tej
prostśj ku biegunowi południowemu. (Ob. zad. 2-gio w rozdziale 11.1-iin).
W każdym punkcie ciała mamy wziąć pod uwagę przyciąganie ziemi i siłę
odśrodkową, odpowiednią obrotowi dziennemu; wypadkowa tych sił przecliO'
dzi przez S, ma przeto moment równy zeru względem Sr; otrzymamy więc

O -=j (f-H"i) — Oj z czego wynika, że suma r + f j jest stałą. Jeżeli r0 jest pręd-

kością obrotu początkowego (dla t=^0), to z uwagi, że r{ = — to cos a, wynika

(1) r<—wcosa = ł-o — cocosao, r = r0 -f- co (cosec— cosa0),

gdzie a r = a 0 dla £ = 0. Praca sił przyłożonych i sił pozornych jest równa
zeru, energija zatym kinetyczna będzie stała, co prowadzi do równania
A (p»+$*)+O» = A ( p o

2 + ^ 0
2 ) + 0r 0

2, gdzie p =1>0, q = q0 dla t = 0. Po-
nieważ^)2 -f- q2 = I — I + I~j-\ sin2O, gdzie 8 i tp mają wiadomo znaczenie

(art, 49), przeto otrzymamy po wstawieniu wartości, pomijając wyraz togo
rzędu co w2, jako bardzo mały,

(2) A [ ( ^ ) V (J)s in=0] + 2CWo (oosa-cos«o) =

Suma momentów sił względem S N jest równa zeru, moment więc ilości ruchu
bezwzględnego względem tej prostej, mającej kierunek niezmienny, jest stały
(art. 142), z czego wynika, iż A « {p+p%) + A.h (q+qt) + Cc (rĄ-t\) = stałej,
przyczyni a, i, c oznaczają dostawy kierunkowe prostej S N względem układu
8pqr. Obierzmy ślad płaszczyzny, przechodzącej przez S r i S N , na płasz-
czyźnie równika ciała, za oś 8p; wtedy es = : sina, h = Q, e = cosec, j9, =
= — co sin a, q1 =5 0, t\ = — w cos a. Podstawiwszy te wartości, otrzymamy
z ostatniego równania

(3) A (psina. — ^Qsiua 0) = (cosao — cosec) [O (r0 — coeosa0) —
— Aw(cosa+cosa 0 )],

Grdy ciału udzielimy na początku tylko obrotu około prostej Br, to p0 = 0,
zaś obierzemy prostą S N za oś g, to a = 8, a z wzajemnego
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położenia obudwu układów osi spółrzędnych wynika <|> = — , a wigc p =

= ~ sin 6, Podstawiwszy te wartości w (2) i (3), mieć będziemy

\ J JJ

A ^ sin2 6 = Oro (cos 60 — cos 6).

Te równania określają ruch ciała względem ziemi. Są, to też same równa-
nia, które mieliśmy w art. 166-tym oznaczone przez (1) dla ruchu bezwzglę-
dnego; dla zupełnej tożsamości należy przyjąć Mgl = (Jtor0. Ciało więc, któ-
rego środek masy jest ustalony, porusza się względem ziemi tak, jak ciało
obrotowe o masie M, którego środek masy jest oddalony o I od punktu stałe-
go na osi, kręci się w przestrzeni około tego punktu. Kładąc według art.
166-go

(5) * » = = "Or~ M n °' A
otrzymamy

(6) e = 6 0 + ^ - ( l —cosXi)sin6o, § = a (1 — COBX*).
KJTQ Clt

Pierwsze równanie wyznacza nachylenie osi gieometrycznej ciała względem osi
ziemi; drugie równanie wyznacza prędkość precesyi około prostej, równoległej
do osi ziemi i przechodzącej przez środek masy ciała. Ponieważ Aw : O 0 jest
z założenia bardzo małe, przeto widzimy, że Jcofysanie się osi jest tym mniej-
sze, im wi§Jcs0a jest prędlcość ro, a prsy hardso ssyhMm obrocie poceątkowym
daje się kołysanie zaledwie dostrzegać. Z 2-go równania wynika, że prędkość
precesyi osi średniej (art, 166) jest równa prędkości obrotu dziennego cierni, leci
kierunlcu prgeeiionego, że zatym oś średnia wskazuje podczas ruchu nieustannie
na ten sam punkt na niebie.

Powyższe zjawiska można sprawdzić zapomocą gitoskopu Foucault,
składającego się z metalowego pierścienia kołowego P, którego oś gieometry-
czna jest średnicą drugiego pierścienia płaskiego Q, obracającego się swobo-
dnie około trzeciego pierścienia płaskiego R. Osi wszystkich trzech pierścieni
przecinają się w ich spólnym środku, około którego pierścień kołowy P
z wszelką swobodą kręcić się może. Nadawszy osi pierścienia kołowego szyb3

Id obrót zapomocą kół zębatych, i zostawiwszy przyrząd samemu sobie, spo-
strzegamy wyraźnie precesyją w kierunku przeciwnym obrotowi dziennemu,
podczas gdy oś pierścienia P opisuje stożek obrotowy około prostej, równole-
głej do osi ziemi, kołysząc się nieznacznie względem tej prostej.

Przez odpowiednie ustalenie pierścienia Q można wywołać taki ruch gi*
roskopu, że oś pierścienia kołowego posuwa się na danej płaszczyźnie. W ce-
lu rozpoznania tego ruchu obierzmy płaszczyznę daną za płaszczyznę B
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a rzut prostej S N na tę płaszczyznę niech będzie osią Sx. Oś gieoinetryczna
Sr, znajdująca się na płaszczyźnie 8xy, tworzy z prostą 8 N kąt a; niech p
będzie stałym kątem między S N a S#, a y kątem zmiennym, który Sr tworzy

z 8x. Wtedy 0 = -^-, cos a — cos p cos 7, a> = y-|-—-, po=:O, qo — Q; z ro-

wnania (2) przeto wynika

( d*i\2 Otof0

clt / A.
Kładąc y' = ir — y, ostatnio równanie możemy napisać

(7) ( ^ ) ^ 2 : - ^ p ( c o s y ' —cosy0')cosp.

Porównywając je z równaniem (14) art. 92-go widzimy, źo oś pierścienia leofo-
ivego odbywa na phisgcssyśnic 8xy ruch icahadtowy. Jeżeli r o > 0 , to oś waha
się około prostej Sx', będącej przedłużeniem prostej 8%, a zatym około rzutu
osi ziemi, wziętej ku biegunowi południowemu; dla r0 <C 0 wahanie się zachodzi
około prostśj 8%, przedstawiającej rzut osi ziemi, wziętej ku biegunowi półno-

A(7
cnemu. • Długość zredukowana wahadła wynosi ~ — r , a czas iednei

O ca r0 cos p
A"

p ^ . Jeżeli oś porusza się na poziomie, odpowie •
dnim pewnemu miejscu na ziemi, to p jest szerokością gieograficzną tego miej-
sca; jeżeli więc zmuszamy oś do wahania się na płaszczyźnie południka, to
p = 0, a oś pierścienia waha się około osi ziemi.

•Zjawiska, jakie okazuje giroskop Poucault, stanowią dosadniejsze do-
wody obrotu ziemi, niż pozorne zboczenie płaszczyzny wahania, lub zboczenie
pocisków, spadających na ziemię. Oprócz tego przyrządu znamy jeszcze wiele
innych, do tego samego użytku służących, jak np. wahadło giroskopowe i po-
litrop, które obmyślił Sire, tudzież w najnowszych czasach przez F . (jfilberfa
podany barogiroskop.

Ć W I C Z E N I A .

(1). Z działa o masie M, spoczywającego na chropowatej podstawie poziomej,

Wyrzucono jaoeisk o masio m: oŁazat;, że działo cofnie sig o długość I • I u2,
2yj/ \ M f ) n /

gdzie u jest prędkością, jjocisku. Jak długo trwa cofanin sig działa?
(2). Wyznaczyć op waluiń na ^iłaszczyźnio elipsy, około fcfcórśj czas trwania

jednej oscylacyi pola tej elipsy jest najmniejszy.
(3). Eegnłujeray zegar wahadłowy bez zatrzjmania tym sposobem, w. na

płytkę, przytwierdzoną, do wahadła, kładziemy (lub z niej zdejmujemy) mały cięża-
rek. Okazać, że ciężarek do uskutecznienia żądanej zmiany będzie najmniejszy,
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jeżeli odległość płytki od punktu zawieszenia równa się połowie długości zredukowa-
nej wahadła.

(4). Wewnątrz wahadła fizycznego znajduje się w dowolnym miejscu wydrą-
żenie kuliste, wypełnione wodą,: wyznaczyć ruch wahadła.

K (5). Wahadło halistyczne służy do mierzenia prędkości pocisków broni palnej,
Dwie metody bywają, stosowane: a) Broń palna łączy się z wahadłem, które cofa się,
w chwili wystrzału o pewien kąt, dający się wymierzyć, b) Pociskiem strzela się do
masy wahadła, której odchylenie się wyznacza. Podać wzory, według których w obu
przypadkach można obliczyć prędkość pocisku, znając wymiary i masy wahadła i jio-
cisku.

(6). Pręt obraca się około jednego końca na płaszczyźnie poziomej bez dzia-
łania sił i doznaje w każdym punkcie oporu powietrza, proporcyjonalnego względem
kwadratu prędkości: wyznaczyć prędkość kątową w funkcyi czasu.

(7). Kula materyjalna jednorodna toczy się bez ślizgania się na równi pochy-
łej : podać prawa jśj ruchu i okazać, że jeżeli a jest kątem nachylenia równi do po-

2
ziomu, a / spółczynnikiem tarcia, to / = — tanga, aby zachodziło toczenie się kuli
bez ślizgania się.

2
(8). Przyjmując/<d — tanga, podać prawa ruchu kuli na równi pochyłej.

(9). Kula materyjalna jednorodna toczy się na walcu o poziomej, osi: podań
prawa jej ruchu, uwzględniając tarcie.

(10). Dwa pręty AB i BC równej długości obracają się na zawiasie około B,
a A obraca się około stałej osi poziomej. Nić sprężysta AC, której długość naturalna
równa się AB, łączy punkty A i C; układowi zaś nadajemy pewną prędkość kątową
Q około punktu A. Wyznaczyć największą długość nici podczas ruchu, prędkości
kątowe prętów w chwili, gdy są do siebie prostopadłe, i najmniejszą z wartości S,
przy której te pręty są do siebie prostopadłe.

^ (11). Dwie kule A i B znajdują się na płaszczyźnie poziomej i są do siebie sty-
czne: wyznaczyć kierunek, w jakim trzecia kula 0 ma uderzyć kulę A, aby kula B
poruszyła się w danym kierunku. Rozwiązać to zadanie przy nieuwzględnieniu tar-
cia i przy jego uwzględnieniu.

X (12). Wyprowadzić prawa uderzenia się kul sprężystych i kul niesprężystych,
bez uwzględnienia tarcia i z uwzględnieniem tarcia,

(13). Obliczyć siłę potrzebną, aby wóz o n parach kół poruszał się jednostaj-
nie na torze poziomym.

X (14). Pręt jednorodny jest podparty w środku, a kula doskonale sprężysta
spada na jeden koniec pręta z danej wysokości: wyznaczyć ruch pręta i kuli.

(15). Wyznaczyć ruch jednorodnego pręta materyjalnego, którego końce poj

suwają się bez tarcia po dwu przecinających się prostych, poziomej i pionowej.
(16). Ciało obraca się jednostajnie około jakiejkolwiek osi bez działania sił

zewnętrznych: podać warunki, aby ciśnienia na oś dały się zredukować do jednej
wypadkowej, wyznaczyć tę wypadkową, tudzież równania jej promienia działania.
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(17). Podać ruch ciała materyjalnego, którego każdy eleniont doznaje od po--
wnego punktu przyciągania, proporcyjonalnego względem masy i względom odlogło-
ści od tego punktu.

(18). Wyznaczyć ruchy dwu punktów materyjalnych, przyciągających się
wzajemnie w stosunku ich odległości, przyczyni joden punkt porusza się boa tarcia
po prostej pionowej, a drugi na danej płaszczyźnie pochyłej.

(19). Pręt o długości L i masie M, zawieszony na nitce o długości I, ma ruch
dowolny: oznaczywszy przez n l 5 bu cx; a2, &2>

 r2 dostawy kierunkowo nitki i pręta
względem prostokątnego układu osi, którego początkiem jest stały punkt zawieszenia

. . . . . / db, da,\ ML'2 / dba < M ,
nitki, okazać, że wyrazomo M/2 ( % — h—r ) H 5 ~ I "a -TT h ~f ) +

V dt dl J o \ ilt dt J
„, Li ( db, da2 db» rfaA , I M / - I

-|- M — I a2-—i — S( —£ + «! —- — b2 — i I przedstawia moment ilości ruclm pręta
względem osi Oz.

(20). Środek masy ciała matoryjalnogo obrotowego jost ustalony, a oś opisuje
stożek obrotowy, stały względem ziemi. Okazać, że oś ciała waha się około rzutu
osi obrotu ziemi na powierzchni stożka, i że TU 1/ — ;—? iost czasem trwania

1 ' y Gprosinp J

wahnięcia, przyczym a oznacza połowę kąta przy wierzchołku stożka, a [3 nachylenie
jego osi względem osi ziemi, zaś pozostałe litery mają znaczenie wiadome.

(21). Zbadać toczenie się kuli jednorodnej na płaszczyźnie pochyłej na pod-
stawie równań Lagrange'a.

(22). Wyznaczyć ruch kuli na płaszczyźnie chropowatej, obracającej się je-
dnostajnie około osi pionowej, znajdującej się na tej płaszczyźnie.

(23). Na ciało, w spoczynku będące, działa siła pópę.dowa, której składowe)
względem osi głównych są X, Y, Z, a x, y, z oznaczają spółrzędno punktu przyłoże-
nia. Okazać, że równanie A (B — C) x Y Z + E (0 — A) y Z X -|- 0 (A. — B) z X Y = 0
wyraża warunek konieczny, aby ruch ciała był obrotowy.

(24). Ciało, którego jodon punkt 0 jost stały, obraca mę około pewnej osi,
przechodzącej przez ten punkt, z wiadomą prędkością kątową i nagła zostaje zmu-
szone obracać się około innej prostej, przechodzącej także przez 0; wyznaczyć pręd-
kość kątową tego obrotu nowego.
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