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Kladge w rownaniu d’Alembert’a u=tange,i A = otrzy-

mamy

4 29\ 2 20\ .
(11) (%) owt— _('(:T U - [13 — A2 - (55) ] U — ‘gé' w4 A2=0.

Jedyny pierwiastek rzeczywisty i dodatuy tego réwnania wyznacza kat ¢ dla
wiadomego .

163. Rucu xunr NA prAszezy’NiE. Kula o masie M i o promieniu R
zostaje wprawiona w ruch na chropowatéj plaszczyZnie pozioméj, i nastepnie
jest sobie saméj zostawiona; mamy wyznaczy¢ ruch téj kuli. Obierzmy na pla-
szczyZnie pozioméj osi prostokatne Oz i Oy, a 0§ Oz pionowo w gore, a w §rod-
ku kuli wystawmy uklad osi réwnoleglych, ktére poruszajg sie réwnolegle
do siebie, tak iz wzglegdem nich kula si¢ obraca. Osi drugiego ukladu sg
w kazdéj chwili osiami gléwnymi kuli. Niech u,, v,, w, oznaczajg predkoSei
poczgtkowe Srodka kuli w kierunkach osi; z zalozenia w,=0; p,, o, 7, nicch
bedg, poczgtkowymi predkosciami kgtowymi obrotu kuli okolo osi drugiego
ukladu. Jezeli u, v, w; p, , » oznaczajy powyzsze predkosci po uplywie cza-
suf;a U, V, W sy predkoSciami punktu stycznosei (0, 0, —R), to

8)) U=u-—qR, V=v4pR, W=0,
a predkose C glizgania sig, t. j. predko§é punktu stycznoSei, hedzie
@) O=l/"ﬁ3_—_f—"5=]/{u—q1{)“+(ﬂ +pR)2,

Ciénienie kuli na plaszezyzng wynosi Mg, tarcie przy §lizganiu si¢ bgdzie za-
tym fMg, a poniewaz kierunek tego tarcia jest przeciwny kierunkowi §lizga-
nia sig, przeto skdadowe X, Y,, Z, tarcia bedy

Mg U M
X1=—£_L: Y, =— A (?V

a momenty tarcia, przylozonego do punktu (0, 0, — R), wzgledem osi drugiego
ukladu, wynoszg

gy =AY,

R T
VC MI_fMJLR N, =0.

Na kulg dziala cigiar wlasny — Mg, reakeyja normalna Mg i tarcie. Mo-
menty bezwladnoSci knli wzglgdem osi drugiego ukladu sy sobie réwne i wy-

Li=—/My

2 i ;
noszg - MR?; z réwnania ruchu érodka i réwnaii Euler'a wynika po skro-

ceniu przez M,

! du dv Vo dw
(3) { f J (_; ] ?i f C 3 Tj? =0 3
dp __ b5fg V dq_ 5 fy U dr

;
B 1R O'm 9 hor m—Y
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Z tego widzimy, ze W =0, r==ry; %e zatym obr6t kuli okolo pionu &rodka
nie zmienia si¢ podezas dalszego ruchu. Dziclge pitrwsze dwa réwnania
przez siebie, stronami odpowiednimi, otrzymamy

du _U__ u—qR du dv

&~V o+pR°’ u—qR vtpR’

a dzielge piérwsze rownanie przez czwarte, tudziez drugie przes pigte,

de 2, U 2 du __ b
dv _ 2,V 2. dv .
“E'—-—'FRW—-—-—E:RH, fZ(Z— 2:[{(??#,
calkujac za$ je, otrzymamy
it b
) P=10+ 5 (0—10), 4= a— 5 g (4—1t), 8 stad:

M—QR_E—M Gty v—|~pR:%ﬂ+Bu, gdzie

51
ty=0R + & uo, Bo..._poR— ¥y, Wige:

@ﬁ_;“;fo__ﬁ (%izﬂ_u)_é_ﬂ__.g
dv — fv4PBy d(Fo+B)” aV V'

Tloraz zatym % jest staly. Kierunelh slisgania sig, a wige kierunck tarcia nie

emienia st podesas ruchw; a poniewaZ wiclko§é tarcia jest stala, przeto éro-
dek kuli porusza sig wskutek dzialania sily staléj i rownolegléj do plaszezy-
sny. 7 tego wynika (jak przy wyrzuceniu uko$nym), %e Srodek kuli opisuje
parabolg. Gdy odbierzemy of Oy rownolegle do kierunku poczgtkowego §li-
zgania sig, to dla =0 bedzie U=0 a V= 0C,, jeseli C, jest predkoscig poczq-
tkows, Slizgania sig; bedzie wige ciggle U=0, V=C=0v+pR, u—qR=0.
Jako réwnania (3) otrzymamy tu

du  ~ dv dp b fy do __ .. s
wE=h e g R' hg T LB Ige
5 [yt 2l
(6) w=1y, v ="0—Jgly p=po— 2 f}{ :Q:Qo:“ﬁo‘"

Oznaczmy przez &, 1 spolrzedne punktu, w ktérym kula jest styczna do plasz-
czyzny; onc przedstawiajg zarazem spélrzedne rzutu §rodka kuli na plaszezy-
zng; niech ¢ bedzie predkodcia poczgtkows Srodka, A katem, ktéry ¢ tworzy
z osin @; wtedy uy=¢cosh, vo,=ecsink. Biorge wige & =0, =0 dla
t =0, mamy

(
U= —

dn _ . :
i — ccosh, 1:__..W_csmk——fyﬁ,

4
E=clcosh, 1= etsin J'—%i , arngujae f,

Bibl. mat-hz,, 8, IV, T. X 27
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s &

2 ° eZcosth ’

co przedstawia réwnanie paraboli, ktéry opisuje §rodek kuli. Predkosé zad
§lizgania sig jest

(6) N =¢§ tang A —

) C:ﬂ-i‘l]R:ﬂu-l—PgR-“%‘fyt:Oo*—%’fgt, gdzie
Co=csinA +p, R.
Slizganie sig ustanie, skoro bedzie ¢ = 0, a zatympo uplj';wic czasu
20, 2 csini4p,R

NETETT T h
a lcula bedzie wowezas styezna do plaszezyzny w punkeie (&, 1),
' 2 ccosA , . 2 esinh4-p, R .
(8) .‘51 = Er (esink 4 py R), 1, = 7 —-4-,?79—1‘-9— (6 esinh—p, R).

Parabola (6) wyznacza §lad kuli na plaszezyinie. Jezeli kierunek poczgtko-

wy ruchu érodka jest zarazem kierunkiem glizgania sig, a zatym A= %, to

2
Uy =20, vo=¢, viee §=0, n1=ct—fy %; kula opisuje wtedy ruchem je-

dnostajnie opéZnionym linijg prostg w pierwotnym kierunku, a predkosé §li-
o 5 . 7 . £
zgania sig bedzie C=c+p R — 3 Jot, gdzie Cy=c¢+p,R. Gdyby po-

czatkowo nie bylo §lizgania sig, 4 zatym €y =0, to ono niemogloby powstaé,
a kula rozpoczelaby ruch, toczge sig na plaszezyinie; wtedy wiee byloby ¢, = 0.
Po uplywie czasu #; predkosei praybiory nast¢pujace wartoSei

wy=1=eCcosh, vy = 7]7 (hesinh—2p, RY, wy =0,
1 5
h=gg (2poR—-besind), g, = %cns A My =0y
a predkoéei &', o/, ¢ punktu (2, y, £) kuli bedg w téj chwili

o' =y + Q28— r 4y =c¢cosh -+ —%y— cosh — 1,4,

V=0t o —ps=ror -t 2 (esink - 2, R) (R + o),
1 [ . cx
d=w+py—q o= R (2py R —besink)y — i COS A,
Zalozenia 2' =0, y' =0, &' = 0 wyznaczajy, prosty

© @ ¥y _&+R
' 1 (@poR—besind) — ccosh T R’

ktoréj -kaédy punkt ma predko§é réwng zeru, a zatym jestto o¢ chwilowa obro-
tu kuli, przechodzgea przez punkt (&, 1), w ktérym kula jest styczna do plasz-
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czyzny. Podezas Slizgania sig ruch chwilowy kuli jest skretem, a w chwili, gdy
$lizganie sig ustaje, skrel staje sig samym tylko obrotem okolo prostéj (9). Ré-
wnanie rzutu osi chwilowéj na plaszezyzng ruchu jest:

(10) Texcosh — (2p, R — Besind)y=0.

Niech kierunek ruchu $rodka kuli w chwili ¢, tworzy z osig @ kat A;; wowczas
bedzie
vy __ Besinh —2p, R

a1) tEgAp= u,  Tccosh

(idy oznaczymy przez (@Z!) , warto§¢ pochodndj f‘;g dla #=t,, to z réwnania
LT | :
(6) wynika:

(.di) __ Besinh—2p, R = tang X,

dac /J, 7 ecos A
to znaczy: w chwili kiedy ustaje &lizganie sig, §rodek kuli opuszeza parabolg
i porusza sig odtqgd prostolinijowo w kierunku stycznéj do téj krzywéj w pun-
keie (&, 1y). Poréwnywajge réwnania (10) i (11), otrzymujemy ciekawe twier-
dzenie, %e w chwils, kiedy ustaje $lizganie sig, rzut ost chuilowdj na plaszezy-
ang ruchu jest prostopadly do Lierunlw ruchu $rodka, « satym do Tierunkw {o-
ceenta Sig.

164. Rucu wancA NA praszozviNie. Jednorodny walec kolowy prosty,
obracajaey sie okolo swéj osi z predkoscig katows w,y, zostaje rzucony na pla-
szezy/mie chropowaté] w kierunku prostopa-
dlym do osi z predkosciy v,; mamy wyzna-
czyt jego ruch. Niech plaszezyzna tworzy

z poziomem kat o, a walee, obracajgey sig =2 [
pierwotnie w tym kierunku, ktéry odpowia- a)

da toczenin sig na dol, niech zostaje rzucony N\

pod gérg. Ruch walca pod gére bedzie po- / \P

suwisty, réwnolegly do plaszezyzny piono- \

wéj, przechodzgedj przez prosty najwigkszego < vy B

spadku, a strzalka 1 (fig. 63) oznacza kieru-
nek pierwotnego obrotu. Przyjmujgc o§ Az
w kierunku ruchu, rozléimy ciezar walca Mg na Mysine i Mgcosa; tarcie F,
dzialajace kn A, bedzie F—=—Mpgfcosa. Oznaczmy przez ¢ kat obrotu

Fig. 63.

: MR2 o \
okolo osi, przez R promiefi walea; wtedy == hedzie jego momentem bez-

wladnosei, a wedlug art, 167-go réwnania ruchu, bioraec momenty wzgledem
osi walea, beda
d*x MR? d2

1) Mﬁ:_M‘g(sinm-i-fcosa), T.?ﬁ:ﬁng'Rcosa..
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Calkujac je przy warunkach, Ze dla =0 jest ((% =i %(%-: w,, otrzymamy

dx : d 2
(2) m:vo—-gt (sino.+- fcosa), -&% =0, — tcosa,

z czego widzimy, Ze obie predkosei zmniejszajg si¢ proporeyjonalnie wzglgdem
czasu. Gdy ¢ oznacza predkosé Slizgania sig, t. j. predkosé punktu stycznoSei

P, to ¢ = v +R‘f£ , Tuh wedlug (2),

" (3) ¢=¢o— gt (sina -3 fcosa),

gdzie ¢y =v, + Rw, jest predkoscig §lizgania si¢ dla ¢ =0. élizganie sig
ustanie po uplywie czasu ¢,, dla ktérego ¢ = 0, & wige w czasie:

Co

) b :g (sina. 4 3 fcosa)
Kladac ci“ 0, %—?—0 otrzymamy czasy # i, po uplywie ktérych pred-
kosci (2) beda réwne zeru, Tym sposobem otrzymamy
T Vg e CI)OR v
" g(sine.+ fcosa) * dia 2/fgcosa ' wige

(5) ty—t' = —— s i =
g (sine. 4 fcosa) (sina + 3 feosa) ’ = 3fg (sino.+8fcosar) cose. ’

gdzie p. = w, R (sine. + fcosa) — 20, fcose. Dla p =0 bedzie ¢, =¢ =1}
dla p.>> 0 bedzie ¢, > 1, ¢, <<?"; dla p.<<0 bedzie t; <<?, £, >1". "W piérw-
szym przypadku stang sig obie predkoSei jednoczes$nie rdwne zeru, wige walec,
przybywszy do punktu najwyzszego, zacznic spadaé bez predkoSei poczgt-
kowéj. ‘W drugim przypadku ruch postgpowy Srodka masy ustanic weze§niéj,
niz obrét walca w kierunku 1; walee wige wznosi sig na plaszezyZnie przez czas
#, a nastgpnie zaczyna spadac, obracajgc si¢ w tym kierunku, kiéry odpowia-
da toczeniu sig na A6, bedzie si¢ przeto tym §picszniéj staczal. W trzecim
przypadku ustaje obrét pierwotny weze§niéj, niz ruch postepowy w gore; po
uplywie czasu ' zaczyna sig wige walec obracaé w kierunku przeciwnym, po-
dnoszge sig jeszeze do czasu #'; odtad zaczyna spadat, obracajgc sig w kierun-
ku, odpowiednim toczeniu sig pod gére. W kazdym przypadku trwa ruch
pod gore przez czas ¥, a powyzsze tray przypadki zaleza od tego, czy fga jest
rowne, wigksze lub mniéjsze od

(6) | J‘(—g—”&— 1) .

Przipuﬁémy, Ze ma miejsce trzeci praypadek. Po uplywie czastt ¢, kiedy
tistaje obrét w kierunku pierwotnym, predko§é ruchu postepowego wynosi

i I R .
Jeszeze vy — %"T (f + tanga). Odtad tarcie sprawia obrét przeciwny; jako
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wige réwnanie ruchu obrotowego, liczge ¢ w nowym kierunku, hedziemy

2
mieli dt[f = I{g cose.; a calkujgc je przy warunku, Ze ‘f;g =0dha I=1¢,
otrzymamy Cfx : — g —%’— cosa, Gidy ruch pod gére ustaje dla ¢ =1,

de 2, i - iy
bedzie =5 r=—00+ T+ eng)" Liczmy teraz o§ @ od najwyZszego pun-

ktu, dokgd walec doszedl, ku punktowi A; wtedy réwnania dla spadku beds

d? : d*
(7 H—g:g(sumﬁfcosa), ?Z_g_: Qwsa,

ktérych dalsza analiza nie przedstawia trudnodei. Polecamy czytelnikowi do-
chodzenie dwu pozostalych przypadkéw.

165. Ruom BaxA. Niech P (fig. 64) bedzie wiérzcholkiem bgka, po-
suwajgeym sig na plaszezyZnie pozioméj bez tarcia; S niech oznacza §rodek
masy na osi gieometrycznéj, a I =P8 liczmy w kierunku dodatnym od P ku
S. Na plaszczyinie pozioméj obierzmy osi Oz, Oy, a 0§ Oz pionowo w gorg.

- Rig. 64,

Przez o§ giecometryczng Sr i pion w punkcie S prowadzimy plaszcezyzng, na
niéj bierzemy o§ prostopadly Sp do Sr, a o Sq prostopadle do Sp i Sr. Pla-
szezyzna, poprowadzona przez P rownolegle do Spq, przecina plaszezyzng
Ozy podlug prostéj, ktéra z osig Oz tworzy kat ¢; prosta Pp', rownolegla do
Sp, tworzy z tym ladem kat ¢, a Sr tworsy z pionem kgt 6. JeZeli Mg jest
cigzarem baka, R pionows reakeyjs plaszezyzny w P; €, 1, € oznaczajg spol-
rzgdue punktu S wzgledem ukladu Ozyez, to réwnania ruchu érodka masy
bedg

dz d dzt
¢)) Mg =0, M 2l =0, M%3 =R —My,
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skad wynika, Ze rzut poziomy S' §rodka masy porusza sig prostolinijowo i je-
dnostajnie.  Rzuty reakeyi na osi gléwne ukladu Spg» sg odpowiednio
R sin Osing, R sin 0 cos ¢ 1 R cos 0; a poniewa? spélrz¢dne punktu P wzglgdem
tych osi sg 0, 0,—1, przeto momenty reakeyi beds Risin0cosy, —Risin Osin g, o.
Elipsojda centralna jest obrotowa; jezeli A jest momentem bezwladnogei bk
wzglegdem osi Sp i Sg, a C momentem wzgledem osi gicometrycznéj Sr, to
ofrzymamy réwnania Kulera:

A %— (A-C)gr=RiIsinbeos¢, A —=— (C—A)rp=—RlsinOsing,

2 i
C = 0.

Ostatnie réwnanie pokazuje, Ze obrét bglka okolo osi gicomelryeandj triwa ciggle
& pierwotng predhodciq, ke przeto » = ry, jeZeli ry jest predkoseiy poezytkows,
s jakg bgk w ruch wprawiono. Ofrzymamy calki réwnan (2), stosujge zasa-
dg energii i zasadg pol do plaszezyzny Oz y.

Energijg kinetyezng T otrzymamy z réwnania 2T = M (E2+4-1/24-'%)
+ A (0*40%) + Cre% praca sily — Mg wynosi — Mgl cos 0; zwazywszy, Ze
£ i 7 majg wartobei stale i Ze { == {cos 0, otrzymamy nastepujgcq calke z za-
sady energii, oznaczajye wskagnikiem o stan poczytkowy (¢ = 0),

Mznmnzﬁ.(dt] +A (p2+q )-[-31\ngZwsﬁHDzI£ssm2e (dzﬂg) -+

+ A (po* + 9% + 2Mygl cos 0.

df dep )'*‘- P ] Lo dy
n N i i) q11e Ri— N Y bkl O J—
Mamy p® 4- ¢ (d.‘:) +- (dt sin®0, aF =D cos § — g sint, 2 sin 6 =
=psing 4 g cos¢. Przyjmijmy, Ze na poczgtku obraca si¢ bk tylko okolo

dﬁ— =101 dr? =10 dla

swéj osi gieometryeznéj, wowezas p, =0, g, =0, wige 7 i

t=0; otrzymamy zatym
3) A (%) sin®0 +4- (A 4 Mi*sin*6) ( ) + 2 Myl (0050 —c0s0,) =0,
Niech ay, by, ¢, oznaczajy dostawy kierunkowe osi Sp wzglgdem ukladi Owyz;
z zasady p6l wynika

A (pay 4 qby) + Cr,cos0 = staldj;

a wstawiwszy @, =sinfisin §, by =sin0cos ¢ (art. 49), tudziez wyrazenia pi ¢
w funkeyjach katow 6 i ¢, i uwzglgdniwszy warunki poczgtkowe, mie¢ bedaie-
my z t&j zasady

“4) A f;; 8in%0 - Cr, (00s O — cosfy) =0,

Z tego rownania wynika

(5) @f C_ c080,-—cos O
dt™ A" sin*g !
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a wstawiwszy te wyrazenie w (3), otrzymamy

dﬁ)’ 2Mgl A sin20—C? > (cos B, — cosb)

Mo — O —— - 0
() (cit o dime L A (A + Mi?sin®0) sin?f !
Piérwsze dwa wyrazy réwnania (3) sg dodatne, ostatni wyraz jest przeto ujes
mny, a zatym cos6, > cosl, wige 6 >0,. Nachylenie osi gicometryeméj
wzgledem pionw podezas ruchu baka jest ciggle wighsze od nachylenia poczatko-

wego, lub praynajmmiéj rowne temu nachyleniu. Pochodna Edzg jest miarg nu-

tacyi czyli kolysania sig osi wzglgdem pionu. 7 réwnania (5) okazuje sig, 7e
—d% ma ciggle ten sam znak, co predkoéé », obrotu poczgtkowego okolo osi
gieometrycznéj, a poniewaz ta pochodna jest miarg precesyi §ladu plaszczyzny
réwnika na poziomie, lub, co na jedno wychodzi, linii wezlow réwnika, przeto
widzimy, Ze predkosé precesyi ma ciagle len sam znak, co predkoéé obrotu okolo
osi gieometrycendj. Kierunek wige precesyi zalezy od kierunku obrotu okolo
osi gieometrycznéj w chwili puszezenia baka w ruch, Przyjmijmy

(7) A=9Mgi—C2r2 , 0080, —cos0  2Mgl A (1 —cos?8)—C2r,2(cosb, —cosﬁ)

Asintd A sin?6
wowezas
di\2 A
(8) (E) = (cos fi, — cos f) A MPsmg a stad
©) Qb= 4. 4o )/ A+ Mizsinz6 6

]/A (cosBp — cosf)
Pierwiastki réwnania stopnia frzeciego A (cosf, -— cosf) = 0 wyznaczajg te

wartodei kqta 6, dla ktérych g;] 0. Mamy naprzod pierwiastek 6 =86,

a nastgpnie nalezy rozwigzaé réwnanie A= 0, Dla 6 =0, mamy A > 0, za§
dla 6 ==, A << 0; jeden pierwiastek 6, réwnania A = 0 znajduje sig wigc mig-
dzy 0, i n; 2-gi pierwiastek jest wigkszy niZz m i nie ma zadnego znaczenia dla
naszego zadania. Kat 0 przypada zatym ciggle miedzy 6, i 6; > 6p; dla

=10, mamy% =0, a poniewaz odtad ro$nie 6, przeto w réwnaniu (9) na-
lezy bra¢ znak - dotad, dopéki 6 nie przybierze wartosci 0;, dla ktéréj

ZNnow1 %% = 0. PoniewaZ pochodna ;{: jest funkeyja ciggly kata, przeto za-

czyna f malet, nalezy wige odtgd brac w (9) znak — dotgd, dopdki 6 znowu
nie przybierze wartoSci pierwotnéj 6,. O$ gicometrycana bgka kolysze sig
wayledem pionw migdzy dwoma stalyme kravicams wewngtrz stoéke o stalym
kacie pizy widrzchollu, to oddalajge sig od pionu, to zblitajge sig ku niemu.
JeZeli T oznacza okres kolysania sig, to mamy, wedlug (9),

0 .
s { L 30 )/ A + MEsnz0
- 0 ]/A_(cos fy — cos 6) ’

(10)
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Ten okres mozna oblicayé przez calke eliptyczng, TPredkosé precesyi jest
réwna zeru dla 6=0,; odtad ona rosnie az do wartosei najwickszej dla 0=10,;
nastepnie zmniejsza to zera wedlug tego samego prawa, az do wartosei odpo-
wiadajacej 0 ="0y; a zatym okres precesyi réwna sig okresows kolysania sig.
Z réwnania (3) wynika

(11) 1:3+Q":(d§) ( )snH*A[BMgI(cosDU—UOSU)-—-

2
— M2 (%%) sin‘-‘O] ,

a to réwnanie pozwala obliczy¢ predkoéé kgtows o obrotu bgka wedlug wzoru
0?=pi4 g2+  Dla 0=0, mamy p*+ q*==0, wigec p==0, =0, o=1r;
wtedy zatym obraca sig bgk tylko okolo swéj osi z najmniejszy predkoseiy #,.
Dla =0, otrzymamy najwigksze w, mianowicie: w? = 23?3
+ ™
ADy rozpoznaé ruch wiérzcholka P na plaszezyinie, szukajmy toru tego

punktu wzgledem rzutu S' érodka masy, poruszajgcego sig prostolinijowo i je-
dnostajuie na podstawie. Kladge 8'P=p, moZemy tor wzglgdny wiérzcholka
okréslié przez spolrzedne biegunowe pi g, Mamy p=Isinf, a zatym maxi-
mum p == Isinb; , minimum p=1Isinb,, z czego wnosimy, Zo tor wzgledny jest
ograniczony dwoma kolami, zakréslonymi ze §rodka S' promiefmi ¢sin0,
ilsinf, Mamy

dp _ dp dt _ Al cosOsin®0  db i

dp T Tdt Ay T (A., cosf, — cos dt ° ozy

12) c?p EI/A cosfsinl 2MglAsin2f—C2py? (Losﬂ“—uusﬁ)
( | Losﬁn—wsﬂ A - MPEsin?0

(cos0y—cosl)+-

Dla 6 = 0, bedzie _d_q-f =0, a dla 0 = 0, otrzymamy f_:@_ =0, %4 CZ0E0 Wyni-

ka, Ze tor wzgledny punktu P dotyka si¢ kola zewnegtrznego, zakréslonego
promieniem {sinf,, a przecina pod katem prostym kolo wewnetrzne, zakréslo-
ne promieniem Isinf,., Gdybyémy przez Srodek masy S poprowadzili plasz-
czyzng poziomg, i rzucili na t¢ plaszezyzng w kazdéj chwili punkt P, otrzyma-
liby§my powyzszy tor wzgledny, majaey ksztalt vozety.

166. Kngopnre sig c1ABA 0BROTOWEGO. Niech cialo obrotowe, na
ktdre dziala tylko sita cigikodei, krgei sie okolo punktu stalego P, lezgeego na
osi gicometrycznéj, Niech ten punkt bedzie poczgtkiem ukladu spélrzgdnychy
uzyjmy tu tego samego znakowania, co w artykule poprzedzajgeym. Zasada

-energii Igeznie z zasadq pél prowadzi do nastgpujgeych dwu réwnafi ruchu
obrotowego:

A [(1{%%) + (f;i) swﬂﬁ] = 2 Mgl (cos ,— cos 0),

M .
A - tP smﬂﬂ =Cry (cosb,— cosh),
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z ktorych otrzymamy

do 0%0 (cosh, —cosf)> ‘
o) A ( dt) + o — 20 — Myl (c0s0,— cos).
Kladae
= ¥

(3) =G M — (,Z‘;-o‘a cos B;i;;ﬂcosﬂ , .
mie¢ bedziemy
(4) @ :i[/d (cos Bn: cos 0) Gk VA a

dt VN J/"A (cosB, — cos ) -

Predkosé pierwotna r, obrotu okolo osi gieometrycznéj nie zmienia sig podczas
ruchu, Zaléimy, Ze cialo zostalo wprawione w ruch z bardzo wielky pred-
koScig r 1 7o iloraz 2Mgl A : C?rg2 jest bardzo maly, Ze wigc moment bez-
wladnosei C jest dostatecznie wielki w poréwnaniu z A; natenezas z réwnania
A =0, z ktérego

cosf, — 6086:23{3—9:?_
okazujo sie, Zze kat 0,, bedacy najwiekszg wartoscig kata 0, bedzie sig bardzo
malo réZnil od kata 6,, ze przeto o§ gieometryczna bedzie sig kolysala okolo
pionu wewngtrz stozka o bardzo malym kacie przy wiérzcholku, "W tym przy-
padku mozemy przyjaé 0 = 0, 4 o, gdzie . jest malym lukiem, ktérego kwa-
drat moZemy pomingé. Mamy wige z dostatecznsg dokladnoSeig

sin®f,

c08 0, — cos0 = arsinb,, — 8501.;:63056 = sigﬁo
a jezeli przyjmiemy
MglA . Cr,
(6) \ e _Cfr—na- sinfy, A= I" )
to z réwnania (4) otrzymamy
1 do
(6) df = == x m—ﬁ -

u calkujac,

7 M == arc cos L% ¢z li 0 =0 — o, cos),
= y
: .
gdzie 0 =6, 4 o,. Weimy a=ug, (1 — cosAf) w drugim réwnaniu (1); otrzy-

mamy

do __ Aoy

di ~ sinfl,
calkujae zaé, kladgce sinfy =sin (0 —a ) =sin®—a, cos® i opuszczajge
0,2, mie¢ hedziemy

(1 — coshi),

(8) =, + 9(1t~qmlt) =0 — msmlt

sin
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Z rbwnania 1y = ﬁ;- % cosf wynika {-:;P— = r,— Ao, cotg® (1 — cosAi?),
a zatym
9) =g + 56 — oty cotg @ (1 — sinf).

Réwnania (7), (8), (9) pozwalajy wyrazic katy 0, ¢, ¢ w funkeyjach czasu,
1 tym samym rozpoznaé ruch ciala przy uczynionych zaloZeniach,

Polozenie osi gicometryczndj okréslajg w kazdéj chwili katy 01 ¢. Wy-
stawmy w punkcie P prosty, ktéréj kierunek jest okrvéSlony przez katy @ i ®;
ta prosta opisuje okolo osi z stozek obrotowy ruchem jednostajnym, albowiem
kgt © 1 predkosé -f% sq stale. Nazwijmy t¢ prosty osig Srednig obrotu
ciala. Of gieometryczna ciala porusza sig wzglgdem osi §redniéj, a poniewaz,
jak z (7)1 (8) wynika, katy ® — 01 ® — ¢ sg funkeyjami okresowymi czasu,
przeto ten ruch jest okresowy. Wystawmy kulg o §rodku P i o promieniu ré-
wnym jednostee, i nazwijmy &lad N, osi §redniéj na téj kuli bicgunem $re-
dnim, a glad N osi gieometrycznéj hiegunem prawdziwym ruchu. Po-
niewaz obadwa bieguny sy ciagle blisko siebie, przeto mozemy przyjaé, se N
lezy na plaszezyinie stycandj do kuli, przechodzgedj przez biegun Ny, Popro-
wadzmy w N, dwie osi spolrz¢dnych: o & stycang do poludnika, skierowang ku
dodatnéj osi g, i of 1, styczng do réwnoleinika, w kierunku przeciwnym obro-
towi punktu N, okolo osi . Fatwo spostrzezemy, Ze spolrzgdne &, 1 hieguna
N wzgledem tych osi sg: & = o, cos A, m=o04sinA{, Ze zatym & 4 72 =o0,2

d 7
a nadto —d,’%: — Aoy 8in Af, —("i—? = Ao, coshi, z czego wynika, Ze bicgun praw-

dziwy opisuje okolo bicguna Srednicgo male Tolo o promiensu o, a kierunek tego
obrotu jednostajnego jest badé zgodny & kierunkiem obrotu bieguna $redwiego
olkolo pionu, badz téz praeciwny temu obrotows, wedlug tego czy X 2 0, a zutym
¢ay 1,2 0. Predkosé bowiem tego obrotu wynosi

Mgl .
-CJ"Q— sm 00,

a poniewaz Isinf, > 0, przeto znak téj predkosei zalezy tylko od znaku pred-
kosci ry. Ruch osi gieometrycznéj wzgledem osi §redniéj przedstawia koly-
sapia sig wzgledem osi §redniéj. Kabt © —0 zmienia sig miedzy -+ oy
1 —ay, obszerno$é kolysania si¢ wynosi przeto 2a,, a okres tego ruchu wynosi

2r  2mwA - . e : .
=T jest przeto tym mniejszy, im predzéj cialo obraca sig okolo osi
1]

Aoy =

gieometrycznéj.

Powyisze zagadnienic moZe byt takZe rozwigzane na podstawie réwnai
Bow’a (art. 156), jak to wynika z nastepujgcego przykladu, Cialo matery-
Jalne, ktorego §rodek masy jest ustalony, a ktérego elipsojda centralna jest
obrotowa, obraca sig z bardzo znaczng predkocig okolo osi gicometrycznéj,
ana tg o§ wywiéramy stale ci§nienie; mamy wyznaczy& wplyw tego ciénienia
na ruch ciata, Uiywajge figury i znakowania art. 156-go, oznaczmy jeszcze
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przez | odleglo$é od Srodka masy punkbu na osi, w ktérym wywiéramy cignie-
nie, przez X, Y, Z rzuty cifnienia na osi S¢, Sv, S¢, a przez o predkosé kato-
wig obrotu okolo osi gieometrycznéj przed przyloZeniem téj sily (dla ¢ = 0).
7 piérwszego rownania (3) art. 1566-go wynika

Q4+ dt? cosﬂ.._w,

a zatym predkosé obrotu okolo osi gieometrycznéj nie zmienia sig. Z dwu
za§ ostatnich réwnaii (3) wynika

dw_ - (Cm d; cosﬁ] %‘E §inf = — Z1,
(10) a
d*p . dﬂ fop T TR
A T sin 0+2A 7 © 0s0 —Cu dt“Yr'

Tloraz Cow : A jest z zaloZenia bardzo wielki; przypusémy nadte, Ze pochodne
katéw 0 i ¢ wzgledem czasu nie moggy przybraé wartosei bardzo wielkich.
W tym przypadku moZemy w powyZszych réwnaniach pomingé iloczyny po-
chodnych, tudziez 2-gie pochodne tych katéw, i zredukowad réwnania do na-
stepujacych postaci prayblizonych:

*

Cw if% sinfl =— Zi, —Co % = Y1, z ktorych wynika
d Zl df Y!
(1 a — Cosind’ & — Co®

Dla Y = 0 bedzie % = 0; wskutek wigc ciénienia Z of gieometryczna bedzie

opisywala stofek obrotowy okolo pionu. Dla Z = 0 beduzie %E— = 0; ci$nienie
ma w tym przypadku kierunek linii wezléw (przy X =0), a 0§ posuwa si¢
na plaszczyZnie, przechodzgceéj przez pion prostopadle do kierunku ciénienia.
Poniewaz nie ma precesyi, przeto o§ gieometryczna pozostaje stale na téj pla-
szezysnie, kolyszae sig na niéj wazgledem pionu,  Gdyby ciénienie Y dzialalo
na cialo w spoczynku, wywolaloby obrét okolo osi S¢; dzialajac zas na cialo,
obracajace si¢ szybko, nie wywoluje tego ruchu, lecz sprawia nachylenie sig
osi gieometrycznéj ku prostéj S¢. Wiyr azamy to zjawisko méwi&u e 0§ obro-
tu dgzy do kierunku réwnoleglego, t. j. do zajgcia kierunku téj osi, okolo kt6réj
rozpoczglby sig obrét ciala, gdyby ono bylo pierwotnie w spoczynku. Aeby
0§ gieometryczna opisywala stozek, na to trzeba sily
v Co dy

—_T 'Et'snle.

Ta sila jest znaczna z powodu wielkiego », i prostopadla do kierunku zbo-
czenia 08i.

167. Ruca wzergpyny. Giroskor. Niech érodek masy S ciala obro-
towego bedzie ustalony wzgledem ziemi, a cialo po nadaniu mu szybkiego
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obrotu okolo osi gicometrycznéj niech bedzie pozostawione samemu sobic;
mawy wyznaczyé dalszy ruch ciala wzgledem ziemi, uwzgledniajge jéj obrdt
dzienny. Obierzmy prostokgtny uklad osi Swzys, stale z ziemig polgczony,
tudziez drugi uklad prostokqtny Spgr, polaczony stale z cialem i poprowadz-
my przez S prosta SN, réwnolegly do osi ziemi i skierowang ku jéj hiegunowi
pélnoenemu N. Prosta Sy niech przedstawia o§ gieometryczng ciala, ktéra
z prostg SN tworzy kat . Oznaczmy przez p, g, » predkosci kytowe obrotu
ciala wzgledem ziemi, a przez p,, g, r, predkosei kgtowe ruchu unoszenia (obro-
tu dziennego), biorge te predkosei wzgledem osi Spgr; whedy p—+py, g4q4 i1+
bedg, predkosciami katowymi obrotu hezwzglednego ciala wzgledem tych osi,
Niech C oznacza moment bezwladnoéei ciala wzgledem Sr, A wzglgdem Sp
i 8¢; o predkosé katowa obrotu ziemi okolo SN, ktéra ma byt odcigta na téj
prostéj ku biegunowi poludniowemu. (Ob. zad. 2-gie w rozdziale III-im).
W kazdym punkeie ciala mamy wzigé pod uwage przycigganie ziemi i silg
odérodkowsq, odpowiednig obrotowi dziennemu; wypadkowa tych sit przecho-
dzi przez S, ma przeto moment réwny zeru wzgledem Sry otrzymamy wige

Cc -g-t- (r4-7,)=0, z czego wynika, Ze suma »--», jest staly. Jezeli r, jest pred-

koéeig obrotu poczgtkowego (dla ¢=0), to z uwagi, %e »,—=—uwcosa, wynika
1) r— 0 COSO == 7y — WCOS80y, =17y~ o (cosa — cosa,),

gdzie e = a, dla t=0. Praca sil przyloZonych i sil pozornych jest réwna

zeru, energija zatym kinetyczna bedzie stala, co prowadzi do réwnania

A (P> 403+ Cr2 =A (po2+qs2) 4 Cro?, gdzie p =p,, g =1, dla {=0. Po-
& 2 3

niewaz p* + ¢ = (%%) + (cﬁi—) sin®0, gdzic 0 i @ majy wiadomo znaczenie

(art., 49), przeto otrzymamy po wstawieniu wartosei, pomijajac wyraz tego

rzgdu co w?, jako bardzo maly,

@2 A [(%] a+ (i—;z—)z sin® ﬂ] + 2Cwr, (cosa—cosa,) == A (?oz-l-q‘,'«‘) :

Suma momentéw sil wzgledem SN jest réwna zeru, moment wige ilofei ruchu
bezwzglgdnego wazgledem téj prostéj, majgcéj kierunek niezmienny, jest staly
(art. 142), z czego wynika, iz A.a (p+p,) + Ab (9+q,) + Ce (r4-7,) = staléj,
przyezym o, b, ¢ oznaczajg dostawy kierunkowe prostéj SN wzgledem ukladu
Spqr. Obierzmy Slad plaszezyzny, przechodzacéj przez Sri SN, na plasz-
czyZnie réwnika ciada, za o§ Sp; wtedy ¢ =sna, b =10, ¢=cosa, p, =
= —wosina, ¢, =0, » = — wcose. Podstawiwszy te wartosei, otrzymamy
z ostatniego réwnania

(3) A (psino.— p,sinay) = (cosag — cosa) [C (ry — wcosa,) —
— A o (cosa-cosa,)].

Gdy cialu udzielimy na poczgtku tylko obrotu okolo prostéj Sz, to p, =0,
9o="0. Gdy za§ obierzemy prosty SN za 0§ #, to « =10, a z wzajemnego
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poloZenia obudwu ukladéw osi spélrzednych wynika ¢ = 325,
Iy . : . . : .
— %i— sinf, Podstawiwszy te wartosci w (2) i (3), mieé bedziemy

a wige p=

doN2, (de\?® ...
A [(.a_] &4 (-E{E) mniﬂ] =2Cwr, (cosy—cosh),

% sin?0 = Cr, (cosB, — cosf).
Te rownania okréSlajg ruch ciala wzgledem ziemi. Sg to té% same réwna-
nia, kt6ére mieliémy w art, 166-tym oznaczone przez (1) dla ruchu bezwzgle-
dnego; dla zupelnéj tozsamoSei nalezy przyja¢ Mgl = Owr,. Cialo wige, kt6-
rego §rodelk masy jest ustalony, porusza sig wzgledem ziemi tak, jak cialo
obrotowe o masie M, ktérego §rodek masy jest oddalony o I od punktu stale-
go na osi, kreci si¢ w przestrzeni okolo tego punktu. Kladae wedlug art.
166-go

(4)

Ao . Cr,
(6) o:,:o—::-smﬁo, A= A“ ;
otrzymamy
Aw ; dy
(6) 0=10,+ Cf—ﬂ(l—coslt)mn%, m:w(l—coskt).

Piérwsze r6wnanie wyznacza nachylenie osi gieometryeznéj ciala wzgledem osi
ziemi; drugie réwnanie wyznacza predkosé precesyi okolo prostéj, réwnoleglé)
do osi ziemi i przechodzgcéj przez Srodek masy ciala. Poniewaz Aw:Cr, jest
z zalozenia bardzo male, przeto widzimy, Ze kolysanie sig 0st jest tym mmnicj-
sge, 1m wighssa jest predko$é ro, a prey bardezo sayblim obrocie poczqtkowym
daje sig kotysanie zaledwic dostrzegad. Z 2-go réwnania wynika, Ze predkodd
precesyi osi $redwidj (art, 166) jest réuna predfeosei obrotu daiennego giemi, lecy
terunku preeciwnego, %e zatym o§ §rednia wskazuje podezas ruchu nieustannie
na ten sam punkt na niebie.

Powyzsze zjawiska moZna sprawdzi¢ zapomocy giroskopu Foucaul,
skladajgcego sie z metalowego pier§cienia kolowego P, ktérego o§ gicometry-
czna jest §rednicy drugiego pierScienia plaskiego Q, obracajgcego sig¢ swobo-
dnie okolo trzeciego pierécienia plaskiego R. Osi wszystkich trzech pierScieni
przecinajg sig w ich spélnym $rodku, okolo ktérego piersciefi kolowy P
z wszelky swobodg, krecié sig moze. Nadawszy osi pierScienia kolowego szyh-
ki obr6t zapomocq kol zebatych, i zostawiwszy przyrzgd samemu sobie, spo-
strzegamy wyraZnie precesyja w kierunku przeciwnym obrotowi dziennemu,
podezas gdy o pierScienia P opisuje stoZek obrotowy okolo prostéj, réwnole-
gléj do osi ziemi, kolyszge sig nieznacznic wzgledem t&j prostéj,

Przez odpowiednie ustalenie pierScienia @ mozna wywolaé taki ruch gi:
roskopu, Ze of pierScienia kolowego posuwa sig na danéj plaszczyinie. W ce-
lu rozpoznamnia tego ruchu obierzmy plaszezyzng dang za plaszezyzng Say,
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a rzut prostéj SN na t¢ plaszczyzng niech bedzie osig S2. O gicometryezna,
Sy, znajdujaca sig na plaszezyZnie Szy, tworzy z prosty SN kgt o; niech B
bedzie stalym kgtem miedzy SN a S, a y kgtem zmiennym, ktory Sr tworzy

z Sw. Wtedy G:%, coso.=cosficosy, =1+ —;E, Po=0, go=0; z ro-
wnania (2) przeto wynika
(ﬂ)z— 2 Lar;, (cosy— cos’)cosf
at) — " A 0 ==ha

Kladge ' === — 7, ostatnie réwnanie mozemy napisaé
£ di'y*_ .. Cor,
0 it Y P
Poréwnywajae je z réwnaniem (14) art. 92-go widzimy, %e of pierécienia kofo-
wego odbywa na plaszezyinic Sy ruch wahadlowy. Jezeli ry= 0, to 0§ waha
sig okolo prostéj Sz, bedacéj przedluZeniem prostéj Sz, a zatym okolo rzutu
osi ziemi, wzigtéj ku biegunowi poludniowemu; dla 1 << 0 wahanie sig zachodzi
okolo prostéj Sz, przedstawiajgcéj rzut osi ziemi, wzigtéj ku biegunowi pélno-

(cosy'— cost,) cosp.

: . Ag 3 ot
enemu. . Diugo§é zredukowana wahadla wynosi Cm—r{?—’ a czas jedndj
0

osfd
oscylacyi jest EV__L' Jezeli o§ porusza si¢ na poziomie, odpowie-
Cor,cosf

dnim pewnemu miejscu na ziemi, to f jest szerokoScig gieograficzng tego miej-
sca; jezeli wige zmuszamy of do wahania sig¢ na plaszezyZnie poludnika, to
=0, a 0§ piercienia waha sig okolo osi ziemi,

Zjawiska, jakie okazuje giroskop Foucault, stanowig dosadniejsze do-
wody obrotu ziemi, niZ pozorne zboezenie plaszezyzny wahania, lub zboczenie
pociskow, spadajacych na ziemig. Oprocz tego przyrzadu znamy jeszeze wicle
innych, do tego samego uzytku stuzgeych, jak np. wahadlo giroskopowe i po-
litrop, ktére obmyélil Sire, tudziez w najnowszych czasach przez 1. Gilbert’a
podany barogiroskop.

CWICZENTIA.

(1). Z dziala 0 masie M, spoczywajacego na chropowatéj podstawie pozioméj,
wyrzucono pocisk o masio m: okazad, ze dzinlo cofnie sig o dlugodé 2—}; (ﬁ%)‘z 2,
gdzie v jest predkodeiy pocisku,  Jak dlugo trwa cofunie sig dzinla?

(2)- Wyznaczyé of wahad na plaszesyinio olipsy, okolo ktéréj ezas trwania
jednéj oscylacyi pola téj elipsy jest nijmniejszy.

(8). Regulujemy zegar wahadlowy bez zatrzymanin tym sposobem, ze na
plytke, praytwierdzong do wahadla, kladziemy (lub z niéj zdejmujemy) maly cigia-
vek. Okazaé, Ze cigzarele do uskutecznienin zadand] zmiany bedzie najmniejszy,
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jezeli odloglosé plytli od punktu zawieszenia réwna sig polowie dlugodei zredukowa-
néj wahadla,

(4). Wewngtrz wahadla fizyeznego znajduje sig w dowolnym misjseu wydrg.
zonie kuliste, wypelnione wodg: wyznaczyé ruch wahadta.

¥ (5). Wahadlo balistyczne sluzy do mierzenia predlkoei pociskéw broni palnéj,

Dwie metody bywajg, stosowane: «) Brofi palna Iaczy sig z wahadlem, ktére cofa sig
w chwili wystrzalu o pewien kat, dajacy sig wymierzyé, ) Poclskmm strzela sig do
masy wahadla, ktéréj odehylenie sig wyznacza. Podaé wzory, wedlug ktérych w obu
przypadkach mozna obliczy¢ predlkosé pocisku, znajge wymiary i masy wahadla i po-
cisku,

(6)- Prgt obraca sig okolo jednego kotica na plaszezyinie pozioméj bez dzia-
lanin sil i doznaje w kazdym punkeie oporu powietrza, plOpOlG)'jOlJ&]]l(‘gO wzgledem
lewadratu predkosei: wyznaczyé predkodé katowy w funkeyi czasu.

(7). XKula materyjalna jednorodna toczy sig bez §lizgania sig na réwni pochy-
1éj: podaé prawa jéj ruchu i okazaé, Ze jezeli o jost kytem nachylenia réwni do po-

: ; o : 2 .
ziomu, a f spoélezynnikiem tareia, to /= T tangai, aby zachodzilo toczenie sig kuli

bez glizgania sie.
A 2
(8). Przyjmujge << — t.rmgot, podaé prawa ruchu kuli na réwni pochyléj.

(9). Kula materyjalna Jodnomdna toezy sig na waleuw o pozioméj osi: podu.c,
prawa jéj ruchu, uwzglgdninjae tarcie,

(10). Dwa prety AB i BC rownéj dlugodel obracajg sig na zawiasie okolo B,
o A obraca sig okolo staléj osi pozioméj.  Nié sprezysta AC, ktdré) dlugosé naturalng
réwna sig AB, lgesy punkty A i C; ukladowi zad nadajemy pewns predkosé katows
Q okolo punktu A. Wyznaczyé najwigksza dlugodé nici podezas ruchu, predkofe
katowe pretow w chwili, gdy sa do siebie prostopadle, i najmniejszg z wartosei Q,
przy ktoréj te prety sg do siebie prostopadle.

X' (11). Dwie kule A i B znajduja, sig na plaszczyznie pozioméj i s3 do siebie sty-
ezne: wyznaczyé kierunek, w jakim trzecia knla C ma uderzyé kulg A, aby kula B
poruszyla sig w danym kierunku, Rozwigzaé to zadanie przy nienwzglednienin tar-
cia 1 przy jego uwzglgdnieniu.

X (12), Wyprowadzié prawa uderzenia sig kul sprezystych i kul mesprgzyatych
bez nwzglednienia tarcia 1 2z nwzglgdnieniem farcia,

(18). Obliczy¢ silg potrzebng, aby woéz o n parach k6l poruszal sig jednostaj-
nie na torze poziomym.

A (14). Pret jednorodny jest podparty w srodku, a kula doskonale sprezysta
gpada na jeden koniee prgta z danéj wysokosei: wyznaczyé ruch preta i kuli.
(15).  Wyznaezyé ruch jednorodnego prgta materyjalnego, ktérego kotice po-
suwaja sig bez tarein po dwn przecinajgeych sig prostych, pozioméj i pionowéj.
(16). Cialo obraca si¢ jednostajnie okolo jakiéjkolwick osi bez dzialania sil
zewnetrznych: podaé warunki, aby ciénienia na of daly sig zredukowaé do jednéj
wypadkowéj, wyznaczyé te wypadkows, tudzies réwnania jéj promienia dzialanin.
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(17).  Podaé ruch ciala materyjalnego, ktérego kazdy elemont doznaje od pe-
wnego punkbu prayciggania, proporeyjonalnego wzglgdem masy i waglgdem odleglo-
gei od tego punktu.

(18). Wyznaczyé ruchy dwu punktéw materyjalnych, prayeiggajaeyeh si
wzajemnie w stosunku ich odleglodei, przyezym jeden punkt porusza sig bez tarcin
po prostéj pionowéj, a drugi na dandj plaszezyinic pochyléj.

(19). Pregt o dlugodei L i masie M, zawieszony na nitce o dlugosei Z, ma ruch
dowolny: 0znaczywszy Przez ag, by, ¢y; auy by, ¢y dostawy kierunkowe nitki i preta
wzgledem prostokgtnego ukladu osi, ktdrego poczatkiom jest staly punkt zawieszenin

. !!} LII—“L I{‘ [ o
nitki, okazaé, Ze wyrazenie M/ (rq (._f!_g,] rzﬂ) - (a;._ s — by, ﬁ) -|-

et dt 3 dt dt
17 ( dby day by da, : S
M— L — 4 ay— — by — | praedstawin moment ilodei ruchu preta
+Mg\ey U +ioy a2yl !l I

wzgledem osi Oz,

(20). Srodek masy ciala matoryjalnego obrotowego jost nstalony, a o opisujo
stozek obrotowy, staly wzgledem ziemi. Okazad, Ze of ciala waha sig okolo rzutu
§ 5k § S 2L V Asing, .
osi obrotu ziemi na powierzehni stozka, i e = ————— jost czasem trwania

Cprosin B
wahnigeia, przyczym o oznacza polowg kata pray wiérzcholku stozka, a f nachylenie
jego osi wzglgdem osi ziemi, zad pozostale litery majg znaczenie wiadome.

(21). Zbadaé toczenie sig kuli jednorodnéj na plaszezysnio poehyldj na pod-
stawie réwnani Lagrange’n.

(22), Wyznaczyé ruch kuli na plaszezyinio chropowatéj, obracajaedj sig jo-
dnostajnie okolo osi pionowdj, znajdujacsj sig na téj plaszezyznie.

(23). Na cialo, w spoezynku hedgee, dziala sila popedown, ktordj skladowe
wzgledem osi glownyeh sy X, Y, Z, a =, y, = oznaczajy spélrzgdnoe punktu prayloe-
nia, Okazaé, zo rébwnanie A (B—0C)aYZ 4 B (C—A)y4X 4 C(A —B)z XY= 10
wyraza warunek konieczny, aby ruch cinla byl obrotowy.

(24). Cialo, ktérego jodon punkt O jest staly, obraca sig okolo pewndj osi,
przechodzgeé] przez ten punkt, z wiadoms predkodeis kytows i nagle zostaje zmu-
szone obracaé sig okolo innéj prostdj, przechodzged] takie przez O wyznnezyt pred-
koéé katows tego obrotu nowego,
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