
ROZDZIAŁ XV.

ZAGADNIENIA Z KINETYKI UKŁADÓW MATERYJALNYCH.

159. EUOH PRZY UWZGLĘDNIENIU TABCIA. 'Wyjaśniliśmy znaczenie
tarcia przy równowadze sił w art. 118-ym. Podobnie należy reakcyją po-
wierzchni fizycznej, do której ciało jest styczne podczas ruchu, rozdzielić
na dwie części, normalną i styczną, a ta reakcyja styczna stanowi właśnie
tarcie. Między tarciem w spoczynku a tarciem podczas ruchu zachodzi ta
główna różnica, źe kierunek i wielkość tarcia podczas ruchu jest wogólności
dokładnie określona, podczas gdy tarcie w spoczynku tylko wtedy daje
się określić, kiedy zachodzi równowaga w położeniu krańcowym. Kierunek
tarcia podczas ruchu jest przeciwny kierunkowi ruchu punktu styczności,
a jego wielkość równa się iloczynowi spółczynnika tarcia i ciśnienia nor-
malnego na powierzchnią.

Z doświadczeń, które O. A. Ooulomb (1779), G-. Eennie (1825), A. Morin
(1831 — 1833), D. G-alton (1878 — 1879) i inni czynili, okazuje się, źe spół-
czynnik tarcia jest największy w chwili rozpoczęcia ruchu, i źe jego wielkość
zmniejsza się podczas ruchu. Z tego powodu rozróżniamy tarcie statycz-
ne i tarcie kinetyczne; pierwsze pojawia się wtedy, kiedy ruch ciała wła-
śnie się rozpoczyna, drugie zaś podczas ruchu. Spółczynnik tarcia statyczne-
go jest większy od spółczynnika tarcia kinetycznego.

Wielkość tarcia zależy także od tego, czy ciało ślizga się na płaszczyźnie
stycznej do powierzchni, czyteź toczy się na niej. W pierwszym przypadku
punkt styczności ma prędkość skończoną w pewnym kierunku na płaszczyźnie
stycznej; w drugim przypadku obraca się ciało chwilowo około osi, przez ten
punkt przechodzącej i leżącej na płaszczyźnie stycznśj, a prędkość punktu sty-
czności jest równa zeru. Do posuwania ciała jest potrzebna siła, przyłożona
do środka masy, do obracania go około osi jest potrzebna para sił o pewnym
momencie; a ponieważ tarcie jest zawsze oporem, działającym wbrew rucho-
wi, przeto tarcie przy ślizganiu się należy uważać za siłę, a tarcie przy toczę-
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niu się za parę, sił. Zamiast mówić tarcie przy toczeniu się, można mówić
lepiej: opór przeciw toczeniusię, co nadal czynić będziemy.

Prawa tarcia przy ślizganiu się, wyznaczone doświadczalnie, są następu-
jące: l-o kierunek tarcia jest przeciwny kierunkowi ślizgania sig; 2-o wielkość
tarcia niezależy od wielkości pola dotykania; 3-0 spółczynnik tarcia zależy od
natury fizycznej obudwu ciał, a tymsamym od stanu ich powierzchni; 4-o dla
ciał twardych spółczynnik tarcia jest funkcyją ciągłą względnej prędkości śli-
zgania się, i zmniejsza się w miarę wzrastania prędkości. Zależność tarcia
od prędkości można przedstawić zapomocą wzoru

— av
1 >

w którym/oznacza spółczynnik tarcia przy prędkości o, a / o i « są parametra-
mi, zależnymi od natury ciał. Dla v = 0 będzie f=fQJ dla v =. oo będzie
/ — 0;/0 oznacza więc spółczynnik tarcia statycznego.

Ponieważ zmianę spółczynnika / wypada uwzględniać tylko przy znacz-
nych prędkościach, przeto w następujących zagadnieniach przyjmować będzie-
my, że/ma wartość stałą, przedstawiającą wartość średnią tego spółczynnika
między krańcowymi prędkościami uważanymi. Oznaczając przez E ciśnienie
normalne na powierzchnią, a przez F tarcie, mamy równanie F =fR, w któ-
r y m / < 1 .

Mech punkt o masie m, do którego przykładamy siłę (X, Y, Z), poru-
sza się na powierzchni <I> (cc, y, g) = 0, na której doznaje tarcia, i niech a, b, c
oznaczają dostawy kierunkowe normalnej w punkcie (sc, y, #); równania ruchu
będą

d1 / d\ dhi _r ,

Te równania, łącznie z równaniem powierzchni <I> = 0, pozwalają wyznaczyć
ruch punktu i reakcyją R. Ponieważ praca siły B, jest równa zeru, przeto
Xdx + Ydy + Zdg—fRds jest sumą prac sił działających; mamy zatym
równanie

(2)

którego całka przedstawia energiją kinetyczną. Niech siła przyłożona ma
potencyjał U; wtedy całkując między krańcami, dla których T i To oznaczają
odpowiednie energije, otrzymamy

(3) T ~ T 0 = U - U 0

Ponieważ całka po prawej stronie togo równania, przedstawiająca pracę tar-
cia, zależy od przebiegu całkowania i od krańców, przeto widzimy, że zasada
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energii i zasada zachowania energii nie zachodzi w przypadku, gdy uwzględnia-
my tarcie. Przyrost energii ciała jest niniejszy od różnicy potencyjalów o pra-
cę tarcia.

Niech ciało sztywne, ograniczone wiadomą powierzchnią, porusza się
z tarciem na wiadomej płaszczyźnie; wtedy równania ruchu otrzymamy spo-
sobem następującym. Obierzmy płaszczyznę ruchu za płaszczyznę Oxy)

i niech £, TJ, C oznaczają spółrzędne środka masy ciała, zaś 'x0, y0 spółrzędne
punktu styczności, względem osi nieruchomego układu spółrzędnych o wierz-'
chołku O. Jeżeli ciało ślizga się na płaszczyźnie, a u, v oznaczają odpowie-
dnie składowe prędkości punktu (xOl y0), to rozkładając tarcie na dwie siły
X,, Yj w kierunkach osi Ox, Oy, otrzymamy

(4) i r = 7 c z y l i XiV ~ YiU—0;

a jeżeli Zt jest ciśnieniem normalnym, to wartość krańcowa tarcia będzie

(5) Bł

Poprowadźmy w środku masy S osi bezwładności Sp, S#, Sr, oznaczmy przez
p, q, r składowe prędkości kątowej obrotu ciała w kierunkach tych osi, a przez
«u &i> Cii az J &21 C2', «3; ^3; C3 odpowiednio dostawy kierunkowe tych osi wzglę-
dem osi układu Oxys. Jeżeli a, (3, Y oznaczają spółrzędne punktu styczności
(#<>' 2/o) względem osi układu Spąr, to prędkości tego punktu wskutek obrotu,
wzięte w kierunkach osi bezwładności, będą odpowiednio: q*i — r(3; r a — J P Y ,
J°P — <Za; rzucając te prędkości na osi Ox i Oy i dodając do tych rzutów pręd-
kości środka masy, otrzymamy następujące dwa równania:

di

(G) ', • j j j

W przypadku, gdy ciało toczy się bez ślizgania, będzie

(7) u = 0, v = 0.
GdyX, Y, Z, L, M, JST oznaczają spółrzędne układu sił przyłożonych, wzięte
względem osi równoległych do osi układu Oxys i przesuniętych przez środek
masy, równania ruchu środka masy będą

(fi) "*S! = ̂ l

gdzie w oznacza masę ciała. Aby otrzymać równania Euler'a, określające
kręcenie się około środka masy, zważmy, że a< L + &« M + c,- N, (i = 3, 2, 3),
oznaczają momenty sił przyłożonych względem osi Sp, Sq, Sr. Momenty cał-
kowitej reakcyi (X,, T 1 } Zt) płaszczyzny względem tychże osi wynoszą

Z(3 — IIY, EY — Z a , Ha — S p , gdzie

Blbl, mnt.-fe. S. IV, T. X, , 20
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Szukane zatym równania będą.

- S — ( B — O ) j p > = » i

S Y — Z a ,(9)

gdzie A, B, O oznaczają momenty główne ciała. Z tyini równaniami należy,
jak wiadomo, połączyć 3 równania art. 49-go, wyrażające p, g, r przez kąty
f, (jii6.

Jeżeli <I> = O jest równaniem powierzchni ciała względem osi głównych,
to mamy równanie

(10) $(«,(3 ) Y ) = 0,

które wyraża, że punkt styczności znajduje się na powierzchni ciała. Płasz-
czyzną styczną w tym punkcie jest płaszczyzna Oxy, mamy więc dwa warunki:

gdzie w pochodnych cząstkowych należy podstawić spółrzędne a, (3, Y punktu
styczności. Spółrzędna £ oznacza odległość środka masy od płaszczyzny sty-
cznej ; będzie więc

W zagadnieniu mamy piętnaście niewiadomych k, t\, C; ^ g,»'; ?, ^ 0; a-> P> 7;
X t , Y,, Z,, które określają ruch ciała i reakcyją. Do ich wyznaczenia ma-
my sześć równań (8) i (9); trzy równania między p, q, r, <p, ty, 6; cztery ró-
wnania (10), (11) i (12), wynikające z warunków gieometrycznych; nakoniec
dwa równania (4) i (5), określające reakcyją, w których należy podstawić
wartości z (6); razem piętnaście równań. Jeżeli ślizganie się nie zachodzi,
to zamiast równań (4) i (5) należy wziąć równania (7).

Aby rostrzygnąć, czy zachodzi ślizganie, czy też toczenie się, przypusz-
czamy naprzód, że ciało ślizga się na płaszczyźnie. Obliczywszy X,, Y t , Z, ja-
ko funkcyje czasu t, podstawiamy ich wartości w równaniu / , Z ^ J / ^ M - YY2,
w którym/ t oznacza wartość spółczynnika tarcia, aby ślizgauie się nastąpić
mogło. Jeżeli wypadnie ft < / , natenczas ft nie dosięgnie wartości krań-
cowej /,. a ciało będzie się istotnie ślizgało. Gdyby zaś w y p a d ł o / , > / , to
ślizganie się byłoby niemożebne, więc nastąpi toczenie się, z czego wynika,
że dalszy rachunek należy przeprowadzić na podstawie równań (7). W przy-
padku ślizgania się uważamy tarcie za dostateczne, a płaszczyznę za dostatecz-
nie chropowatą; w przypadku przecrwnym mówimy o tarciu niedostatecznym
i o niedostatecznie chropowatoj płaszczyźnie.
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160. O UDERZENIU SIĘ ciAE. Jeżeli dwa poruszające się ciała spoty-
kają się wzajemnie, natenczas w stanie ruchu każdego ciała zachodzi nagła
zmiana, nie pochodząca od sił ciągłych, działających na te ciała podczas ruchu,
lecz wynikająca z wzajemnego działania jednego ciała na drugie, które nazy-
wamy uderzeniem się, rozumiejąc przez to także samo zjawisko owej nagłej
zmiany ruchu wskutek zetknięcia się dwu ciał.

Uderzenie się pojmujemy jako działanie sił chwilowych czyli popędo-
wych, których miarą jest bądźto popęd, bądźteż zmiana ilości ruchu, ciała,
do którego są, przyłożone. Niech dwa oiała uderzają się o siebie, dotykając
się przyteni w punkcie m; kierunek normalnej spólnej do ich powierzchni
w tym punkcie wyznacza kierunek uderzenia się. W tym kierunku doznaje
każde ciało działania pewnej siły chwilowej, a jeżeli R jest siłą, przyłożoną
do ciała A, to — R jest siłą popędową, przyłożoną do ciała B. Siła R jest

Pz
wogólności zmienna podczas uderzenia się, a jej miarą jest popęd I Rdt, odpo-

J o
wiedni trwaniu uderzenia się z, będącym bardzo małym, lecz skończo-
nym przedziałem czasu. Grdy poprowadzimy z 8, środka masy ciała A, trzy
osi główne 8p, Są i Sr, to możemy kierunki tych osi uważać za niezmienne
podczas uderzenia się. Oznaczmy przez x, y, S spółrzędne punktu m wzglę-
dem osi głównych; przez a, b, c dostawy kierunkowe normalnśj wewnętrznej
do powierzchni ciała A w tym punkcie; przez u0, v0, w0 prędkości środka ma-
sy S przed uderzeniem się, zaś przez u, v, tv prędkości jego po uderzeniu się;
przez joo, q0, r0 prędkości kątowe obrotu ciała przed uderzeniem się, a przez
p, qi r jego prędkości po uderzeniu się. Wszystkie wielkości odnosimy do
układu spółrzędnych Sjpgr. Z zasady d'Alemberta wypadają wtedy równa-
nia ruchu ciała A:

U(u — uo)=-a YRdt, M(tf — vo) = h \Rdt, M(ui — iv0) = c \Rdł;

(1) A O-Po) — (CV — be) \Rdt, ~B(q~q0) =s(ag — ex) \Rdt,

O (r — r0) r s (bx — atf)\B,dt,

W których A, B i C oznaczają momenty główne, a M masę tego ciała. Po-
stępując podobnie z ciałem B, do którego osi głównych należy odnieść punkt
m i kierunek uderzenia się, otrzymamy także sześć równań, określających
zmianę ruchu tego ciała wskutek uderzenia się, Jako kierunek uderzenia się.
ma być wzięty kierunek siły — R. Wypisane równania polegają na wiado-
mój zasadzie, że wobec sił popędowych należy pominąć siły ciągłe (art. 137).

Dla ciała A mamy sześć niewiadomych u, v, w, p, q, r; podobnie dla cia-
ła B; niewiadomy jest nakoniec popęd siły R. Mamy przeto razem trzyna-
ście niewiadomych, a tylko dwanaście równań, z czego się okazuje, że zaga-
dnienie, lubo z natury rzeczy dokładnie określone, nie daje się rozwiązać.
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Niemożność rozwiązania tkwi w tym przypuszczeniu, źe obadwa ciała są szty-
wne. Ponieważ ciała rzeczywiste zmieniają kształt swój przy uderzeniu się,
przeto uważając związki, zachodzące między zmianą ruchu a zmianą kształtu.
ciała wskutek uderzenia się, będziemy mogli otrzymać jeszcze jedno równanie,
które pozwoli rozwiązać nasze zagadnienie.

"W przebiegu uderzenia się można rozróżnić dwie fazy. W pierwszej
fazie obadwa ciała wzajemnie na siebie nacisk wywierają i doznają odkształ-
ceń, rosnących szybko do pewnego maximum. Punkty, posiadające mniejszą
prędkość, ustępują przed tymi, które na nie cisną wskutek większej prędkości,
aź nastąpi wyrównanie prędkości, któremu towarzyszy największe odkształce-
nie obudwu ciał. W drugiśj fazie uderzenia się zachodzą odkształcenia,
wprost przeciwne pierwszym, a każde ciało usiłuje wrócić do kształtu pierwo-
tnego, który mniej lub więcej dokładnie odzyskuje. Jeżeli po upływie tej
drugiej fazy uderzenia się spostrzegamy trwałe odkształcenia ciał, naten-
czas różnica ich prędkości po uderzeniu się jest bardzo mała; skoro zaś ciała
odzyskały kształt pierwotny, wtedy rozchodzą się po uderzeniu z prędkościa-
mi, różniącymi się znacznie od siebie.

Ciało, które po uderzeniu się odzyskuje dokładnie swój kształt pierwotny,
nazywamy doskonale sprężystym; ciało zaś zachowujące kształt, jaki po
upływie pierwszej fazy uderzenia się otrzymało, zowiemy niespręźystym.
Obadwa powyższe pojęcia należy uważać za oderwane; ciała rzeczywiste nie
są bowiem ani doskonale sprężyste, ani niespręźyste, lecz tylko do takich się
zbliżają. Ciała miękkie są zbliżone do niespręźystych; takie zaś ciała, jak
kość słoniowa lub kauczuk zbliżają się do ciał doskonale sprężystych.

U ciał niesprężyatych, których powierzchnie przyjmujemy za gładkie,
kończy się uderzenie, skoro prędkości punktów, w których one się dotykają,
wzięte w kierunku uderzenia, przybiorą tę sarnę wartość. Ten wynik doświad-
czenia prowadzi do trzynastego szukanego równania. Jeżeli wielkości, odno-
szące się do ciała B, oznaczymy kreskami u góry, i zważymy, że normalna
w punkcie m ma być w obudwu ciałach wzięta w kierunkach przeciwnych, to
szukane równanie będzie

(2) a (u+qn—ry)-i-b(v-\-rx—ps)-{ c(w-\-py—ąx)+a'(u'+qV—r'y')
+ b'(v'+r'x' —$' z')+c' (iv' +p< y'—q'x') = 0,

czyli,

(3) du + bv + civ +• (ąi—be)p + (as — cx)q + (bx — ay) r + a'u'+h'v'+c V -f-
+ (O'y< — Vs')p' Ą- (olg'—o'co') q] + (Vz> - ahj) ?•' — 0.

Oznaczmy przez F popęd siły R, przyjmijmy zatym F = I B,dt; otrzy-
mamy z równań (1),

F . &F , cF

l r TP w
F P1 F

p=pa + (cy—U)-£, q~%Ą-(as-cx)-^, r~ro+ (bx—ay) -^
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Podobne równania mieć będziemy dla drugiego ciała. Z nich otrzymujemy

(5) &«•—av~bu 0 — av0, cv—hc = cv0 — biv0, aw—CM=«M>0—cu0,
a zatyni:

(6) (bu~av)i+ (cv — hw)* + (aw— Cu)* = (bu0— avo)*-\- (cvo—lwo)* +
+ (aw0—cwj2 .

Strona lewa tego równania oznacza kwadrat rzutu prędkości środka masy
ciała A po uderzeniu się na płaszczyznę styczną, do powierzchni obudwu ciał
w punkcie uderzenia w, a prawa strona oznacza tę sarnę wielkość przed
uderzeniem się. Ponieważ takież samo równanie zachodzi także dla ciała B,
przeto okazuje się, że prędkość środlca masy każdego ciała, łosięta równole-
gle do spólnej płaszczyzny styczne, zostaje zachoioana przy uderzeniu si§.
Z równań (4) wynika jeszcze

(7) a Ap + bBq + o O = a Ap0 + bBqo + cO0,
co oznacza, że rmit momentu ilości ruóliu liagdego ciała, odpowiedniej kręce-
niu się jego około środka masy, na kierunek uderzenia się, zostaje zachowany
przy uderzeniu się. Zredukujmy ilości ruchu wszystkich punktów ciała A
do środka masy; otrzymamy siłę o składowych Mu, Mv, MM i parę sił
0 składowych Ąp, Bq, Qr w kierunkach osi układu 8pqr. Moment ilości
ruchu względem kierunku uderzenia wynosi

a Ap + b Bq -\- c O + M [(cy—bs) u + (as—ex) v + (bx—ay) iv],
czyli

aAp + bBą + oGr + M [(bw—cv)xĄ- (cu—atu)y + (av—bu)s].

Wstawmy w to wyrażenie u0, v0, w0, pa, q0, r0; według (5) i (7) otrzy-
mamy tę sarnę wartość, z czego wynika, że moment ilości ruchu leazdego
ciała lozględem kierunku uderzenia się zostaje zachowany przy uderzeniu się.
Z zasad podanych w art. 142-im wynika nadto, że suma ilości ruchu obu-
dwu ciał, tudzież suma momentów ich ilości ruchu, względem prostej dowol-
nej, zostaje zachowana przy uderzeniu się.

161. Przyjmijmy

(1) V == au + bv + cw + (cy—bz)p + (as—ex) ą + (bx — ay) r,

1 oznaczmy przez Vo wartość tego wyrażenia, jeżeli w nim podstawimy «0,
.. ., r0; wówczas V oznacza rzut prędkości punktu m na normalną po ude-
rzeniu się, a Vo oznacza ten rzut przed uderzeniem się, jeżeli m uważamy
za punkt należący do ciała A. Wstawiwszy w (1) wyrażenia (4) art. ] 60-go,
otrzyin amy

a dla ciała B będzie V' = Y 0 '+ —.gjr^B1, S d z i e
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A __ (ey—hss)* (as—ex)2 (bx—ay)'i
{ó) M ~ A + B + C '

i analogicznie^-. Ponieważ według (3) art, 160-go mamy dla ciał nie-

sprężystycji V + V ' = 0 , przeto

Vo+ - J J J - tf + V 0 H—jj r- i — 0,

z czego wynika
MM'

( 4 ) F ( y o + Vo') •

To równanie pozwala dla oiał niespręźystych obliczyć popęd siły chwilowej,
sprawiającej zmianę ruchu. Popęd ¥ jest oczywiście dodatny, a ponieważ
pierwszy czynnik po prawej stronie równania (4) jest dodatny, przeto jest
V0 + Vo''<C0- Stosownie do przyjętego znakowania łatwo ten wynik zrozu-
mieć. Obadwa ciała mogą się tak poruszać przed uderzeniem się, źe prędkość
Yo ma kierunek normalnej zewnętrznej do A, zaś Vo' kierunek normalnej we-
wnętrznej do B, lub tak, że obie prędkości mają kierunki normalnych zewnę-
trznych. W pierwszym przypadku będzie V o < ! 0 , V 0 ' > 0 , w drugim zaś
będzie Vo < 0, Vo' < 0; w pierwszym więc przypadku nastąpi uderzenie się,
jeżeli Y o ^ ^ o ; w drugim zaś przypadku zawsze uderzenie się nastąpi,
a w obudwu przypadkach będzie Vo + YJ < 0. Grdyby było Yo + Vo' Ss 0,
wtedy nie nastąpiłoby uderzenie się.

Oznaczmy przez T różnicę, którą otrzymamy, gdy od sumy energij kine-
tycznych obudwu ciał przed uderzeniem się odejmiemy sumę ich energij po
uderzeniu się; wówczas

(5) 2T=M[(V—« 2 J + (V—v*) + (wo*—w1)] + M'[(«,'»—u12) +

. + A' (po'*-p'V + B' (qo'*-q'V + C (r^ - r'*).
Pomnóżmy równania (1) art. 160-go odpowiednio przez u + it0, v •+• v0, tv+w0,
P +^o i C+^o > r + ro * postąpmy podobnie z równaniami dla ciała B, wstawmy
otrzymane wyrażenia w (5) i uwzględnijmy równanie (3) art. 160-go i ró-
wnanie (4); wtedy otrzymamy dla ciał niesprężystych:

(6) 2T=-F (

Uderzenie się obudwu ciał może nastąpić tylko pod warunkiem, że Vo + Vo'
jest różne od zera, z czego wynika, źe prawa strona równania (6) jest dodatna,
to znaczy, że przy uderzeniu si§ ciał niesprgiystych gachodgi strata energii M-
netycsnśj. Tę stratę należy tak rozumiść, źe suma energij kinetycznych po
uderzeniu się jest mniejsza od sumy energij przed uderzeniem się. Dowolny
p u n k t y , yi} Si) ciała A, którego masa wynosi dnii, posiada przed uderze-
niem się następujące prędkości w kierunkach osi głównych: u0 Ą- qo0t — royt,
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vo + ro%i— pozh wn-\-poyi~-qoXi; kładąc w tych wyrażeniach u, v, w, p, q, r,
otrzymamy prędkości tego punktu po uderzeniu się. Podwójna energija ki-
netyczna tego punktu, odpowiednia różnicy tych prędkości, wynosi

{[(»o ~ u) + (% — <l) »t~ (ro ~ r) «A? + [(v0—v) + (r0 - r) xt— fa—p) *,]» +•
4- [(w0 —

 w) + (Po ~ P) i/i ~ (%—9) **?} font,
a jeżeli scałkujemy to wyrażenie dla wszystkich elementów ciała A, to otrzy-
mamy

(7) 2Ta = M[(uQ—u)*-\- (vo-v)* + (u<o-wP] + A(i>0~p)* + B(q0-<i)* +
+ Ofr,-rJ«,

gdzie T„ oznacza tę energija, którąby posiadało ciało A, gdyby każdy punkt
miał prędkość, równą zmianie swej prędkości -w skutek uderzenia się. Wsta-
wiwszy wyrażenia, wynikające z (4) art. 160-go, mieć będziemy:

(8) 2 T, = ^ F2, a podobnie 2 T* = ^ V*,

gdzie T6 odnosi się do ciała B. Dodając oba równania, wstawiając wartość
F i uwzględniając (6), otrzymamy

co przedstawia ważne twierdzenie : strata energii kinetycznej przy uderzeniu
się dwu ciał niespr czysty cli równa się sumie energij kinetycznych ohidwu ciał,
odpowiednich zmianom prędkości- ich punktów wskutek uderzenia się (tw. Gar-
nofa).

Gdy oznaczymy przez P średnią wartość siły, której popęd w czasie z
oznaczyliśmy przez F, to mieć będziemy według określenia,

(10) P T = I Rdt = F, więc P = - ^ -
«/o

Obadwa ciała doznają w kierunku uderzenia się pewnych zagłębień, które
oznaczmy odpowiednio przez s i e'. Iloczyn P (e + s') wyraża pracę mechani-
czną siły P, a ponieważ właśnie wskutek tej pracy, sprawiającej stałe od-
kształcenia ciał, nastąpił ubytek T energii kinetycznej, przeto P(e + 6') = T,
z czego wynika

2(8+8') ' Vo+Vo' "
Ostatnie równanie, w którym V0-f-V0' jest zawsze ujemne, pozwala obliczyć
trwanie uderzenia się. Im miększe obadwa ciała (im większe s i s'), i im
mniejsza suma ich prędkości normalnych, tym dłużej trwa ich uderzenie się.

Przy uderzeniu si§ ciał doskonale sprężystych nie zachodzi strata energii
kinetycznej. Jakoż w pierwszej fazie uderzenia się doznają, ciała pewnych od-
kształceń, wskutek czego suma ich energij kinetycznych zmniejsza się; w dtu-
giśj fazie atoli pojawia się działanie przeciwne pobudzonych sił między cząst-
kowych, które niweczy odkształcenia i przywodzi cząstki tych ciał do pierwo-
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tnego położenia wzajemnego. Praca więc tych sił wyrównywa dokładnie
pracy siły chwilowej w pierwszej fazie, a zatym suma energij przyrośnie o tęż
sarnę wielkość, o którą poprzednio się zmniejszyła. Przy końcu uderzenia się
będzie więc T = 0, a zatym suma energij kinetycznych zostanie zachowana.
Z tego twierdzenia wynika, zamiast równania (2) art. 160-go, następujące ró-
wnanie, cechujące uderzenie się ciał doskonale sprężystych:

(12) 0=.-M[(V—u*) + (vo
2~v>) +

(o ^

+ A' (Pa'2-p'V + B' (V2 - q'V + C (ro'*—r'*j,
które łącznie z dwunastoma równaniami art. 160-go pozwala zbadać stan
ruchu takich ciał po uderzeniu się. Podstawiwszy w tym równaniu wyraże-
nia, otrzymane z (4) art. 160-go, mieć będziemy F[V + V ' + V 0 + V0'j = 0?

a ponieważ F nie jest równe zeru, przeto

(13) Y+r--cvo+Vo'),
to znaczy, że suma prędkości normalnych oiudwu ciut iv punkcie m po ich ude-
rzeniu si§ jest równa i przeciwna wartości tejże sumy prgećl udergeniein się,
Obadwa ciała posiadają więc w punkcie m różne prędkości normalne po ude-
rzeniu się. Wstawiając wyrażenia (2) dla V i V, otrzymamy:

Popęd ¥ ma więc podwójną wartość popędu, odpowiedniego uderzeniu się ciał
niesprężystych. Z tego otrzymamy dla ciał sprężystych,

v—V 2 L i i + )
v ° M

\ri v i
v ~ V o ~

a dla ciał niesprężystych będzie

Jeżeli kierunek uderzenia się przechodzi przez środki masy obudwu ciał,
to uderzenie się nazywamy centralnym; w razie przeciwnym nazywamy
je excentrycznym. Dla uderzenia się centralnego będaie cc : y: 8 = a: 6: o,
x': y': «' = «':&': c', z czego wynika, że momenty popędu F względem środ-
ków masy są równe zeru, a zatym p =p01 q = q0, r=żr0. Podobne rezul-
taty otrzymamy dla ciała B. Uderzenie si§ centralne nie sinienia Icręcenia si§
ciał ohoh środlców masy, ono wpływa więc tylko na ruchy postępowe tych ciał.
Dla uderzenia się centralnego mamy nadto A = A' — 0, przez co upraszczają
sig wyrażenia F, V i V.
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Uderzenie się dwu ciał, mających równoległe ruchy postępowe (w tym-
samyin kierunku lub w kierunkach przeciwnych), zowiemy prostym, jeżeli
kierunek uderzenia się jest równoległy do kierunku tego ruchu, "W razie
przeciwnym nazywamy uderzenie się ciał u k o ś n y m . Dla uderzenia się
prostego mamy $0 —q0z=2r0—j)a'= ąj =.r0'— 0; a gdy przez u0) v0, w0;
u0', vQ', w0' oznaczymy prędkości ruchów postępowych, przez a, 1), a dostawy
kierunkowo normalnej w punkcie uderzenia się względem nieruchomych osi
spółrzędnych, to otrzymamy ua \ v0 : w0 — uQ': v0' • «'</ — a:b:c. To pozwa-
la wyprowadzić równania odpoAviadające uderzeniu się prostemu ciał, co po-
zostawiamy czytelnikowi. •—•

Zastosujmy podaną teoryją do uderzenia się dwu kul o masach Mi i M2,
poruszających się z prędkościami Cj i c3 po linii, łączącej ich środki S t i Sa.
Uderzenie się będzie proste, a ponieważ jest nadto centralne, przeto nie po-
trzebujemy uwzględniać kręcenia się kul około ich środków. Przyjmijmy
kierunek prędkości ct jako dodatny; g d y e 2 > 0 , nastąpi uderzenie się, jeżeli
c i > c 2 ) gdy zaś e 2 < 0 , uderzenie się zawsze nastąpi. Jeżeli «, i vz ozna-
czają prędkości kul po uderzeniu się, to z zasady zachowania ilości ruchu
otrzymujemy równanie M[ ćt + M 2 c a ==M.1vi-\-M3v2; gdy kule są niesprę-
żyste, wówczas kończy się uderzenie, skoro vl=v2'=zv, a zatym M ^ - l -
+ M a c2 = (M, + Mjj) v, skąd v = (M t c, + M 2 c2) : (Mx + M 2 ). Z zasady za-
chowania energii otrzymujemy dla kul doskonale sprężystych drugie równa-
nie Mi Ci3 + M 2 c 2

2 = M, vf + M a« 2
2, które możemy napisać w postaci

M, (d + v{) (c, —Vi)—— M2 (c2 + %) (^ — %)• Ponieważ M t (c t —
— V]) ~ — M2 (c2 — v,j), iDrzeto ci + v1^=ca + v2 czyli vt — v,1=r- — (d — c2).

Mamy zatym dla kul niesprężystych v{ — v% = 0, zaś dla kul doskonale
sprężystych «, — v2 = — (c, — c2). Kule rzeczywiste nie są ani niesprężyste,
ani doskonale sprężyste, możemy więc dla kul rzeczywistych przyjąć

(17) Vi — % = — s (pi — ca),

przyczyni O<! s < 1 ; wartość liczebna spółczynnika e daje się wyznaczyć przez
doświadczenie. Łącząc to równanie z równaniem Mĵ  eL + M2 c3 = M t vx +
+ M2 «a, otrzymamy

-. .• s MafCt —C 2 ) ,. , .M,(6't — C2)

skąd wynika, że kula uderzająca traci, a uderzona zyskuje na prędkości, a ich
zysk i strata są odwrotnie proporcyjonalne względem ich mas. Stratę energii
możemy obliczyć z równania

2 T = Mj (c,2 - Vi*) + M a (c2
2 — v^) = M, (c, — vxy + M a (c2 — v2y +

+ 2 M { vt (Ci — «,) — 2 Ma v2 (ej, — ej).
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i (Ci—«,) = M2 (%—c%) =
M,M a •«0(i+0»

MiM 2 ,

Ponieważ

przeto

(19) 2r.

Dla s = 0 otrzymujemy twierdzenie Carnotfa.
Niech kula Mi uderza pod kątem prostym o ścianę płaską o masie bar-

dzo wielkiej. Przyjmując wtedy e 2 —0 i pomijając M 1 ? otrzymamy vv~—ecv

To równanie pozwala obliczyć s. Z doświadczeń z kulami, uderzającymi
0 ściany (bandy) bilardu, przekonał się Ooriolis, że gdy Ci nie przenosi 7 m
na sekundę, otrzymujemy vt: — ex = 0,55, a stąd e = 0 ;55. Kula bilardowa

. 2
z kości słoniowej, spuszczona na płytę marmurowa,, podskakuje do "g wysoko-
ści spadku, skąd s = J/2T3 •

Eozważajmy uderzenie się ukośne dwu kul, przyjmując, że proste,
po których poruszają się ich środki, znajdują się na jednej płaszczyźnie,
1 uwzględnijmy tarcie w punkcie uderzenia się, Linija środków S t S 2 niech
będzie osią x, prostopadła do niej na płaszczyźnie prędkości początkowych cx

i Ci osią y, a oś g prostopadła do x i y. Jeżeli prędkości c t i c% tworzą z osią
X kąty <*! i «a, a kule nie kręcą się około środków przed uderzeniem się, to skła-
dowe prędkości kuli M, są Cj cos au Cx sin au 0, kuli zaś M 2 : ca cos ou, c2 sina 2, 0.
Jeżeli kierunek popędu F działania kuli Mt na M2 przyjmiemy jako dodatny
i oznaczymy przez/ spółczynnik tarcia, t o / F jest popędem tarcia, jakiego do-
znaje M 2 , zaś — / F popędem tarcia, jakiego doznaje M|. Oznaczmy przez
Mt,.«!, Wj, pit qt i r 1 składowe prędkości kuli Mi po uderzeniu się, przez Ej2
jej promień a przez Aj = — Mt

^ jej moment bezwładności, wielkości zaś

odpowiednie dla M2 odróżnijmy wskaźnikiem 2. Otrzymamy następujące ró-
wnania ruchu:

Dla kuli M t :
Mi (ui — Oi cos a,) = — F,
M, (y, — c , sin «j) =• — / F ,

= 0,(20)

A 1 g , = 0 ,
A t r , = —

Z równania (17) otrzymamy

Dla kuli M 2 :
M2 (% — c2 cos a2) = F,
M2 («2 — c2 sin <x2) =s / F ,

= 0,

— c2cosa2),

a stąd, według (20),

(22) M M
[(1 -j-e) (c, cos a, — &, cos a 2),
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Mi = ^ T j ^ P i - M 2 e ) c 1 e o s a 1 + M 2 ( l + e ) c 2 c o s a 2 ] ,

1
V! = -^—p^jr- [(M^+Ms^CtSina! -/M 2 ( l+e)(c 1 cosa 1 —c2cosa2)],

(23)

. M

-M1e)c !jcosa2],

v2 = , , . , [(M1+M2)c2sina2+/M1(14-e)(c1cos«i -c 2cosa 2)],

K -f M

(l+e)(Cl(' 9. • ^ ^ n

a nadto ztJj = j ) x = qt = w2 = i ) 2 = Q2 = 0. Stąd widzimy, że po uderzeniu się
kule będą się wskutek tarcia obracały w kierunkach przeciwnych około osi
prostopadłych do płaszczyzny xy z prędkościami t\ i r2. Prędkości ruchów
postępowych po uderzeniu się będą tworzyły z osią x kąty tp, i ep2, przyczyni

-/M 2 (1 + e) (ct cos <Xi -- c2 cos a2)

(24)
(M,—M 2 6)^008 a, + M 2 ( l + s ) c 2 c o s a ! j

_w2 • _ ( M 1 + M a ) c 2 s i n a 2 + / M , (1+e) (c,cosa,—c3cosa2)
M, ( l + e ) c , cosa, + ( M 2 — M 1 e ) c 2 c o s a 2

_v% _
tang(p2 — TT —

Gdybyśmy tarcie pominęli, przyjęli kule jako doskonale sprężyste, a kulę M2

w spoczynku, wówczas / = 0 , 6 = 1 , c2 = 0, skąd

(25) tang <p t , — M 2

tanga,, tangtp 2=O,

Gdyby masy kul były równo, otrzymalibyśmy stąd <p, = —-, <p2 = 0. Obie ku-

le rozbiegną się pod kątem prostym, a kula uderzona będzie się poruszała
w kierunku linii środków.

162. WAHADEO nrizrczNE. Tak nazywamy ciało materyjalne, waha-
jące się pod działaniem siły ciężkości około osi poziomej, nie przechodzącej
przez środek masy tego ciała. Poprowadźmy płaszczyznę pionową przez śro-
dek masy 8, i niech O będzie śladem osi wahań na tej płaszczyźnie; punkt O
nazywamy p u n k t e m z a w i e s z e n i a wahadła. Kąt <p, który prosta OS two-
rzy z pionem punktu zawieszenia, jest odchyleniem wahadła, a największa jego
wartość a jest obszernością wahania. Oznaczmy przez S długość OS, a przez
M masę wahadła; moment jego ciężaru względem osi jest MrySsincp. Gdy w

oznacza prędkość kątową wahania się, to w — fc, jeżeli uważamy waha-
{lv

nie się ku pionowi. Według art, 146-go mamy następujące równanie ruchu:

(i) s m
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w którym I oznacza moment bezwładności wahadła względom osi wahań. Po-
równywająe to równanie z równaniem (13) art. 92-go, widzimy, że wahadło
fizyczne odbywa taki sam ruch, jak wahadło matematyczne o długości

{ > 7 ~ M8 ~ Md — 8 '

gdzie k oznacza ramię bezwładności wahadła względem osi wahań. Długość
r wahadła prostego, którego ruch jest zgodny z ruchem wahadła fizycznego,
nazywamy długością, z redukowana, wahadła fizycznego. Punkt, znajdu-
jący się na pionie punktu zawieszenia w odległości r od niego, nazywamy
ś r o d k i e m w a h a ń tego wahadła. Porównywając wzór (2) z równaniem (2)
art 148-go, otrzymujemy twierdzenie: środek wahań jest sarassem śroćlhiein
uderzenia wtigtydeni osi tvahąń. Środek wahań porusza się tak, jak punkt odo-
sobniony, w którym skupiono całą masę wahadła fizycznego. Oznaczmy przez
l s moment bezwładności wahadła względem prostej, równoległej do osi wahań
i poprowadzonej przez środek masy; I = I S -j- Md'2, a zatym

(3) r + S

% czego wynika, ż e r > S , a zatym' środek wahań znajduje si§ poniżej środku
masy. Kedukując wahadło fizyczne do matematycznego, rozwiązujemy tym
samym zadanie o trwaniu wahnięcia na podstawie wzorów, podanych w art.
92-im.

Grdy uczynimy środek wahań punktem zawieszenia, to długość zreduko-
wana będzie

L , » I* M3
r ' M(r-5) + r-°~ M"• ~T7 + r~°=-r>

to znaczy, że pierwotny punkt zawieszenia będzie środkiem wahań. Między
więc punktem zawieszenia, a środkiem wahań zachodzi wzajemność, a trwa-
nie wahnięcia nie zmienia się, jeżeli wahadło waha się około osi, przechodzą-
cej przez środek wahań,

Z równania (3) wynika

$L-_k LI i ! i 9 li-
d§ ~~ M3a ' r ' && ~ M88 '

otrzymamy więc najmniejsze r dla 3 = 1 / ~ , albo, kładąc I*

gdzie lcs jest ramieniem bezwładności wahadła względem prostśj, przechodzą-
cśj przez środek masy, dla 8 = / ^ ; a najmniejsza wartość r będzie 2Jcs. Bio-
rąc więc punkt zawieszenia w odległości ks od środka masy, otrzymamy naj-
krótsze wahadło zredukowane, a zatym najmniejsze trwanie wahnięcia.

Niech dane ciało waha się naprzód około osi O, a następnie około osi
O' równoległej do O, i niech S i 5' oznaczają odpowiednio odległości osi O i O'
od środka masy, Je i Ti ramiona bezwładności wahadła względem tych osi, a T
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i T r odpowiednie trwania jednej oscylacji. Wtedy 7c2= 7c„2 + o2, 7t'2 = Z^+5' 2 ,
więc

Jeżeli L oznacza długość wahadła sekundowego (matematycznego), to g =
zz it2 L, a stąd

L T2 8 = *,• + S2, L T'2 5' r= 7c,2 + S'2;
rugując z tych równań h2, otrzymamy

Mierząc przeto czasy T i T1 zapomocą ohserwacyj bardzo małych wahnięć
wahadła fizycznego, zawieszanego kolejno na dwu różnych osiach równole
głych, których odległości od środka masy są dokładnie znane, możemy obli-
czyć długość wahadła sekundowego. Zastosowanie wzoru (4) jest z tego po-
wodu trudne, że dokładny pomiar odległości S i 8' jest połączony z wielkimi
trudnościami. Według Kater'a można wahadło zaopatrzyć w mały ciężar
przesuwalny i dać temu ciężarowi takie położenie, żeby przy wahaniach około
O i O1 było T = T'. Wtedy otrzymamy z (4)

a zastosowanie tego wzoru wymaga tylko dokładnego mierzenia wzajemnej
odległości S -(— S' obudwu osi.

Wahadło odśrodkowe składa się z pręta OB fig. 61, którego górny
koniec O obraca się w stawie (zawiasie), a na drugim końcu jest umieszczone
ciało ciężkie, które przyjmujemy w kształcie kuli.
Cały układ obraca się nadto około pionu O,s,
z którym oś stawu stanowi jedne całość. Oś sta-
wu przyjmujemy za Ox, pion za Os\ środek kuli
A znajduje się na płaszczyźnie Oyz, obracającej
się około O s jednostajnie z prędkością kątową <o.
Jeżeli r jest promieniem kuli; 0, (3, f oznaczają
spółrzędne środka, to równanie kuli będzie x2 +
+ {y — P )2 + 0* ~ T ) a = r 2 - P r z y obrocie musimy
uwzględnić momenty sił odśrodkowych kuli i pręta,
prostopadłych do O#, względem osi O a;, około Ig-

której obraca się wahadło. Rozważajmy warstwę kuli, ograniczoną płasz-
czyznami poziomymi e i e -j- ds. Niech df będzie elementem powierzchni ko-
ła x2 + (y — P)2 = r2 — (« — Y)2 , podług którego płaszczyzna e przecina kulę;
wówczas dM. — Gdfde będzie elementem masy kuli o gęstości a. Ezuty siły
odśrodkowej tego elementu są odpowiednio t o ^ W , w22/fl!M; pierwszej sile
odpowiada moment równy zeru względem Ox, drugiej zaś moment w2v/#f2M =
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— at&igdzy df; suma więc momentów sił odśrodkowych tej warstwy wynosi

o w2 uda \ydf. Całka i ydf jest momentem masy koła względem Oxst,

a zatym I ł/d/=7cp[>2—(g —f)2]; suma więc momentów sił dla tej warstwy

będzie naw2(3[r2—(s—iY\is&8, a dla całej kuli otrzymamy moment ji sił
odśrodkowych;

+ r 4

gdzie M oznacza masę kuli. Aby obliczyć moment yj sił odśrodkowych dla
pręta o gęstości a', przyjmijmy, że pręt jest walcem kołowym prostym o pod-
stawie Q. Dla warstwy między płaszczyznami g i g + cfc otrzymamy moment

a'm2gdg I ł/d/, a jeżeli P jest polem przekroju, to i ?/c?/=F^tgtp, gdzie «p

jest kątem, który oś pr§ta tworzy z pionem. Będzie więc

/

Icos <p

¥s2dg, gdzie Z = OB.

Mamy Q = Fcos<p, a jeżeli p oznacza odległość punktu z na osi OB od O,
to # = pcos<p, «̂i = dpcostp, więc

/*', , . . n , / „ , o'w2QZ3 . luiosp|j,'=: o' w1 tang (p li cos2 <p I pz a p = — cos <p sin <p SK — - — cos tp sm <p,
J o o

gdzie w jest masą, pręta. Kładąc (3 = (Z -f r) sin <p, Y=i(Z + r) cos<p, mamy
|j, = Mo)2(i + r)2coscpsintp. Moment ciężaru ktjji względem O a; wynosi

M(/(I + r)sin<p, a moment ciężaru pręta wynosi —§— sin*. Z zasady przeto

d'Alembert'a wynika równanie

M w2 (I + r) 2 cos tp sin tp H — cos tp sin <p == M# (I + r) sin <p -1—~— sin <p,

z którego

Odległość więc środka kuli od punktu O jest odwrotnie proporcyjonalna wzglę-
dem kwadratu prędkości kątowej obrotu okoJo Q#, Rozwijając na szereg
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ostatni ułamek i opuszczając z powodu małej masy pręta, wyrazy tego rzędu

co 1-jTj-l i rzędów wyższych, otrzymamy

(8) w2 L M "
9a pomijając całkiem masę pręta, mamy f = - ^ . Trwanie jednego obrotu

około On wynosi T — — ; wstawiwszy wyrażenie ta, wynikające z równania (7)

otrzymamy

(9) T - - ^ -

a za-Jeżeli L jest długością zredukowaną tego wahadła, to T = 2ic 1/ — , a t>\

tym

Y M(Z + r ) 2 + ^ ° g M(Z + r ) 2 + ^
J~l+r' M.(l + r) + Y ""w2" M (Z + r) -)- ^

Pomijając masę pręta, otrzymalibyśmy L = Y! wahadło więc proste o długości
Y wykona podwójną oscylacyją w tymsamym czasie, w którym wahadło odśrod-
kowe raz się obróci.

.Przy doświadczeniach nieprzechodzi koniec pręta przez O, lecz przez
punkt O1 (fig. 62) znajdujący się na końcu ramienia poziomego o długości

y-

Fig. 62,

X — 0 0 ' , a pręt obraca się około osi O'a;' równoległej do Ox. Dla kuli otrzy-
mamy wtedy (3 = X + (I + r)sintp, więc |j, = Mw2 (l+r) [\+ (Z+r)aintpJ costp.
Zapomocą podobnego, jak wyżej rachunku, otrzymamy dla pręta

m a* t
' 6 costp.
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Kładąc w równaniu d'Alembert'a M = tang<p, i A = — ^- , otrzy-
M(l + r) +

mamy

(11) (4)V_
Jedyny pierwiastek rzeczywisty i dodatny tego równania wyznacza kąt <p dla
wiadomego w.

163. RUCH KULI NA PEASZOZYŹNIE. Kula o masie M i o promieniu R
zostaje wprawiona w ruch na chropowatej płaszczyźnie poziomej, i następnie
jest sobie samej zostawiona; mamy wyznaczyć ruch tej kuli. Obierzmy na pła-
szczyźnie poziomej osi prostokątne 0% i Oy, a oś Os pionowo w górę, a w środ-
ku kuli wystawmy układ osi równoległych, które poruszają się równolegle
do siebie, tak iź względem nich kula się obraca. Osi drugiego układu są
w każdej chwili osiami głównymi kuli. Niech u0, v0) iv0 oznaczają prędkości
początkowe środka kuli w kierunkach osi; z założenia wo = 0; p0, qOf rQ niech
będą początkowymi prędkościami kątowymi obrotu kuli około osi drugiego
układu. Jeżeli u, v, tv; p, q, r oznaczają powyższe prędkości po upływie cza-
su t; a U, V, W są prędkościami punktu styczności (0, 0, —R,), to

(1) JJ = u — qR, Y=
a prędkość C ślizgania się, t. j . prędkość punktu styczności, będzie

(2) • OSB V Wpfi = Yl^TąTfĄ- (v
Ciśnienie kuli na płaszczyznę wynosi Mg, tarcie przy ślizganiu się będzie za-
tym fMg, a ponieważ kierunek tego tarcia jest przeciwny kierunkowi ślizga-
nia się, przeto składowe X,, Y,, Zt tarcia będą

_ /MgJJ __ /M.r/V „
A l • Q ) X I Q ) ĆJl~V)

a momenty tarcia, przyłożonego do punktu (0, 0, — R), względem osi drugiego
układu, wynoszą

Na kulę działa ciężar własny — Mg, reakcyja normalna Mg i tarcie. Mo-
menty bezwładności kuli względem osi drugiego układu są sobie równo i wy-

2

noszą—-MR2; z równania ruchu środka i równań Euler'a wynika po skró-

ceniu przez M,

du „U dv _ V dw
dt~ m C Tt~~f[/'G> lt~~ '(3)

dt~ 2 R ' G '"dt ~~ 2 E"O ' di


