ROZDZIAL XV.
ZAGADNIENIA Z KINETYKI UKEADOW MATERYJALNYCH.

159. Ruca PRzY UWZGLEDNIENIU TARCIA, Wyjaéniliémy znaczenie
tarcia przy réwnowadze sil w art. 118-ym. Podobnie naleZy reakeyjg po-
wierzehmi fizyeznéj, do kt6réj cialo jest styczne podezas ruchu, rozdzielit
na dwie czgSei, normalng i styczng, a ta reakeyja styczna stanowi wlasnie
tarcie. Migdzy tarciem w spoczynku a tarciem podezas ruchu zachodzi ta
gléwna réZnica, Ze kierunek i wielko§¢ tarcia podezas ruchu jest wogdlnosci
dokladnie okréSlona, podezas gdy tarcie w spoczynku tylko whedy daje
sig okréfli¢, kiedy zachodzi réwnowaga w poloZeniu kraficowym, Kierunek
tarcia podezas ruchu jest przeciwny kierunkowi ruchu punktu stycznofei,
a jego wielko§é réwna sig iloczynowi spélezynnika tarcia i ciénienia nor-
malnego na powierzchnig.

Z do$wiadezen, ktére C. A. Coulomb (1779), G- Rennie (1825), A, Morin
(1831 —1833), D. Galton (1878 — 1879) i inni czynili, okazuje sie, %e sp6l-
czynnik tarcia jest najwigkszy w chwili rozpoczecia ruchu, i Ze jego wielkoSt
zmniejsza si¢ podezas ruchu. Z tego powodu rozréZniamy tarcie statycz-
ne i tarcie kinetyczne; piérwsze pojawia si¢ wtedy, kiedy ruch ciala wla-
§nie sig rozpoczyna, drugie za§ podezas ruchu. Spélezynnik tarcia statyczne-
go jest wigkszy od spélezynnika tarcia kinetycznego.

Wielkosé tarcia zalezy takze od tego, czy ciato §lizga si¢ na plaszczyZnie
styczndj do powierzchni, czytéz toczy sig na niéj. W piérwszym przypadku
punkt stycznosei ma predkosé skoficzong w pewnym kierunku na plaszezyZnie
stycznéj; w drugim przypadku obraca sig cialo chwilowo okolo osi, przez ten
punkt przechodzgeé) i lezgeé) na plaszezyZnie stycznéj, a predkosé punktu sty-
cznofei jest rGwna zeru. Do posuwania ciala jest potrzebna sila, przylofona
do §rodka masy, do obracania go ekolo esi jest potrzebna para sil o pewnym
momencie; a poniewaZ tarcie jest zawsze oporem, dzialajgeym whrew rucho-
wi, przeto tarcie przy Slizganiu sig¢ nalezy uwazat za sile, a tarcie przy tocze-
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niu si¢ za pare sil. Zamiast mowic tarcie przy toczeniu sig, mozna mowié
lepiéj: opér przeciw toczeniusig, co nadal czynié bedziemy.

Prawa tarcia przy §lizganiu si¢, wyznaczone doSwiadezalnie, sg nastepu-
jace: 1-0 kierunek tarcia jest przeciwny kierunkowi §lizgania sig; 2-0 wielko§é
tarcia niezaleZy od wielkoSci pola dotykania; 8-0 spélezymnik tarcia zaleZy od
natury fizyeznéj obudwu cial, a tymsamym od stanu ich powierzchni; 4-o0 dla
cial twardych spélezynnik tarcia jest funkeyja ciggly wzglednéj predkoSei §li-
zgania sig, 1 zmniejsza sig w miarg wzrastania predkosei. Zaleino§é tarcia
od predkoSci mozna przedstawit zapomocy, wzoru

f=fe * ’
w ktérym f oznacza spélezynnik tarcia przy predkoei o, a f, i o sg parametra-
mi, zalenymi od natury cial. Dla v=10 bedzie f=f,, dla v = co hedzie
f=0; f, oznacza wige spdlezynnik tarcia statycznego.

Poniewaz zmiang spélczynnika 7 wypada uwzglgdniaé tylko przy znacz-
nych predkosciach, przeto w nastepujacych zagadnieniach przyjmowaé bedzie-
my, ze f ma wartosé stalg, przedstawiajgcy wartosé srednig tego spélezynnika
migdzy kraficowymi predko§ciami uwazanymi. Oznaczajge przez R ciénienie
normalne na powierzehnig, a przez I tarcie, mamy réwnanie F — fR, w kt6-
rym f<Z1.

Niech punkt o masie m, do ktérego przykladamy sile (X, Y, Z), poru-
sza sig na powierzchni @ (z, y, #) = 0, na ktoréj doznaje tarcia, i niech a, 0, ¢
oznaczajy dostawy kierunkowe normalnéj w punkeie (, y, 2); réwnania ruchu
ued d? I a2, 1

L ax M dy
i mﬂi_.X—l—R(aﬂ-—f-(—E), 115??3-,‘;_Y--1—R(b-—f?~8~),

d*z 6z
m-@—_.z 4 R(cmf-(—ﬁ) .

Te rownania, Igeznie z rdwnaniem powierzehni @ = 0, pozwalajg wyznaczyé
ruch punktu i reakeyja R. Poniewaz praca sily R jest rdwna zeru, przeto
Xdx+Ydy+Zds—fRds jest sumg prac sil dzialajgeych; mamy zatym
réwnanie
(2) a(M)=de+Ydy+Zdz-;fRds

2 bl
ktérego calka przedstawia energija kinetyezng. Niech sita przyloZona ma

potencyjal U; wiedy calkujge migdzy krafieami, dla ktérych T i T, oznaczajg
odpowiednie energije, otrzymamy

s
(3) T_T0=U-—Uo-ff3ds.
8o

Poniewaz calka po prawéj stronie tego réwnania, przedstawiajaca pracg tar-
cin, zalezy od przebiegu calkowania i od kraficow, przeto widzimy, Ze zasada
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energii i zasada zachowania energii nie zachodzi w przypadku, gdy uwzglednia-
my tarcie. Przyrost energii ciala jest mifiejszy od réznicy 1}0tGDGyJ"l.10W 0 pra-
cg tarcia.

Niech cialo sztywne, ograniczone wiadomg powierzehnig, porusza sig
z tarciem na wiadomdj plaszozyznie; wtedy réwnania ruchu otrzymamy spo-
sobem nastgpujgcym. Obierzmy plaszezyzng ruchu za plaszczyzng Ouzy,
i niech §, 1, € oznaczajg spélrzedne érodka masy ciala, za$ ‘z,, y, spélrzedne
punktu stycznosei, wzgledem osi nieruchomego ukladu spélrzednych o wiérz-
cholku O. Jezeli cialo §lizga si¢ na plaszezysnie, a u, v oznaczajy odpowie-
dnie skladowe predkoSei punktu (z,, g,), to rozkladajge tarcie na dwie sily
X, Y, w kierunkach osi Oz, Oy, otrzymamy

(4) % Y eayli X0 — Y, u=0}

1
a jezeli Z, jest ciénieniem normalnym, to warto§é kraiicowa tarcia hedzie
(5) F:fZ1=VX11+Y12=

Poprowadzmy w §rodku masy S osi bezwladnosci Sp, Sq, Sr, ozhaczmy przez
», ¢, v skladowe predkosei kgtowéj obrotu ciala w kierunkach tych osi, a przez
@y, Dyy €4} (g, Doy €} @3, by, ¢y 0dpowiednio dostawy kierunkowe tych osi wzgle-
dem osi ukladu Ozyz. Jezeli a, B, v oznaczajg spélrzedne punktu stycznosei
(%4 Yo) wzgledem osi ukladu Spgr, to predkosei tego punktu wskutek obrotu,
wzigte w kierunkach osi bezwladnoSci, bedq odpowiednio: gy — 2B, ra—py,
B — qo.; rzucajgce te predkodei na osi Oz i Oy i dodajge do tych rautéw pred-
koSei érodka masy, otrzymamy nastepujgce dwa réwnania:
u= ‘f;‘;, + 5 (1 —78) + @ (ra — ) + a5 (2B — 9,
6
v d# d4 by (g1 — 7B) + by (re. — pY) + g (9B — G’ﬂ‘)

W przypadku, gdy ciato toczy si¢ bez §lizgania, bedzie

M =0, v—=2~0.

Gdy X, Y, Z, L, M, N oznaczajg spélrzedne ukladu sil przyloZonych, wzigte
wzgledem osi réwnoleglych do osi ukladu Oxyz i przesunigiych przez rodek
masy, rownania ruchu §rodka masy bedg

(8) 9%%:X+Xi, mfi—tg_.Y-}-Y“ mg—c

gdzie m oznacza masg ciala. Aby otrzymaé réwnania Euler'a, okrélajgce

krecenie sie okolo §rodka masy, zwazmy, Ze a; L4+ b;M+4¢; N, (1 =1, 2, 3),

oznaczajg momenty sil przylozonych wzglgdem osi Sp, S¢, Sr. Momenty cal-

kowitéj reakeyi (X,, Yy, Z,) plaszczysny wzgledem tychZe osi wynoszy
L — MUy, Ex—Za, Ho —EB, gdzie

EB=a X+0, Y462, UH=a, X, 40, Y, 46,2y, T=a, Xy + 03 Yy %,

Bibl, wateliz. & IV, T. X, . 20

=27+ Zy,
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Szukane zatym réwnania hedg

131?_(3 C)gr=a, L+ b, M+ ¢, N + Zp—1ly,

©) B _ (©—A)mp=aTi+ M+, N +Er—la,

C m—— (A—B)pg=ua3 Li4+ by M+ ¢, N-I—Ha—Eﬁ,

gdzie A, B, C oznaczajy momenty gléwne ciala. Z tymi rownaniami nalezy,
jak wiadomo, polgczyé 3 réwnania art. 49-go, wyrazajace p, ¢, r przez kyty
% i,

Jezeli P = 0 jest réwnaniem powierzchni ciala wzgledem osi gléwnych,
to mamy réwnanie

(10) P (o, 6,1) =0,

ktore wyraza, Ze punkt stycznoSei znajduje sig na powierzchni ciala. Plasz-
CZYZNE stycznzy, w tym punkeie jest plaszezyzna Ozy, mamy wige dwa warunki:

od 0P 0P 0P
(11) fty 0 + dJ + 3d '—‘0 bld —l b‘! d, +?:I d. 0

gdzie w pochodnych czgstkowych nalezy podstawié spélrzedne a, B, 1 punktu
stycznoéei. Spéh z¢dna, t oznacza odleglo§¢ Srodka masy od plaszezyzny sty-
cznéj; bedzie wige

Jb\: 0D o0 oD
(12) c]/ {)J +(?;) =l

‘W zagadnienin mamy p1gtna§.cle niewiadomych &, 1, &; 2, @, 75 ¢, 4, 05 o, By 73
X,, Y, Z,, ktére okréélajg ruch ciaka i reakeyjs. Do ich wyznaczenia ma-
my sze§¢ réwnafi (8) i (9); trzy réwnania migday p, g, 1y ¢, §, 0; catery rd-
wnania (10), (11) i (12), wynikajgce z warunkéw gicometryeznych; nakoniec
dwa réwnania (4) i (5), okréflajace reakeyja, w ktérych naleZy podstawic
wartodei z (6); razem pigtnadcie réwnani. Jezeli §lizganie sig nie zachodazi,
to zamiast réwnafi (4) i (b) nalezy wzig¢ réwnania (7).

Aby rostrzygnaé, czy zachodzi $lizganie, czy téi toczenie sig, praypusz-
czamy naprzod, ze cialo §lizga sig na plaszczyZnie. Oblicaywszy X,, Y, Z, ja-
ko funkeyje czasu ¢, podstawiamy ich warto$ei w réwnaniu f, Z, =}/ X,2+Y,*,
w ktdrym fy oznacza wartoéé spélezynnika tarcia, aby Slizganie sig nastgpié
moglo. JeZeli wypadnie f; <</, natenczas f; nie dosiggnic wartosci krafi-
cowéj f,. a cialo bedzie sig istotnie §lizgalo. (Gidyby za§ wypadlo f, >/, to
§lizganie sig byloby niemozebne, wigec nastgpi toczenie sig, z czego wynika,
ze dalszy rachunek naleZy przeprowadzi¢ na podstawie réwnafi (7). "W przy-
padku §lizgania sig uwazamy tarcie za dostateczne, a plaszczyzng za dostatecz-
nie chropowatg; w przypadku przeciwnym mdwimy o tarciu niedostatecznym
i 0 niedostatecznie chropowatéj plaszezyZnie.
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160. O upmrzeNIU 81 crAm. JeZeli dwa poruszajgce sig ciala spoty-
kajg, si¢g wzajemnie, natenczas w stanie ruchu kazdego ciala zachodzi nagla
zmiana, nie pochodzgca od sil cigglych, dzialajacych na te ciala podezas ruchu,
lecz wynikajgca z wzajemnego dzialania jednego ciala na drugie, ktére nazy-
wamy uderzeniem sig, rozumiejge przez to takize samo zjawisko owéj nagléj
zmiany ruchu wskutek zetknigcia sig dwu cial.

Uderzenie sig pojmujemy jako dzialanie sil chwilowych czyli popedo-
wych, ktérych miarg jest bgdZto poped, badztés zmiana iloei ruchy ciala,
do ktorego sg przyloZone. Niech dwa ciala uderzajg sig o siebie, dotykajac
sig praytém w punkcie m; kierunek normalnéj spélnéj do ich powierzchni
w tym punkcie wyznacza kierunek uderzenia sig, W tym kierunku doznaje
kazde cialo dzialania pewnéj sity chwilowéj, a jezeli R jest sily, przylozong
do ciala A, to — R jest sily popedows, przyloZong do ciala B. Sila R jest

T
wogdlno§ci zmienna podezas uderzenia sig, a jéj miarg jest pop@dj Rdt, odpo-
0

wiedni trwaniu uderzenia sig ¢, bedgeym bardzo malym, lecz skoficzo-
nym przedzialem czasu. Gdy poprowadzimy z 8, §rodka masy ciala A, trzy
osi glowne Sp, 8¢ i Sy, to moZemy kierunki tych osi uwazat za niezmienne
podczas uderzenia sig. Oznaczmy przez z, y, # spélrzedne punktu m wzgle-
dem osi glownych; przez a, b, ¢ dostawy kierunkowe normalnéj wewngtrznéj
do powierzchni ciala A w tym punkeie; przez w,, v,, w, predkosei srodka ma-
sy S przed uderzeniem sig, za$ przez u, v, w predkosei jego po uderzeniu sig;
PrzZez Py, Gos *o Predkodei kgtowe obrotu ciala przed uderzeniem sig, a przez
p, ¢ir jego predkoSei po uderzeniu sie. Wasaystkie wielkoSei odnosimy do
ukladu spélrzednych Spgr. 7 zasady d’Alemberta wypadajg wtedy réwna-
nia ruchu ciala A:

M (u— ) = a IR dt, M(v—uv,) =10 j‘R dt, M (w — wo) = cJ.Rdtf;

(1) A (p—py) = (cy — bs) j.R dt, B (q—qo) = (a2 —cx) j‘R dt,
C@r—ry) =(bz — ay) jR dt,

w ktérych A, BiC oznaczajs momenty gléwne, a M masg tego ciala. Po-
stgpujac podobnie z cialem B, do ktérego osi gléwnych nalezy odnieS¢ punkt
m i kierunek uderzenia sig, otrzymamy takic sze§é réwnafi, okrélajgcych
zmiang ruchu tego ciala wskutek uderzenia sig. Jako kierunek uderzenia sig.
ma byé wziety kierunek sily — R. Wypisane réwnania polegaja na wiado-
méj zasadzie, ze wobec sil popedowych naleZy pomingé sily ciggle (art. 137).

Dla ciala A. mamy szef¢ niewiadomych u, v, w, p, g, 7; podobnie dla cia-
Ya B; niewiadomy jest nakoniec poped sily R, Mamy przeto razem trzyna-
§eie niewiadomyeh, a tylko dwanabeie réwnaf, z czego sig okazuje, zec zaga-
dnienie, lubo z natury rzeczy dokladnie okréslone, nie daje sig rozwigzal.
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NiemoZno§¢ rozwigzania tkwi w tym przypuszezeniu, Ze obadwa ciala sq szty-
wne. PoniewaZ ciala rzeczywiste zmieniajg ksztalt swoj przy nderzeniu sie,
przeto uwazajac zwigzki, zachodzgce migdzy zmiang ruchu a zmiang ksztaltu
ciata wskutek uderzenia sig, hedziemy mogli otrzymaé jeszeze jedno réwnanie,
ktére pozwoli rozwigzaé nasze zagadnienie.

W przebiegn uderzenia sig mozna rozrdzni¢ dwie fazy. W pidrwszdj
fazie obadwa ciala wzajemnie na siebie nacisk wywiéraja i doznajy odksztal-
cent, rosngeych szybko do pewnego maximum, Punkty, posiadajgce mniejszg
predlkosé, ustepujg przed tymi, ktdre na nie cisng wskutek wigkszéj predkosei,
az nastgpi wyréwnanie predkosei, ktéremu towarzyszy najwigksze odksztalce-
nie obudwu cial. W drugiéj fazie uderzenia si¢ zachodzgy odksztalcenia,
wprost przeciwne piérwszym, a kazde cialo usiluje wrécié do ksztaltu pierwo-
tnego, ktéry mniéj lub wigeéj dokladnic odzyskuje. Jezeli po uplywie téj
drugiéj fazy uderzenia sig spostrzegamy trwale odksztalcenia cial, naten-
czas réznica ich predkosei po uderzeniu si¢ jest bardzo mala; skoro za$§ ciala
odzyskaly ksztalt pierwotny, wtedy rozchodzg sig po uderzeniu z predkoScia~
mi, réZnigeymi sig znacznie od siebie.

Cialo, ktére po uderzeniu sig odzyskuje dokladnie swéj ksztalt pierwotny,
nazywamy doskonale spreZystym; cialo za§ zachowujgce ksztalt, jaki po
uplywie piérwszéj fazy uderzenia si¢ otrzymalo, zowiemy niespreZystym,
Obadwa powyZsze pojgcia nalezy uwazaé za oderwane; ciala rzeczywiste nie
sg bowiem ani doskonale spregZzyste, ani niesprezyste, lecz tylko do takich sig
zblizajg. Ciala migkkie sg zbliZone do niesprezystych; takie za$ ciala, jak
ko§6 stoniowa lub kauczuk zbliZajg sig do cial doskonale sprezystych.

U cial niesprezystych, ktérych powierzchnie przyjmujemy za gladkie,
koficzy sig uderzenie, skoro predkoSci punktéw, w ktérych one sig dotykaja,
wzigte w kierunku uderzenia, przybiorg te same wartosc. Ten wynik doSwiad-
czenia prowadzi do trzynastego szukanego réwnania. JeZeli wielkoSei, odno-
szqce sig do ciala B, oznaczymy kréskami u géry, i zwazymy, Ze normalna
w punkeie m ma hy¢ w obudwu cialach wzigta w kierunkach przeciwnych, to
szukane réwnanie hedzie

(2 a@utge—ry)+bvtre—pz)-+ew+py—qe)ta' (W--q' 2 —r'y") 4
+ 0 @ H-r'a'—p ) +¢ (W' y—q'a) =0,
czyli;
(3) au+bv+ cw+ (ey —bz)p + (az — cx) q+ (ba —ay) r+ a'' +0'v'+c'w'
+ (Y — V&) p' 4 (e —'a') '+ (V' —a'y) ' =0.

Oznacamy przez F poped silly R, przyjmijmy zatym I :j. Rdt; otrzy-

mamy z réwnaf (1),

n=1tp+ 5%: V=10, %i, W= + % ;

4)
F by P
P=po+(ey—b2) —¢, 9= (12— cx) Tjs y 1 =0+ (bo—ay) ~é .
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Podobne réwnania, mié¢ bedziemy dla drugiego ciala. Z nich otrzymujemy
(b) bu—av =buy— avy, cv— b= cvy— bity, aw— cl=a10,— city,
a zatym:

(6) (bu—av)*+ (co—bw)* - (aw— c-u)* = (bity— wwp)*} (cog— brwy)? -+

+ (awy,— cu,)*.
Strona lewa tego réwnania oznacza kwadrat rzutu predkosci &rodka masy
ciata A po uderzeniu sig na plaszezyzne styczng do powierzchni obudwu cial
w punkcie uderzenia m; a prawa strona oznacza tg same wielko$é przed
uderzeniem sig. Poniewaz takieZ samo réwnanie zachodzi takze dla ciala B,
przeto okazuje sie, Ze predkosé Srodka masy kagdego ciala, wzigta réwnole-
gle do spdlnéj plaszeayzny stycendj, zostaje zachowanw pray udersentu sig.
Z rownai (4) wynika jeszcze

(7 aAp+0Bg+eCr=aAp,+ b By ¢Cry,

co oznacza, ze raut momentu ilosci ruchu kazdego ciala, odpowiedwiéj krece-
niu sig jego okolo Srodka masy, na kierunck uderzenia sig, zostaje zachowany
przy uderseniu sig. Zredukujmy iloci ruchu wszystkich punktéw ciata A
do érodka masy; otrzymamy sile o skladowych Mwu, Mv, Mw i pare sil
o skladowych Ap, Bg, Cr w kierunkach osi ukladu Spqr. Moment iloSci
ruchu wzgledem kierunku uderzenia wynosi

aAp +bBg+cCr+ M [(cy—Dbz)u+ (as—cx)v + (be—ay)w)],
czyli
aAp+bBq+ ¢ Cr+M [(bw—cv) @ + (cu—aw) y + (av—bu) z].

Wistawmy w to wyraZenie w,, vy, W, Doy Qs ¥o; Wedlug (5) i (7) otrzy-
mamy tg¢ samg warto§é, z czego wynika, Ze moment ilodci ruchu kazdego
ciada wagledem Kierunkw uderzenia sig zostuje sachowany przy uderzeniu sig.
7 zasad podanych w art. 142-im wynika nadto, Ze swma ilosci ruchu obu-
dwu cial, tudgiez swma momentéw ich dloSei ruchu, wzglgdem prostéj dowol-
néj, zostaje gachowana przy uderzeniu sig.

161. Przyjmijmy

(1) V=oau+bv+cw + (cy—bz)p+ (az—cz) g + (b —ay)r,

i oznaczmy przez V, wartoéé tego wyraienia, jezeli w nim podstawimy u,,

..y 73 wowezas V oznacza rzut predko§ei punktu # na normalng po ude-
rzeniu sig, a V, oznacza ten rzut przed uderzeniem sig, jezeli m uwazamy
za, punkt nalezgey do ciala A. Wstawiwszy w (1) wyraZenia (4) art. 160-go,
otrzymamy

1+4

(2) Ve=Vot+ 1

F,

a dla ciala B bedzie V' =V, 4- 1—+ 4 F, gdzie
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, A y—bz)? ag—ca)? 2 —yy)?
(3) E:(QJA 2, +( - +(b OJ .

i ana.logm?me Poniewaz wedlug (3) art, 160-go mamy dla cial nie-

M’
sprezystych 'V 4 V'=0, przeto

1-{—& 1.+A

Vot+ =7 F+Vo+——I‘—0

% czego wynika

MM ,
) P=—sarmrwara Vet Vo)

To rownanie pozwala dla cial niesprezystych obliczyé poped sily chwilowdj,
sprawiajgeéj zmiang ruchu, Poped F jest oczywibcie dodatny, a poniewaz
piérwszy czynnik po prawéj stronie réwnania (4) jest dodatny, przcto jest
Vo+ V<< 0. Stosownic do przyjetego znakowania latwo ten wynik zrozu-
miéé. Obadwa ciala mogyg si¢ tak poruszadé przed uderzeniem sig, Ze predkosé
Vo ma kierunek normalnéj zewngtrznéj do A, za§ V' kierunek normalnéj we-
wngtrznéj do B, lub tak, Ze obie predkoSei majg kierunki normalnych zewne-
trznych. W piérwszym przypadku bedzie V, <0, Vi’ >0, w drugim zaf
bedzie V,<<0, V' <<0; w piérwszym wige przypadku nastapi uderzenie sig,
jezeli Vo>V, w drugim za§ przypadku zawsze uderzenie sig nastapi,
a w obudwu przypadkach bedzie Vo+ V' <<0. Gdyby bylo V,+ Vo' =0,
wtedy nie nastqpitoby uderzenie sie.

Oznaczmy przez T réznicg, ktéry otrzymamy, gdy od sumy energij kine-
tycznych obudwu cial przed uderzeniem si¢ odejmiemy sumg ich energij po
uderzeniu sig; wowczas

(5) 2T=M[(u>—u*) + (vo*—v*) + (o> —w?)] + M'[(g* — ') +

(00— =+ (1 =Y+ A 0 —p%) + By — %) + C(ro*—1%) +

+ Al (po*—p*) + B (5 —q'?) + C (1> — ).
Pomnézmy réwnania (1) art. 160-go odpowiednio przez u -y, v -+ vy, =410,
P+Doy 9+ I+ 17,1 postgpmy podobnie z réwnaniami dla ciala B, wstawmy
otrzymane wyrazenia w (5) i uwzglgdnijmy réwnanie (3) art. 160-go i ré-
wnanie (4); wtedy otrzymamy dla cial niesprezystych:
MM g

M(l+d’)+ M’(l -I-ﬂ) (Yot Vo2

Uderzenie sig obudwu cial moze nastapié tylko pod warunkiem, ze Vo< V'
jost vézne od zera, z czego wynika, Ze prawa strona réwnania (6) jest dodatna,
to znaczy, Ze pray uderzeniu sig ciad wiespresystych sachodzi strata energit ki-
netycendj. Te¢ strat¢ nalezy tak rozumiéé, Ze suma energij kinetycznych po
uderzeniu sig jest mniejsza od sumy energij przed uderzeniem sig. Dowolny
punkt (i, y;, #;) ciala A, ktérego masa wynosi dm;, posiada przed nderze-
niem si¢ nastepujace predkosei w kierunkach osi gléwnych: %, - o 2 — 74 ¥4

©®  2M=—F VotVo)=
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Vo + Yo lti—Do 21y Wo+t PoYi—Qo:; kladge w tych wyrazeniach w, v, w, p, ¢, »,
otrzymamy predkdsei tego punktu po uderzeniu sig. Podwéjna energija ki-
netyczna tego punktu, odpowiednia rézniecy tych predkosei, wynosi

(=) + (99— Q) 21— (rg— 1) Yi]2 + [(0y—10) + (ro— 1) Bi—(Dy—p) 2]* +
s [(wu —0) + Do —p)Yi— (Qo—1q) xﬂ%} dmiy

a jezell scalkujemy to wyrazenie dla wszystkich elementéw ciala A, to otrzy-
mamy

(7) 2Ta==M[(uy—u)?*-t vy —0)*+(wo—w)*] + A (py —)? + B (go— @)%+
+C(re—2)?

gdzie T, oznacza te energija, ktoraby posiadalo cialo A, gdyby kazdy punkt
mial predkosé, réwny zmianie swéj predkosei w skutek uderzenia sig.  'Wista-
wiwszy wyrazenia, wynikajace z (4) art. 160-go, miéc hedziemy:
(8) Ali= - + 3 —+— F?, a podobnie 2T, = g
gdzie T, odnosi si¢ do cxala B. Dodajge oba réwnania, wstawiajge wartosé
F i uwzgledniajae (6), otrzymamy
©)) - T=T,+ Ty,
co przedstawia wazne twierdzenie: strala energit kinetycandi przy uderzeniu
sig dwuw ciad niesprezystych rowna sig sumie energij kinetycenych obudwu ciad,
odpowiednich amianom predkodei: ich punktéw wshutel uderzenda sig (tw. Car-
not’a).

Gdy nznaczymy przez P §rednig wartost sily, ktéréj poped w czasie =
oznaczylimy przez I, to miéé bedziemy wedlug okréslenia,

T
(10) P—::[ Rat=F, wigc P=-.
0

Obadwa ciala doznajg w kierunku uderzenia sig pewnych zaglgbien, ktore
oznaczmy odpowiednio przez eie'. loczyn P(s+ &) wyraZa pracg mechani-
czng sily P, a poniewaz wlaénie wskutek téj pracy, sprawiajacéj stale od-
ksztalcenia cial, nastapil ubytek T energii kinetycznéj, przeto P(e+4¢) =T,
% czego wynika
a) P= M i) T (1 1L
MO+A)Y+M@A+4L)" 2(+¢) '’ Vot+Vo
Ostatnie réwnanie, w ktérym V,+V,' jest zawsze ujemne, pozwala obliczyé
trwanie uderzenia sig. Im migksze obadwa ciala (im wigkszecsi¢'), 1 im
mniejsza suma ich predko§ei normalnych, tym dluzéj trwa ich uderzenie sig.
Pray uderzeniu sig cial doskonale spregystych nie zachodzi strata energit
kinetyeznéj, JakoZ w piérwszéj fazie uderzenia si¢ doznaja ciala pewnych od-
ksztakcen, wskutek czego suma ich energij kinetyeznych zmniejsza si¢; w diu-
giéj fazie atoli pojawia si¢ dzialanie przeciwne pobudzonych sil miedzyczast-
kowych, ktére niweczy odksztalcenia i praywodzi czgstki tych cial do pierwo-
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tnego poloZenia wzajemnego. Praca wige tych sit wyréwnywn dokladnie
pracy sily chwilowdj w piérwszéj fazie, a zatym suma energij przyrosnic o tez
samg wielkosé, o ktory poprzednio sig zmniejszyla. Przy koncu uderzenia sig
bedzie wige T'=10, a zatym suma energij kinetycznych zostanie zachowana.
7Z tego twierdzenia wynika, zamiast réwnania (2) art. 160-go, nastgpujgce ré-
wnanie, cechujgce uderzenie sig cial doskonale sprezystych:

(12)  O=DM[(us>—u) + (ve>—2?) + (Wo* —w?)] -+ M'[(u,* —u'%) +
+ (02— ') + Wy * — ']+ A (9> —»*» + B (9> — ¢*») + O (r*—2*) +

+ Al (o —p'*) + B (9* — ¢') + C' (r*—2",
ktore Yacznie z dwunastoma réwnaniami art. 160-go pozwala zbadat stan
ruchu takich cial po uderzeniu sig. Podstawiwszy w tym réwnaniu wyraZe-
nia, otrzymane z (4) art. 160-go, mie¢ bedziemy [V + V'4+V,+ V' |=0,
a poniewaz ' nie jest réwne zeru, przeto

(13) V4 Vi=—(Vo+ Vu'):

to znaczy, Ze suma predlosei normalnych obudwu cial w punkeic m po ich ude-
rzeniu sig jest réwna 1 preeciwna wartoded téjge sumy przed uderseniem sig.
Obadwa ciala posiadajg wige w punkcie m rézne predkoSei normalne po ude-
rzeniu sie. Wstawiajge wyraZenia (2) dla Vi V', otrzymamy:

MM ,
MOFA) £y (ot V)

Poped F ma wige podwdjng wartosé popgdu, odpowiedniego uderzeniu sig cial
niesprezystych. Z tego otrzymamy dla cial sprezystych,

(14) F=—38

=V, —9 M (A+4) -
VI=V.!—9 _ MQ@+4a) V.4V,
=Vo =2 Maa) M agay Vot Vo).
a dla cial niesprezystych hedzie
v . Ma4s) s
5 V=Y~ ngzay 7 gz Vot Vo)
—— M (1A'
V —-vo o

MA+8) + 30 aay Yot Vo)

Jezeli kierunek uderzenia si¢ przechodzi przez Srodki masy obudwu cial,
to uderzenie sig nazywamy centralnym; w razie przeciwnym nazywamy
je excentrycznym. Dla uderzenia sig centralnego beduie z:y:2=a:b: ¢,
@'y i =a'1b 1 ¢, z czego wynika, Ze momenty popgdu F wzgledem §rod-
kow masy sg réwne zeru, a zatym p= p,, ¢=qo, »r=1r,. Podobne rezul.
taty otrzymamy dla ciata B. Uderzenie sig centralne nie smienia krecenia sig
ciad okolo Srodkéw masy, ono wplywa wige tylko na ruchy postepowe tych cial.
Dla uderzenia sig centralnego mamy nadto A = A' =0, przez co upraszezajg
sig wyraZenia F, ViV E
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Uderzenie sig dwu cial, majgeych réwnologle ruchy postgpowe (w tym-
samym kierunku lub w kierunkach przeciwnych), zowiemy prostym, jezeli
kierunek uderzenia sig jest rdwnolegly do kierunku tego ruchu., W razie
przeciwnym nazywamy uderzenie si¢ cial ukoénym. Dla uderzenia sig
prostego mamy P, = Qo =%, =p, = q,' =1y’ == 0; a gdy przez u,, vy, Wp;
Ug'y v,y wy' 0znaczymy predkoéei ruchéw postepowych, przez a, b, ¢ dostawy
kierunkowe normalnéj w punkcie uderzenia sig wzglgdem nieruchomych osi
spolrzednych, to otrzymamy u, s vy =uy 10y 1w =a:0:¢. To pozwa-
la wyprowadzié réwnania odpowiadajace uderzeniu si¢ prostemu cial, co po-
zostawiamy czytelnikowi. —

Zastosujmy podang teoryjg do uderzenia sig dwu kul o masach M, 1 M,,
poruszajacych sig z predkosciami ¢, i ¢, po linii, Igczgcé) ich drodki S, i8,.
Uderzenie si¢ bedzie proste, a poniewaz jest nadto centralne, przeto nie po-
trzebujemy uwzglednia¢ krecenia si¢ kul okolo ich &rodkéw. Przyjmijmy
kierunek predkosei ¢, jako dodatny; gdy ¢, > 0, nastgpi uderzenie sig, jezeli
ey > ¢y, gdy zad ¢, << 0, uderzenie sig zawsze nastapi. JeZeli v, i, ozna-
ozajy predkosci kul po uderzeniu sig, to z zasady zachowania ilo§ci ruchu
otrzymujemy réwnanie M, ¢, + M,e, == M, v, + M,yv,; gdy kule sg niespre-
zyste, wowezas kofiezy sig uderzenie, skoro v, =w, ==v, a zatym M, ¢, +
4 M, ¢y = (M, -+ M,) », skad v = (M, ¢, + My ¢,) : (M, +M,). Z zasady za-
chowania energii otrzymujemy dla kul doskonale sprezystych drugie réwna-
nie Mje® + Mye? = M, v® + M, 0,2, ktore mozemy napisaé w postaci
M, (¢ + 2) (¢ —vy) =— M, (¢ + ) (¢ — v). Poniewaz M, (¢, —
—vy) = — M, (¢, — v,), praeto e, + vy = ¢ + v Cayli v —v, = — (¢, — &),

Mamy zatym dla kul niesprezystych v, — v, =0, za§ dla kul doskonale
sprezystych o, — v, = — (¢, — ¢,). Kule rzeczywiste nie sg ani niesprgZyste,
ani doskonale sprezyste, moZzemy wige dla kul rzeczywistych przyjaé

(17) v — vy =—¢ (¢, — o),

prayczym 0<< e <<1; warto$¢ liczehna spolezynnika e daje sig wyznaczyC przez
do$wiadezenie. Fiaczge to réwnanie z réwnaniem M, e+ My, =M, v, +
+ M, v,, otrzymamy

= M, (ey—¢
¥t ci""'vlm_l\i[‘z

'!)3-—- 63_ BI; A
skad wynika, Zze kula uderzajgea traci, a uderzona zyskuje na predkodei, a ich
zysk i strata sy odwrotnie proporcyjonalne wzgledem ich mas. Stratg energii
mozemy obliczyé z réwnania

2T =M, (¢, — ;%) + My (62* — 0,%) = M, (¢4 — 24)* + Ma (¢2 — w)* +
‘1" 2 Ml vy (f;l _— ‘U|) — 23'[2 Yy (?“'.’._. t"&)u
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Poniewaz
B fimet M2

M +M ((}1 cﬂ) (1 +E),

M, (¢ —0)=M; (vy—0c,) =

przeto
(19)  2T=DM, (¢y— ;)24 M, (es— ;)2 —2¢ (1+¢) M, M,

M, M, (e—e)™
 Dla e=0 otrzymujemy twierdzenie Carnot'a.

Niech kula M, nderza pod kgtem prostym o Sciang plasks o masie bar-
dzo wielkiéj. Przyjmujac wtedy ¢, =0 i pomijajac M, otrzymamy v, =—se;.
To réwnanie pozwala obliczyte. Z do§wiadezen z kulami, uderzajgcymi
0 Sciany (bandy) bilardu, przekonal sig Coviolis, Zze gdy ¢, nie przenosi 7 m
na sekundeg, otrzymujemy »,: — ¢, = 0,65, a stad e = 0,55. Kula bilardowa

z koSei stoniowéj, spuszczona na plyte marmurows, podskakuje do % wysoko-
Sci spadku, skagd e=1]/3:3.

Rozwazajmy nderzenie si¢ ukosne dwu kul, przyjmujge, Ze proste,
po ktérych poruszajy si¢ ich Srodki, znajdujg sig na jednéj plaszezyZnie,
i uwzglednijmy tarcie w punkcie uderzenia sig. Linija érodkéw S; S, niech
bedzie osig 2, prostopadla do niéj na plaszezyinie predkoéei poczgtkowych ¢
16y 0814 ¥, a 0§ 2 prostopadla do # 1 9. JeZeli predkosci ¢, i ¢, tworza z osig
« kyty o, ia,, a kule nie kreeg sig okolo §rodkow przed uderzeniem sig, to skla-
dowe predkosei kuli M, sg ¢, cosay, ¢, sina,, 0, kuli za§ M, : ¢y cos ay, ¢y 8inay, 0.
Jezeli kierunek popedu F' dzialania kuli M, na M, przyjmiemy jako dodatny
1 oznaczymy przez f spélezynnik tarcia, to /X jest popedem tarcia, jakiego do-
wmaje My, za§ — fF popedem tarcia, jakiego doznaje M,. Oznaczmy przez
Uy Vg, Wy, Pay Gy 1y skhdowe predkosei kuli M, po uderzeniu sig, przez R,

Jéj promiefi a przez A, = 5 Mi R,* jéj moment bezwladnosei, wielkodei zad

odpowiednie dla M, odluanumy wskaznikiem 2. Otrzymamy nastgpujace ré-
wnania ruchu:

Dla kuli M, : Dla kuli M, :
M, (uy—cqcos0,) =— I, M, (uy—c, cosay) = I,
M, (v, —¢ sina,) = — /R, M, (v,—e, sina,) = f I,
(20) bIl i = 0, le Wy = 0,
Aypy=0, Ay py =0,
Ajg =0, A9, =0,
\ Ay, =—fFR,. A7, =fFR,.

Z réwnania (17) ofrzymamy
(21) Uy == thy = — & (€, COS 0ty — €, COS 0ly)
a stad, wedlug (20),

M, M, ‘
(22) I M, ’_*-1&2{(1 +¢) (¢, cos o, — ¢4 €08 0iy)
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1
W, = WM, [(M,— M,e) ¢, cos ey + M, (14€) ¢, cosar,]

1 .
%= YT, [(M, +DM,) ¢;siney — M, (14-¢) (¢,c08 0t — ¢, COSat,) ],

b M,
- < y =r—z 1{ M0, (1-4-5) (¢, cos ay— e, cOs L), ‘
Uy = M1+Mz [M, (1+-¢) ¢y cos ey (M,—M, €) ¢, CO8 2]

1 ;
Vp = M, [(M;+M,) ¢, sin oy 41 M, (1-4-¢) (¢, 0082 — ¢, c080,)],

5 M
n=—g R_fg m (1--€) (¢, cosoy —cy COSOL),

a nadto wy=p, —=¢q, =wy =py =0, =0, Stad widzimy, Ze po uderzeniu si¢
kule bedy sig wskutek tarcia obracaly w kierunkach przeciwnych okolo osi
prostopadlych do plaszezyzny zy z predko$ciami yir,. Predkosei ruchéw
postepowych po uderzeniu si¢ bedy tworzyly z osig « katy ¢, 1 ¢, przyczym
o vy __ (M 4-M,) ¢ sin oty — M, (14-¢) (¢, cos 0ty — ¢, €05 0y)
24) STH (M, —M,¢) ¢, cosay + M, (14¢)c,cosa, :
( tang gy = 22 — (M, +M,) ey sinoy + fM, (1) (¢, cos ey — ¢, COS0L,) .
Us, M, (1+4-¢) ¢, cosay + (M,—DM,¢)c, coso,

Gdybyémy tarcie pomingli, przyjeli kule jako doskonale sprezyste, a kulg M,
w spoczynku, wowezas f=0, e=1, ¢, ==0, skad
(25) tang ¢, =: ‘i =

tauga,, tangp, =0,

dyby masy kul byly réwne, otrzymalibyémy stad ¢, = g, oy =0. Obie ku-

le rozbiegng sig pod katem prostym, a kula uderzona bedzie sig poruszala
w kierunku linii §rodkéw.

162. Wamapro rrzyezNe. Tak nazywamy cialo materyjalne, waha-
jace sie pod dzialaniem sily cigzkosci okolo osi pozioméj, nie przechodzgceéj
przez §rodek masy tego ciala. Poprowad’my plaszczyzng pionows przez §ro-
dek masy 8, i niech O bedzie Sladem osi wahan na t& plaszczyinie; punkt O
nazywamy punktem zawieszenia wahadla. Kat y, ktéry prosta OS two-
rzy 7 pionem punktu zawieszenia, jest odchyleniem wahadla, a najwigksza jego
warto§¢ a jest obszernoseig wahania. Oznaczmy przez & dlugosé OS, a przcz
M masg¢ wahadla; moment jego cigzaru wzgledem osi jest Mgdsing. Gdy o

oznacza predkosé katows wahania sig, to & = — %‘P— jezell uwazamy waha-
nie sig ku pionowi, Wedlug art, 146-go mamy nastepujgce rownanie ruchu:
_dp_Mgd d* , Mygd .
l — b
(1) —=n T siny, czyli - i + = sing = 0,
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w ktérym I oznacza moment bezwladno$ei wahadla wzgledem osi wahaf. Po-
rownywajac to réwnanie # réwnaniem (13) art. 92-go, widzimy, ze wahadlo
lizyezne odbywa taki sam ruch, jak wahadlo matematyczne o dlugosci

I M __ &2
) =M 8

gdzie & oznacza ramig¢ bezwladnoscei wabadla wzgledem osi wahan, Dlugodc
» wahadla prostego, ktérego ruch jest zgodny z ruchem wahadla fizycznego,
nazywamy diugoécig zredukowang wahadla fizycznego. Punkt, znajdu-
Jacy si¢ na pionie punktu zawieszenia w odleglosci » od niego, nazywamy
§rodkiem wahan tego wahadla. Poréwnywajge wzér (2) z réwnaniem (2)
art 148-go, otreymujemy twierdzenie: Srodek wahwi jest sarazem Srodliem
uderzenia wzgledem ost wahai. Srodek wahaii porusza sig tak, jak punkt odo-
sobniony, w ktorym skupiono caly masg wahadla fizycznego. Ozuacﬁmy przes
1, moment bezwladnoSci wahadla wzgledem prostéj, réwnolegléj do osi wahan
i poprowadzonéj przez Srodek masy; I =1, 4 Ma? a zatym

I,
(3) r=rs+

z czego wynika, Ze r>>8, a zatym' $rodel wahwii 2najduje sig poniééj $rodku
masy. Redukujac wahadlo fizyczne do matematycznego, rozwigzujemy tym
samym zadanie o trwaniu wahnigcia na podstawie wzoréw, podanych w art.
92-im,

Gy uezynimy Srodek wahaii punktem zawieszenia, to dlugosé zreduko-
wana bedzie

1 I, M3
B = . S (RS = . S ol —d=r
Me—g ' TR ’
to znaczy, %e pierwotny punkt zawieszenia bgdzie frodkiem wahafi, Migdzy
wige punktem zawieszenia, a Srodkiem wahai zachodzi wzajemnoSé, a trwa-
nie walmigcia nie zmienia sig, jezeli wahadlo waha sig okolo osi, przechodzy-
céj przez Srodek wahail,
Z réwnania (3) wynika
dr % L
sl 1y —9. .
B’ MB‘ th oo =2 e

-}::,—i, albo, kladac I, = MZL?,

gdzie ;s jest ramieniem bezwladnosei wahadla wzgledem prostéj, przechodzg-
céj przez Srodek masy, dla d=1/.; a najmuiejsza warto§¢ » bedzie 2%,. Bio-
rye wige punkt zawieszenia w odleglodei ; od $rodka masy, otrzymamy naj-
krétsze wahadlo zredukowane, a zatym najmniejsze trwanie wahnigeia.

Niech dane cialo waha si¢ naprzéd okolo osi O, a nastgpnie okolo osi
0" réwnolegléj do O, i niech § i &' oznaczajg, odpowiednio odleglogei osi O i O
od srodka masy, & i &' vamiona bezwladnosci wahadla wzgledem tych osi, a T

otrzymamy wige najmniejsze » dla 6 =
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i T' odpowiednie trwania jednéj oscylacyi. Wtedy A2=12 4 82, k2= /24-8'2,

wige
o2 - 82 k2 - o2
T—= sshatihies — AR i
b V g M= ]/ i

Jezeli Tu oznacza dlugo$é wahadla sekundowego (matematycznego), to g=
= g2 ], a stad
LT28 = 2 - 5"', LTR§ = L2 + 8'2;

rugujae z tych réwnai 42, otrzymamy

(4) L —

3T —3Te °

Mierzge przeto czasy T' i T' zapomocg obserwacyj bardzo malych wahniet
wahadla fizycznego, zawieszanego kolejno na dwu réznych osiach réwnole
glych, ktérych odleglosci od §rodka masy sg dokladnie znane, moZemy obli-
czyt dlugoéé wahadla sekundowego. Zastosowanie wzoru (4) jest z tego po-
wodu trudne, 7e dokladny pomiar odlegloSci & id' jest polaczony z wielkimi
trudnosciami. Wedlug Kater'a moina wahadlo zaopatrzyé w maly ciezar
przesuwalny i da¢ temu cigZarowi takie polozenie, Zeby przy wahaniach okolo
010 bylo T=T". Wtedy otrzymamy z (4)

342

6] L=,
a zastosowanie tego wzorn wymaga tylko dokladnego mierzenia wzajemnéj
odlegloéci 8 +4- &' obudwu osi,

Wahadlo odérodkowe sklada sig z preta OB fig, 61, ktorego gérny
koniec O obraca si¢ w stawie (zawiasie), a na drugim koficu jest umieszczone
cialo cigzkie, ktére przyjmujemy w ksztalcie kuli.

Caly uklad obraca sig nadto okolo pionu Og ¥ f 0
z ktérym of stawu stanowi jedng calo§é. 0§ sta- /e
wu przyjmujemy za Oz, pion za Oz; Srodek kuli ¥

A znajduje sig na plaszczyinie Oyez, obracajacé]

sie okolo O# jednostajnie z predkoscig katows .

Jezeli » jest promieniem kulij 0, f, 7 oznaczaja

spolrzedne §rodka, to réwnanie kuli bedzie z2--

+ (y—B)*+ (¢ —1)*=172 Przy obrocie musimy 1
uwzglednié momenty sit odérodkowych kuli i preta,
prostopadlych do Oz, wzgledem osi Oz, okolo
ktéré] obraca sig wahadlo. Rozwazajmy warstwe kuli, ograniczony plasz-
czyznami poziomymi zi 5 4-dz. Niech df bedzie elementem powierzchni ko-
Ya 22 4 (y-—B)2* =172 — (s —1)2, podiug ktérego plaszezyzna # przecina kulg;
woéwezas dM = df dz bedzie elementem masy kuli o gesto§ei s, Rzuty sily
odérodkowdj tego elementu sg odpowiednio w2zdM, w?ydM; piérwszé) sile
odpowiada moment réwny zeru wzgledem Oz, drugiéj za§ moment 0y zdM=

Fig. 61.
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—ow!zdsydf; suma wige momentéw sil odérodkowych téj warstwy wynosi

cw?zdz S‘y df. Calka S ydf jest momentem masy kola wzgledem Oung,

a zatym jl ydf=ap[r2—(z2~--7)%; suma wigc momentdéw sil dla téj warstwy

bedzie nowB[r2—(s—1)*]2de, a dla caléj kuli otrzymamy moment p. sil
od$rodkowych:

T+
p.-..:mm”[if [#2—(2—7)] 2dz :4—3"'t a1 fifei= Mfyw?
T—

gdzie M oznacza masg kuli, Aby obliczy¢é moment p!' sit odérodkowych dla
preta o gestosel o', prayjmijmy, Ze pret jest walcem kolowym prostym o pod-
stawie @, Dla warstwy migdzy plaszezyznami # i # + dz otrzymamy moment

u'm“zdsjyr?f, a jezeli I' jest polem przekroju, to j‘ydj': Fatge, gdzie ¢

jest katem, ktory o preta tworzy z pionem, Bedzie wige
Leos
p =o' w®tang tp[F 2t dg, gdzie 1=0B.
o

Mamy @=DFcosg, a jezeli p oznacza odleglo§¢ punktn # na osi OB od O,
to z=pcosy, dz=dpcosy, wige

w2 w22

1
!
p.‘:a‘m‘tnngtpﬂcos“’npf p“{Ip:E——,s—— o8 @ sin ¢ =< m3 cos gsing,
0

gdzie m jest masy preta. Kladac B=(l-}-2)sing, 1= (I 7) cosp, mamy
p=Mao* ({47 cospsing. Moment cigiaru kyli wzgledem Oz wynosi

Mg (14 r)siny, a moment cigzaru preta wynosi ﬂ;ﬁ sing. Z zasady przeto

d’Alembert’a wynika réwnanie

27
Mw? (1 +7)* cospsin g + mwa E cospsing=Mg (I ++)sing 4 %Q—E sin g,
# ktérego
© gl MR LS
w* M(z-!-?')‘"‘-l- E:_!’
0 7:(34-1')(:03:{::9(1“"'-") M@+ + 5

0 M)

Odleglosé wige §rodka kuli od punktn O jest odwrotnie proporeyjonalna wzgle-
dem kwadratu predko$ei kgtowéj obrotu okolo Oz, Rozwijajac na szereg
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ostalni ulamek i opuszczajgc z powodu maléj masy preta, wyrazy tego rzedu
7\ 2
co (]:fli) 1 rzgdéw wyzszych, otrzymamy
t5+7)
g[oeg 0]
w? M"® 2004772 )’

a pomijajge calkiem masg preta, mamy y= ?f? . Trwanie jednego obrotu

(8) 1=

3 2% . ; I :
okolo Og wynosi T = 3 Wetawiwszy wyrazenie o, wynikajgce z rownania (7)

otrzymamy

mi*

2n M@+ )24
9 T:""_— T . & -
©) VeV T Metn+ 2

Jezeli I jest dlugoseig zredukowany tego wahadla, to T = 2= ]/_% y O s

tym
MI+m% 5 MO+ %

- 31
10 L= ; =,
(10) T M@+r)+5%5 o MO+ +%
Pomijajge mas¢ preta, otrzymaliby§émy L=+ ; wahadlo wige proste o dlugosei
' wykona podwdjng oscylacyjg w tymsamym czasie, w ktérym wahadlo odsrod-
kowe raz sig ohrdei, '

Przy do$wiadezeniach nieprzechodzi koniec preta przez O, lecz przez
punkt O' (fig. 62) znajdujgey si¢ na koficu ramienia poziomego o diugosei

/

4

Fig. 62

A= 00, a pret obraca sig okolo osi O'z' réwnolegléj do Oz, Dla kuli otrzy-
mamy wtedy =\ + (14 #)siny, wige p=Muw? (I42) [\ (I+r)sing] cosy.
Zapomocy, podobnego, jak wyzéj rachunku, otraymamy dla preta

mw>l
6

(BN 4 21sino) cosy.
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M(Z-i- ).1 ml‘
M (I 41 )-|-ﬂ‘ :

Kladge w rownaniu d’Alembert’a u=tange,i A = otrzy-

mamy

4 29\ 2 20\ .
(11) (%) owt— _('(:T U - [13 — A2 - (55) ] U — ‘gé' w4 A2=0.

Jedyny pierwiastek rzeczywisty i dodatuy tego réwnania wyznacza kat ¢ dla
wiadomego .

163. Rucu xunr NA prAszezy’NiE. Kula o masie M i o promieniu R
zostaje wprawiona w ruch na chropowatéj plaszczyZnie pozioméj, i nastepnie
jest sobie saméj zostawiona; mamy wyznaczy¢ ruch téj kuli. Obierzmy na pla-
szczyZnie pozioméj osi prostokatne Oz i Oy, a 0§ Oz pionowo w gore, a w §rod-
ku kuli wystawmy uklad osi réwnoleglych, ktére poruszajg sie réwnolegle
do siebie, tak iz wzglegdem nich kula si¢ obraca. Osi drugiego ukladu sg
w kazdéj chwili osiami gléwnymi kuli. Niech u,, v,, w, oznaczajg predkoSei
poczgtkowe Srodka kuli w kierunkach osi; z zalozenia w,=0; p,, o, 7, nicch
bedg, poczgtkowymi predkosciami kgtowymi obrotu kuli okolo osi drugiego
ukladu. Jezeli u, v, w; p, , » oznaczajy powyzsze predkosci po uplywie cza-
suf;a U, V, W sy predkoSciami punktu stycznosei (0, 0, —R), to

8)) U=u-—qR, V=v4pR, W=0,
a predkose C glizgania sig, t. j. predko§é punktu stycznoSei, hedzie
@) O=l/"ﬁ3_—_f—"5=]/{u—q1{)“+(ﬂ +pR)2,

Ciénienie kuli na plaszezyzng wynosi Mg, tarcie przy §lizganiu si¢ bgdzie za-
tym fMg, a poniewaz kierunek tego tarcia jest przeciwny kierunkowi §lizga-
nia sig, przeto skdadowe X, Y,, Z, tarcia bedy

Mg U M
X1=—£_L: Y, =— A (?V

a momenty tarcia, przylozonego do punktu (0, 0, — R), wzgledem osi drugiego
ukladu, wynoszg

gy =AY,

R T
VC MI_fMJLR N, =0.

Na kulg dziala cigiar wlasny — Mg, reakeyja normalna Mg i tarcie. Mo-
menty bezwladnoSci knli wzglgdem osi drugiego ukladu sy sobie réwne i wy-

Li=—/My

2 i ;
noszg - MR?; z réwnania ruchu érodka i réwnaii Euler'a wynika po skro-

ceniu przez M,

! du dv Vo dw
(3) { f J (_; ] ?i f C 3 Tj? =0 3
dp __ b5fg V dq_ 5 fy U dr

;
B 1R O'm 9 hor m—Y



