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obrotem wypadkowym obrotu na początku tego elementu czasu i nieskończe-
nie małego obrotu, który siły odśrodkowe wywołują. Ponieważ oś togo ostat-
niego obrotu jest prostopadła do G, przeto rzut prędkości w na kierunek tego
momentu jest stały. Jeżeli ciało ma się ciągle obracać około tej samej osi,
to T = 0, a zatym, gdy A, B i C są nierówne, dwie prędkości z pomiędzy
trzech p, qir są równe zeru, więc ową osią obrotu jest jedna z osi bezwła-
dności.

153. POLOWTJA i HEEPOLODTJA. Elipsojda bezwładności, kręcąc się
około środka, jest styczna do płaszczyzny niezmiennej w coraz innym punkcie
swej powierzchni, a więc i w coraz innym punkcie owej płaszczyzny. Punkt
s, w którym owa elipsojda jest styczna do płaszczyzny niezmiennej, nazywa-
my biegunem chwilowym obrotu; owóź należy rozważyć dwie linije krzy-
we, z których pierwsza jest miejscem gieometrycznym tego bieguna na elipsoj-
dzie, druga zaś jego miejscem gieometrycznym na płaszczyźnie niezmiennej.
Według Poinsot nazywamy pierwszą krzywą polodyją, drugą zaś herpolo-
dyją ruchu rozważanego. Oznaczymy pierwszą przez (s), drugą przez (a).
Polodyją jest liniją skośną, herpolodyja płaską i mają spoiny punkt s. Sto-
żek o wierzchołku O a kierownicy (a), przedstawia stożek centralny w prze-
strzeni, a stożek o tymże wierzchołku a kierownicy (s), jest stożkiem central-
nym w kręcącym się ciele (art. 48).

Przyjmijmy A = 1: «2, B = 1 : &2, O = 1 : e2; wtedy ą, b, o oznaczają

połowy osi głównych elipsojdy bezwładności; więc — + -^ -f- ^ = 1 jest ró-
(AI O C

wnaniem tej elipsojdy. Aby otrzymać równania polodyi, prowadźmy do tej
elipsojdy płaszczyzny styczne w stałej odległości h od środka i szukajmy
miejsca gieometrycznego punktu styczności (xt) yt, ^) na elipsojdzie. Po-

, sex, , yii. zs, ., . , . .
mewaz —-r1 + - ^ H—j-—1 jest równaniem płaszczyzny stycznej, przeto

polodyją jest określona przez następujące dwa równania

Rugując stąd kolejno a?i8, y,a i $,* otrzymamy równania rzutów polodyi iia
płaszczyzny główne elipsojdy

(2)

a2 — b2 a2—c2 , a ż — W

h2 — c2 , , fl" — a 2 . W—p

c*—a2 , , c2—b* „ e2 —7»2
A2

ai ^ + ^ ^ ^ = Ki
Kiech A ;> B > O; wtedy a < b <c c, oś x będzie przeto najkrótszą, oś g naj-
dłuższą osią elipsojdy. Zęby płaszczyzna była styczna do elipsojdy, potrzeba,
aby a <C A <C e. Przy badaniu kształtu polodyi należy rozróżnić 3
padki, według tego, czy 7ł> &, h = b, h<ąb.
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Z równań (2) okazuje się, że rzut polodyi na płaszczyznę yg jest elipsą,
której osi mają kierunki odpowiednich osi bezwładności; stosunek wzajemny
tychże osi zależy tylko od momentów bezwładności ciała. Eównanie trzecie
okazuje, że rzut polodyi na płaszczyznę xy jest także elipsą. Z równania
drugiego wynika, że przy li ;> b rzut polodyi na płaszczyznę sx jest hiper-
bolą, której oś sprzężona ma kierunek osi x\ przy li < i ten rzut jest hiper-
bolą, której oś sprzężona ma kierunek osi g; nakoniec przy li = b otrzyma-
my jako rzut dwie proste, przecinające się w punkcie O i położone symetrycz-
nie względem osi a;. W tym przypadku składa się polodyja z dwu elips,
które otrzymamy także, przecinając elipsojdę dwiema płaszczyznami, po-
prowadzonymi przez oś średnią y, i położonymi symetrycznie względem
płaszczyzn głównych. Dla tych płaszczyzn przecinających jest g : x==-

= ± —; 1/ —^ JY i °bi e elipsy przecinają się w punktach końcowych osi
O y O O

— ' a2 i 2 '
a2-f-c2 jT-

jest połową ich osi większej. W przypadkach, gdy h=.a lub h = c, redu-
kuje się polodyja do jednego punktu, mianowicie do odpowiedniego wierz-
chołka elipsojdy. Polodyja jest zawszev zamknięta, jako miejsce gieome-
tryczne punktów styczności płaszczyzn, stycznych do elipsojdy w stałój od--
ległości h od środka tej elipsojdy.

Kładąc

(3) h

mieć będziemy według (2)

Z równań (3) okazuje się, że p 2 > a 2 , P a > Y s , zaś Y2 większe, równe lub mniej-
sze od a2 według tego, czy /* jest większe, równe lub mniejsze od b. Przy
% =i(3 ze związków (4) otrzymamy xv > 0> «/t = 0, #, > 0; zaś przy x>> p wy-
pada #, urojone, skąd wynika, że (5 jest najdłuższym promieniem wodzącym
(ze środka O) polodyi i źe ta linija ma wierzchołek na płaszczyźnie xz. Aby
wyznaczyć wierzchołek, odpowiadający najkrótszemu promieniowi wodzącemu,
przyjmijmy naprzód h~>h, wstawmy w (4) x = y, a otrzymamy a ^ ^ O ,
« / i > 0 , gt = 0 ; więc Y jest w tym przypadku najkrótszym promieniem wo-
dzącym, a wierzchołek odpowiedni znajduje się na płaszczyźnie xy. Gdy
h <; 5, weźmy •/ = a: wtedy ze związków (4) wynika xx = 0, «/, > 0, gt > 0,
więc a jest promieniem najkrótszym, a wierzchołek znajduje się na płaszczy*
źnie yg. Gdy 1% = &, będzie a2 = "f = b2, a n = 5 jest promieniem najkrót-
szym; wierzchołki znajdują się na płaszczyznach głównych elipsojdyi
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Możemy sobie także zdać sprawę z kształtu herpolodyi. Obierzmy
w tym celu spodek P (fig. 58) prostopadłej h na płaszczyźnie niezmiennej za
początek spółrzędnych biegunowych p i <p herpolodyi. Ponieważ p a = x 2 - 7 t 2 ,
przeto wierzchołkom polodyi odpowiadają, także wierzchołki herpolodyi.

Fig. 58.

Otrzymamy maximum p = J/ p 2 — h * , a dla 7i > I, minimum p s s J / ? 2 — h?t
zaś dla 7 J < ! b, minimum p = J/^oc2— A2. Jeżeli więc z punktu P na płasz-
czyźnie niezmiennej zakreślimy dwa koła, jedno promieniem maxiraum p, dru-
gie promieniem minimum p, herpolodyja znajdować się będzie między okrę-
gami tych obudwu kół, będąc styczną naprzemian to do jednego, to do drugie-
go koła. Łuk między dwoma wierzchołkami herpolodyi jest równy łukowi
między dwoma odpowiednimi wierzchołkami polodyi jest więc równy połowic
długości tej linii. Jeżeli kąt o wierzchołku P, którego ramiona przechodzą,
przez wierzchołki wewnętrzne lub przez zewnętrzne herpolodyi, mieści się
całkowitą, ilość razy w 360°, natenczas herpolodyja jest liniją zamkniętą,
a ciało powraca do swego pierwotnego położenia po 2 w obrotach. W każ-
dym innym przypadku wije się herpolodyja bez końca między owymi dwoma
kołami spółśrodkowymi, a ciało zajmuje coraz inne położenie.

Poinsot, a za nim inni pisarze sądzili, że herpolodyja jest liniją falową,
która ku punktowi P jest zwrócona naprzemian to stroną wklęsłą, to wypukłą.
W czasie najnowszym okazano jednak, że tak nie jest, że herpolodyja nie ma
punktu przegięcia, lecz zwrócona jest ku punktowi P stroną wklęsłą, (ob. lite-
raturę przy końcu rozdz. XV).

154. W przypadku, gdy h = b, można przedstawić równanie herpolo-
dyi zapomocą funkcyj prostych. Z art. 153-go wiemy, że w tym przypadku
polodyja składa się z dwu elips o osi większej 213 i osi mniejszej 2 1 ; wyzna-
czymy herpolodyja, odpowiednią jednej z tych dwu elips. W tym celu elipsę
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(fig. 59), toczącą, się na płaszczyźnie niezmiennej, rozważajmy w tym położe-
niu, kiedy ona jest do owej płaszczyzny styczna w wierzchołku S, ograniczają-
cyin oś większą 2(3; poprowadźmy przez P i S oś biegunową,, od której liczmy

Fig. 59.

kąt <p. Jeżeli wskutek toczenia się elipsy (s) punkt s przybędzie do c, to łuk
S s = łukowi S a. Przyjmijmy % = Os, p = Pa, kąt SOs = <|>, kąt SPo = tp;
wtedy p2 — % 2 — 7J2 = X 2 — &2. Niech <p przyrośnie o d<Ji; wtedy punkt s,
znajdzie się w o,, a ss, = aa t s= ds. Dla linii (sj mamy ds2 = %2 d(J)2 + ^ 2 >
zaś dla (o) mamy (?.s2 = p2 (^c2 + f7p2; więc p2 tZtf2 -|- dp2 — y.2 dty* + (?x*,

czyli p2 yj-)~ + (-f-f ^ K 2 \-j-) + !• Wstawiwszy wartości p i dp, miść

będziemy

(1) (x 2-7;<

Eównanie elipsy (s) jest

(2) i

skąd

więc według (1)

(4) ( ^

Gdy -wstawimy -

(5)

= . X2 (?;2 cos 2 <j) -f- (52 sin2 <

7)2

. J t , _£ j wprowadzimy p, otrzymamy

Blbl. mat.-fre., 8. IV, T. X. 25
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Niech s3 = (32 — 62, gdzie s jest minaośrodem elipsy (s); wtedy

b. do

Wstawmy t 2 = e2 — p2 i całkujmy; mieć- będziemy cp = C + — ig

niewaź dla <p = O jest x = p, p = e, C = O, więc C = O. Wprowadzając po-
nownie p i rozwiązując równanie względem p, otrzymamy

2s_
(7) stp etp

cl) -\- c b

jako równanie herpolodyi, gdy h = b. Stąd wynika, że herpolodyja jest sy-
metryczna względem P S , a P S = s jest jej największym promieniem wodzą-
cym. Punkt a zbliża "się nieustannie do P ponieważ zaś dla <p — ± oo jest
p = 0, przeto P jest punktem asyniptotycznym herpolodyi. Dla cp = rc otrzy-
mamy punkt po przeciwnej stronie punktu S. Herpolodyja jest liniją spiral-
ną, o nieskończenie wielu zwojach, a chociaż punkt o obraca się nieskończenie
wiele razy około P, to jednak długość spiralnej jest skończona i równa poło-
wie okręgu elipsy (s). Oś chwilowa zajmuje coraz inne położenie w ciele
i w przestrzeni, nie wracając do tego samego położenia. —

Aby kręcenie się ciała około punktu zbadać pod względem czasu, roz-
wiążmy p* + <2a + r2 — w2, Ap2 + Bc2 + O 2 == 2 T, A2p2 -f B ^ 2 + CV2 = G 2

względem p2, <f i f2; otrzymamy

- - BC L . _ 2 T (O4-B; - (
* " " (A-B) (A-C) L BC

podobne wyrażenia mieć będziemy dla (f i r2. Z równań (4) art. 153-go wy-
nika

M ł _ 2 T ( B + C ) - G » n m a . _ 2 T ( 0 + A ) - G ^

skąd, gdy przyjmiemy

wyprowadzimy

(8)

BO CA
(A-B) (A-C) ^ W l h q — (B-C) (A-B)

AB , „ ' ...

Ponieważ p jest największą wartością promienia wodzącego polodyi, a w'2

= 2Tx 2, przeto <o2 oznacza maximum prędkości kątowśj co. Według tego,
czy h^,b, t. j . czy 2TB^Gr2, odpowiednio Y lub a przedstawia promień najmniej-
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szy %, a zatym odpowiednio co3 lub Wi jest minimum prędkości co. Gdy h^i,
a więc gdy 2 T B = G 2 , jest a = ^ = b, a przeto co1 = cu3 = |X2T :B jest mi-
nimum prędkości co.

Różniczkując pierwsze równanie (8) względem ł i wstawiając dp : dt z ró-
wnań Euler'a, mieć będziemy

<to_(A--B)(A-CI)CB-O)
dt ~ ABC >pq1'

albo, gdy z (8) obliczymy p ą r,

(9) to % = y ((o?~«o,») ( V - «•) (»«-«»,).

Z tego równania możemy wyrazić i przez co zapomocą całki eliptycznej, a co
przez t zapomocą, funkcyi eliptycznej.

"Wielkości co, p} q i r możemy wyrazić przez t za pośrednictwem pewnej
zmiennej, stosownie obranej. "W tym celu wyrugujmy r* z równań A
= 2 T i A2p2 + etc. = G2 i przyj mijmy

.... ,_G»—2TO 2 _ G * - 2 T 0
{W) Po " A ( A —O) ' 9 o ~ B(B — C) ;

otrzymamy

Ponieważ co jest proporcyjonalne względem %, przeto punkt o spółrzędnych p,
q i r względem osi bezwładności opisuje linija, krzywą, podobną do polodyi,
a równanie (11) przedstawia rzut tej linii na płaszczyznę, przechodzącą przez
te dwie osi główne, względem których A i B są momentami bezwładności
ciała: Płaszczyznę taką oznaczać będziemy symbolem (AB). Ponieważ h<.c,
a więc G 2 > 2 T C, przeto ta linija jest elipsą, której osi znajdują.się na osiach
A i B. Oznaczmy podobnie, jak w art. 91-ym na fig. 37-ej, przez u anomaliją
średnią punktu, opisującego tę elipsę; wtedy

(12) p=pocosu> q~qasmu,

przyczyna u liczymy od tego wierzchołka elipsy, dla którego jo —p0, q=.O.
Stąd otrzymamy według (8)

j ^ (G2—2TC) s

A ponieważ
(A

tó2_tól _ . . _ _
przeto
(13) co2 = co2

a— (co3
2— co,2)sin2w.
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Wstawmy tę wartość w ostatnie równanie (8) i przyjmijmy

? __ AB K2—to3
2) __G2-2TA ^ _ t o 2

2 — i o t
2 _ A—B G2 —2TC

(14) r0 - (G-£j(U~B) — 0 (O—A)' "~«»•—«,»"" 0 = 1 " S a - 2T A "'

otrzymamy
(15) r = r0 Vi — X2sin2w,
przyczym r = »o dla M ~ 0 . Równania (12), (13) i (15) pozwalają^, q, ri w
wyrazić przez «. Aby u wyrazić przez t, podstawmy co2 — co1

2, to 2
2 — w2

co2— co3
2 w (9); otrzymamy

co. —rr = («22—Wj2) | / c o 2
2 — c o 3

2 . [/'l — X2 s in 2 t t . sin«f COSM.ut
Różniczkując zaś obie strony równania (13) względem t, z porównania otrzy-
manego stąd wyrażenia z powyższym będziemy mieli

^ • = — I/tó a
2—<o8

a. J / l —

czyli dt- - v -^z^

Znak — wskazuje, że punkt (p, q) opisuje elipsę (11) od osi mniejszej na B

ku osi większej na A. Całkując względem w w krańcach - i O, otrzymamy

czas, potrzebny do opisania ćwiartki elipsy, a zatym czas do opisania łuku po-
lodyi między dwoma wiśrzchołkami.

Spółrzędne bieguna chwilowego s sąp: J/2T, q:p/2T, r :]/¥$, a spół-
rzędne bieguna sąsiedniego st są fp+dp):\/2T, (q-\-dq): J/2T, (r+dr): | /2T.
Oznaczmy przez p promień wodzący Ps herpolodyi, a przez d<f kąt sPs,; wów-

P 2

czas pole sPs t = -L- cZcp jest rzutem pola SOSJ na płaszczyznę niezmienną.

Rzucając przeto pole sOs, na płaszczyzny (BG), (CA) i (AB), mnożąc rzuty
odpowiednio przez dostawy kierunkowe osi niezmiennej i dodając iloczyny,
mieć będziemy

2TGrp2d<p = Ap(qdr—rdq) + Btf (rdp—pdr) + Cr(pdq—qdp),
czyli, uwzględniwszy równania Euler'a,

(17) 2TGAB0 P
2 ^ = BC ( B - O ) 3 Q2r2 + OA (O—A)2r*f +

+ AB(A—B)2p2c2.
Z równania (13) wynika %2 as p2 — ((32 — a2) sin2w, a ponieważ p2 = y? — h2,
przeto p2 = p2 — 7Ł2 — (P2 — a2) sin3«. Gdy zamiast a2, p2 i W wstawimy
wartości poprzednio podane, otrzymamy

2 T G* ABO p2 = (G 2 — 2 T G) [B (2 T A - G2) — G 2 (A—B) sin2 u],
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a jeżeli tu przyjmiemy

(18) ( G * - 2 T C ) ( G * - 2 T A ) GPJĄ-B)
k ' ' 2TG 2 AC ' ' ~" B(G2—2TA)'
mieć będziemy

(19) p* = P oHl-t).asin»M).
Jeżeli tę wartość, tudzież p2, q2 i r2 z (12) i (15) wstawimy w (17), przyjmiemy
dtp dtp C?M . dtt , , .,,. ... , , .
-j-=.~-. -=— , następnie -=— wstawimy z równania (16), to mieć będziemy

(20) ^ = G ' ^ - ^ (G2 - 2TA) eo8"w -f (_& - 2TB) sin'u
^ du ~~ )/(C — BUG* — 2TA) " [ G2 (A—B) cos*« - A (G» - 2TB)] ]/r-X*sin»u '

Stąd możemy tp wyrazić przez M. Równanie (19) i całka równania (20) wy-
rażają spółrzędne biegunowe herpolodyi przez argument u.

W przypadku, gdy li = i, a więc gdy G2 = 2 T B, będzie w, = »3, X = 1,
skąd /

__1 / " AC dw
T ~ K (A-B)CB-O)' cos«'

— l i /
~ 2 | / (A—

AC 1 + sinw
B ) ( B - 0 ) • ^ T ^

a następnie

2 co,., 5"—
Wynika stąd, że płaszczyzna, przechodząca przez oś niezmienną i o§ chwilową,
obraca się jednostajnie około osi niezmiennej.

Aby określić położenie kręcącego się ciała, naprzód z warunków zadania
obliczymy dostawy kierunkoweat, b1} cx; a2, b2, c%\ a3) b3t ca osi bezwładności
A, B, O względem osi spółrzędnych %, y, e, poprowadzonych przez środek
kręcenia się. Wiadomo z gieometryi, że powyższe dostawy mogą być wyra-
żone przez funkcyjś trygonometryczne trzech kątów następujących: kąta ^,
który ślad płaszczyzny (AB) na płaszczyźnie xy tworzy z osią x, kąta t|>, który
tenże ślad tworzy z osią A, i kąta 6, który płaszczyzna (AB) tworzy z pła-
szczyzną xy, lub który oś O tworzy z osią niezmienną. "Według wiadomych
wzorów Buler'a jest

(23)

a1=cosxcostj) — s i ^ J ; 2 ^ j ^ ^
6, =sinxcosi]> — cos^sintj)cos6; &2=—siii^sintj) + cos)(cos(l)cos6,
c1 = sintpsin6 ; c2=cost]>sin8,

aa^sin^sine,, ba=—cos^sinO, c 3 = c o s 8 .

Ponieważ Ap: Gr, Bą: G, Cr: G oznaczają dostawy kierunkowe osi nie-
zmiennej względem osi A, B i G, przeto

(24) Ap = G . sin tp sin 6, Bq = G- cos ij) sin 0, Cr = Gr cos 9,
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a stąd

(25) Ai) A»„ , n @r

••-rł: = -^r cotangw, cos 0 = -^,
__ Ap __ Bti _

""Grsinif Gcost]) '

Mamy więc <|i i 8 wyrażone przez u. Z równań (9) art. 150-go wynika

(26) jj). sin 4* -f-gcost|i = -^s in8;

jest więc, według (25),

a jeżeli wprowadzimy ~^-z=—^,(-j- i z poprzednich wzorów wynikające wy-
dt " du ' di

. durażenia dla p, q i -jr > to będzie ostatecznie

(28)
du

Ap0
2cos2u- G

skąd możemy kąt j( obliczyć jako funkcyją zmiennej u. Znając kąty /, <|i i 0,
wyznaczymy położenie ciała w każdej chwili zapomocą równań (23).

155. PKECESYJA. I NUTACYJA. Podana teoryja pozwala rozwiązać za-
danie o kręceniu się ciała około punktu, na które żadne siły nie działają.
Niektóre przypadki szczególne mogą być jednak rozwiązane w odmienny spo-
sób, który wynika z poczynionych założeń, wskutek czego opisanie ruchu
zyskuje na jasności.

Zastanowimy się nad przypadkiem, gdy ciało, którego elipsojda central-
na jest powierzchnią obrotową, kręci się około środka masy. Ponieważ przy
opisywaniu ruchu ciała wystarcza rozważać tylko jego elipsojdę bezwładności,
przeto oś obrotu tój elipsojdy nazwiemy krótko osią gieometryczną ciała,
a płaszczyznę, prostopadłą do osi i przechodzącą przez środek masy, nazwie-
my równikiem tego ciała. Obie, nazwy mają znaczenie gieometryczne, jeżeli

ciało jest obrotowe, bo wtedy elipsojda cen-
tralna jest także powierzchnią obrotową.
Gdy O oznacza moment bezwładności wzglę-
dem osi gieometrycznej, to A = B , a według
tego czy O ^ A, elipsojda bezwładności bę-
dzie spłaszczona (sferojdą) lub wydłużona.

Położenie ciała będzie w każdśj chwili
wiadome, jeżeli znamy położenie osi gieo-
metrycznej w przestrzeni, tudzież położenie
ciała względem tej osi. W celu wyznacze-
nia tych położeń mogą posłużyć trzy kąty,

F l g Bo' które następującym sposobem określimy.
Wystawmy w środku masy ciała trzy osi prostokątnego układu spółrzę-
dnych 8x, 8y, 8e, nieruchome w przestrzeni, a prosta S£ niech oznacza
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chwilowe położenie osi gieometrycznej. Przesuńmy płaszczyznę przez
80 i S4, i niech 85' będzie śladem tej płaszczyzny na 8%y; wówczas kąt
6 = ^ 8 ^ tudzież kąt #84' określają położenie osi gieometrycznej w prze-
strzeni. .Równik przetnie płaszczyznę 8 osy podług prostej 87], którą na-
zywamy l i n i j ą w ę z ł ó w równika, a jeżeli przyjmiemy kąt «p r= ^SYJ, to

TE
kąt x8i' będzie równy <p— —, ponieważ S41 jest prostopadłe do SYJ; kąty

6 i tp określają zatym położenie osi gieońietrycznej w przestrzeni. Aby okre-
ślić położenie ciała względem osi 84, obierzmy w przestrzeni (np. na osi %)
dowolnie punkt stały, i poprowadźmy płaszczyznę przez ten punkt i oś 8i;
dość znać kąt a, który południk dowolnego punktu elipsojdy tworzy z tą pła-
szczyzną, aby mieć oznaczone położenie tej elipsojdy względem osi S5. Po
upływie elementu czasu di kąty <p, 6 i a przybiorą odpowiednio wartości tp-M<p,
G 4- cZ6, a + da, a przejście ciała w sąsiednie położenie możemy uważać za wy-
nik następujących trzech ruchów. Obróćmy oś gieometryczną około linii węz-
łów SYJ O kąt $6, a płaszczyznę #S4, poprowadzoną przez S^ i 84, obróćmy
około osi a o kąt dtp; wskutek tych obudwu ruchów przyjmie oś gieome-
tryczną nieskończenie bliskie położenie w przestrzeni; obróćmy nakoniec ciało
0 kąt da. około nowego położenia jego osi gieometrycznej; przywiedziemy
w ten sposób ciało do tego położenia, które ono zajmuje po upływie czasu dt.

Ruch osi gieometrycznej, wskutek którego zmienia się kąt 8, utworzony
przez nią ze stałą osią #, nazywamy n u t a c y j ą czyli kołysaniem się tej osi
względem tej prostej; ruch zaś płaszczyzny g S i, wskutek którego zmienia się
kąt<p, który linija węzłów tworzy ze stałą osią x, zowiemy p r e c e s y j ą osi
gieometrycznej ciała. Obie nazwy wzięte są z astronomii, w której występu-
ją przy opisywaniu ruchu ziemi. Ruch obrotowy ciała około osi gieometrycz-
nej nazywamy o b r o t e m w ł a s n y m tego ciała. Miarami nutacyi, precesyi
1 obrotu własnego są odpowiednio prędkości kątowe ©, $, Q, określone przez
równania

które dla krótkości wysłowienia nazywamy także odpowiednio nutacyją, pre-
cesyją i obrotem własnym.

Poprowadźmy trzecią oś SC, prostopadłą do SS i STJ, leżącą zatym na ró-
wniku; powstaje prostokątny układ spółrzędnych S4VJC, do którego punkty
ciała odnosić możemy. Atoli ten układ jest ruchomy w ciele i w przestrzeni;
liniją węzłów jest bowiem coraz inna prosta równika, a oś SC zajmuje w ciele
coraz inne położenie, tylko oś gieometryczną nie zmienia swego położenia
w ciele. Osi S4, SYJ i SC poruszają się wskutek nutacyi i precesyi, nie biorą
jednak udziału w obrocie własnym ciała.

Niech Ss będzie osią chwilową obrotu ciała, którą dokładnie odróżnić
trzeba od jego osi gieometrycznej. Obrót chwilowy w możemy rozłożyć na
obroty około 84, SYJ i SC. Rozkładając precesyją $ na obroty <E> cos 0, około
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84 i $ sin e około SC, otrzymamy Q + <I> cos 6, 0 i <1> sin 6 jako odpowiednie
składowe obrotu chwilowego to około osi S£, STJ i SC, będących w każdej chwi-
li osiami bezwładności ciała pomimo zmiany położenia, jakie one w nim zaj-
mują.

156. W celu wyprowadzenia równań ruchu, skorzystajmy z twierdzenia,
podanego w art. 142-im, tudzież ze sposobu, podanego w art. 150-ym. Iloczyny
C(Q + <&cos8). A®, A<I>sin8 przedstawiają w układzie spółrzędnych S£?]C
odpowiednio spółrzędne końcowego punktu odcinka, który wyobraża moment
wypadkowy ilości ruchu ciała względem punktu S. Pochodne zatym tych
wielkości względem czasu są prędkościami względnymi tego punktu w kie-
runkach powyższych osi. Ponieważ owe osi nie biorą udziału w obrocie wła-
snym ciała, przeto <J> cos 0, @ i <D sin 0 są odpowiednio składowymi pręd-
kości kątowśj ruchu unoszenia; według równań (3) art. 150-go otrzyma-
my odpowiednie rzuty prędkości unoszenia tego punktu, mianowicie: 0,
( O — - A ) * 2 sin 8 cos 8 + 0<J> Q sin 0, (A—O)<I>@cos 0 — C&Q. Oznaczając
przez L, M, N sumy momentów sił przyłożonych (ciągłych) względem S£,
SYJ i fc>Cj otrzymamy według art. 142-go żądane równania ruchu,

(2) A ~ - + (C—A) * 3 sin 8 cos 0 + C <I> Q sin 0 = M

A ~sinO + (2A —O)<I>0cos0 — O0!3 == JNT,

które w tej postaci podał B. Bour.
Jeżeli do ciała, będącego w spoczynku, przykładamy parę popędową,

i moment tej pary obieramy za oś g, to oznaczywszy przez L o , M o , JSI0 skła-
dowe momentu pary popędowej względem początkowego położenia układu
osi S£rj£ ( d l a i = O ) , mamy Mo = 0, ponieważ SYJ jest prostopadła do Sg.
"W chwili więc rozpoczęcia ruchu będzie

(3) C(Q + *cos0) = L o , A<5) = 0, A * s i n e = N o ,

a stąd 0 = 0. Gdy teraz ciało, przez parę popędową w ruch wprawione, bę-
dzie samemu sobie zostawione, a więc L = 0, M = 0, N = 0 , to łatwo rozpo-
znać dalszy przebieg jego ruchu. Obrawszy oś niezmienną za oś z, popro-
wadźmy w odległości % = . J / 2 T : G od S płaszczyznę niezmienną, równoległą
do Exy\ elipsojda obrotowa jest styczna ciągle do tej płaszczyzny, a promień,
łączący punkt styczności ze środkiem, jest osią chwilową. Oś gieometryczna,
oś niezmienna i oś chwilowa znajdują się ciągle na płaszczyźnie południka, po-
prowadzonej przez oś niezmienną, z czego wynika, że promień elipsojdy, przed-
stawiający prędkość kątową obrotu chwilowego, ma długość stałą, a zatym ta
prędkość to jest stała. Polodyja jest przeto równoleżnikiem elipsojdy, a her-
polodyja jest kołem na płaszczyźnie niezmiennej. Stożek centralny w ciele
jest obrotowy, a oś gieometryczna jest jego osią; stożek centralny w prze-
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strzeni jest także obrotowy, a jego osią jest oś niezmienna. Jeżeli elipsojda,
jest wydłużona, to obadwa stożki są do siebie styczne zewnętrznie, w przy-
padku zaś sferojdy wewnętrznie, a stożek centralny w ciele jest szerszy i obej-
muje stożek centralny w przestrzeni. Z tego wynika, że oś gieoinetryczna
opisuje w przestrzeni stożek obrotowy około osi niezmiennej, że przeto ciągle
0 = 0. Mamy więc Ci + $ cos 6 = stałej, tudzież <E> siii 6 = stałej, a ponie-
waż kąt 6 jest stały, przeto będzie Q = stałej i <[> = stałej. Widzimy zatym,
że ciało obraca się jednostajnie około swśj osi gieometrycznej, że precesyja
względem osi niezmiennej jest również jednostajna, i że nutacyi względem osi
niezmiennej niema wcale.

Zachodzi pytanie: czy taki ruch. ciała obrotowego, dla którego ciągle

tylko wtedy zajść może, kiedy na ciało, przez parę chwilową w ruch
wprawione, żadne siły nie działają, czy też ten ruch może także zachodzić
przy działaniu sił ciągłych, odpowiednio dobranych. Eównania (2) pozwa-
lają rozwiązać to zagadnienie. Z nich według (4) otrzymamy L = 0, N = 0,
M =• [<& (O — A) cos 6 -f CQ] $ sin 8, z czego wynika, że ów ruch zajdzie, je-
żeli na ciało działa para sił, której płaszczyzna, jest ciągle prostopadła do li-
nii węzłów równika, a której moment posiada stałą wartość M. Wtedy oś
gieometryczna porusza się bez kołysania się, prędkość kątowa precesyi jest
stała, a obrót własny ciała jest jednostajny.

Przyjmijmy, że kąt 6 jest ostry, i że elipsojda bezwładności jest sferojdą;
wtedy O — A > 0 , a znak i wielkość pary M zależeć będzie od prędkości Cii$.
Odetnijmy na osi 0 stałą prędkość <£>, na osi gieometrycznej prędkość Q;
przekątna, równoległoboku tych prędkości daje oś chwilową i prędkość to.
Prowadząc płaszczyznę południka przez oś g, następnie w punkcie, w którym
oś chwilowa przecina ten południk, prowadząc styczną do południka, i wysta-
wiając w S prostopadłą do tej stycznej, otrzymamy tymsamym kierunek mo-
mentu G ilości ruchu; ten kierunek jest zmienny, atoli wielkość G jest stała.
Gdy p jest kątem, który G tworzy z osią 8, a 7 kątem między osią 0 a osią
chwilową, to z równoległoboku prędkości w, ii i <E> wynika
. . <& sin (6—7) Q_ siny

w sin 6 ' w sin 8 '
Iloczyny G.cos(8—(3) i Gsin(8—(3) przedstawiają odpowiednio rzuty momen-
tu G na S£ i S£, mamy przeto

G cos (6 — p) = O (Q + * cos 8), G sin (6 — P) = A * sin 0,
a stąd

( G cos p = C (Q + * cos 6) cos 6 + A <V- sin2 8

^ | ( * 6 i n p = O ( Q + 4>cose)sin8 —A$cos88in0;

a ponieważ, jak wyżej okazano, M = [<E> (C — A) cos,0 + 0 0 ] fI> sin 0, przeto

(7) M = G * B i n p ,



394: MECHANIKA TO

co przedstawia nowe, a proste wyrażenie momentu M, sprawiającego ruch żą-
dany. "Wstawiwszy wartość na $ z (5), otrzymamy także

(8) M
w

Uważajmy te kierunki osi 80 i S£, które tworzą z sobą kąt ostry 8, za kierunki
dodatne; długości, przedstawiające <f> i £2, należy odcinać na tycli kierunkach
lub na ich przedłużeniach, według tego, czy te prędkości są dodatne, czy też
ujemne. Dla ziemi mamy $;>0, <£<(), a jeżeli w pierwszym przybliżeniu
pominiemy małą nutacyją osi ziemi względem prostopadłej do płaszczyzny
ekliptyki, to z obserwacyj astronomicznych, z których wypada, że Q i <3> mają
wartości stałe, wynika, że ziemia doznaje ciągle działania sił zewnętrznych,
redukujących się w środku jej masy do pary sił, której płaszczyzna jest pro-
stopadła do linii węzłów równika. Te siły wynikają z przyciągania słońca
i księżyca.

157. BUCH POSUWISTY. Ponieważ przy tym ruchu zachodzi swoboda
rzędu 3-go (art. 51), przeto określamy go przez .trzy równania, które z zasady
d'Alembert'a bezpośrednio otrzymać możemy. Obierzmy osi Ox i Qy równo-
legle do płaszczyzny kierującej, i oznaczmy przez X, Y, N spółrzędne układu
sił przyłożonych względem tych osi, przyczyni X i Y oznaczają sumy rzutów
sił na osi x i y, a JNT oznacza moment układu tych sił względem prostopadłej
Og do płaszczyzny kierującej, wystawionej w punkcie O. Z zasady d'Alem-
bertfa wynikają następujące 3 równania tego ruchu.

(i) m-W^X> m-W = Y>

w których £, YJ oznaczają spółrzędne środka masy, a m oznacza masę ciała.
Zamiast prostej Oz możemy inną prostą p g, wyprowadzoną prostopadle do
płaszczyzny Oxy z punktu p (x0, y0), obrać za oś momentów, a wtedy otrzy-
mamy zamiast (2) następujące równanie

(3) £w,[(a(-30) ^ - {yi-y0) ~ ] = No, w którym

(4) No = £ [O, - x0) Y,- - Qft ~ y0) Xt]

przedstawia moment układu sił przyłożonych względem prostej p 0. Pun-
ktem p może być którykolwiek punkt ciała, poruszający się razem z nim. Ró-
wnanie (3) możemy także napisać w postaci

-j- - yt -^) - Xo iM,. -$ + y0 \mi ^- = No.

Oznaczmy przez A, M, Z spółrzędne ruchu chwilowego względem osią;, y i 0;
wtedy A i M oznaczają odpowiednio prędkości ruchów postępowych w kierun-
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kach osi xi y, a Z oznacza prędkość kątową obrotu około osi Oa. Składo-
wymi prędkości xi, y\ punktu x(, y^ będą wtedy

a j / = A — Zpt, yl = M + Zfljj, a stąd:

= m (— ATJ + M6) + Z [1+ m (£2 + f)],
gdzie I oznacza moment bezwładności ciała względem prostej, prostopadłej
do płaszczyzny Oxy, i przechodzącej przez środek masy. Ponieważ dla środ-
ka masy (£, i\) mamy £ ' = A — Zrj, T ] ' = M + Z £ , przeto — AYJ + M£
= £•»/-- •»)£' — Z (£2 + 7j2), a zatym

(6) ^

jeżeli df oznacza nieskończenie mały k%t obrotu chwilowego. Różniczkując
ostatnie równanie względem 4, otrzymamy

a podstawiając tę wartość w (5) i wstawiając nadto Sw; - J s i-Jsi

„ ^a«/i d2fi , . . . ,.
mi ~ ^ « " = m ~an ' otrzymamy następujące równanie momentów:

(8)

które łącznie z równaniami (1) określa ruch posuwisty. Biorąc momenty
względem prostopadłej do płaszczyzny xy, wyprowadzonej z punktu O, należy
w (8) podstawić x0 = 0, y0 = 0,

a biorąc moment względem prostopadłej, przechodzącej przez środek masy,
należy podstawić sc0 •=. £,' y0 = TJ, skąd

gdzie N s oznacza moment układu sił przyłożonych względem tej prostopadłej.
Z równań (1) i (10) otrzymujemy najprostszym sposobem spółrzędne ruchu
chwilowego. Z całek pierwszych i drugich równań (]) otrzymujemy !', TJ',
i i 7] jako funkcyje czasu i tych wielkości, które wyrażają warunki począt-
kowe. Z równań i' = A — ZTJ, • T/ = M + Z | otrzymamy A = £' + ZTJ,
M = T]' — ZS, a stąd możemy spółrzędne ruchu postępowego wyrazić przez Z.

-. . JJT7

Kładąc Z = -^-, możemy równanie (10) napisać także I —=r = N „ a z całki

tego równania otrzymamy spółrzędną Z w funkcyi czasu, pozwalającą w końcu
obliczyć A i M. Oś obrotu chwilowego wyznaczają równania
(11) A — Zj/ = O, M + Zas = 0.
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Między 3n spółrzędnymi n punktów materyjalny cli zachodzi 3» — 3
związków, z których 3w—6 określają sztywność ciała, a 3 związki wyra-
żają, że trzy punkty poruszają się równolegle do danej płaszczyzny. Jeżeli
więcej związków nie zachodzi, wtedy ruch posuwisty jest swobodny, a po-
wyższe równania pozwalają wyrazić 3 niewiadome przez spółrzędne ruchu.
W przypadku, gdy ilość związków jest większa, niż 3w — 3, ruch posuwi-
sty nie jest swobodny, a wtedy zasada ruchu środka masy nie może być
bezpośrednio zastosowana. Ten przypadek zachodzi wtedy, kiedy dany
jest tor jednego punktu, lub kiedy wiadome są tory dwu punktów, lub też
kiedy dana jest linija krzywa, do której pewna prosta na ciele ma być
wciąż styczną i t. p. W tych przypadkach możemy ruch uważać za swo-
bodny, jeżeli tylko uwzględnimy reakcyje, pochodzące z danych warunków.
Niech Ljt = O wyraża dany warunek; wtedy równania ruchu punktu #;, yt

będą

a stąd

(12) , t t _ = X + £ X ^ , m - ^ = Y + hli-w.

Te równania określają ruch środka masy. Podobnie należy w równaniu
momentów uwzględnić momenty reakcyj, aby rozwiązać zadanie o ruchu
obrotowym, którego układ dokonywa w każdej chwili. Stosowny wybór
kierunków osi spółrzędnych, tudzież punktu x0, yQ, pozwala w wielu przy-
padkach uprościć rachunek.

158. EUCH UKEADO SWOBODNEGO. Układ sztywny jest swobodny, je-
żeli oprócz związków, określających jego sztywność, żadne inne związki mię-
dzy spółrzędnymi punktów nie zachodzą. Do określenia ruchu potrzeba
i wystarcza znać 6 spółrzędnych tego ruchu. Z zasady d'Aleinbert'a wy-
nika następujących 6 równań, które pozwalają wyznaczyć te spółrzędne:

(1) ^ |3g
v
S

Wystawmy w środku masy (i, •/], C) układ osi, równoległych do osi
układu Oxyg i posuwających się równolegle w przestrzeni. Jeżeli ii,
f]i, Ci oznaczają spółrzędne punktu (#,-, yt, #,) względem tych osi, natenczas
Xi—i + ii, y>=7] + 'li, ei=C + C;. Biorąc momenty lit,, M.is, N i 3 sił przy-
łożonych względem tych osi, otrzymamy według (2)
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i podobne dwa inne równania. Podstawiwszy wyrażenia spółrzędnyoh i uwzglę-
dniwszy, że £łWł£j=O, E?WjY]j = O, mieć będziemy dla osi £

(3)

i podobnie dla osi 7] i £. Ponieważ te równania mają ten sam kształt, co
równania ruchu układu, kręcącego się około punktu stałego, (art. 150),
przeto mamy ważne twierdzenie: ulcład sztywny i swobodny Jcrgci si§ podczas
ruchu ohoło środka masy, jako ohoło punlctu stałego w przestrzeni.

Łącząc to twierdzenie z zasadą, ruchu środka masy, widzimy, że ki-
netyka układów sztywnych i swobodnych sprowadza się do jednoczesnego
rozważania dwu ruchów, mianowicie ruchu postępowego środka masy i krę-
cenia się około tego środka, a obadwa ruchy możemy zbadać na podsta-
wie takich sposobów postępowania, jakie w swoim miejscu podane zostały.
Rzecz o ruchu środka masy należy do kinetyki punktu, a kręcenie się oko-
ło środka masy możemy zbadać na podstawie równań Euler'a, pomijając
kształt i rozkład masy układu, i zastępując ten układ przez elipsojdę cen-
tralną.

Gdy na ciało fizyczne, przez siły popędowe w ruch wprawione, żadne
siły ciągłe nie działają, wystawmy w środku masy oś niezmienną, popro-
wadźmy w wiadomój odległości płaszczyznę niezmienną i rozważajmy ruch
elipsojdy centralnej, toczącej się na tej płaszczyźnie, podczas gdy środek
tej elipsojdy posuwa się po linii prostej. Proste, około których ciało obra-
ca się, utworzą stożek, którego wierzchołek porusza się po linii prostej;
drugi stożek, którego podstawą jest herpolodyja, posiada ruch postępowy
środka masy, a pierwszy stożek toczy się na nim bez ślizgania. Tym spo-
sobem otrzymujemy wiadomy z kinematyki obraz ruchu, którego spółrzę-
dne zależą od sił popędowych i od warunków początkowych.

Redukując siły przyłożone do środka masy ciała, otrzymamy siłę
i parę wypadkową, które oddzielnie sprawiają obadwa ruchy, z których
składa się ruch ciała. Siła wypadkowa sprawia ruch postępowy środka
masy, w którym przedstawiamy sobie skupioną całą masę ciała, a para
wypadkowa nadaje ciału obrót około pewnej prostej, przez ten środek prze-
chodzącej. Jeżeli moment pary wypadkowej sił popędowych, wprawiających
ciało w ruch, tudzież moment pary sił ciągłych, podczas ruchu działających,
jest równy zeru, wtedy prędkości kątowe p, ą, r będą ciągle równe zeru,
a ruch ciała będzie postępowy. Buch ciała sztywnego i swobodnego jest po-
stępowy, jeżeli siły przyłożone, greduJcoiuane do środlca tnasy^ stanowią iv każ-
dej chwili uJeład sił 1-go rodzaju. Dzieląc tę siłę wypadkową przez masę
cjała, otrzymamy przyśpieszenie jego niebu postępowego.
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Ć W I C Z E N I A .

(1). Wyprowadzić równania Euler'a z ogólnych równań Lagrange'a, wynika-
jących z zasady Hamilton'a.

(2). Na elipsojdę, której środek jest ustalony, działa para sił na płaszczyźnie,
której dostawy kierunkowe względem osi głównych są /, ?n, n: okazać, że dostawy

kierankowe osi obrotu są odpowiednio proporcyjonalne względem , -; — ,

a ' , gdzie a, J, c oznaczają połowy osi głównych elipsojdy.

(3). Okazać^ że płaszczyzna niezmienna w każdym punkcie prostej, którą
opisuje środek masy układu słonecznego, jest równoległa do jilaszczyzny niezmiennej,
odpowiadającej środkowi masy.

(4). Okazać, że jeżeli płaszczyzny niezmienne w punktach pewnśj prostej
są, równoległe, natenczas ta prosta jest równoległą do toru środka masy.

(5). Odetnijmy od środka kręcenia się na osiach bezwładności długości, od-
wrotnie proporcyjonalne względem ramion bezwładności względem tych osi; naten-
czas suma kwadratów prędkości punktów końcowych tych odcinków jest stała, jeżeli
na ciało nie działają żadne siły podczas ruchu.

(6). Okazać, że gdy kręcącą się około środka elipsojdę bezwładności jjrzeci-
namy ciągle płaszczyzną średnicową, równoległą do płaszczyzny niezmiennej, to
otrzymywać będziemy podczas ruchu pole przekroju stałej wielkości.

(7). Okazać, że krzywizna elipsojdy bezwładności jest stała w każdym pun-
kcie jiolodyi.

(8). Długość normalnej dó elipsojdy w punktach polodyi, liczona od tej po-
wierzchni do którejkolwiek płaszczyzny głównej, jest stała. Ślady normalnych na
płaszczyźnie głównej tworzą krzywą, podobną do krzywej ogniskowej elipsojdy na
tej płaszczyźnie.

(9). Odetnijmy od środka-kręcenia sig na osiach bezwładności długości, pro-
porcyjonalne względem ramion bezwładnością suma rzutów pól, przez te promienie
opisywanych, na płaszczyznę niezmienną, zmienia się proporcyjonalnie względem
czasu.


