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obrotem wypadkowym obrotu na poczatku tego elementu czasu i nieskoficze-
nie malego ohrotu, ktéry sily odérodkowe wywolujg. PoniewaZ o§ tego ostat-
niego obrotu jest prostopadla do G, przeto rzut predkosci o na kierunek tego
momentu jest staly. JezZeli cialo ma sig ciggle obracaé okolo téj saméj osi,
to '=0, a zatym, gdy A, B i C sg nieréwne, dwie predkoSci z pomigdzy
trzech p, g1 sg réwne zeru, wige owg osig obrotu jest jedna z osi bezwla-
dnoSei,

153. Poronysa 1 HERPOLODYJA. Ilipsojda bezwladnoSci, krecac sie
okolo §rodka, jest styczna do plaszczyzny niezmiennéj w coraz innym punkecie
swéj powierzehni, a wige i w coraz innym punkcie owéj plaszczyzny. Punkt
s, w ktérym owa elipsojda jest styczna do plaszczyzny niezmiennéj, nazywa-
my biegunem chwilowym obrotu; owéz nalezy rozwazyé dwie linije krzy-
we, z ktérych piérwsza jest miejscem gieometrycznym tego bieguna na elipsoj-
dzie, druga za§ jego miejscem gieometrycznym na plaszczyZnie niezmiennéj.
Wedlug Poinsot nazywamy piérwszg krzywg polodyja, drugg za$ herpolo-
dyja ruchu rozwazanego. Oznaczymy piérwszg przez (s), drugg przez (o).
Polodyja jest linijg skosng, herpolodyja plasky i majg spélny punkts. Sto-
#ek o wirzcholku O a kierownicy (s), przedstawia stozek centralny w prze-
strzeni, a stoZzek o tymZe wiérzcholku a kierownicy (s), jest stozkiem central-
nym w krecgeym sig ciele (art. 48).

Preyjmijmy A =1:a4% B=1:9,0=1: c“, wtedy q., b, ¢ oznaczajg

polowy osi giéwnych elipsojdy bezwladnosei; wugc -l— i + = 1 jest ro-

wnaniem téj elipsojdy. Aby otrzymaé réwnania polody:, prowadzmy do téj

elipsojdy plaszezyzny styczne w staléj odleglofci 2 od $rodka i szukajmy

miejsca gleometlycznego punktu stycznobei (xy, 4, #;) na elipsojdzie. Po-
7

niewas 22t + ﬂl + i-‘-_..l jest réwnaniem plaszezyzny stycznéj, przeto

1}olody3a Jest 0k1e£lona, puez na.stepuj:;,cc dwa réwnania
1) Y (R T o PG R +a =1,

Rugujge stad kolejno a2, 9,2 i 512 otlzymamy rownania rzutéw polodyi na
plaszezyzny glowne elipsojdy

ad-—po at— ¢ at— 2

;"b =% -I“—“ o #12'-—'—'—7;{*—-5
h2 — ¢ b——aﬂ bt— ]t

(2) c l. + :’ﬂl2 - _—}12_'_' ;]
ct—q? bSL e? — h?

s 2, + —— Y= ThE

Niech A > B> C; whedy a <<b < ¢, 0§ @ bedzie przeto najkrétszg, o 2 naj-
dluzszg osig elipsojdy. Zeby plaszczyzna byla styczna do elipsojdy, potrzeba,
aby a<<h<<ec. Przy badaniu ksztaltu polodyi naleZy rozréznié 3 pray-
padki, wedtug tego, czy h>b, h=1"0, h<<b.
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Z rbwnaii (2) okazuje sig, Ze rzut polodyi na plaszezyzng y2 jest clipsa,
ktoréj osi majg kierunki odpowiednich osi hezwladnosci; stosunek wzajemny
tychze osi zalezy tylko od momentéw bezwladnoSei ciala. Réwnanie trzecie
okazuje, Ze rzut polodyi na plaszczyzng zy jest takZe elipsg. Z réwnania
drugiego wynika, Ze pray h>>D rzut polodyi na plaszezyzng zz jest hiper-
bolg, ktoréj o§ sprzgzona ma kierunek osi @; przy & <<b ten rzut jest hiper-
bola, ktéréj of sprz¢zona ma kierunek osi z; nakoniec przy h =17 otrzyma-
my jako rzut dwie proste, przecinajgce sig w punkeie O i poloZone symetryez-
nie wzgledem osi . W tym przypadku sklada sig polodyja z dwu elips,
ktére otrzymamy takZe, przecinajgc elipsojdg dwiema plaszezyznami, po-
prowadzonymi przez of Srednig y, i poloZonymi symetrycznie wzgledem
plaszezyzn gléwnych. Dla tych plaszezyzn przecinajgeych jest z:2 =

2 b2 — g2

— = % " obie elipsy przecinajg sig w punktach koficowych osi
] i 2 o2
§redniéj elipsojdy, b jest potowg ich spélnéj osi mniejszéj, a I/a“—}-c“—- ab:

jest polowg ich osi wigkszéj. W przypadkach, gdy h=ga lub h=¢, redu-
kuje si¢ polodyja do jednego punktu, mianowicie do odpowiedniego wiérz-
cholka elipsojdy. Polodyja jest zawsze zamknigta, jako miejsce gieome-
tryczne punktéw stycznoSci plaszezyzn, stycznych do elipsojdy w staléj od-~
legloSci k od §rodka téj elipsojdy.

Featge 122 2 g2 152
o2=0h%*4c*— hf yPR=ct+a*— ch:l :Tn:ag'i‘bz_ akz H
3)
| =2+ + 27
mieé bedziemy wedlug (2)
at e bt
8= A o) (=) (#—a%), 9 = @ =) @@= (x*—f%),
(4) ] ot

W= @y @ T

Z réwnah (8) okazuje sig, Ze 2 > a?, 2 >y*, za& v* wigksze, réwne lub mniej-
sze od o? wedlug tego, czy h jest wigksze, réwne lub mniejsze od b. Przy
=0 ze zwigzkow (4) otrzymamy x, >0, y, =0, 2, > 0; zas przy x> B wy-
pada g, urojone, skad wynika, Ze B jest najdluZszym promieniem wodzgeym
(ze érodka O) polodyi i Ze ta linija ma wiérzcholek na plaszczyinie xz. Aby
wyznaczyé wiérzcholek, odpowiadajacy najkrétszemu promieniowi wodzacemu,
przyjmijmy naprzéd % >0, wstawmy w (4) x =1, a otrzymamy z, >0,
9, >0,z =0; wiec 7 jest w tym przypadku najkrétszym promieniem wo-
dzacym, a wiérzcholek odpowiedni znajduje sig na plaszezyinie zy. Gdy
h<<b, weZmy % = o.; wtedy ze zwigzkéw (4) wynika 2z, =0, y, >0, z, >0,
wige o jest promieniem najkrotszym, a wiérzcholek znajduje si¢ na plaszezy-
gnie yz. Gdy =20, bedzie 0> =42 =12, a »=2> jest promieniem najkrot-
szym ; wiérzcholki znajdujq si¢ na plaszezyznach glownych elipsojdy.
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MozZemy sobie takie 2daé sprawg z ksztaltu herpolodyi. Obierzmy
w tym celu spodek P (fig. 68) prostopadldj h na plaszezyinie niezmiennéj za
poczatek spolrzednych biegunowych p i ¢ herpolodyi. Poniewaz p*=n*—h?,
przeto wiérzcholkom polodyi odpowiadaja takie wiérzeholki herpolodyi.

Tig, 58,

Otrzymamy maximum p = }/ B —Ai2, a dla &> b, minimum p = }/ 4> — 7%,
za$ dla << b, minimum p =)/ * — I®. JeZeli wige z punktu P na plasz-
czyZnie niezmiennéj zakrd$limy dwa kola, jedno promieniem maximum p, dru-
gie promieniem minimum p, herpolodyja znajdowaé sig bedzie migdzy okre-
gami tych obudwu kél, bedae styczng naprzemian to do jednego, to do drugie-
go kola. XYk miedzy dwoma wiérzcholkami herpolodyi jest réwny lukowi
migdzy dwoma odpowiednimi wiérzcholkawi polodyi jest wige réwny polowie
dlugosel téj linii. Jezeli kat o wibrzcholku P, ktdrego ramiona przechodzg,
przez wiérzcholki wewngtrzne lub przez zewngtrzne herpolodyi, mieSei sig
calkowitg ilo§¢ razy w 360° natenczas herpolodyja jest linijg zamknigtq,
a cialo powraca do swego pierwotnego poloZenia po 2n obrotach. W kaz-
dym innym przypadku wije si¢g herpolodyja bez kofica migdzy owymi dwoma
kolami sp6lérodkowymi, a cialo zajmuje coraz inne poloZenie.

Poinsot, & za nim inni pisarze sgdzili, Ze herpolodyja jest linijg falows,
ktéra ku punktowi P jest zwrécona naprzemian to strong wkleslts, to wypuklg.
‘W czasie najnowszym okazano jednak, Ze tak nie jest, Ze herpolodyja nie ma
punktu przegigcia, lecz zwrécona jest ku punktowi P strong wklgsly (ob. lite-
raturg przy koficu rozdz. XV).

154. W przypadku, gdy =0, moZna przedstawié réwnanie herpolo-
dyi zapomocy, funkeyj prostych. Z art.153-go wiemy, ze w tym przypadku
polodyja sklada sig z dwu elips o osi wigkszéj 20 1 osi mniejszéj 20; wyzna-
czymy herpolodyjg, odpowiednig jednéj z tych dwu elips. W tym celn elipse
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(fig. 59), toczyey sig na plaszezyZnie niezmiennéj, rozwazajmy w tym poloZe-
niu, kiedy ona jest do owéj plaszczyzny styczna w wiérzcholku S, ograniczajg-
cym of wigkszy 2B; poprowadzmy przez P i S 0§ biegunows, od ktoréj liczmy

Fig. 59.

kat @. JeZeli wskutek toczenia sig elipsy (s) punkt s praybedzie do 6, to luk
Ss=1lukowi S6. Przyjmijmy »=0s, p=Po, kat SOs = ¢, kgt SPs = ¢;
wtedy p?=#*—h?==*—D% Niech ¢ przyroénic o d¢; wtedy punkt s,
znajdzie sig w oy, & §5, =60, =ds. Dla linii (s) mamy ds* =»* d{®* 4 d*,
za§ dla (o) mamy ds?=p>d¢®+dp*; wige pPde? 4 dp®=un* d? + du?,

czyli p* (dnp) (dp) e (dq’) + 1. ‘Wstawiwszy wartoSei p i dp, miéé
bedziemy
) w—19 () +5Zm= rh) 1
Roéwnanie elipsy (s) jest
2) 02 %2 = w2 (b* cos? ¢ -} P2 sin? ),
skad
3 dy b
(3) v~ u I/(Kz bz) (Bz 12)!
wige wedlug (1)
02 @2

@ — () + som=m s +

de dy dp.
Gdy wstawimy —-——=" .= i wprowadzimy p, otrzymamy

dn™ dp " dn

dyp b

©) )

Bibl, mat.-ig, 8. IV, T, X, 25
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Niech 2 = B2 — 02, gdzie ¢ jest mimoérodem elipsy (s); wtedy

6 TS 20
( ) P = p ng__pg "
Wstawmy £ = ¢2 — p? i calkujmy; mieé bedziemy ¢ = C it +§ , & po-

niewaz dla ¢ =0 jost x =0, p=¢, (=0, wige C=0. mewadm.)gc po-
nownie p i rozwigzujge rownanie wzglgdem p, otrzymamy

_ e
© TTe e
eh +e¢ D

jako réwnanie herpolodyi, gdy A =¥b. Stgd wynika, Ze herpolodyja jest sy-
metryczna wzgledem PS8, a PS=¢ jest jéj najwigkszym pmmicmem wodzg-
cym. Punkt o zbliza sig nieustannie do P poniewas za§ dla ¢ = == oo jest
p=0, przeto P jest punktem asymptotycznym herpolodyi. Dla ¢ == otrzy-
mamy punkt po przeciwnéj stronie punktu S. Herpolodyja jest linijg spiral-
ng o nieskoficzenie wielu zwojach, a chociaz punkt o obraca si¢ nieskoficzenie
wiele razy okolo P, to jednak dlugost¢ spiralnéj jest skoficzona i réwna polo-
wie okregu elipsy (s). Of chwilowa zajmuje coraz inne poloZenie w ciele
i w przestrzeni, nie wracajgc do tego samego poloZenia. —

Aby krecenie sig¢ ciala okolo punktu zbadaé pod wzgledem czasu, roz-
wigimy p? 4 ¢ + r* = 0% Ap*+ B2 4 Cr2 = 2T, A2p? 4 B2 + C%% = (2
wzgledem p2, ¢ 1 2%; otrzymamy

BC [ s 2T (04-B)— Gz] |
P = A_B) (A—0) BC ’
podobne wyraZenia mieé¢ hedziemy dla ¢* 12 Z réwnai (4) art. 1563-go wy-
nika

91 (B+C)—G? o, 2T (C+A)—Ge
Al = e *
_2T(A+B) — @2
B AB ’

skad, gdy przyjmiemy
w,? == 2 Te? w2 2TE2, wy2=2T+?,
wyprowadzimy

BC CA
P'=EoEy =0y @ ¢ ="m=gyE=p @'~
AB

®)

P— &—C) (B=0) (w® .-—ws.)°

Poniewaz B jest najwigkszg wartocig promienia wodzacego polodyi, a «®
=2Tx% przeto w, oznacza maximum predkoéei katowsj w. Wedlug tego,
czy h=b, t. j. eny 2TB=G2, odpowiednio 7 lub o przedstawia promiefi najmniej-
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szy %, a zatym odpowiednio w; lub w, jest minimum predkosei w. Gdy h=b,
a wige gdy 2TB=G?, jest a =1 =10, a przeto v, = w, =}/ 2T : B jest mi-
nimum predkoéei w.

Rézniczkujac pidrwsze réwnanie (8) wzgledem ¢ 1 wstawiajge dp : dt z 16-
wnan Euler’a, miéé bt;dziemy

_ (A—B) (A—C) (B—C)

dt ABC NBE
albo, gdy z (8) obliczymy pqr,
®) @ %2;- = -l/("’-g —0%) (02" — 0?) (02— 0%).

Z tego réwnania moZemy wyrazié f przez w zapomocg calki eliptycznéj, a o
przez t zapomocg funkeyi eliptycznéj.

WielkoSei w, p, q i # mozemy wyrazié przez ¢ za po§rednictwem pewné;
zmienndj, stosownie obranéj. ‘W tym celu wyrugujmy #2 z réwnani Ap? - ete.
= 2T 1 A2p? 4 ete. = (32 i przyjmijmy

G:—2TC , G*—2TC

(10) B =3x@—0)' %"= BE—0)
otrzymamy

2 2
(1) Tt =

Poniewaz o jest proporcyjonalne wzgledem =, przeto punkt o spélrzgdnych p,
qir wazgledem osi bezwladnoSci opisuje linijg krzyws, podobng do polodyi,
a réwnanie (11) przedstawia rzut téj linii na plaszezyzng, przechodzgcg przez
te dwie osi gléwne, wazgledem ktérych A i B s§ momentami bezwladnosci
‘ciala: Plaszezyzng takg oznaczaé bedziemy symbolem (AB). Poniewai h<e,
a wige 32> 2T C, przeto ta linija jest elipsg, ktordj osi znajdujg sig na osiach
A iB. Oznaczmy podobnie, jak w art. 91-ym na fig. 37-8j, przez w anomalijg
§rednig punktu, opisujgcego t¢ elipse; wtedy

(12) P =Pp COSU, (= (Sinu,

przyczym « liczymy od tego wiérzcholka elipsy, dla ktérego p =p,, q=0.
Stad otrzymamy wedlug (8)

A—B
02— 0= ABO (G2—2T0C) cos®u,
A—B ;
W2—ay? = — AB0 (G2—2TC) sin*u.
A poniewaz
i _ud o (=B (G2—2TO0)
e ABC ’
przeto
(18) w2 = w,? — (1,2 — 0%) sin*u.
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Wistawmy te wartosé w ostatnie réwnanie (8) i przyjmijmy

Y s AB (02—wg*) _ G2*—2TA A ’—w,* A—B G2—-2TC
) = =) T 00— ag—w  O=B Gi—3TA
otrzymamy

(15) r=r1, /1 —Asinu,

przyczym r =1, dla u==0. Roéwnania (12), (13) i (16) pozwalajy p, ¢, ri
wyrazié przez w. Aby w wyrazié przez f, podstawmy 0®— w2 0,2 — w?
02— wy® w (9); otrzymamy
L
o, dat b—]
Rézniczkujge za$ obie strony réwnania (13) wzgledem ¢, z por6wnania otrzy-
manego stad wyrazenia z powyZszym bgdziemy mieli
d ,
~£§— = — |/ 02— 02, |/ T—AZ%sintu,
(16) N dt du
CE= T ar—agt. 11— Msintu.,

Zmak — wskazuje, Ze punkt (p, g) opisuje elips¢ (11) od osi mniejszéj na B

(052—0.%) J 02—w,®. /1T —2A*sin?u. sinu cosu.

ku osi wigkszéj na A. Calkuj ge wzgledem u w kraficach 1;'- i 0, otrzymamy

czas, potrzebny do opisania éwiartki elipsy, a zatym czas do opisania tuku po-
lodyi migdzy dwoma wiérzcholkami.

Spélrzedne bieguna chwilowego s sg p: /2T, q: 1/ 3T, #:}/ 2T, a spél-
rzgdne bieguna sgsiedniego s, sg (p4-dp):}/ 2T, (9-+dq): 1/ 2T, (r+dr): |/ 2T.
Oznaczmy przez p promiefi wodzgey Ps herpolodyi, a przez dy kat sPs,; wow-
czas pole sPs, = —P;— dyp jest rzutem pola sOs, na plaszczyzne niezmienng.

Razueajac przeto pole sOs, na plaszczyzny (BC), (CA) i (AB), mnoZge rzuty
odpowiednio przez dostawy kierunkowe osi niezmiennéj i dodajae iloczyny,
miéé hedziemy

2TGp*de = Ap(qdr—rdq) + Bq (»dp—pdr) + Cr(pdq—qdp),
czyli, uwzgledniwszy réwnania Euler’a,
(171 2TGABC RS = BOB—0p g2 4 CA (C— Ay ript +
+ AB (A—B)*p*¢*.
Z réwnania (13) wynika 22 = 2 — (82 — a2) sinu, a poniewaZ p® = n*— h?

przeto p?=f* —h*— (B* — o®) sin®x, CGdy zamiast o2, B2 i k* wstawimy
wartoéci poprzednio podane, otrzymamy .

2T G2 ABO g2 = (G —2TC) [B (2T A— G2) — G2 (A—B) sin2],
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a jezeli tu przyjmiemy

__ (G*—2T0C) (G2 —2TA) G2 (A—B)

2 , B e e T N

(18) Po® = ST G2AQ s =g (G*—2TA)’

mié¢ bedziemy

(19) p?=po® (1 — p?sin?u).

Jezeli te wartosé, tudusiez p?, g2 1 »2 z (12) 1 (16) wstawimy w (17), przyjmiemy
dep _dyp du du . . . ;
i ey T8 nastepnie a3 wstawimy z rownania (16), to miéé bedziemy
(20) de _ @.]/ABC (G2 — 2TA) cos?u - (42 — 2TB) sin2u

du " J/({G—=B) (G2 —2TA) [ G2(A—B)ocos?u—A (G2—2TB)] |/ Tt em?n
Stad mozemy ¢ wyrazié przez w. Roéwnanie (19) i calka réwnania (20) wy-
razajg spolrzedne biegunowe herpolodyi przez argument u.

W przypadku, gdy k=12, a wige gdy G* = 2T'B, bedzie o, = w,, A=1,
skad 7

d du
- = (A——B) (B 0) " cosu’
- AC i 1+4sinu
= (A—B)(B—C) " ¥ 1—sinu ’
a nastepnie
T S A—B) (B—C d aT
@ S——pim |/ A)B(C ) cosn, H=— |/ 2.

Wynika stgd, Ze plaszezyzna, przechodzaca przez o niezmienng i 0§ chwilows,
obraca sig jednostajnie okolo osi niezmienngj.

Aby okréglié polozenie krecgceego sig ciata, naprzid z warunkéw zadania
obliczymy dostawy kierunkowe @y, by, ¢y Ga, by, €25 g, by, €5 01 bezwladnobci
A, B, C wzglgdem osi spéhrzgdnych «, ¥, z, poprowadzonych przez érodek
krgcenia sig. Wiadomo z gieometryi, Ze powyZsze dostawy mogg byé wyra-
Zone przez funkeyjé trygonometryczne trzech katéw nastepujgycych: kata y,
ktéry §lad plaszezyzny (AB) na plaszezyfnie ay tworzy z osig x, kata ¢, ktéry
tenze §lad tworzy z osig A, i kata 6, ktéry plaszczyzna (AB) tworzy z pla-
szezyzng ¢y, lub ktéry o§ C tworzy z osig niezmienng. Wedlug wiadomych
wzoréw Kuler'a jest

@ =08 cos ) — sinysincos 0 ; ay =—=—cosysinp—sinycoscosh,
(23) b, =siny cosg —cosysindcosb; by =—sinysind + cosy cospcos b,
¢y —=sindsinf 3 Co==c08¢8inf,
ay==sinysin 0, by=—cosysinf, ¢;=cosh.

Poniewaz Ap: G, Bg: G, Cr: G oznaczajg dostawy kierunkowe osi nie-
zmiennéj wzgledem osi A, B i C, przeto

(24) Ap==G.sindsin6, Bg=GcosPsinf, Cr =G cos b,
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a stad

(25) tang({a_.ng B L

Cr
B 2 cotangu, cosf= R sinf = 7y GE&)E@ .
Mamy wige ¢ i 0 wyrazone przez . Z réwnai (9) art. 150-go wynika
; __ e e
(26) p-sing + g cosp=—7sin;

jest wige, wedlug (25),
¥ _ . Ap*+Be* —G.2 T—Cr?
at — AR BET O GR—CA

- » . 1 d‘ dx du
a jeZeli wprowadzimy Bl

(27)
i z poprzednich wzoréw wynikajgee wy-

razenia dla p, ¢ i % , to bedzie ostatecznie

dy __ Apgcosiu + Bgo?sin®u G —
(28) Qu T A%pgroostu+ B sin?u () 02 — wg? |/ 1T—A2sinu’
skad mozemy kgt y obliczyé jako funkeyjg zmienndj w. Znajac katy ¥, ¢ 16,
wyznaczymy polozZenie ciala w kazdéj chwili zapomocg réwnafi (23).

155. Precmsysa 1 Nuracysa. Podana teoryja pozwala rozwigzaé za-
danie o krgceniu sig ciala okolo punktu, na ktére Zadne sily nie dzialajg.
Niektére przypadki szczegélne mogy byt jednak rozwigzane w odmlenny spo-
sob, ktéry wynika z poczynionych zaloZen, wskutek czego opisanie ruchu
zyskuje na jasno§ci.

Zastanowimy sig nad przypadkiem, gdy cialo, ktérego elipsojda central.
na jest powierzchnig obrotows, kreci sig okolo érodka masy. PoniewaZ przy
opisywaniu ruchu ciata wystarcza rozwaza¢ tylko jego elipsojdg bezwladnoéei,
przeto of obrotu téj elipsojdy nazwiemy krotko osig gieometryczng ciala,
a plaszezyzneg, prostopadly do osi i pracchodzgey przez §rodek masy, nazwie-
my réwnikiem tego ciala. Obie nazwy majg znaczenie gicometryczne, jeZeli
cialo jest obrotowe, bo wtedy elipsojda cen-
tralna jest takze powierzehnig obrotows.
Gdy C oznacza moment bezwladnogei wzgle-
dem osi gieometrycznéj, to A =B, a wedlug
tego czy C= A, elipsojda bezwladnoei beg-
dzie splaszczona (sferojdg) lub wydluZona.

PoloZenie ciata bedzie w kazdéj chwili
wiadome, jezeli znamy poloZenie osi gieo-
metrycznéj w przestrzeni, tudziez poloZenie
ciala wzgledem t& osi. W celu wyznacze-
nia tych poloZen mogg posluzyé trzy katy,
ktére nastgpujgcym sposobem okré§limy.
Wystawmy w érodku masy ciala trzy osi prostokgtnego ukladu spélrze-
dnych Sz, Sy, 8z, nieruchome w przestrzeni, a prosta S& niech oznacza

Fig 6o.
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chwilowe poloZenie osi gieometrycznéj,  Przesufimy plaszczysng przez
Sz i 8§, i niech S¢' bedzie §ladem téj plaszezyzny na Suzy; wowezas kst
0 = 2S¢ tudziez kat 2SE& okréslajg poloZenie osi gicometrycznéj w prze-
strzeni, Réwnik przetnie plaszezyzng Szy podlug prostéj S, ktérg na-
zywamy linijg wezléw réwnika, a jezeli prayjmiemy kgt ¢ = 87, to

kgt 2S¢ bedzie réwny rp-——, poniewaz SE' jest prostopadle do Sw; katy

61 ¢ okréslajg zatym poloZenie osi gicometrycznéj w przestrzeni. Aby okré-
§lic poloZenie ciala wzglgdem osi S§, obierzmy w przestrzeni (np. na osi z)
dowolnie punkt staly, i poprowadsmy plaszezyzng przez ten punkt i of St;
do&é znaé kat o, ktéry poludnik dowolnego punktu elipsojdy tworzy z tg pla-
szezyzng, aby :tnie(: oznaczone polozenie téj elipsojdy wzgledem osi S&. Po
uplywie elementu czasu di katy ¢, 61 a praybiorg odpowiednio wartosci ¢+dep,
0 4-d6, a + da, a przejicie ciala w sgsiednie poloZenie mozemy uwazaé za wy-
nik nastepujgeych trzech ruchéw., Obréémy o gieometryczng okolo linii wez-
16w Sn o kat d6, a plaszczyzng 2S§, poprowadzong przez Sz i SE, obréémy
okolo osi z o kat d¢; wskutek tych obudwu ruchéw przyjmie o gieome.
tryczna nieskonczenie bliskie poloZenie w przestrzeni; obréémy nakoniec cialo
o kgt do okolo mowego poloZenia jego osi gieometrycznéj; przywiedziemy
w ten sposob cialo do tego poloZenia, ktére ono zajmuje po uplywie czasu di.

Ruch osi gicometrycznéj, wskutek ktorego zmienia sig kat 6, utworzony
przez nig ze stalg osig 2z, nazywamy nutacyjg czyli kolysaniem sig t6j osi
wzgledem 6] prostéj; ruch za§ plaszczyzny #SE, wskutek ktérego zmienia sig
kat 1, kidry linija wezléw tworzy ze staly osiy «, zowiemy precesyjg osi
gieometrycznéj ciala. Obie nazwy wzigte sg z astronomii, w ktéréj wystepu-
j4 przy opisywaniu ruchu ziemi. Ruch obrotowy ciala okolo osi gieometrycz-
néj nazywamy obrotem wlasnym tego ciala. Miarami nutacyi, precesyi
i obrotu wlasnego sg odpowiednio predkoéci katowe O, ®, Q, okréslone przez
réwnania '

B p_dp o_do

i de? T

ktére dla krotkosci wystowienia nazywamy takze odpowiednio nutacyjg, pre-
cesyja i obrotem wlasnym.

- Poprowadzmy trzecig o St, prostopadls do St i Sv, leZgcs zatym na ré-
wniku; powstaje prostokatny uklad spélrzednych S&ng, do ktérego punkty
ciala odnosi¢ mozemy. Atoli ten uklad jest ruchomy w ciele i w przestrzeni;
linijg wezléw jest bowiem coraz inna prosta réwnika, a o§ St zajmuje w ciele
coraz inne poloZenie, tylko o§ gieometryczna nie zmienia swego poloZenia
w ciele. Osi S8, 87 1 St poruszajg sig wskutek nutacyi i precesyi, nie biorg
jednak udzialu w obrocie wlasnym ciala.

Niech Ss bedzie osig, chwilowa obrotu ciala, ktoérg dokladnie odrdinic
trzeba od jego osi gieometryczngj. Obrét chwilowy o moZemy rozlozyé na
obroty okolo 8§, SniS¢. Rozkladajac precesyjy ¢ na obroty @ cos 6, okolo

1) 0=
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St i @ sin 0 okolo St, otrzymamy @ 4 ®cos 6, © i ®sinb jako odpowiednie
skladowe obrotu chwilowego w okolo osi 8§, Sv i S¢, bedaeych w kazdéj chwi-
li osiami bezwladnoSci ciala pomimo zmiany poloZenia, jakie one w nim zaj-
muja,

: 156. "W celu wyprowadzenia réwnafi ruchu, skorzystajmy z twierdzenia,
podanego w art, 142-im, tudzies ze sposobu, podanego w art. 150-ym. 1loczyny
C(Q + ®cosb), A®, ADsin 0 przedstawiajy w ukladzie spolrzgdnych S&x¢
odpowiednio spélrzgdne koficowego punktu odeinka, ktéry wyobraZza moment
wypadkowy ilosei ruchu ciala wzglgdem punktu S. Pochodne zatym tych
wielkodei wzgledem czasu sg predkoSciami wzglednymi tego punktu w kie-
runkach powyzszych osi. PoniewaZ owe osi nie biorg udzialu w obrocie wla-
snym ciala, przeto Pcos6, O 1 Psin 6 sy odpowiednio skladowymi pred-
koSei katowéj ruchu unoszenia; weding rownan (3) art. 150-go otrzyma-
my odpowiednie rzuty predkoSei unoszenia tego punktu, mianowicie: 0,
(C— A) P25inbcosd +-CPQsin 0, (A—C)POcos —COQ., Oznaczajae
przez L, M, N sumy momentéw sil przylozonych (cigglych) wazglgdem 3¢,
S 1 8¢, otrzymamy wedlug art. 142-go Zgdane réwnania ruchu,

( C%(Q—}-(I)cosﬁ)::l:

(2) A %{?4— (C—A)P2sinbcosb+ CPQsin0 =M
A %‘?smﬁ+ (2A—C)POcost —COL =N,

ktére w téj postaci podal E. Bour.

JeZeli do ciala, bedgeego w spoezynku, przykladamy pare¢ popgdowa,
i moment téj pary obieramy za of z, to oznaczywszy przez Ly, M,, N, skla-
dowe momentu pary popedowéj wzgledem poczatkowego poloZenia ukladu
osi 8€q¢ (dla ¢ = 0), mamy M,=0, poniewaz S7 jest prostopadla do Saz.
W chwili wige rozpoczecia ruchu bedzie

3) CR+Pcosl)=1L,, AO =0, Adsinf =N,,

astgd ®=0. Gdy teraz cialo, przez parg popedows w ruch wprawione, be-
dzie samemu sobie zostawione, a wige Li=0, M=0, N=0, to latwo rozpo-
znaé dalszy przebieg jego ruchu. Obrawszy o§ niezmienng za o z, popro-
wadzmy w odleglofci = /2T : G od § plaszezyzng niezmienng, réwnolegly,
do Szy; elipsojda obrotowa jest styczna ciggle do téj plaszczyzny, a promien,
Tgezgcy punkt styeznosei ze Srodkiem, jest osig chwilows. 0§ gieometryczna,
0§ niezmienna i 0§ chwilowa znajdujg sig ciagle na plaszezyZnie poludnika, po-
prowadzoné] przez of niezmienng, z czego wynika, ze promiei elipsojdy, przed-
stawiajgey predlose katows, obrotu chwilowego, ma dlugosé staly, a zatym ta
predko$c o jest stala. Polodyja jest przeto réwnoleznikiem elipsojdy, a her-
polodyja jest kolem na plaszezyinie niezmienndj. Stozek centralny w ciele
jest obrotowy, a o§ gieometryczna jest jego osia; stozek centralny w prze-
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strzeni jest takie obrotowy, a jego osig jest 0§ niezmienna. JeZeli elipsojda
jest wydluZona, to obadwa stozki sg do siebie styczne zewngtrznie, w przy-
padku za$ sferojdy wewnetrznie, a stoZek centralny w ciele jest szerszy i obej-
muje stozek centralny w przestrzeni. Z tego wynika, Ze of gieometrycina
opisuje w przestrzeni stoZek obrotowy okolo osi niezmiennéj, Ze przeto ciagle
0=0. Mamy wige Q4 P cos b = staléj, tudziez ® sin 6 = staléj, a ponie-
waZ kat 0 jest staly, przeto bgdzie Q — staléj i ® —staléj. Widzimy zatym,
Ze cialo obraca sig¢ jednostajnie okolo swéj osi gieometrycznéj, ze precesyja
wzgledem osi niezmiennéj jest réwniez jednostajna, i Ze nutacyi wzgledem osi
niezmiennéj niéma weale.
Zachodzi pytanie: czy taki ruch ciala obrotowego, dla ktérego ciagle

aQ dd

(4) 8'—0:"@"-—'0: 'E-—-O\

tylko wtedy zajé¢ moze, kiedy na cialo, przez pare chwilowg w ruch
wprawione, Zzadne sily nie dzialajg, czy téZ ten ruch moze takze zachodzit
przy dziataniu sil cigglych, odpowiednio dobranych. Réwnania (2) pozwa-
lajg rozwigzaé to zagadnienie, Z nich wedlug (4) otrzymamy L =0, N=0,
M=[®(C—A)cos 64+ CQ] P sinb, z czego wynika, Ze 6w ruch zajdzie, je-
zeli na cialo dziala para sil, ktdréj plaszczyzna. jest ciggle prostopadia do li-
nii wezléw réwnika, a ktéréj moment posiada staly wartosé M. Wtedy of
gicometryczna porusza si¢ bez kolysania sie, predkosé katowa precesyi jest
stala, a obrét wlasny ciala jest jednostajny.

Przyjmijmy, ze kgt 0 jest ostry, i Ze elipsojda bezwladnodci jest sferojda;
wtedy C— A >0, a znak i wielko§¢ pary M zaleZe¢ bedzie od predkosci Qi .
Odetnijmy na osi z staly predkosé @, na osi gieometrycznéj predkosé ©;
przekatna réwnolegloboku tych predkoSci daje o§ chwilowg i predkoéé o.
Prowadzac plaszczyzng poludnika przez o§ 2z, nastgpnie w punkeie, w ktérym
0§ chwilowa przecina ten poludnik, prowadzgc styczng do poludnika, i wysta-
wiajac w S prostopadly do téj stycznéj, otrzymamy tymsamym kierunek mo-
mentu G ilo§ci ruchu; ten kierunek jest zmienny, atoli wielkos¢é G- jest stala.
Gdy B jest katem, ktory G tworzy z osig 2, a 1 katem migdzy osig # a osig
chmlow@, to z réwnolegloboku predkosei w, Q i ® wynika

®) 2 sin(6—y) 9 _ siny

@ smn6 ' o  sn0’
Loczyny G cos (—B) i G sin (0—p) przedstawiaja odpowiednjo rzuty momen-
tu G na S¢ i 8¢, mamy przeto

G cos (0—B)=C(Q+ Pcosb), Gsin(0—p)=APsinb,

a stgd

©) Gchs{i:O(Sl-l—(I)cosﬁ) cf)sﬁ-l-A(P'lsin‘*B'
GsinB=C(Q+ Pcosh) sin 6 —APcosOsinb;

a poniewaz, jak wyZéj okazano, M = [® (C — A)cosf 4 CQ] ®sin b, przeto

(™ M=G®Psinf,
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co przedstawia nowe, a proste wyrazenie momentu M, sprawiajgcego ruch Za-
dany. Wstawiwszy warto§é na ® z (5), otrzymamy takze
sinfsin (6 —1) -—1)

sinf

®) M=Go

Uwazajmy te kierunki osi Sz i S¢, ktére tworzg z sobg kat ostry 8, za kierunki
dodatne; dlugosci, przedstawiajgce P i Q, naleiy odeinaé na tych kierunkach
lub na ich przedluZeniach, wedlug tego, czy te predkosci sq dodatne, czy téz
ujemne. Dla ziemi mamy >0, ¢ <0, a jezeli w piérwszym przybliZeniu
pominiemy maly nutacyjg osi ziemi wzgledem prostopadléj do plaszezyzny
ekliptyki, to z obserwacyj astronomicznych, z ktérych wypada, %e Q i ® majg
warto§ci stale, wynika, Ze ziemia doznaje ciggle dzialania sil zewngtrznych,
redukujgeych sig w érodku jé masy do pary sil, ktérdj plaszczyzna jest pro-
stopadla do linii weztow réwnika, Te sily wynikajg z prazyciggania slofica
1 ksigzyea.

157. Rucm rosuwisry. PoniewaZ przy tym ruchu zachodzi swoboda
rz¢du 3-go (art. b1), przeto okréS§lamy go przez frzy réwnania, ktére z zasady
d’Alembert'a bezposrednio otrzymaé mozemy. Obierzmy osi Oz i Oy r6wno-
legle do plaszczyzny kiernjgceéj, i oznaczmy przez X, Y, N spdlrzedne uktadu
sil przylozonych wzglgdem tych osi, przyczym X 1Y oznaczajg sumy rzutéow
sif na osi 1y, a N oznacza moment ukladu tych sit wzgledem prostopadlé;
Oz do plaszezyzny kierujgeéj, wystawioné) w punkcie O. Z zasady d’Alem-
bert’a wynikajg nastgpujgce 3 réwnania tego ruchu.

% d®
(1) m .;——_X, m. Et? =Y
Aty d .z,,)
@ T ('ﬁ' an Vi Ny

w ktérych &, 7 oznaczajg spélrz¢dne Srodka masy, a m oznacza masg ciala.
Zamiast prosté] Oz moZemy inng prosty p 2z, wyprowadzong prostopadle do
plaszezyzny Oxy z punktu p (z,, ¥,), obra¢ za o momentéw, a wtedy otrzy-
mamy zamiast (2) nastepujgce réwnanie

. d3y; d?x
(¥ S| () S - (e 0n) G

4 No=X[(#: — %) Yi— (4i— 9o) Xi]

e :
przedstawia moment ukladu sil przylozonych wzgledem prostéj p 2. Pun-
ktem p moze byé ktérykolwiek punkt ciala, poruszajgcy sig razem z nim. Ré-
wnanie (3) mozemy takZe napisa¢ w postaci

] = Ny, w ktérym

- d* d2a; . dry A%,
®) Ao dt{ = 'RTZ) = dt{ + 90 B - =No.

Oznaczmy przez A, M, Z spblrz¢dne ruchu chwilowego wzgledem osiz, y i 2;
wiedy A i M oznaczajy odpowiednio predkosei ruchéw postgpowych w kierun-
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kach osi 2 i y, a Z oznacza predkosé katows, obrotu okolo osi Oz. Sklado-
wymi predkoSei #/, y/ punktu z;, y; beda wtedy

ol =A—2Zy;, y! =M+ Zaz;, astad:
Lm,(m,‘;{ — yixl) = — ATy + M Zmga; + Z g (22 + 932) =
=m (— A+ ME) + Z[I+m €+ )],
gdzie I oznacza moment hezwladnoSci ciala wzgledem prostéj, prostopadléj
do plaszezyzny Ozy, i przechodzgcéj przez srodek masy. Poniewaz dla §rod-
ka masy (§, n) mamy & —=A—Zyv, v =M+ Z§, przeto — An+ M§
=0 — 8 —Z (24 1?), a zatym

(6) Sy (@igd — o) =m Enf—nE) 4+ ZI=m(Eq —q8) + 192 7

jezeli d ¢ oznacza nieskonczenie maly kat obrotu chwilowego. Roézniczkujge
ostatnie réwnanie wzgledem ?, otrzymamy

. dzji d"ﬁ{) — [ sz’.fj d E) d* ©
™ 2 (0 Gt — 9 G ) =m (¢ G =g ) + 1
i % i @ ~ dzx.- dz&
a podstawiajgc te wartos¢ w (5) i wstawiajge nadto Zam, =" F
d*y; d?
Iy dg =m dt:j , otrzymamy nastepujgce réwnanie momentow:
® m[E—a) Sl —(-g oe] + 152 =,
o dtz 1=%) ap ar =

ktére Igcznie z réwnaniami (1) okréla ruch posuwisty. Biorgec momenty
wzgledem prostopadléj do plaszezyzny xy, wyprowadzonéj z punktu O, nalezy
w (8) podstawié @, = 0, ¥, = 0, skad

d*q Ao
) ’”(EWE dt*) + 1 =N

a biorgc moment wzgledem prostopadléj, przechodzgceéj przez érodek masy,
nalezy podstawié z,= §, y, =1, skad

(10) e

gdzie N, oznacza moment ukladu sil przylozonych wzgledem téj prostopadlé).
Z réwnan (1) i (10) otrzymujemy najprostszym sposobem spélrzedne ruchu
chwilowego. Z calek piérwszych i drugich réwnai (1) otrzymujemy &, 1,
€17 jako funkcyje czasu i tych wielkoei, ktére wyraZajg warunki poczgt-
kowe. Z réwnan £ = A—Zun, =M+ Z¢& otrzymamy A=¢ + Zn,
M = 1 — Z¢, a stgd moZemy spélrzedne ruchu postgpowego wyrazié przez Z.

Kladge Z = d—‘i , mozemy réwnanie (10) napisa¢ takie I ?Z? = Nj, a z calki

1
tego réwnania otrzymamy spélrzedng Z w funkeyi czasu, pozwalajaes w koficu
obliczyé A i M. 0% obrotu chwilowego wyznaczajg réwnania

(11) A—Zy=0 M4 Zax=0,
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Migdzy 3n spélrzednymi n punktéw materyjalnych zachodzi 8sn — 3
zwigzkow, z ktérych 3n — 6 okréslajg sztywnost ciala, a 3 zwigzki wyra-
#ajg, ze trzy punkty poruszajg sig réwnolegle do danéj plaszezyzny. Jezeli
wigeéj zwigzkow nie zachodzi, wtedy ruch posuwisty jest swobodny, a po-
wyZsze réwnania pozwalajg wyrazié 3 niewiadome przez spélrzedne ruchu.
W przypadku, gdy ilo§é zwigzkéw jest wigksza, niz 8n — 38, ruch posuwi-
sty nie jest swobodny, a wtedy zasada ruchu §rodka masy nie moze byé
bezpoérednio zastosowana. Ten przypadek zachodzi wtedy, kiedy dany
jest tor jednego punktu, lub kiedy wiadome sg tory dwu punktéw, lub téz
kiedy dana jest linija krzywa, do ktéréj pewna prosta na ciele ma byé
weigz styczng i t. p. W tych przypadkach moZemy ruch uwazaé za swo-
bodny, jezeli tylko uwzglednimy reakeyje, pochodzgce z danych warunkéw.
Niech Ly =0 wyraza dany warunek; wtedy réwnania ruchu punktu a;, g
bedg,

A oLy APy Ly
mem-—-xf““lkd y Wi —5 ag —Ya'+l&-7‘v:‘-
a stad :
d a% ()LL- fZ Mo 0L

Te réwnania 0k1'éélajq, ruch $rodka masy. Podobnie naleZy w réwnaniu
momentéw uwzgledni¢ momenty reakeyj, aby rozwigza¢ zadanie o ruchu
obrotowym, ktérego uklad dokonywa w kazdéj chwili. Stosowny wybér
kierunkow osi spolrzednych, tudziez punktu z,, 7,, pozwala w wielu przy-
padkach upro$cié rachunek.

158. Rucu ukrapu swosopyreo. Uklad sztywny jest swobodny, je-
zeli opréez zwigzkéow, okrédlajgeych jego sztywnosé, Zadne inne zwigzki mig-
dzy spélrzednymi punktéw nie zachodzg., Do okrélenin ruchu potrzeba
1 wystarcza znaé 6 spolrzednych tego ruchu. Z zasady d’Alembert’a wy-
nika nastgpujgeych 6 réwnain, ktére pozwalajg wyznaczyé te spolrzgdne:

d*¢ d*n L _
(1) Mo =3X, MTl=3Y, M2 =12,
A% d y,) $ d3a; d”s,—) <
y &%\ _ )
(2) .-.d?ﬁj( i Rz & ae L,’ .ﬂni’(zi Itz — ¥ (Zt'l —-LMH
.‘.lm-(x-——-dzy’:—q EI-iafﬁ) ¥ N;
i\ Vi ¢

Wystawmy w érodku masy (£, 7, ) uklad osi, réwnoleglych do osi
ukladu Ozyz i posuwajgeych sig réwnolegle w przestrzeni. Jezeli &,
iy G oznaczajg spélrzedne punktu (z;, ¥, ) wzgledem tych osi, natenczas
pi=84+&, yi=n+ 0, 2:=C(+4 . Biorgc momenty Li;, Mi, Ny sil przy-
Yozonych wzgledem tych osi, otrzymamy wedlug (2)

s a2z a* \
Lm,v[(J‘ ) S — %;; )
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i podobne dwa inne rownania. Podstawiwszy wyraZenia sphrzednych i uwzgle-
dniwszy, Ze Em;§&==0, Sm;n;=0, mié¢ bedziemy dla osi ¢

dati dz i d i =
(3) Zmi("]i—ﬂ; -G Tii%_): i L (i & —Cim) =21,
i podobnie dla osi 7 i ¢, PoniewaZz te r6wnania majg ten sam ksztalt, co
réwnania ruchu ukladu, krecgeego sig okolo punktu stalego, (art. 150),

przeto mamy wazne twierdzenie: uklad sztywny i swobodny kreci sig podczas
ruchw okolo $rodka masy, jako okolo punltu statego w praestraeni.

Yigezae to twierdzenie z zasadg ruchu &rodka masy, Wwidzimy, Ze ki-
netyka ukladéw satywnych i swobodnych sprowadza si¢ do jednoczesnego
rozwazania. dwu ruchdw, mianowicie ruchu postgpowego &rodka masy i kre-
cenia sig olkolo tega §rodka, a obadwa ruchy mozemy zbadaé na podsta-
wie takich sposobéw postgpowania, jakie w swoim miejscu podane zostaly.
Rzecz o ruchu §rodka masy naleZzy do kinetyki punkfu, a krecenie sig oko-
lo frodka masy mozZemy zbadaé na podstawie réwnafn Huler'a, pomijajgc
ksztalt i rozklad masy ukladu, i zastepujgc ten uklad przez elipsojde cen-
tralng.

Gdy na cialo fizyczne, przez sily popedowe w ruch wprawione, Zadne
sily ciggle nie dzialajg, wystawmy w Srodku masy of niezmienng, popro-
wadZmy w wiadoméj odleglofei plaszczyzng niezmienng i rozwaZajmy ruch
elipsojdy centralnéj, toczaedj sig ma téj plaszezyznie, podezas gdy &rodek
téj elipsojdy posuwa sig po linii prostéj. Proste, okolo ktérych cialo obra-
ca sig, utworzg stozek, ktérego wiérzcholek porusza sig po linii prostéj;
drugi stozek, ktérego podstawsg jest herpolodyja, posiada ruch postepowy
§rodka masy, a piérwszy stoZek toczy si¢ na nim bez Slizgania. Tym spo-
sobem oftrzymujemy wiadomy z kinematyki obraz ruchu, ktérego spélrze-
dne zalezg od sil popedowych i od warunkéw poczgtkowych.

Redukujge sily przylozone do §rodka masy ciala, otrzymamy sile
i pare wypadkows, ktére oddzielnie sprawiajg obadwa ruchy, z ktérych
sklada sig ruch ciala. Sila wypadkowa sprawia ruch postgpowy &rodka
masy, W ktérym przedstawiamy sobie skupiong calg masg¢ ciala, a para
wypadkowa nadaje cialu obrét okolo pewnéj prostéj, przez ten Srodek prze-
chodzgcéj. Jezeli moment pary wypadkowéj sit popedowych, wprawiajacych
cialo w ruch, tudziez moment pary sil cigglych, podezas ruchu dzialajgcych,
jest r6wny zeru, wtedy predkosci katowe p, q, » bedg ciggle réwne zeru,
a ruch ciala bedzie postepowy. Ruch ciada setywnego 1+ swobodnego jest po-
stepowy, jeseli sily praylozone, sredukowane do $rodka masy, stanowiq w kai
déj chwili ulklad sit 1-go rodzaju. Drzielge tg sile wypadkows przez masg
ciala, otrzymamy przy$pieszenie jego ruchu postgpowego.
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CWICZENTIA,

(1). Wyprowadzié réwnania Euler’s z og6lnych réwnaii Lagrange’a, wynika-
jaeych z zasady Hamilton’a,

(2). Na elipsojdg, ktéréj srodek jest ustalony, dziala para sil na plaszezyZinie,
ktoréj dostawy kierunkowe wzglgdem osi gléwnych sy I, m, n: okazaé, Ze dostawy
' ; l
kierunkowa osi obrotu sg odpowiednio proporeyjonalne wzgledem e ;“_-:f_aa .

E;?::_b'i , gdzie a, b, c oznaczajg polowy osi gléwnych elipsojdy.

(8). Okazaé, e plaszezyzna niezmienna w kazdym punkcie prostéj, kiéry
opisuje $rodek masy ukiadu slonecznego, jest réwnolegla do plaszezyzny niezmienndj,
odpowiadajgeéj srodkowi masy.

(4). Okazaé, ze jezeli plagzezyzny niezmienne w punktach pewnéj prosté)
s réwnolegle, natenczas ta prosta jest réwnolegly do toru érodka masy.

(5). Odetnijmy od $rodka krgeenia sig na osiach bezwladnogei dlugogei, od-
wrotnie proporcyjonalne wzglgdem ramion bezwladnosci wzglgdem tych osi; naten-
czas suma kwadratéw predlodei punkiéw koricowych tych odeinkéw jest stala, jezeli
na cialo nie dzialajg Zadne sily podezas ruchu,

(6). Okaza¢, ze gdy krgeges, sig okolo frodka elipsojdg bezwladnogei przeci-
namy ciggle plaszezyzng drednicown, réwnolegly do plaszezyzny niezmiennéj, to
otrzymywaé bgdziemy podezas ruchu pole przekroju staléj wielkodei,

(7). Okazaé, Ze krzywizna elipsojdy bezwladnogei jost stala w kazdym pun-
keie polodyi.

(8). Dlugoéé normalnéj do elipsojdy w punktach polodyi, liczona od tdj po-
wierzehni do ktoréjkolwiok plaszezyzny gléwnéj, jest stala. Slady normalnych na
plaszezyZnie gléwnéj tworza krayws, podobng do krzywéj ogniskowdj elipsojdy na
té] plaszczyinie,

(9). Odetnijmy od grodka krecenia sig na osiach bezwladnogei dlugodei, pro-
poreyjonalne wzglgdem romion bezwladnodei; suma rzutéw pbl, przez te promienie
opisywanych, na plaszezyzng niezmienng, zmienia sig proporcyjonalnie wzgledem
czasu,



