ROZDZIAL XIV.
KINETYKA UKEADOW SZTYWNYCH.

146. OsBror oxono osr stArks. Miedzy 3n spélrzednymi prostokat-
nymi ukladu sztywnego, skladajgcego si¢ z n punktéw, zachodzi 3n — G
zwigzkéw, okréélajgcych jego sztywnost, ktére zatym nie zalezg ani od jego
ruchu, ani od sil przyloZzonych. Zadanie wige kinetyki ukiadéw sztywnych
polega na tym, aby z danych sil, tudziez z warunkéw, okréslajacych swo-
bodg ukladu i jego stan poczgtkowy, wyznaczyé sze§é sp6lrzednych ruchu
(art. 42), koniecznych i wystarczajaeych do rozpoznania ruchu kaZdego pun-
ktu takiego ukladu. Jezeli uklad posiada swobod¢ rzedu 1-go, a zatym
najmniejszg, to migdzy 6-ciu spélrzednymi jego ruchu zachodzi b zwigzkéw,
od sil niezaleznych, a zasady ogélne sluzy do wyznaczenia jedynéj spélrze-
dnéj ruchu, ktéra jest funkecyjg sil przyloZonych. Ten przypadek stanowi
zatym najprostsze zagadnienie kinetyki ukladow sztywnych. Swoboda rze-
du 1-go zachodzi, jeZeli uklad obraca sig okolo osi staléj. Obierajac te of
za of z i uzywajac znakowania, uzytego w kinematyce, mamy w tym praypad-
ku bez wzgledu na sily H=0,Z=0,A =0,M =0, N = 0; jedyng przeto
niewiadomg jest E = 0, t. j. predkosé kgtowa obrotu okolo danéj osi.

Oznaczmy przez L moment ukladu sil praylozonych (cigglych) wzgle-
dem osi obrotu. Aby zastosowaé zasadg d’Alembert’a, wyznaczmy w kai-
dym punkcie my; te sily, ktéreby mu nadaly obrét okolo osi z predkoScig
katows o, gdyby byl swobodny. Jezeli p; jest odleglofeig punktu my od
do
at
nym, a p;0? przy$pieszeniem doérodkowym. Do punktu nalezy zatym pray-
dw
dt
wyssze przySpieszenia. Te sily, wzigte w kierunku wprost przeciwnym, i si-
?y przylokone, rédwnowazg si¢ ze wzgledu na wartunek, %e nklad obraca sie

osi, to wp; jest jego predkoécig, a zatym p jego przyépieszeniem styczs

lozy¢ sile styczng mp; , 1 silg do&rodkowg m;p;w?, aby mu nadaé po-
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okolo osi staléj; do réwnowagi wige potrzeba i wystarcza, Zeby suma mo-
mentéw tych sit wzglgdem osi byla réwna zeru. Moment sily stycunéj,

wzigté] w kierunku przeciwnym, wzgledem osi, jest — m p;®. i{;;i— , SUMA z4-

tym momentéw sil stycznych wynosi — %:2 Empt=—A. %? , gdzie A
oznacza moment bezwladnodei ukladu materyjalnego wzgledem osi.  Sita
od$rodkowa — mi; p;w® przecina of, jéj wigc moment jest réwny zeru. Z za-
sady d’Alemberta zatym wynika réwnanie

do cdo L
(1) L_AW_'O’C“IIT‘K’

z ktérégo przez calkowanie otrzymamy

(@) m:—i—fL.rftJ;-c.

Znajge L w funkeyi czasu, tudzies warunek poczgtkowy, mozemy obliczyé .
Roéwnanie (1) okazuje, Ze przyé$pieszenie katowe jest proporcyjonalne wzgle-
dem momentu ukladu sil i odwrotnie proporcyjonalne wzgledem momentu
bezwladno$ci ukladu wzgledem osi obrotu. Jezeli m jest masg ukladu, % je-
go ramieniem bezwladnobci wzgledem osi, to hedzie takie

) dw L

AT mikE

Dla sil stalych lub takich, ktérych moment L nie zmienia sig, otray-
mamy
4) W=, + %,
7 czego sig okazuje, Ze obrét bedzie jednostajnie przyépieszony.

Aby rozwigzat zadanie o obrocie w przypadku sit chwilowych, oznaczmy
przez w, predkost katows obrotu przed przylozeniem sil, a przez o predko§t
bezposrednio po ich przyloZeniu. Prazyrost iloSci ruchu punktu m; wynosi
mipi (0 — wg), a ta wielko§é przedstawia zarazem silg chwilows, ktéra pun-
ktowi udziela tego przyrostu ilo§ci ruchu. Suma momentéw tych sil chwi-
lowych, wzigtych w kicrunkach przeciwnych, wzgledem osi obrotu, wynosi
— (® — wp) Zmip2 = — A (0 — w,); z zasady d’Alembert’a otrzymamy prze:
to nastepujgce réwnanie réwnowagi sil straconych:

(5) L::A(m-—mo)skthdm:mu.p%,

gdzie T oznacza moment ukladu przylozonych sit chwilowych. JeZeli przy-

ktadamy sily do ukiadu materyjalnego w spoczynku, to o = Li: A..
Obliczywszy wedlug (5) predkosé kgtows obrotu w piérwszé) chwili po

przylozeniu sit chwilowych, nalezy predkosé w nastepujgeych elementach czasu
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obliczat wedlug (2), podstawiajie za T moment ukladu sil ciaglych, dzialajg-
cych na cialo podezas obrotu. JeZeli na cialo nie dzialajy Zadne sily podezas
obrotu, wtedy bedzie L =0, a zatym %t_'_' 0; cialo wige bedzie sig obracalo
jednostajnie z predkoScig, udzielong mu przez sily chwilowe.

147. Aby of obrotu byla stala, nalezy dwa punkty téj osi ustali¢; po-
niewaz sily stracone réwnowazg sig wskutek tego ustalenia, przeto w obudwu
punktach bedzie 0§ doznawala pewnych reakeyj, przedstawiajacych wladnie te
sily, z ktorymi sily stracone sg w réwnowadze.

Obierzmy na osi dwa punkty stale p'1p", ktérych odleglosei od poczatku
spohrzednych, obranego na téj osi, niech bedg odpowiednio ¢'i 46", a X', Y', Z;
X", Y", Z" niech oznaczajg skladowe prostokgtne reakeyj w tych punktach.
Skladowe przyépieszenia stycznego punktu my; (2, y:, £) W kierunkach osi z,
y,289:0,—z rz;: ) Yi fz:“ ; a skladowe przySpieszenia dofrodkowego sg: 0, —
— g 0%, — g0, przyczym przyjmujemy obrdt okolo osi # w kierunku od osi
y ku osi . Sumy wige rzutéw sil stycznych, wzigtych w kierunkach przeci-

wnych, bedg odpowiednio : 0, EH Xom; 2, — I?Em,-y,-, a sumy ich momentow:
dw dm 5
dat’
odpowledmo 0, o*Xnyy;, w*Lm;z; a sumy ich momentéw : 0, — w2 Em;a; 4,
w2 Z T8 Omacaaygc wige przez X, Y, Z, L, M, N sp6lrzedne ukladu sil
przylozonych, mamy, przy uwzglednieniu reakeyj, nastepujace réwnania ré-
wnowagi:

,‘xiy;,%—:"}lmfx;s;; sumy rzutéw sil odérodkowych wynoszg

X! X“+X—0
Y4+Y' 4+ Y -{-— Lm;ﬁ, + 0 Xy =0,

3
! 1 7,
Z 7 +A——m'

a L—adno g,

— A —=Z"3" +M Lia Sy — o Yoy a5 =0,

2'3}-’; Ui = 0? X".\W,‘ B — f]’

Y 8’+Y“6"+N+ Lm % 4 0 By =0,

|
Z tych réwnai moZemy wyznaczyé reakeyje. Z 1-go réwnania obliczymy cié-

nienie, ktérego o§ doznaje w jéj kierunku, a podstawiwszy wyraZenia na f;: iw
w pozostale réwnania (1), otrgymamy reszte skladowych i momentéw kazdéj

reakeyi,



KINETYRA UKBEADOW SZIYWNYOH,—148, 373

Poprowadémy plaszezyzng xy przez &rodek masy; wtedy ¥m;z = 0.
Przypu$émy nadto, ze 0§ obrotu jest osig bezwladno$ei ukladu wzgledem pun-
kktu O; wtedy (art. 100) X my; @i ==0, 1 X 9o @ %,=0, Réwnaniami (1) beds,
tu wige réwnania:

X4 X"+X=0, Y+ Y"+Y 4o X 9,=0, Z‘+Z”+Z—%%J2m;y,-:0,
(2)

) P Ad?m._o,—Z’a'— Z'3 +M=0,Y8+ YY" 4 N=0,
Jezeli uklad obraca sig¢ okolo osi glownéj, wtedy mozemy &rodek masy obraé
jako poezatek; wowczas utrzylnamy p m. y;=0. Sily styczne redukujg sig

wtedy do pary sil o momencie — AL2 (i’ t , ktéréj plaszezyzna jest prostopadla

do osi gléwnéj; a sumy rzutéw i sumy momentow sit od$rodkowych beds réwne
zeru, z ozego wynika waine twierdzenie: jedeli whtad sztywny obraca sig okolo
Jednéj 2 osi glownych, natenczas sily odérodkowe wzajemmnie sig znoszq. Widzi-
my zarazem, Ze sily odérodkowe tylko wtedy znosié sig bedg, jezeli jedna z osi
gléownych jest osig obrotu ukladu.

Niech §, 1, £ oznaczajy spélrzgdne érodka masy ukladu; redukujge sily
odérodkowe do poczgtku osi spélrzednych, otrzymamy sile wypadkows, ktoréj
rzuty wynoszg odpowiednio 0, o?Xmyy; = o*qXn;, o®Xne = o*{Imn.
Z tych réwnai wynika, Ze wypadkowa si¢ od$rodkowych, aredukowanych do
punltu dowolnego, réuna sig sile odsrodkowdj Srodka masy ulladu, w ktérym
skupiono caly jego masg,

W przypadku sit chwilowych, sprawiajgeych obrét okolo osi staldj,
otrzymamy zamiast (1) nastepujgce rownania:

X4 X"+ X=0,Y'+Y"+ Y+ (0—a,) . Emizi=10,

S Z' 2"+ 7 —(0—w,) Lm;J, =i
®) ( L—A(0—0y)=0,—2Z'3 —Z"3"+M+(0—w,) Enyziy;=0,

Y'8 4 Y" 8" N+ (0 — wg) X 2:=0,

z ktérych obliczymy reakeyje w punktach p' i p", zachodzgee w chwili przylo-
zenia danych sil,  Jezeli sily chwilowe wprawiajg uklad ze spoczynku w ruch
obrotowy, to w, =0.

148. Sropmk upeRzENIA. Przypusémy, Ze na uklad dziala tylko jedna
sila chwilowa, lub téz, ze sily chwilowe stanowig uklad 1-go rodzaju. Wtedy
mozna te sile tak wyznaczyt, zeby of obrotu nie doznawala Zadnéj reakeyi,
zeby zatym X', Y', Z!, X", Y", Z" byly réwne zeru. Aby to okazaé, obierzmy
plaszezyzne, przechodzgces przez of i frodek masy, za plaszczyzne wy, wtedy
Yon;;=0, a z réwnah (3) art. poprzedzajgcego otrzymamy nastgpujgce warun-
ki dla wyznaczenia sily szukanéj:

X=0, Y=0, Z = (0 — o,) Zn;¥i,
(1) b — A(m—-——mo),M_.-—-(m—mo).ma 2Yiy N = — (0—w,) X4,
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Jezeli na cialo dziala tylko jedna sila, natenczas dwa piérwsze réwnania oka-
zujy, Ze szukana sila jest prostopadla do plaszczyzny, przechodzgcéj przez of
i 6rodek masy. Oznaczmy przez m masg ciala, przez 1 odleglos¢ jego érodka
masy od osi obrotu, a przez 7, odleglo$¢ tego punktu, w ktérym szukana sila
przecina plaszezyzug ay, od téjze osi. Wtedy z trzeciego réwnania (1) otrzy-
mamy wielko§é sily, Z = mn (v — w,). A poniewaz L = Z-,, przeto bgdzie
z czwartego rdwnania

(2) qs—,ﬁ‘ﬁl— '
gdzie % oznacza ramig bezwladnodci wzgledem osi obrotu. Poniewaz sila Z
jest réwnolegla do osi z, przeto jest N =0, a zatym Xm;2;4, = 0, inaczéj
z warunkéw (1) nie wypadloby XL+ YM+4ZN =10, jak by¢ powinno.
Warunek Xm;z;2; = 0 zachodzi wtedy, kiedy 0§ obrotu jest osig bezwladnosei
w punkcie O, a wtedy otrzymamy takze M =0. (Ob. zadanie 22. w rozdaz.
IX). Widzimy wige, Ze 0§ obrotu jest osia bezwladnoSci ukladu przynaj-
mniéj w jednym swoim punkecie. (Gdy to ma miejsce, poprowadzmy w tym
punkeie plaszezyzny, jedng prostopadls do osi, a drugg przez o§ i frodek ma-
sy; uderzajac wtedy w to cialo z dowolng sily, ktéré] kierunek przypada
w piérwszéj plaszczyznie, jest prostopadly do drugiéj plaszezyzny, i przecina
i w odleglosei 1, od osi, nie wywolamy na of zadnéj reakeyi. W przypadku,
gdy na cialo wywartych jest jednocze$nie wigeéj uderzen chwilowych, stosujg
sie warunki wlaénie co okazane dla uderzenia wypadkowego.

Punkt, w ktérym promiefi dzialania sily chwilowéj przecina plaszezyzng,
przechodzgcq przez of obrotu i érodek masy ukladu, w przypadku, kiedy o
nie doznaje Zadnéj reakeyi, nazywamy érodkiem uderzenia ciala. Réwna-
nie (2) wyznacza odleglosé tego érodka od osi obrotu i okazuje zarazem, Ze
ten &rodek znajduje sig po té&j saméj stronie osi, co §rodek masy.

149. Os1swonopNE oBroTU. Obliczywszy wedlug (3) art. 147-go re-
akeyje, ktérych o§ doznaje w chwili przyloZenia sit popedowych, nalezy wedlug
tego art. obliczaé reakeyje na o§, pojawiajgce si¢g podezas dalszego obrotu
wskutek dzialania sil cigglych, tudziez sil styczuych i odérodkowych. Zaloz-
my, ze podozas obrotu Zadne sily ciggle nie dzialajg, wtedy X =0, Y =0,

Z=0,L=0,M=0,N=0, a poniewaz fz—? =0, przeto niema sit stycz-

A_n®

nych, Zalézmy nadto, ze cialo obraca sig okolo jednéj z osi gléwnych, wtedy
sity odérodkowe bedg, sig znosity. Z réwnan (1) art. 147-go zatym wynika, Ze 0§
nie bedzie doznawala zadnéj reakeyi podczas obrotu,.Ze przeto cialo obracaé
sig bedzie jednostajnie okolo téj osi tak, jakgdyby ta of nie byla wcale ustalo-
na, Z powodu téj waznéj wlasnosci nazywamy osi gléwne ciala materyjal-
nego osiami swobodnymi, albo takiZe osiami trwalymi obrotu tego
ciala. W piérwszéj chwili dzialania si! chwilowych doznaje oé swobodna
pewnéj reakcyi; jezeli za§ cialo samemu sobie zostawimy, nie przykladajgc
do niego zadnych si podczas obrotu, to dalsze ustalenie osi jest zbyteczne,
a cialo obraca si¢ swobodnie i jednostajnie okolo takiéj osi.
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Niech 0§ obrotu hedzie osig bezwladnosci w punkeie O, i uezyfimy znowu
powyzsze zaloZenie, Ze podezas ruchu nie ma Zadnych sit, Wtedy z trzech
ostatnich réwnai (1) art. 147-go wynika, Ze sumy momentéw reakeyj sg r6-
wne zoru dla kazdéj osi spélrzednych, Ze przeto reakeyje redukujg sié do
jednéj sily, przylozonéj do punktu O i prostopadléj do osi obrotu. Wielkosd
i kierunek téj sily wynikajg z drugiego i trzeciego réwnania (1) art. 147-go.
W tym wige przypadku wystarczy ustali¢ tylko punkt O, aby zniesé reakcyjs
na 0§, a zreszts of moze byé swobodna; cialo nie przestanie obracaé sig okolo
téj osi tak, jakgdyby ona w dwu punktach byla utwierdzona. Z powodu téj
wlasnoSci nazywamy o§ bezwladno$eci ciala w pewnym punkeie osig swobod-
nego albo takze trwalego obrotu wzgledem punktu tego. O$ swobo-
dna ciala jest osig trwalego obrotu wzgledem kaZdego z jéj punktow.

Niech osig obrotu bedzie jakakolwiek prosta, przechodzgca przez punkt
O, 1 niech na cialo Zadne sily nie dsialajg podczas ruchu. Jezeli 06 obrotu
obierzemy za of 2, a w oznacza stalg predkosé katows, to skladowe ilosci ru-
chu punktu my, (2;, ¥, 2,), bedg: 0, — @m; z;, om;y;, a skladowe sily odérod-
kowéj bedg: 0, emiy;, wm;z;. Zredukujmy ilosci ruchu do punktu O; otrzy-
mamy parg sil o momencie G, ktérego rzuty Gy, G, G; na osi spélrz¢dnych
beda odpowiednio
(3) G,=0A,,=—0F,G=—0kE,
gdzie E i F' majg znaczenie, podane w art. 99-ym, Odcinajge G, G,iG; od-
powiednio na osiach spélrzednych i dokonywajge skladu tych odcinkéw, otrzy-

mamy moment ilo§ci ruchu wzglgdem punktu O. Wystawmy elipsojdg bea-
wladnoSei ciala w punkeie O, ktéréj réwnanie jest

4) Ax?4+By:+C2—2Dyz—2Bosr—2Fay=1,;

Az — Fy— Ez=0 begdzie réwnaniem plaszczyzny, sprzgionéj z osig obro-
tu (osig «) wzgledem t6j elipsojdy. Poniewaz wedlug (8) G :Gy: G, = A:
:— I — E, przeto otrzymujemy twierdzenie, sbospj@ce sig do kazdego punktu
O na osi obrotu: plaszcayzna pary wypadkowé] losei ruchu jest spragéona & 0siq
obrotu wzgledem elipsojdy bezwladnodei. Moment téj pary jest prostopadly
do téj plaszczyzny sprzezonéj. Jezeli moment G tworzy z osig obrotu kat 4, to;

T A G wA

3 == 2 2 e e _'__3'_=__‘.
() G=o]/AZFFLE?, coss_l/Az+F2+Eg,G_ con = cosi
Zredukujmy podobnie sily odérodkowe do punkiu O. Oznaczmy przez I' mo-
ment otrzymanéj pary sil, a przez I';, I',, I'; jego rzuty na osi spélrz¢dnych;
wtedy
(6) r,=0,T,=—wE,I.=uF, =}/ B,
Peniewas [, =0, przeto I' jest prostopadle do osi obrotu; Ze za§ I'. G, +
+ IG, 4 .G, =0, przeto mamy twierdzenie: moment pary wypadkoudj
sit oddrodkowych jest prostopadly do osi obrotu i do momentu wypadkowego
pary dlosci ruchw. 7 tego twierdzenia wynika, Ze plaszczyzna pary wy-
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padlowdj sit odsrodkowych praechodzi przes 0 obrofu i praez moment pary wy-
padkowdéj iloser ruchu.

150. KRyCENIE SI§ CIAEA SZTYWNEGO oxoxo puxkrU., Cialo sztywne,
krgcq,ce sig okolo punktu, ma swobodg rzedu 3-go (art. 48), a dla okréflenia
jego ruchu nalezy wyznaczyG rzuty prostokgtne predkosei katowéj obrotu
ciala okofo osi chwilowéj, przechodzqeéj przez érodek krgcenia sig. Popro-
wadsmy przez Srodek krecenia sig O tray osi beawladnoSci ciala, obiérajac je
za osi spolrzednych; podobnie, jak w art. 49-ym, oznaczmy odpowiednio przez
P, ¢, r rzuty predkosci katowéj w obrotu chwilowego na te osi, dalé) przez L,
M, N momenty sil przyloZonych, nakoniec przez A, B, C momenty hezwla-
dnosci ciala wzgledem tychZe osi. WielkoSei p, ¢, r przedstawiajy spélrzgdne
ruchu ciala; poniewaZ one odnoszy si¢ do ukladu spdlrzgdnych, poruszajgcego
sig razem z cialem, przeto otrzymamy odpowiednie réwnania ruchu, stosujic
wiadoine zasady ruchu wzglgdnego.

PoniewaZz osi bezwladnoéci poruszajg sie razem z cialem, przeto pred-
ko§¢ wazgledna kazdego punktu ciala jest réwna zeru; otrzymawmy zatym ro-
wnania ruchu, przyjmujge w kazdym punkeie oprécz sily przylozonéj jeszcze
silg odérodkows, odpowiednig obrotowi chwilowemu. JeZeli , b, ¢ oznaczajy
dostawy kierunkowe osi chwilowéj, to sila odérodkowa punktu m; (w;, v, 2),
ktérego odleglosé od osi chwilowéj jest réwna p;, wynosi w?m;p;, a dostawy
kierunkowe t&) sily sg odpowiednio: [a; — a (a@: + byi + c2))] = pi, [yi— D (a2; +
+ byi + ¢2:)] : piy 20 — ¢ (aw: + by: + ¢2;)] : pi;; momenty zatym t6j sily sq od-
powiednio: w*m; (azi + byi + c2) (bei— cys), w*mq (az; - by, + cz) (w1 — az)),
wmy (ax; + by + e2) (ayi — ba).  Wstawmy w te wyraZenia ¢ = p: o, b=
=q:0, c=7:0 1 weZmy sumg¢ wyraZen, odpoviadajgcych réznym wartoéuiom
wskaznika i; wiedy otrzymamy sumy 1%, I';, I moment6w sit odsrodkowych
wzgledem osi bezwladnoscei,

(1) Pez=qr(B—0), I)y=rp(C—A), I,=pqg (A —B).

Poniewaz cialo obraca sig okolo osi bezwladnosei, jakgdyby ta 0§ byla ustalo-

na (art. 149), przeto wedlug art. 146-go otrzymamy nastgpujgce wyraZenia
cdpowleﬂmch pray$pieszen katowych:

dp L+1 dq __ M—i—l dr _ N4I,
W A TH T B a0y

a stgd, po wstawieniu wyrazen,

A "(%t_ (B—=C)gr=1L,
d
®)) Q —C—=A)rp=
d}

C ———-(ﬁ——B)pq:N,

jako szukane réwnania ruchu. Te réwnahia nazywamy réwnaniami Eule-
r'a, One pozwalajg wyznaczy¢ w kazdéj chwili polozenie, tudziez of i pred-
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koéé katowq obrotu ciala, jezeli z nimi polgozymy réwnania (3) art. 49-go,
okréslajace poloZenie osi bezwladnoSei wzgledem trzech nieruchomych osi
spolrzednych, za pomocy trzech katéw ¢, ¢ 1 6. Wstawiwszy bowiem warto-
Sei p, q, » z rownah (8) art, 49-go w powyzsze rownania (2), otrzymamy trzy
réwnania rézniczkowe rz¢du 2-go migdzy ¢, ¢, 01 ¢, z ktérych mozemy te trzy
katy obliczyé jako funkeyje czasu, sil przytoZonych i parametréw A, B, C,
a wskutek tego poznajemy polozenie ciala; wstawiwszy nastgpnie wartodci
tych kgtow w réwnania (2), otrzymujemy predkodci p, ¢'ir, a stad predkosc
kytows, 1 0§ obrotu chwilowego.

Réwnania (2) okréSlajy ruch ciala przy dzialaniu sil cigglych. Je-
zeli do ciala przykladamy sily popedowe, wowezas réwnania odpowiednie,
okrélajace jego ruch w piérwszéj chwili po przyloZeniu tych sil, otrzymamy
w sposGh nastepujgey. Wedlug réwnai (3) art. 142-go pochodna momentu
ilo§ei ruchu ciala wzgledem prosté) dowolnéj, poprowadzonéj przez Srodek
krecenia sig, jest réwna momentowi ukladu sil popedowych wzgledem téjie
prostéj. Obierzmy znowu osi bezwladnosei, odpowiednie &rodkowi krgcenia
sig, za osi spdlvzednych; natenczas rzuty 2/, y/, 2/ predkosei punktu (a;, i, 2.)
na te osi hedy, wedlug art. 43-go,

(3) @ = Qai— Yy Y =¥ @Bi— Py 5 =DYi— Qi

2 stad

(4) Xy (yie! —2iyl)y = Ap, 2y (2! —wizl) == Bq, Yy (wiy! —yiw)=Cr.
Z tych rownafi okazuje sig, Ze iloczyny Ap, Bg i Cr przedstawiajy odpowie-
dnio momenty iloci ruchu ciata wzgledem osi bezwladnodei. Jezeli zatym do
ciala, obracajgcego sig z predko§eiami pg, gy 17, okolo odpowiednich osi bez-
-wladnosei, przylozymy sily popedowe, ktérych momenty wzgledem tychZe osi
sy odpowiednio I, M i N, natenczas otrzymamy nastgpujace rownania ruchu:

(5) A(—p)=L, B(g—e)=M, C(r—r)=N,

z ktérych mozna wyznaczyé skladowe p, ¢, » predkosei katowéj obrotu w piér-
wszé] chwili po przylozeniu sil popedowych. Gdyby cialo bylo poprzednio
w spoczynku, wtedyby p, =0, go =0, 7,=0.

151. Zaléimy, Ze do ciala, bedacego w spoczynku, przykladamy sily po-
pedowe, 1 Ze podczas ruchu Zadne sily nie dzialajg na to cialo; natenczas po-
dane réwnania pozwolg dokladnie zhadaé¢ przebieg ruchu,

Z réwnan (5) art. 160-go otrzymamy
(1) P=pa=Fr "=
jako skladowe predkosci katowéj w obrotu w piérwszéj chwili po przyloZeniu
sit. Odetnijmy te predkoéei na odpowiednich osiach bezwladnosci i dokonaj-
my ich skladu; otrzymamy o chwilows, tudzieZ prgdkﬂﬁé katowa

N“
(2) o=} pP+e+r = l/ Az + Bt @
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Odetnijmy podobnie na osiach bezwladno§ei momenty L, M i N sil popedo-
wych, natenczas wypadkowa G tych odcinkéw, mianowicie
(3) G=) L+ M+ N2
przedstawiaé bedzie moment ukladu sit popgdowych wzglgdem $rodka krgee-
nia sig. Gdyby$my sily popgdowe zredukowali do tego punktu, otrzymaliby§-
my pewny silg i pewny pare sil; poniewaZ za$ owa sila zostaje zniesiona przez
ustalenie tego punktu, przeto para sil o momencie G, ktérg nazywamy pars,
popedows, sprawia wylgcznie krecenie si¢ ciala. Réwnanie plaszezyzny
t6j pary, przechodzacéj przez punkt staly O, jest Lo + My 4+ Nz=0. Wy-
kré€lmy elipsojdg bezwladnoSei ciala, odpowiednig punktowi O; jéj réwnanie
jest, wedlug art. 100-go, Aa?+ By® + Cz2=1. Poprowadzmy plaszczyzng
styczng do t&j elipsojdy, réwnolegly do plaszezyzny pary popgdowéj, i oznacz-
my przez &,, ¥, #, spélrzedne odpowiedniego punktu styczno$ci; natenczas
Azx, + Byy, 4 Czz, =1 bedzie réwnaniem téj plaszezyzny stycznéj; otrzy-
mamy zatym
(4) m,:y,:a,:}-:y—:-‘tj:p:q:r
A'B'C -

7 czego wynika twierdzenie nastepujace: osig obrotu ciala, wywolanego przez
parg popedowq, jest Srednica spragiona 2 plaszezyzng léj pary wagledem odpo-
wiedniéj elipsojdy bezwladnosei (tw. Poinsot). Z tego waznego twierdzenia
okazuje sig, Ze cialo nie obraca sig, méwige wogdlnosci, okolo téj prostéj, na
ktoréj przedstayiamy gieometrycznie moment G- pary popedowéj, chyba, Ze
plaszezyzng pary popedowéj jest jedna z plaszezyzn gléwnyceb elipsojdy, bez-
wladnosei. Jezeli elipsojda bezwladnosei przybiéra keztalt kuli, wedy kazda
para popedowa wprawia cialo w ruch obrotowy okolo prostéj prostopadlé;
do t¢j plaszczyzny.

Oznaczmy przez T energijy kinetyezng, ktéréj cialo nabywa wskutek
dziatania sil popedowych; wedlug réwnan (8) art. 150-go otrzymamy

L2 M2 Nz

(6) 2T =Xm;(x/? {9/ 2+2/?)=Ap*+Bg*+4-Crrt= == + 5 + T

Przypusémy, Ze cialo nie kreci sig swobodnie, t. j. pod wylgeznym wplywem
sil popedowych, lecz ma obracaé sig okolo pewnéj osi danéj, przechodzgcé]
przez punkt O, a ktéréj wiadome dostawy kierunkowe sg a,, b, ¢, 1 %e para
popedowa udziela cialu wskutek tego obrotu energii T|. JezZeli G, oznacza
moment sif popgdowych, T, moment bezwladnosci ciala wzgledem téj osi, wow-
czas
Gy = La, + Mb; + Ne¢;, I, = Aq,® 4 Bb,2 + C¢?;

predkosé wige katowa obrotu okolo téj osi bedzie

— G _ La + Mb + Ne,
U =T = Ra,i Bb, § O, ¥ otad
__ (La, + Mb, + N¢,)?

2T =T, 02=="

Aa® 4 Bb,® 4 Cc® !

skad
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‘ _m Fa MA N'& (La, -} .I.\’j.b] + NC,):‘

Oznaczmy przez a/, y!, 2/ skladowe predko$ei punktu (@i, y;, #) przy obrocie
swobodnym okolo osi chwilowdj, a przez z/, y/, z' skladowe jego predkoéei
przy obrocie nieswobodnym okolo prostéj (ay, by, ¢;), natenczas otrzymamy

fatwo ATobeka T
o _O?g = R cY * izlzi%g: :lg’?a(ﬂn Yi—by 5’}’:’\ - Vo
i podobne wyraZenia dla y,— 7! i 2, —7; & stqd | s d o -
@ 9, = Sy [(a:.-'-—fé;')"+ (= + ()] = N
_La N* © (Lay + Mby + Nep)t T5 "”‘”" :"‘{/
STy B O AaTF BRI 0o e
(8) T—T =T,

T, przedstawia widocznie energijg ciata, odpowiadajges roznicy predkosci
jego punktéw przy obrocie swobodnym okolo osi chwilowéj i przy obrocie nie-
swobodnym okolo osi danéj; poniewaz T, > 0, przeto T >T,. Mamy wigec
twierdzenie nastepujgee: sily popedowe udzielajg krecqgeemu sig cialu najwig-
kszéj energii kinetyczndj, jezeli cialo kreci sig swobodnie; kaide ograniczenie sio-
body sprawia stratg energii, réung téj cnergii, ktdra odpowiada riénicy dww
predloses, jednd) pray kreceniu sig swobodnym, drugiéj pray krgeeniu sig nieswo-
bodnym. Osig obrotu ciala po prayloseniu sit popedowych jest ta prosta, weglg-
dem k'oréj sity udziclajg cialu najwighkszéj energii hinetycandj,

152. Wyznaczywszy 0§, okolo kt6réj cialo obraca si¢ w piérwszéj chwi-
li po prayloZeniu sil popgdowych, mozemy dalszy przebieg ruchu rozpoznaé
bydz na podstawie zasad ogélnych, bgdz z réwnan Euler’a. Wiemy (art. 48),
%e w ciele znajduje sig w kazdéj chwili pewna prosta, przechodzgca przez éro-
dek krecenia sig, okolo ktoréj cialo obraca sig tak, jakgdyby ta prosta byla
nieruchoma. Zadanie wige nasze polega na wyznaczeniu owéj prostéj i odpo-
wiedniéj predkosei obrotu w kazdéj chwili,

W tym celu stosujemy zasade péli zasade energii, ktére majg miejsce
dla obrotu chwilowego, poniewaZ o§ tego obrotu jest chwilowo nieruchoma.
Zredukujmy ilo§ci ruchu wszystkich punktéow ciala do §rodka krecenia sig O;
otrzymamy parg sil o pewnym momencie (&, ktéry jednoczeénie przedstawia
moment pary popedowéj. Poniewaz na cialo nie dziala podezas ruchu Zadna
sila ciggla, przeto moment G- jest staly, a plaszezyzna, prostopadta do G, ktéry
‘mozemy poprowadzi¢ przez punkt dowolny, np. przez punkt O, przedstawia
plaszezyzng niezmienng (art. 142). Prosta, poprowadzong przez §rodek kre-
cenia sig prostopadle do plaszczyzny niezmiennéj, nazywamy osig niezmien-
ng; na niéj odeinamy moment G- pary popedowéj. Wedlug art. 151-go po-
wyZsza plaszozyzna jest sprzeZona z osig chwilows wzgledem elipsojdy bez-
~wladnoéci dla punktu O; gdyby$my przeto znali poloZenie chwilowe owéj elip-
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sojdy, to wyznaczywszy Srodnice sprzgZong z plaszezyzng niezmienng, otrzyma-
liby§my tymsamym o§ chwilowg, S

Na cialo nie dzialaja zadne sily, a zatym jego energija jest stala; jezeli
wige I vznacza moment bezwladnoéei ciala wzgledem osi chwilowéj, o pred-
ko$6 katowg obrotu chwilowego, to 2T = Iw? = staléj, Niech of chwilowa
tworzy z osig niezmienng kat ¢, wéwezas wedlug art. 149-go,

gm
1) = I o ] -, Wige o cost = %:H—_—staléj.

T c0s? ®COSE w COSE

Raut predlosci kglowéj obrotu chwilowego na 08 niezmienng jest staly.

Oznaczmy przez = dlugogé polowy Srednicy elipsojdy hezwladnodei,
mierzong na osi chwilowéj, wtedy (art. 100) »2=1:1T, wige

o Giewst =G cosi =020, E, skayd
I ©
(2) w=2GH=2Tw, a=x.] 2T,

Predlosé kglowa obrotu chwilowego jest proporeyjonelna wagleden: dlwgoser i)
srednicy elipsojdy bezwladnosei, kitdra jest osiq chwilowa,
Gdy ,, ¥, #; oznaczajg spolrzedne punktu, w kiérym o§ chwilowa prze-
cina elipsojde bezwladnosci, to
oo Yoo o VRO TR R

% :
— == — 4 WigC
P Q o Ve

L3 1 . 0 »
L e podobnie y, = |7‘_'—J.‘ By = l—ﬁ’

W= TV )

p
ET H
a zatym rownanie plaszezyzny stycznéj w tym punkeie jest
(3) Az a4-By, y+ Czz—1=0 czyli Apz+Boy+Cra— )/ 3T =0.
Poniewaz Ap, Bq, Or sy odpowiednio proporcyjonalne wzgledem dostaw
kgtdw, ktére of niezmienna tworzy z osiami bezwladnoSei (art. 150), przeto
powyzsza plaszezyzna jest prostopadla do osi niezmiennéj, a jéj odleglosé
h od érodka krecenia sig jest stala i réwna h = }/2T:G=H:}/2T.
Powiedzieliémy wyzéj, %e plaszczyzng niezmienng mozemy poprowadzié przez
dowolny punkt staly; owéz poprowadimy plaszezyzng, prostopadly do osi
niezmiennéj, w odlegloéci % od punktu O, i uwazajmy te plaszczyzne za
niezmienng. Wtedy réwnanie (3) wyraZa, Ze elipsojda bezwladno$ei dotyla
sig nieustannie plassezysny nicamienndj, a z art. 151-go wynika, Ze Srednica
elipsojdy, Yaczaca punkt stycznosei z punktem O, jest osig chwilowsy obrotu,
Otrzymujemy zatym nastgpujgey obraz ruchu ciala, krecgceego sig okolo
punktu stalego pod wplywem sil popedowych: elipsojda bezwladnosei ciala,
odpowiednia punktowi stalemu, kreei sig okolo tego punltu, dotykajgc sig nie-
ustannie plaszeayany wieamienndj, ceyli toczge sig po 16 plasacayénie; Srednica,
preechodagea praes punkt stycanoder, jest osig chwilowg obrotu, a dlugesé téj
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Srednicy jest proporeyjonalna wzgledem predlosei kqtowéj tego obrotu (twierdze-
nie Poinsot).

Podane rezultaty wynikajg takie z réwnafi Euler’a. Poniewa podezas
ruchu =0, M =0, N =0, przeto rownania Euler’a bedg,

d i
4) A—li——(B C)qr, B ‘IQ—-(O A)rp, U%:(A—B)pq.

Pomnézmy obie strony tych réwnan odpowiednio raz przez p, ¢, r, a drugim
razem przez Ap, Bg, Cr 1 za kaZdym razem dodajmy je do siebie; natenczay

(5) dp4B d@ +Cr ?H_o A2 d1’+B='- ‘?94-0" 2 =0,

co cadkujoc, mied b@dmemy

(6) Ap®+ Bg® + Cr2= stalbj ; A%?+ B2+ 0% = stalj.
Pidrwsze réwnanie wyraZa zasadg zachowania energii, 2T=Ap?+Bg:+Cr2;
poniewaz Ap, Bq, Cr oznaczajgy odpowiednio rzuty momentu G na porusza-

jace sie osi bezwladnoSci, a p, ¢, » rzuty predkosei » na tez osi, przeto z 1-go
réwnania (6) wynika

{23}'{; —_ A}"}"}‘EQNQ"'CNI = cos4, astad
12
o COB 1= ép““é______i‘-i—__&_‘e‘# = stalgj.

Drugie réwnanie (6) wyraZa, Ze moment (& jest staly, a z polgczenia obudwu
réownan wynika podane wyzéj twierdzenie, pozwalajgce wyznaczyé o za po-
mocq elipsojdy bezwladnoSci.

Redukujac w kazdéj chwili sily odérodkowe do punktu O, otrzymamy
pare sil, ktéréj moment I' jest prostopadly do momentu G i do osi chwilowé;
(art. 149). Sily odérodkowe wywoluja obrét okolo pewnéj osi, przechodzacéj
przez O, ktérg latwo wyznaczymy. Poniewaz qr (B—C), rp (C—A),
2q (A — B) s3 odpowiednio rzutami momentu I' na osi bezwladnofei, przeto
ilorazy qr (B—C): A, rp (C—A) : B, pq (A—B): C przedstawiaja odpowiednio
rzuty predkosei katowéj obrotu, wywolanego przez sily odérodkowe, na osi
bezwladno§ei. Poréwnywajac te ilorazy z vownaniami (4), widzimy, Ze po-

chodne cfz iz dz% 3 d; 7 br zedstawiajg wlasnie rzaty powyZsze, Ze zatym
. dp dq dr
cos (I 2) : cos (I', ) : cos (T, 2) = fﬁ dg vt

a wiee wedlug (5) cos (I'G) = 0. 0§ obrotu, wywolanego przez sily odsrod«
Towe, jest prostopadla do momentu pary popedowé), a wige réwnolegla do plasz-
cayany nieamiennéj.

Roéwnania Euler'a wyrazaja, 7e sily odérodkowe sprawiajy ciggly zmia-
ng poloZenia osi chwilowéj, i Ze obrét ciala pray koficu clementu czasu df jest
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obrotem wypadkowym obrotu na poczatku tego elementu czasu i nieskoficze-
nie malego ohrotu, ktéry sily odérodkowe wywolujg. PoniewaZ o§ tego ostat-
niego obrotu jest prostopadla do G, przeto rzut predkosci o na kierunek tego
momentu jest staly. JezZeli cialo ma sig ciggle obracaé okolo téj saméj osi,
to '=0, a zatym, gdy A, B i C sg nieréwne, dwie predkoSci z pomigdzy
trzech p, g1 sg réwne zeru, wige owg osig obrotu jest jedna z osi bezwla-
dnoSei,

153. Poronysa 1 HERPOLODYJA. Ilipsojda bezwladnoSci, krecac sie
okolo §rodka, jest styczna do plaszczyzny niezmiennéj w coraz innym punkecie
swéj powierzehni, a wige i w coraz innym punkcie owéj plaszczyzny. Punkt
s, w ktérym owa elipsojda jest styczna do plaszczyzny niezmiennéj, nazywa-
my biegunem chwilowym obrotu; owéz nalezy rozwazyé dwie linije krzy-
we, z ktérych piérwsza jest miejscem gieometrycznym tego bieguna na elipsoj-
dzie, druga za§ jego miejscem gieometrycznym na plaszczyZnie niezmiennéj.
Wedlug Poinsot nazywamy piérwszg krzywg polodyja, drugg za$ herpolo-
dyja ruchu rozwazanego. Oznaczymy piérwszg przez (s), drugg przez (o).
Polodyja jest linijg skosng, herpolodyja plasky i majg spélny punkts. Sto-
#ek o wirzcholku O a kierownicy (s), przedstawia stozek centralny w prze-
strzeni, a stoZzek o tymZe wiérzcholku a kierownicy (s), jest stozkiem central-
nym w krecgeym sig ciele (art. 48).

Preyjmijmy A =1:a4% B=1:9,0=1: c“, wtedy q., b, ¢ oznaczajg

polowy osi giéwnych elipsojdy bezwladnosei; wugc -l— i + = 1 jest ro-

wnaniem téj elipsojdy. Aby otrzymaé réwnania polody:, prowadzmy do téj

elipsojdy plaszezyzny styczne w staléj odleglofci 2 od $rodka i szukajmy

miejsca gleometlycznego punktu stycznobei (xy, 4, #;) na elipsojdzie. Po-
7

niewas 22t + ﬂl + i-‘-_..l jest réwnaniem plaszezyzny stycznéj, przeto

1}olody3a Jest 0k1e£lona, puez na.stepuj:;,cc dwa réwnania
1) Y (R T o PG R +a =1,

Rugujge stad kolejno a2, 9,2 i 512 otlzymamy rownania rzutéw polodyi na
plaszezyzny glowne elipsojdy

ad-—po at— ¢ at— 2

;"b =% -I“—“ o #12'-—'—'—7;{*—-5
h2 — ¢ b——aﬂ bt— ]t

(2) c l. + :’ﬂl2 - _—}12_'_' ;]
ct—q? bSL e? — h?

s 2, + —— Y= ThE

Niech A > B> C; whedy a <<b < ¢, 0§ @ bedzie przeto najkrétszg, o 2 naj-
dluzszg osig elipsojdy. Zeby plaszczyzna byla styczna do elipsojdy, potrzeba,
aby a<<h<<ec. Przy badaniu ksztaltu polodyi naleZy rozréznié 3 pray-
padki, wedtug tego, czy h>b, h=1"0, h<<b.



