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lozonych jest rownowazny z parg sil, wtedy érodek masy porusza sig takze je-
dnestajnie po linii prostéj.

141, Zasapa pén. Niech ustrd) ulkladu bedzie taki, Zze warunki Li=0
dozwalajg, aby zachodzil dowolny obrét chwilowy ukladu okolo kazdéj osi
ukladu spélrzednyech. Ten praypadek zajdzie np. wtenczas, gdy punkty ukla-
du sg swobodne i bez Zadnych polgczef, lub takie, gdy uklad jest satywny
i swobodny. Jezeli wige 8§, &1, 8¢ oznaczajg odpowiednio odchylenia nie-
skoficzenie malych obrotéw przygotowanych okolo osi spélrzednych, to rowna-
niu ’Alembert'a stanie sig zadost, jeZeli przyjmiemy (art. 104)

(1) Sx}zzian*ygﬁﬁ, 3yf=x53f;—z';3$, 33;':%55—:1;;'51}.
Zasada d’Alembert’a prowadzi wtedy do nastepujacego rownania:

D,
3&2 %(Z.‘? ;—Y;:z,-)—m.- (m% m— dz:: )} —-I— 8‘1‘]..1 {(X Bi~— Z.vm;) _—

d2a; d*s . a* a:;
— My ,‘—a-ﬁ“—‘x,‘ iz )} - SC\ {(Yfﬂ“j—'x;'ﬂr) -—n; (.’L. a2 — Y {Zt” e
a poniewa# odchylenia sg dowolne, przeto nalezy spélezynnik kazdego z tych
odchylefi przyrownaé do zera; otrzymamy nastgpujace réwnania:

PN (J-ﬂ-ﬂ L L] ) =X (Ziy:—Y:8),

1t* " di?
" d%x d*z s
(2) ).lﬂ@f (55 -?;— — i _(_jt_":-) =X (X, SI—Z;.‘TG{),
d* d*z 5
- Lm, &; dﬂ‘{f — ¥ —da—;") =X (Yf.’ﬂs—-Xf?)‘.‘) .
Przypusémy, ze sily przyloZzone zadosé czynig ciggle warunkowi
(3) z (Z;y;—'ngf) -t 0,

%e zabym suma momentéw tych sil wzgledem osiz, gdy ich punkty przylo-
Zenia uwazat bedziemy za sztywnie z sobs, polaczone, jest rowna zern. Wtedy
1-sze rOwnanie (2) daje si¢ calkowad; wynika z niego

dz; day; )
v . b — — o s W——
(4) mm(y. o — =0y,

gdzie O, jest staly dowolng. Aby rozpoznat, kiedy zachodzi warunek (3),
zredukuymy sily do poczgtku osi O; otrzymamy wogélnodei sile wypadkows
i parg wypadkows. Moment sily wypadkowéj wzgledem osi # jest réwny
zeru. A poniewaZ suma momentéw obudwu sil, stanowigcych pare wy-
padkows, wzgledem osi ®, réwna sig rzutowi momentu téj pary na te of,
przeto warunek (3) zachodzié bedzie, jezeli moment pary wypadkowéj jest
w kazdéj chwili prostopadly do té) osi. Jezeli sily stanowig uklad sil 1-go
rodzaju, wtedy warunek (3) wymaga, Zeby ich wypadkowa przecinala of z.
W przypadku, gdy te sily stanowig uklad 2-go rodzaju, moment pary wypad-
kowéj jest prostopadly do téj osi. “Warunek (3) zawsze zachodzi, jezeli na
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punkty ukladu dzialajg same sily wewnetrzne, lub jeZeli sily zewngtrzne cig-
gle sig réwnowazs.

Polgeamy punkt e, (2, i, 2), z poczitkiem ukladu spélrzgdnych O
wyrazenie (y; dz;— g; dy;) przedstawia podwéjny rzut na plaszezyzng y Oz te-
go pola, ktére promiefi Om; opisuje w elemencie czasu d?, a stosunek wiel-
koSei tego rzutu do czasu df, przedstawia predko§é wycinkowg rzutu punktu
m; na téj plaszezyznie. Roéwnanie (4) zatym wyraZa nastepujace twierdzenie:
Jezeli punkty ulladw sq swobodne, Wb jezeli migdzy nimi zachodeg takie poly-
caenia, e ukdad moze sig obracaé okolo kazdéj prostéj, przechodzqeéj prees pe-
wien punkt staly, « suma momentéw sil wzgledem pewndj prostéj, praez ten
punlt przechodzqed), jest ciagle réwna zeru, nalenczas suma iloczynéw mas
tych punktow i rzutéw ich predlosei wycinkowyeh na plaszczyzng, prostopadiy
do téj prostd, jest stala. To twierdzenie wyraza tak zwang zasade pol dla
ukladow materyjalnych.

Jezeli sily prayloZone zado$é czyniy procz (3) jeszeze warunkom

(5) L (Xiti—Ziw) =01 X (Yimi— Xig;) =0,

to otrzymamy jeszcze dwa inne réwnania

(6) !‘ﬁi-(.’ﬂgﬁ'—'.’rigﬁ):o?_ Yo m-@—y-@)zC
4 a7 di PN dE 2

wyrazajace, ze zasada pol zachodzi w tym przypadku takie wzgledem rzutéw
na plaszezyzny 20 i #Oy. Z tego wynika, Ze w tym przypadku zachodzi
powyzsza zasada wzgledem kazdéj plaszczyzny w przestrzeni, to znaczy, Ze su-
ma iloczynéw mas tych punktéw i rzutéw ich predkosei wycinkowych na kazdg
plaszezyzng jest stala. Wielkost t6j sumy zalezy od warunkéw poczatkowych
i od kierunku plaszezyzny. Warunkom (3) i (5) stanie sig¢ zawsze zadost, jezeli
na punkty ukladu dzialajg same sily wewngtrzne, Iub jezeli sily zewnegtrzne
réwnowazg sig w kazdéj chwili, Dla takich ukladéw zachodzi wige zasada
ol wzgledem kazdéj plaszczyzny.

Poprowadzmy przez punkt O dowolng plaszezyzne, ktéréj dostawy kierun-
kowe niech bedg @, b, ¢. Jezeli C jest podwéjng sumg iloczynéw mas i rzutéw
predkosei wycinkowych na te plaszezyzng, natenczas
(7) C=aC +0C,+¢Cy.

Z tego wyrazenia mozemy wyznaczyé plaszezyzng (a4, b, ¢), dla ktéréj C przy-
bierze wartodé najwiekszqg, Iladge I'=CHA(a® 4 0% 4 ¢2—-1), gdzie A jest
spolczynnikiem nieoznaczonym, otrzymamy, jak wiadomo, nastepujgce wa-
runki dla szukanéj plaszczyzny: %%i =0, % =0, % =0, z ktérych wynika

Cy+2ha=0, 0,4 2A0=0, C; + 2r¢=0,
a zatym 5

) [4

= T-GTG*
réwnanie wige szukanéj plaszezyzny, przez O przechodzacéj, bedzie C,x <+
+ Cpy+ C32=0. Obierzmy jg za plaszezyzne y 0z, wtedy C,=0, C3=0,
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a z véwnania (7) wynika dla kazdéj innéj plaszezyzny: C=aC,, gdzic a jest
dostawg kgta, ktory ta plaszczyzna tworzy z plaszezyzng yOz. Poniewaz a<<1,
przeto C<<C,, z czego wynika, Ze suma powyZszych iloczynéw, odniesionych
do plaszczyzny (8), jest najwigksza. Te plaszczyzne, wzgledem kt6éréj suma
iloczynéw mas i rzutéw predkoSci wycinkowych wszystkich punktéw porusza-
jacego sig ukladun jest najwigksza, nazywamy wedlng Laplace’a plaszczyz-
ng niezmienng tego ukladu. Ta plaszezyzna nie zmienia swego kierunku
w przestrzeni wskutek pojawienia sig jakichkolwiek sit wewngtrznych miedzy
punktami ukladu. Wystarczy przeto znat jéj kierunek dla jakiegokolwiek
czasu, np. dla =0, aby z sumy C, rozwazanych wyZéj iloczynéw wzgledem
t6j plaszczyzny obliczyé odpowiednig sumg C dla kazdej inméj plaszczyzny,
7 zasady pol, zastosowanéj do samych sit wewnetrznych, wynika zasada za-
chowania pal, ktéra wyraza, Zze suma iloczynéw mas i rzutéw predkosei wy-
cinkowych jest taz sama t. j. ,zachowuje sig”, jakiekolwiek sily wewnetrzne
pojawilyby sig podeczas ruchu ukladu.

Dla ukladéw swobodnych (sztywnych lub niesztywnych) zachodzi zasada
pol przy pewnych warunkach takze wtenczas, gdy spélny wiérzcholek tych pol
jest punktem ukladu, a zatym porusza sig razem z nim. Aby to okazag,
obierzmy w ukladzie dowolny punkt A, ktérego spolrzedne wzgledem ukladu
osi Owyz niech bedsy g, %o, %, 1 Wystawmy w tym punkeie trzy osi A&, A, Ag,
odpowiednio réwnolegle do osi Ox, Oy;i Oz, a ktére podezas ruchu pozostajs
ciggle roéwnolegle do tych osi. Jezeli &, 7, ¢ sg spélrzednymi punktu
wzgledem tych nowych osi, to &= + &, i =10 + Wi, #i = %, + Ci, & za-
tym ;= 3z, + o§; i podobnie 8y; i dz;, Otrzymamy wige z zasady d’Alem-
‘bert’a nastepujgce réwnanie:

) ] ) &
(9). o & | Xi— i == ?t2 0y (Y 315;75)460“(4, i — ) +

, d.fu“. i) & dﬁ;
+L{( — M az)ﬁﬁ; ( m;a—ﬁ)om+(z — W = T 6{;,}__0.

Jezeli za$ uwzglednimy zasade ruchu $rodka masy, to bgdmemy mieli

2[5 B (s 2 e (1 22t o

. 12 . . : .
Wstawiwszy {—fﬂ? = i;" += f;‘ i podobuie dla g; i #;, otrzymamy z ostatnie-

go réwnania

P

Yy . 2z,
(11) T n;SE;——F&TLm,a 7 —2 Do, 8 -

e
13F .
+ X l( i— M %;'?‘ 8¢+ ( — 0 ffg;‘) oni+ (Z,-—-m;- %ﬁi) St.-} =
Jezeli przyjmiemy

(12) ‘igf"z 06+ dt;’zm.an,-i- d"“zac,_o
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natenczas otrzymamy rownania rézniczkowe ruchu ukladu wzgledem 1uc110-
mych osi A§7¢ z na.stgpuyg,cego réwnania:

Warunek (12) zachodzi¢ bedzie, jezeli puuktam A jest érodek masy ukladu,
lub punkt taki, ktory porusza sig jednostajnie po linii prostéj. W piérwszym
bowiem przypadku bedzie ciagle Sm;&=0, Emy=0, Em;{;=0, w drugim

ot bedsie &% Py __ fz'“n__ o P ; :
zaé bedzie pD 0 —0, e = o 0. Poniewaz w kazdym z tych przy-

padkéw uklad swobodny moze sig¢ jeszcze obracaé okolo dowolnéj osi, popro-
wadzonéj przez punkt A, przeto z réwnania (13), majacego taks postaé, jak-
gdyby osi ukladu A&%¢ byly nieruchome, okazuje sig, Ze zasada pél bedzie
zachodzila dla kazdéj plaszezyzny, przesunigtéj przez ruchomy poczatek, je-
zeli sily zado&é czynig nieustannie warunkom

(14) X(Zini—Y:8) =0, X (Xili—Z:&) =0, 3 (Yi&i—Xin) =0.
Migdzy innymi przypadkami moZemy tg zasadg stosowaé do érodka masy ukla-
du swobodnego, na ktéry dzialajg badz same sily wewnetrzne, badz sily ze-
wnetrzne, réwnowazgce sie nieustannie, Zasada pol zachodzi takze wtenczas,
gdy puunkty ukladu doznaja przyciggah od punktu stalego lub od punktu, po-
ruszajgeego sig jednostajnie po linii prostéj. Srodek przyciggania nalezy
wtenczas obraé za wiérzcholek pol opisywanych.

142, INNE WYRAZENIA POWYZEJ PODANYCH zASAD. Okazane wyiéj za-
sady mozna inaczéj przedstawié, rozwazajgc ilofci ruchu punktéw ukladu.
Niech zachodzi zasada ruchu srodka masy; wtedy otrzymamy dla kazdé
prostéj w przestrzeni, biorgc ja za 0§ @, wiadome réwnanie (art. 140)

Em, It“ _LX;,
ktére mozemy tak napisac:

d dr o~
@ v Yom; — T =13X;.

Poniewaz % jest rzutem predkosci punktu my; na 1oawaﬁana, prostg, przeto

da;
My ar: przedstawia rzut iloSei ruchu tego punktu na te prosty, a Xm;—— 7 © jest

dt
sumg algiebraiczng rzutéw ilo§ei ruchu wszystkich punktéw ukiadu na tg
prosty. Nazywamy te sume ilo§cig ruchu czyli momentem ruchu
ukladu wzgledem prostéj. Calkujge rownanie (1) wzgledem czasu mig-
dzy kraficami ¢, if,, otrzymamy

by d Iy ty
@) S ;‘ f zxme:zf X, dt.
21 t {1
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X przedstawia vzut sity Py, przyloZonéj do punktw sy, na powyzszgy prosty;
iloczyn X, dt tego rzntu i elementu czasu nazywamy popedem chwilowym,
albo impulsem lub téz popedem elementarnym sily P; wzgledem

o
prostéj (art. 69). Galkajlr‘ X dt popedéw elementarnyeh sily, brana mig-
1

dzy dwoma krancami czasu, nazywa sig popedem sidy wzgledem pro-
stéj rozwazanéj w przedziale czasu ¢, -—¢;. TPoped sily moZna uwazaé za
silg chwilowg, ktéraby na punkt, bedacy w spoczynku, dzialaé musiala w kie-
runku prostéj, aby mu nada¢ taks iloéé ruchu, o jakg zmienia sigilo§é ruchn
tego punktu w danym czasie. Na podstawie tych okreslen otrzymujemy z (2)
nastepujgee twierdzenie: jezeli zachodzi zasadw ruchw $rodka masy, natencsas
smiana iloses ruchu whladu wagleden dowolndj prostéj, w jakimholwiek czasie,
rowna sig sumie popedéw sit praylozonych (zewnetrznych) wzgledem t6f prosté)
w tymae SaMym czasie.

Jezeli na uklad dzialajg same sily wewnetrzne, wtedy XX; =0 dla kaz-
déj prostéj, z czego wynika, Ze ilo&é ruchu ukladu wzgledem jakiéjkolwiek
prostéj mie zmienia sie, czyli zostaje zachowana, Wtym znaczeniu rozu-
miemy zachowanie ilo§ci ruchu ukladu materyjalnego wzgledem ja-
kiéjkolwiek prosté).

Niech co do polgezein zachodza warunki, z ktérych wynika zasada pél;
natenczas rownanie (2) artykulu poprzedzajycego mozemy tak napisat:

” z L] zl“
(3) ];_; Yoy, (J, f{n —_—— f;) =YZyi— Yi#),

a stad otrzymamy:

5} : £
) X ..m,( ‘?[,—‘:—., i(%i) =1:/. (Zugi — Yoz dt.
- o/l

Podobnie otrzymamy dwa inne réwnania, odnoszice sig do osi gy i do osi 2
Aby punktowi m; , (@, ¥i, 2;) ndzieli¢ ilogei ruchu m; v;, gdzie »; oznacza pred-
ko§t punktu, na to potrzeba sily chwilowdj, ktoréj skladowymi w kierunkach
osi s odpowmﬂmo m; —, L] @—‘- m-@'- <
a Mg ™
wéj stronie réwnania (4) przedstawia moment té) sily chwilowéj wzgledem osi
2, ktéry nazywamy takZe momentem ilo§ci ruchu (momentem mo-
mentu ruchu) punktu wzgledem prostéj. Sumg momentdw ilosei
ruchn wszystkich punktéw ukladu materyjalnego wzgledem pewnéj prostéj,
nazywamy momentem ilogci ruchu ukladu wzglegdem prostéj.
T¢ sume przedstawia lewa strona réwnania (4). Prawa za$ strona przedsta-
wia sume momentow popeddw wszystkich sil przylozonych, o przeto mamy
twierdzenie: smviana momentu ilodei ruchu ukladw swobodnego wzgledem do-
wolnéj prostéj w jakimkolwiek czasie, réuna sig sumie momentow popedow sit
praylodonych (zewngbrenych) wagledem téj prosté w tymée samym czasie,

‘Wyraz pod znakiem sumy po le-
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Przylézmy do punktu (i, 9, #) sily chwilowe m; (2”;" y M di’ y M (?:'

i zredukujmy te sily do poczgtku osi spélrzednych; otrzymamy pewng pave sil
o momencie G, ktéry przedstawia wiasnie moment ilogei ruchu ukladu wzgle-
dem tego punktu. Przyjmijmy:

G = Yy (y;flﬁ - -—@—’) By= .mc;(g, du‘ w;%),@,_ﬂwa; (a,.-%_. ff;)
wowezas G = G,® + G, + G2, Odetnijmy na osiach spélrzednych odpo-
wiednio momenty G, Gy, G., i dokonajmy ich sktadu wiadomym sposobem,
otrzymamy odeinek prostolinijowy, przedstawiajgcy wlaénie moment G, a G,
Gy i G; bedg spélrzednymi punktu koficowego tego odcinka, Mamy wige we-
dlug (3)

dGL‘ (Z (-I—Ili

; y l
() S5 =(Zuy—Yiz), S

}:(X"w‘] Z ﬁ.), -—X(Y,&‘—X;y,)

Poniewaz ‘—z?%’f i t. d. oznaczajy rzuty predkosei punktu kovicowego odcinka

G, przeto otrzymujemy nastepujace twierdzenie: moment wkladu sit zewngirz-
nyeh wzglgdem dowolndj prostdj, réwna sig co do wielkosei ¢ kierunku yeutows na
te prostg predhoser pumkitn Foricowego odeinka, yprzedstawiajgeego moment tlosci
ruchw wlkiadu materyjalnego.

Poprowadzmy przez §rodek masy (&, 7, £) ukladu trzy osi prostokgine,
réwnolegle do osi z, ¥, #, i podczas ruchu ukladu poruszajgce sig réwnolegle
do siebie. Jezeli &, n;, {; 0znaczajg spélrzedne punktu ay; wzgledem tych osi,
tom =8+ &, =1+ M,z =C+ C, przyczym &, 1, & sq zmienne, gdyz
uklad zmienia swoje poloZenie wzgledem tych osi, majgeych ruch postgpo-

: {
wy. Poniewaz Xm; & =0, X my %—- 0 i podobnie X m; ;=10 ).ma,(;tl =0,
SmiCi=0,Xm {c?% =0, przeto wyrazeniu G, moZemy nadaé taky postat:
: e g ) o ( dag d’f;;)
() Gy=¥ ( 1@ ) TE )

i podobne otrzymaé¢ wyraZenia dla G, i G., gdzie M jest masg ukladu. Mamy
zatym wazne twierdzenie: monent tlodei ruchu uktedu materyjolnego wzglgdem
prostéj jest sumq dww momentow, mianowicie momentu wegledem téj prostéj ilosci
ruchu jego masy, skupiondj w srodku masy whtadu, tudzicé momentw tlosei ruchu
tego ukladw wzglgdem prostéj, poprowadaonéj réuwnolegle przes Srodek masy.
Je:&e]i ¥ (Z,“? i — Y.’Z;) =0 y E (X,'ﬁg“*—' z;.’b',') = 0iX (Y,'.’L'g —_ .X,'?j;) =0 s
natenczas z rownania (4) wynika, jak wiadomo, X, (y;% — 2 %‘%‘—) =0C,; po-
dobnie otrzymamy dwa inne réwnania. Kazde z tych réwnan wyraza, Ze mo-
ment ilodei ruchu wzglgdem odpowiedniéj osi spolrzgdnych jest staly. Niech

a, b, ¢ oznaczaja dostawy kierunkowe dowolnéj prostéj, przechodzgcsj przez po-
czgtek osi, to aC, 4- 00, + ¢C; bedzie momentem ilosei ruchu ukladu wzgle-
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dem téj prostéj, z czego sig okazuje, ze ten moment jost staly dla kazdéj pro-
stéj, przechodzgeéj przez poczatek osi.

Przyléimy do kazdego punktu odpowiedniy, sile chwilowsg i, v; w kierun-

ku predkosci, i zredukujmy te sily do poczatku osi spélrzgdnych O; otrzy-
mamy sile wypadkows i pare wypadkowa. Jezeli zachodzi zasada pél, to mo-
ment p téj pary wypadkowéj bedzie
(7) = ]/012 4+ C* + Gy,
a jego dostawy kierunkowe beda odpowiednio proporcyjonalue wzglgdem C,,
C,, Cy. Okazuje si¢ zatym, Ze plaszezyzna niezmienna (art. 141) jest prosto-
padla do momentu p, czyli, Ze pluszezying niczmienng jest plaszezyzna pary
wypadkowéj ilosci ruchu wlladu materyjalnego. Jakiekolwiek poloZenie zajmie
uklad podczas ruchu, para wypadkowa sit chwilowych, zredukowanych do pun-
ktu O, nie zmienia sig ani co do wielkoéei, ani co do kierunku.

143. ZASADA PRACY I ZASADA ENERGIT. Zal6Zmy, Ze réwnania warun-
kowe Li; =0 nie zawierajg czasu wyraznie, wtedy mozemy w réwnaniu d’Alem-
bert’a zamiast przesunigé przygotowanych podstawié przesunigeia rzeczywiste
punktéw w elemencie czasu dé (art. 85). Czynige to, wyrazimy w tym przy-
padku zasadg d’Alembert’a przez nastepujace réwnanie:

‘ AP d* J,) _ ( d2z )
(1) E‘(X,-—-m.»w)rh,+(Y —Mi—s dy; +\ Zy—m; T dzi =
czyli

i z £ i -
©) Em,( dtadﬁ-fdt"“d +‘?; fzg,) S (X das + Yidyi+ Zider) «

Niech v; bedzie prgdlmécifgL punktu m;, whedy

d*z; d*y; 2z
(Z(vl)-—-'_'__'d + ?t» ? + Ztodl,
moZemy zatym réwnanie (2) napisaé takze w postaci
.2
(3) ax ’”‘2"" =3 (X dwi + Y dys + Zidz).

Poniewaz strona lewa tego réwnania przedstawia rézniczke energii kinetyczné;
ukladu materyjalnego, a suma po stronie prawéj przedstawia prace elemen-
tarng ukladu sit przyloZonych, przeto mamy twierdzenie: jedels warunki ruchu
sq od czasu niezalesne, natenczas réénicaka energii kinetycandj ulladu matery-
jalnego réwna sig pracy elementarnéj uklodu sit przylozonych. Znajac prawo
dzialania kazdéj sily i drogg jéj punktu przyloZenia, moZzemy réwnanie (3)
scalkowaé migdzy dwoma danymi polozeniami ukladu, i otrzymujemy twierdze-
nie: zmiana energiv kinetycandj wkladu materyjalnego migdzy dwoma jego poloie-
niami réwna sig odpowiednié] pracy whiladw sit praylozonych. Mo twierdzenie
wyraza tak zwang zasade pracy dla ukladéw materyjalnych. Ta zasada
zawsze zachodzi dla ukladéw swobodnych, bez wzgledu na sily i na polgczenia
punktéw z sobg. Praca ukladu sit przyloZonych zalezy od obudwu poloZefi
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ukladu materyjalnego i od drogi, ktérg kazdy punkt opisal migdzy tymi polo-
zeniami. Zmiana energii zalezy wige od drég oddzielnych punktéw ukladu
materyjaloego migdzy danymi poloZeniami; jezeli za$ sily nie sg funkeyjami
czasu, to owa zmiana zaleze¢ bedzie tylko od drdg opisanych.

Niech uklfad sil przylozonych posiada potencyjat U, nie zawierajgey cza-
su wyraznie, wtedy

Jdu aU C? U
4 Ximgpr s Y=g = astgd
(5) L(Xidw + Yidy; + Zidz) =dU,

a zatym praca elementarna ulladu sit réwne sig rééniczce potencyjadu. Cal-
kujae to réwnanie miedzy kraficami, ofrzymamy twierdzenie, Ze prace ulladu
st migdey dwoma poloienigmi whiaduw maleryjalnego réwna sig odpowiedniéj
zmianie potencyjalu sit. Oznaczajge przez T energija kinetyczng ukladu, otrzy-
mamy przeto z (3) dT = dU, a calkujgc i oznaczajac przez T i U, wartoSei
T i U w poloZeniu poczgtkowym, miéé bedziemy

(6) T—T,=U—1,
czyli ogélnie
(7) T=U+4H,

gdzie H jest staly. Jezeli warunki ruchu sq niezalezne od czasu, o sily przy-
{ozone posiadajq potencyjad, nie sawierajqey czasu wyrainie, natenczas energijo
Einetycena whladuw materyjalnego réini sig od potencyjatu sit o wielkosé stalq.
Zmiana energii migdzy dwoma poloZeniami ukladuw materyjalnego réwna Sig
wiedy odpowiedniéj zmiante potencyjodu sif. To twierdzenie wyraZa zasade
energii dla ukladéw materyjalnych, ktéréj szezegélny praypadek dla jednego
punktu podaliémy w axt. 83-cim.

Jezeli ta zasada zachodzi, to uklad przybiera zawsze te same energig,
ilekro¢ podezas ruchu wraca do tego samego poloZenia, a praca sil miedzy
wyjéciem z pewnego polozenia a powrotem do niego jest réwna zeru, jakgkol-
wiek droge kazdy punkt opisal i w jakimkolwiek czasie powr6t nastgpit, Zmia-
na energii kinetycznéj i praca sit sy wiee tylko funkeyjami spélrzednych
punktéw ukladu, a nie zalezg weale od czasu, Do zachowania energii kine-
tycznéj nie potrzeba, Zeby kazdy punkt wrécit do swego pierwotnego poloze-
nia, lecz wystareza, zeby tylko patencyjat odzyskal wartosé pierwotng.

BEnergija kinetyczng ukladu moina wyrazié przez spblrzedne jego pun-
ktéw wzgledem osi ruchomych. Obierzmy w tym celu dowolny punkt ukladu
(@0 5 Yo %) Wystawmy w nim uklad osi réwnoleglych do , ,# i posuwajgcych
sig réwnolegle do siebie, i oznaczmy przez &, 1;, ¢; spélrzedne punktu m; wagle-
dem tych osi (avt. 141). Wtedy @i = @, 4 & , ¥ = Yo + 1 » 4 = % + Gi, @ 22~
tym @/ = a' 4- &' 1 podobnie ¢/ i 2/, skad

=3 [(‘3’0"]'5 )2+ W' +1¢) + (5o'+‘:f)a] )
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a rozwijajae kwadraty i kladge
V2 =10'% + Yo'¥ + 2, Vi =&+ /2 4 LA, M =2y,

otrzymamy

; 2 I
(8) T— M;n - i ;er &y g & - 0! Tl A 20 B &
Niech punktem (wy, %, %) bedzie srodek masy ukladu, wtedy bedzie Y, &=0,
o =0, I &= 0, ofrzymamy zatym

Muy,* M Vi®
2 2
Poniewaz v, jest wtedy predkoseiy srodka masy, za$ v, predkoseis punktu m;
wzgledem tego §rodka, przeto ostatnie rownanie wyraza nastepujgee twierdze-
vie B. Konig'a: Inergija kinetycana wkladu materyjalnego réwna sig sumic
dww wielloset, z litrych jedna przedstawialaby energijg kinetyczng Srodka masy,
9dyby w nim byte skupiona masa whladw, o druga przedstoavic energijy kine-
tycang ukitadu, odpowiedniq predlosciom jego punktiw wzglgdem srodka masy.
144, ZASADA ZACHOWANIA BENERGI. Przez odpowiednig interpretacyja
réwnania (6) art. poprzedzajgcego mozemy otrzymaé pewng zasadg, kiéra
w nowszych czasach wyniesiona zostala do rzedu najwaZniejszych praw pray-
rody.
Rozwazajmy uklad materyjalny w dwu poloZeniach A i A,, iniech TiT,
Ty i U, oznaczajy odpowiednio energijy kinetyczng ukladu i potencyjal sit
w tych poloZeniach, Wedlug réwnania (6) mamy

(1) T —U=Ty— Uy czyli T + (U — U)=T,.

Niech A, hedzie pewnym, zreszty dowolnie obranym, polozeniem ukladu, do
ktorego wszelkie inne poloZenia A odnosimy. Réznica U, — U oznacza
pracg, ktérg sily przylozone wykonaé¢ majg, aby ulklad z poloZenia A pray-
wie§¢ do stale obranego polozenia Ay, w ktérym uklad posiada energijy kine-
tyczng Ty. Ta praca zalesy tylko od obudwu poloZefi rozwazanych, a jest
niezaleZna od czasu i od drdg opisanych, tudziez od rozmaitych ruchéw, ktére
uklad przechodzi, przenoszge sig przy dzialaniu sil z jednego polozenia do dru-
giego. Obierzmy poloZenie A, tak, zeby U, — U bylo dodatne, wtedy bedzie
To=>1T; réznica U, — U przedstawiaé zatym bedzie przyrost energii kine-
tycznéj ukladu, jeZeli on z poloZenia A zostanie przeniesiony przez sily
do polozZenia A,.

(9) 1 -+ .l‘u

Pracg, ktorg sily przylozone wykonaé¢ maja, aby uklad materyjalny
z pewnego poloZenia A przywiesé do innego poloZenia A,, nazywamy cner-
gija potencyjalng ukladu w poloZeniu A wzgledem poloZenia A,. Przy-
miotnik ,,potencyjalna” ma oznaczaé, Ze energija kinetyczna ukladu w polo-
Zeniu A moze przyro$é wlasnie o wielko§¢, rowng téj pracy. Sumg energii
kinetyceznéj i energii potencyjalnéj ukladu nazywamy energija calkowity
tego ukladu. W tych okregleniach przyjmujemy oczywiscie, Ze sily i warunki
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ruchu sg tego rodzaju, iz zasada energii zachodzi. IKorzystajac z okreslenia
sit zachowujacych, danego w art. 83-cim, moZemy twierdzenie, wyraZone ré-
wnaniem (1), wypowiedziet, jak nastepuje: jezels na uklad materyjalny dgiala-
ja sily zachowujgcee, a warunki ruchu sq od ceasu niezaleéne, natenceas encrgija
catlowita ukladu zachowuje podezas ruchu warto$é stalq. W kazdym bowiem
poloZeniu A energija calkowita réwna sig té) energii kinetycznéj, ktora odpo-
wiada poloZeniu A, stale obranemu. W téj postaci przedstawia podane
twierdzenie zasade zachowanie energii.

Sily zewngtrzne, dzialajace na punkty ukladu, przedstawiajg dzialanie
nafi innego ultadu, a powyzsza zasada zachodzi, jezeli te sily zaleza tylko od
polozenia wzajemnego obudwu ukladéw. Gdy obierzemy pewne poloZenie A,
jako poloZenie odniesienia, to wystareza znajomos§é energii kinetycznéj ukladu
w tym polozeniu, aby bez wzgledu na wszelkie inne okolicznosei obliczyé ener-
gijg potencyjalng ukladu w kazdym innym poloZeniu, znajgc jego energijg ki-
netyczng w tym poloZeniu. Jezeli energija kinetyczna wzrasta wskutek pracy
sil, wtedy energija potencyjalna zmniejsza sig o tyle, o ile piérwsza przyrosia;
jezeli uklad przyjmie poloZenie A,, wtedy energija potencyjalna staje sig ré-
wna zeru, a energija calkowita sprowadza sig do energii kinetycznéj.

RozwazZajmy cialo, spadajgce na ziemie przy wylacznym dziataniu sily
cigzkoSci.  Przyjmijmy dowolng plaszezyzne pozioms za plaszczyzne zy,
i oznaczmy przez 2 pionows odleglo$é punktu my; od téj plaszezyzny, liczac
dodatne z w gére. Rozkladajac sily na skladowe poziome i pionowe, otrzy-
mamy X; =0, Y, =0, Z; = — ng, a wiec

(2) jl.‘l Xide: + Y dyi + Zide)y =—Emugz; +e=—Mgl + ¢,

gdzie ¢ oznacza odleglo§é érodka masy od téj plaszezyzny, M mase ciala, ¢
staly dowolng. Potencyjal wiec sil cigzkosei wynosi U=—MgL + ¢, a wy-
znaczajace ¢. tak, Zeby dla {=0 bylo U= 0, otrzymamy ¢=0, a wigec
U=—Mgt. Praca sit cigikosci, dzialajgeych na punkty ciala materyjalnego,
réwna sig pracy ciggarn clada, preylozonego do jego Srodlka masy, Niech cialo
spada ze spoczynku, a §rodek masy niech bedzie w wysokoéei & nad powyzsza
plaszezyzng poziomg, okreSlajacy polozenie A,. JeZeli §rodek masy spadnie
do Ay, bedzie U, = 0, (wyznaczyliSmy bowiem ¢ z tego warunku), wige Ty =
=Mgh. W jakimkolwiek innym poloZeniu, gdy $rodek masy lezy ponad
Ag, bedzie t <h, U=— Mg¢{; z zasady przeto powyZszéj wynika réwnanie
T + Mgt = Mgh. Wielko§: Mgt wyobraza energijg potencyjalng, a Mgh
energija calkowita ciata w polozeniu rozwazanym. Podezas spadku zbliza
sig cialo do A,, energija kinetyczna T wzrasta wskutek pracy sil cigzkosci,
n energija potencyjalna zmniejsza sig, tak, i% praybiera warto$é 0 na pozio-
mie Ay. Gdy cialo podnosi sig, wtedy wzrasta jego energija potencyjalna,
a energija kinetyczna zmniejsza sig, tak iz, gdy pierwsza osiggnie wartoSC najs
wigkszg, druga stanie sig réwna zeru w najwyzszym polozenin, jakie cialo zaj-
mie nad poziomem A, .
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Powyzsza zasada jest szezegllnie wazna w tym przypadku, gdy na pun-
kty uktadu dziatajg same sily wewnetrzne, bedace funkeyjami odlegloei dwu
punktéw. Niech m;, my oznaczajg masy dwu punktéw, 2, ich wzajernng od-
leglost; sily wewnetrzne, dzialajace w kierunku prostéj m; mu, wyraZajg sig
wtedy wzorem uymy ¢ (ra), w ktérym o (ry) oznacza funkeyja odlegloéei.
Otrzymamy wtedy:

( Ly— 21
Xi=—Xpe=mme 9 (7). ”1
Yi— 1
(3) Yi=—YX;i= o 0 e P (-ru_) ; l_'rlﬁ
Zi=—Zp == mim 9 (rs). 2’*’:"3" .
it

Xida; + Y dy + Zidzi + X doyp + Y dyr + Zy dey =
2 0) (a3 (Al + () (i) (5 2) @5,
gdzie znak — odnosi sig do przyciagania, a znak 4 do odpychania. PoniewaZ
ra? = (2 — 20)® + (o — y)* + (2 — 21)?, a stad

radige = (@i — @) (dai — do) (i — yi) (dyi— dy) +(a — &) (dai— da),

przeto:

= MMy

X;dw; + . .. + Zydg, = ooy g (‘P,-g-) dryg 3

i

kladge zatym

(4) j; (P (?'ﬂ-) d‘?'ﬂ; — q) (?',-,;-) ’
otrzymamy
() U=2XXm;m P (ry) + ¢,

jako potencyjal ukladu sil wewnegtrznych, Sumowanie rozcigga sig na wszyst-
kie kombinacyje réznych wskaznikéw po dwa. Funkeyjg U, wedlug (5) obli-
czyé sig dajacg, ktéré] wartodé zalezy od funkeyi ¢, nazywamy funkeyjg
potencyjalng albo takie potencyjalem ukladu materyjalnego
wzgledem siebie samego. Potencyjat ukladu zalezy tylko od wzajemne-
go polozenia punktéw tego ukladu, a nie zaleZy od poloZenia, ktére uklad
zajmuje w przestrzeni. '
Uklad bedzie w rownowadze staléj co do sil wewnetrznych, jezZeli poten.
cyjat U przybierze warto§é najwigkszg (art. 114). Obierzmy to poloZenie
ukladu, w ktérym zachodzi najwieksza wartos§é potencyjalu, za polozenie, do ktd-
rego inne poloZenia odnosié bedziemy, 1 nazwijmy je A,. Stalg ¢ w réwnaniu
(b) mozemy zawsze tak wyznaczyé, Zeby najwigksza warto§é potencyjalu U,
byla réwna zeru; a wtedy potencyjal w kazdym polozeniu A hedzie ujemny.
Energija potencyjalna Uy, — U=-— U=V przedstawia wtedy prace, ktéra
sily wewnetrane wykonaé majg, aby uklad z danego poloZenia A przywies¢ do
polozenia réwnowagi staléj, dokladnie oznaczonego. W réwnowadze staléj
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energija kinetyczna ukladu jest najwigksza (art. 114), réwnanic przeto
T—U=T+ V=T, okvesla energijg calkowity jako najwigkszg energija
kinetyczng, Rtérg uklad wskutek dzialania sil wewngtrznych przybraé moze,
W kazdym innym poloZeniu energija kinetyczna jest mniejsza od t6j, ktorg
uklad posiada w poloZeniu réwnowagi staléj, a réznica przedstawia wlagnie
energijg potencyjalng, t. j. te euergijg, ktoréj sily wewnetrzne ukladowi jesz-
cze udzielic mogg, aby go przywiest do owego poloZenia. Przywodzac uklad
z polozenia A, do A, wykonamy whrew siom wewnetrznym pracg — V=1,
przez co o tez pracg— V==U wazrasta energija potencyjalna uktadu przy réwnym
ubytku energii kinetycznéj, a suma obudwu energij pozostaje ciagle taZ sama.

145. Rucm wzenypyy. Badanie ruchu kazdego punktu ukladu wagle-
dem innego ukladu ruchomego sprowadza si¢ do rozwazania ruchu tego pun-
ktu wzgledem ukladu nieruchomego, jezeli oprécz sil przylozonych wprowadsi-
my w rachunek sily pozorne, temu punktowi odpowiednie (art, 88). Znajac
przeto ruch ukladu odniesienia, wystawmy w tym ukladzie w dowolnym punkeie
trzy prostokgtne osi spélrzednych &, 1, €, poruszajace sig razem z nim; wéw-
czas moZemy otrzymat réwnania ruchu kazdego punktu ukladu wzglgdem tych
osi. Niech X/, Y/, Z/ oznaczajy skladowe sily, przylozonéj do punktu m; (&,
iy &), waigte w kierunkach osi ruchomyeh; X, Yy, Z, niech beds sktado-
wymi sily unoszenia, a A; =0 niech beda réwnaniami warunkowymi ruchu,
wyrazonymi przez spolrzgdne wazgledne, przyezym k=1, 2,.... (3n—3s),
gdzie n jest iloScig punktéw ukladu. Biorac predkosei p, ¢, » W znaczeniu,
podanym w art. 62-im, otrzymamy wedlug art. 137-go nastepujace réwnania
ruchu punktu az,:

”h%%_:xi: _ Xm——.?'mr;(ﬁ‘ %‘%'—4' %) + ik id%i

& dg; d -

M miﬁng‘;_qu_zm;(r.Ti—ﬁ-‘%)+El"‘ %_f'_;f
Ei B d‘ :

mi{;‘Tﬂz=Z;’ — Zu —2ws£(3"%_ 1 ?i_) + 2k ddtl '

Podstawiwszy za ¢ wartodei 1, 2, ....n, otrzymamy 3% réwnaf ruchu wazgle-
dnego ukladu. Mnozgc je odpowiednio przez 8§, 07, 8C; i biorge praesunigcia
odpowiednio do warunkéw & A; — 0, moZemy otrzymaé réwnanie, wyrazajgce
zasade d’Alembert’a dla ruchu wzglednego, z kiérego naodwrot wszystkie
powyisze réwnania wynikaja. JeZeli sily przyloZone majg potencyjal, wyra-
zony w funkeyi spélrzednych wzglednych, to zamiast X/, Y/, Z;' nalezy pod-
stawi¢ pochodne potencyjalu wzglgdem tych spélrzednych.

Niech warunki pozwalaja na dowolny ruch postepowy ukladu przy szty-
wnym polaczeniu jego punktéw. Biorgc wtedy 85 =8 =...=8=...
== 0&n 1 podobnie 3v; i 8¢;, pomnézmy odpowiednio réwnania (1) przez tak obra-
ne przesuni¢cia i dodajmy iloczyny; suma bedzie réwna zeru, niezaleZnie od
warunkow postawionych. Przyréwnywajac zatym do zera czynnik kaZdego
przesunigcia, otrzymamy
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d*i

; dL; rZ'q,v
(2) X —— T =iX!—EX,—Z2m (q —rar

i podobnie dwa inne réwnania dla 9 i¢. JeZeli §, 7, E_ oznaczaja spolrzedne
wzgledne frodka masy, a M oznacza masg ukladu, to
dg dé; d - @k . At
M?E-:Em.- T M%—__w i ;1 ; M-(—?? = Xy T
Sila unoszenia X, jest proporcyjonalna wzgledem masy m;, skoro bowiém
yut oznacza rzut przySpieszenia unoszenia punktu a; na of &, to Xy = m; Tut;
jezeli zatym przez I'wé oznaczymy przySpieszenie unoszenia Srodka masy
w kierunku t6j osi, to & X;, =M I's¢; podobnie wyrazimy ¥ Y;,i X Z;. Z r6-
wnania (2) wiee otrzymujemy
A% ooy X ( ac d‘q)
(8) | M(R-—E-_EX —Mlut—2M i "
i podobne réwnania otrzymamy dla 7 1i¢. Z tych réwnaii okazuje sig, Ze $ro-
del; masy wkladw porusza sig wagledem ulladw odniesienia tak, jalk puniit swo-
bodny, w ktorym skupiono caly masg wltadw ¢ do ktdrego przesunigto réwnolegle
wsaystkie sily preylozone. To twierdzenic wyraZa wiec zasade ruchu wzgle-
dnego érodka masy,
Przyjmijmy, Ze réwnania warunkowe nie zawierajg czasu wyraZnie, wtedy
moZemy zamiast 8&;, &, 8% bra¢ odpowiednio d&;, dmi, df;. MnoZye przeto
réwnania (1) odpowiednio przez dg;, dn, dt; i dodajac iloczyny, otxz}'mam}'

B,
@ (Pt Than . Pa) = | xi—x 2+
Y/ =Y, )dny+ (4! —Zu) d‘:s{ ;
czyli
@ ax=e Won” > ;(X.'—X.-,,) Qi+ (Y1 —Y0) dn+ (Zi—Zin) At

gdzie v;,,Jest predkodeig wzgledna punktu m;. Lewa strona tego réwnania
jest rozniczky energii kinetycznéj ruchu wzglednego ukadu; powyzsze za-
tym réwnanie wyraZa, Ze rézniezka téj energii réwna sig¢ sumie prac ele-
mentarnych sil przyloZonych i si! unoszenia, wzigtych w kierunku przeci-
wnym, +Calka przeto tego réwnania pozwala obliczy¢ energija kinetyczna,
odpowiednig ruchowi wzglednemu,

Niech uklad odniesienia obraca sig jednostajnie z predlkoseia katows
w okolo osi z, wtedy p=0, =0, r=0; Xp=—m0;, Yi,=—mn o1,
Zio=0; réwnania przeto ruchu bedy

1% ;
90 rdtﬂ = X/ 4 0?m;&; +2mm; + Y5 9 0';2‘ :
az
(5) My dt:} =Y/ + o?mnu—20n; ‘;f + XN i)iq\: ;
at; dA;

.‘ -~
My —— Tk Z! 4- T\, T
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Z réwnania (4) wynika w tym przypadku: :
W2 ;
6) DT = N (R o o ZY dG) + 02 A8 G

a jezeli sily przyloZone majy potencyjal U', to kladac

) U=U'+ o S5 @412,
otrzymamy po scalkowaniu nastepujace réwnanie

- |
(8) X Ej—;“—g- =U+"n,

ktére pozwala obliczyé energija kinetyczng ruchu wzglednego. Wiclkost
2
(—02— X (§2 - 12) przedstawia potencyjal nkladu sil odérodkowych.
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