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KINETYKA UKELADOW MATERYJALNYCH.

137, ZasApa D’ALEMBERT'A, ROWNANIA ROZNICZKOWE RUCHU, JeZeli
sily, do ukladu materyjalnego przyloZone, nie czynig zado$é warunkom réwno-
wagi, natenczas predkosé kazdego punktu dozna wogdlnoiei pewnego przyépie-
szenia, a uklad bedzie sig poruszal pod wplywem tyeh sit. Zadanie kinetyki po-
lega na wyznaczenin ruchu kazdego punktu ukladu, jezeli sg wiadome sity przy-
loZone, tudziez zwigzki migdzy punktami nkladu i inne warunki tego ruchu,

Niech do punktu (z;, ¥:, #;), ktérego masa jest m;, bedzie przylozona si-
la P;. Poniewaz ten punkt nie jest swobodny, przcto jego przy§pieszenie 7,
nie bedzie mialo wogdlnosei kierunku sily przylozondj, a punkt bedzie sig tak
poruszal, jak gdyby byl swobodny, i jak gdyby sila Q; = m,7; byla do niego
przylozona w kierunku przy$pieszenia. RozléZmy sile P; na dwie skladowe,
z ktérych jedng niech bedzie Q;; druga skladowa Q! bgdzie dokladnie ozna-
czona, Uczyniwszy to samo z kazda silg przyloZong, otrzymamy uklad sil
Q/, ktore na ruchy punktéw ukladu materyjalnego nie wywiéraja zadnego
wplywu, albowiem kaZdy punkt porusza sig tak, jak gdyby tylko sila Q; byla
do niego przylozona. Z tego wynika, ze, gdybySmy tylko same sily Q;' przy-
lozyli do punktéw ukladu, to te sily bylyby w réwnowadze, Poniewaz silg Q/
mozemy widocznie uwazaé za wypadkows sil P, i -— Q;, a Q; przedstawia te
sife, ktéraby do punktu swobodnego m; przylozona byé miala, aby mu udzieli¢
przyépieszenia v, przeto mozemy wypowiedzie¢ nastepujgce twierdzenie: jeze-
li sily, praylozone do ukladu materyjalnego, nie sq w réwnowadsze, natenczas
zachodzi rownowaga migdzy sitami przylodonymi, a sitams co do wielkoscs vé-
wnymi @ co do kierunku przeciwnymi tym silom, ktoreby oddzielnym puniktom
kadu, sa swobodne wwazanym, udziclily tych przyspieszeri, kidre istotnie za-
chodzq.

To twierdzenie wyraza tak zwang zasadg d’Alembert’a, majacy miej-
sce dla jakiegokolwiek ukladu punktéw materyjalnych, Sily Q;' nazywamy
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sitami straconymi (art. 75.); mozemy wige zasade d’Alembert’a tak wy-
slowié: jedeli sily, praylozone do ukladu materyjalnego, nie sg w réwnowadze,
natenceas sily stracone réwnowaia sig.

Kigezge zasadg d’Alembert’a z zasadg prac przygotowanych, mozemy
utworzyé réwnania rézniczkowe ruchu kazdego punktu ukladu. Niech uklad
sklada sig¢ z » punktéw, ktérych polozenie okreslamy przez 3n spéhzednych
prostokgtnych wzgledem osi nieruchomych @, ¢, #. Miedzy tymi spélrzedny-
mi niech zachodzi 3% — s zwigzkow
(4] L= B o O Te=0 v Dignai= 05
okre§lajgeych ustrdj ukladu, tudziez inne warunki ruchu. Jezeli X;, Yy, Z
oznaczajg odpowiednio skladowe sily P; w kierunkach osi spolvzednych, to
— e P m,fii — -m--'g?ﬁ" przedstawiajg odpowiednio rzuty sily—Q;; ma-

“an? de2’ ‘di2 = "
my przeto wedlng powyzszéj zasady nastepujgey zwigzek migdzy tymi silami
o przesunigciami przygotowanymi ich punktiw przyloZenia:

; 2. 2
(2) ).‘.{(X;——m;%f?‘)'o‘y,--!-(Y 4;;.,525"‘)31,+(z m;‘;“)asx} 0,

gdzie znak sumy rozeigga sig na wszystkie punkty ukladu. Gdyby do pe-
wnych punktow nie bylo sil przylozonych, wtedy nalezaloby przyjaé odpowie-
dnio X;==0, Y;=0, Zi=o0. W przypadku, gdy punkty ukladu stanowiy cia-
lo fizyezne, nalezy sumowanie zastapi¢ przez calkowanie. Réwnanie (2) mo-
zemy takze tak napisaé:

@) Em [‘2;‘;}3 i ‘fu;" 5 ‘Z.;; a:,-):z:(xiax‘- + Yoy + zfas;),
przyezym suma po stronie lewéj obejmuje wszystkie punkty ukladu, a suma
po prawéj wezystkie sily przyloZone.

Aby z podandj zasady otrzymat réwpania ruchu kazdego punktu ukladu,
naleZy przesunigeia przygotowane wyznaczyé stosownie do warunkdw (1).
Uzywajac w tym celu metody spélezynnikéw nieoznaczonych, dodajmy do le-
wéj strony réwnania (2) iloczyny A 8 Ly, w ktérych Ay, (A=1, 2, ... ,3n—s),
51 spélczyunikami nieoznaczonymi; bedziemy mieli

““X — {{:;’ ox,—{-(Y — ‘;;:‘)67,-—]—(2 m. th 63.}+E).;6L¢_0.

A poniewaz

N f)LL ()IJJ. & )
aLL’——L( d&l‘r‘;’ 6 l+| BJ l+ 0

przeto wstawiwszy te wyraZenia w (4) i uporzgdkowawszy wedlug o, oy,
84, miet bedziemy

0L2

‘* )\.] u‘—sr)LJ"*s) Ty "l"

. d2a; ;
(5 }‘{(X‘_ "Te G 9z TR J
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{I _)‘. (}L; dLa ()_qu:i) "
+(Yl Ztg + I(}J, + 2z d_f + ---- +kﬂfi-s' ; 3?/-']'

+ (Z — dz; + h—— dL’ +>-»de - St + ls,._,o—g%';i]azs
To réwnanie zachodzi dla wuelkmh przesunigé przygotowanych, ktére z po-
wodu wprowadzenia spélezynnikéw A, uwazaé nalezy za wzajemnie niczaleZne,
a przeto spélezynnik kazdego przesuniecia jest réwny zeru; stad wynikajy na-
stgpujgce rownania

oL oLy

m; im _X:+lldL‘+7\o 2-i ..... =X;+ 3\ dmt—’

3 A2y - oL, %!._ P ‘Eﬁ
(6) Mg = Yot b gtk lage i =Vt 20 =
my; -(jit"-—'z' T_ll (;L “I l,_ [)IJ2+ -—A + N l;. ddI;L

Tym sposobem otrzymujemy 3 n réwnai wimlczkowych, okreslajgeych ruch
n punktéw ukladu. Z 3n—s réwnan (6) nalezy wyrugowaé spélezynniki A,
i wstawié ich wartoSei w pozostale s réwnan; natenczas te réwnania razem
#38n—s réwnaniami warunkowymi (1) posluza do zbadania ruchu ukladu,
Réwnania (6) stanowig uklad réwnafré6zniczkowych ruchu Lagran-
ge’a; one wyrazajy, Ze kazdy punkt porusza sig tak, jak gdyby byl swobod-
ny, lecz oprécz sily P; przylozono do niego jeszeze sily, zastgpujgce dane po-
Igczenia,

Zasada d’Alembert’a stosuje sig takze do sil papgdowych ktér ych mig-
rg jest ilo§é ruchu punktu Napisawszy 16wna.nm (2) w postaci

7 E”:X — = It dx.] ,-]—[Y My dt %;‘)]6 i

ci’z
“"[*' o zs(ds ]M}—’O’

pomnézmy je przez di, i calkujmy nastgpnie miedzy kraficami 0 i ¢, gdzie ¢
oznacza trwanie dzialania sil popedowych. Poniewaz przyjmujemy, Ze pod-
czas tego dzialania punkty nie poruszyly sig z miejse swoich (art. 69), przeto
w calkowaniu naleZy oz;, dy;, 8 uwazaé za wielkoSci stale; kladge przeto

t t t
f X}_(Eﬂq:i;,f Y;(ﬁ:?i,{v Z,i d&:Z.-,
0 0 v o

otrzymamy nastepujgce réwnanie:
- (dwiy 2 c?.y.- ¢
) “:X.-— M (WL] oz + [Yi-— mi "gt—) 8y +
: da\t
+[ -—'m,( )]z.[__o
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wyrazajyce zasadg d’Alembert’a dla sit chwilowych, ktérych miarg sg odpo-
e e o d i t Y 4
wiednie popedy X;, Y;, Z;» Wyraz (R‘:—)D oznacza zmiang predkosei pun-

ktu an; w kierunku osi 2 w skutek przylozenia sil chwilowych; podobne znacze-
nie majg dwa inne wyrazy wzgledem osi y i osi z. Z réwnaniem (8) nalezy
postapié tak, jak dla sil ciggle dzialajacych, a wtedy mozna otrzymaé réwna-
nia ruchu kazdego punktu, okreslajace jego predkost w skutek dzialania sil
chwilowych. Gdyby na uklad dzialaly jednoczeénie sily ciggle dzialajace
i sily chwilowe, wtedy wielkoSci, zalezace w calce réwnania (7) od sil ciaglych,
bylyby nieskoficzenie male w poréwnaniu z tymi wielko§ciami, ktore zalezq od
sit chwilowych, z czego wynika waine twierdzenie, ze sily ciggle dziatajgce
moga byé pominigle przy jednoczesnym dzialaniv sit chwilowych.

Prawa strona réwnania (3) przedstawia pracg przygotowang ukladu sil
przylozonych, Poniewaz dwa uklady sil sg réwnowasne, jezeli przy tych sa-
mych warunkach dajg te same prace przygotowans, przeto z zasady d’Alem-
bert’a okazuje sig, Ze dwa réwnowaine uklady sit, praylozonych do tego samego
whiadu punltéw materyjalnych, sprawig ter sam ruch. Nauka zatym o prze-
ksztalceniach ukladow sil, rozpatrywana dotyd ze wzgledéw statycznych, sto-
suje sig do wszelkich zagadnien kinetyki.

138. Zasapa HayrnTon’s, DRUGI UKEAD ROWNAN LAGRANGE'A.  Sumg
jednoczesnych energij kinetycznych wszystkich punktéw poruszajacego sig
ukladu materyjalnego nazywamy energijg kinetyezng ukladu mate-
ryjalnego. Jekeli wige @/, y/, 2/ sa odpowiednimi skiadowymi predkosci vi
punktu (2 i %) ukladu,,a my jest masy tego punktu, to energija kinetycana
T ukladu wyraza si¢ wzorem

My

mviZI 3
(@) T:EIT=L 3

(al? + yi® +2%).

Niech bedg dane dwa poloZenia ukladu materyjalnego, odpowiednie cza~
sowi {, i czasowi #,, i niech U oznacza potencyjal sit praylozonych, wtedy po-
dobnie, jak dla jednego punktu (art. 77), réwnanie

t
(2) Bf (T4 U)dt=0
iy

wyraza zasadg Hamilton’a dla ukladu punktéw materyjalnych. Moglibysmy
okazaé prawdziwoéé té) zasady podobnym sposobem, jak dla jednego punktu;
wystarczy jednak dowiesé, ze z téj zasady wynikajy réwnania ruchu. Wsta-
wiwszy wyrazenie dla T, otrzymamy

iy ly
Bf T.di:{ﬁT.r?t:
tl vtl

£
{ Ym; (2! 9z + yi 0yl + &l 8/) dt;

v"l
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catkujge czgdeiowo, miéé hedziemy

b Ity
5f T.di= I X omy (w;'aw;-!—y,-’a.*lf""ﬁ;’sﬁﬂ—-

ty
12 d*y d?z;
=3 b { 1 J. ™ i )
[ Xy ( TP oxi4 — T oY+ o oz ) dt.
v il

Poniewa’ polozenia punktéw dla ¢ =1, i dla t="1, sa wiadome, przeto 8xz;, 3y;,
o4; s rowne zeru dla kazdéj z tyech dwu wartoSei ¢, bedzie zatym

ty £
. T o d2e; d¥yi o A )
(3) b ( T.di= [ ..m,( T o+ —2- v J,-|- T 8z ) dt.

o 0 L |
Z réwnania (2) wynika

ty :
3 dar; d*y; a2z 3 ) .
\ ) Son, N = —
(4) I [... m; («—{“m it —— T Y+ = iR 2 aU:| dt =0,
1

z czego wypada, Ze

(5) Sy (d?::"‘ .-{—dd‘:’: oY+ dz;‘az)--b‘[]'zo.

To rownanie wyraza wlaénie zasade d’Alembert’a w przypadku istnienia po-
tencyjalu sil przyloZzonych, z ktoréj, jak wiadomo (art. 187), wynikajg réwna-
nia ruchu.

Miedzy 3 n spolrzednymi n punktéw ukladu materyjalnego zachodzg
pewne zwigzki. Niech takich zwigzkéw bedzie 3 —s; mozemy z nich 3n—s
spolrzednych wyrazié przez s spolrzgdnych, lub takie przez s odpowiednio
obranych argumentéw ¢, @p,..., ¢s, ktore sg od siebie niezaleine i sluig
do okreglenia ruchu danego ukladu. Te argumenty mozemy zawsze tak
obrag, zeby one wszystkie réwnania warunkowe przywodzily do toZsamosSci.
Przyjmijmy, z¢ T 4+ U =R, wyrazmy T przez argumenty ¢; i ich pochodne
qiy a U przez ¢;; otrzymamy

(6) af R.c?t:{&R.dt:f (aql—{ogt—}- -
4 Jt t

1
L OBy | OB,
o 1+"'+a' )dt

Calkujgc czgdciowo, miéé bedziemy

ty by t
JR oR 20R
-——5 Jdt= ey =
f e _[ a1 ,[ dgs' 404,
I 1
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Wstawmy te wyraZenia w (6), i zwaimy, Ze gy =0 dlat=¢idlat =14, to
z rbwnanin (2) wyniknie

R, d (R
(M) /[aql‘??‘ st g —ar d&) Q—rieee

d (oR
— @ \5 ,)'o‘rg,]dt_ﬂ

Poniewaz 6¢; 83 dowolne, przeto spélezynnik kazdéj waryjacyi nalezy prayro-

wnal do zera, aby otraymaé s réwnafi ruchu, Czynige toi zwazajac, Ze U nie za-
il

lezy od ¢/, %e przeto gg’: %, otrzymamy nastepujacy ukiad réwnaf:

i i

(8) o) f_lj)_@—d_l{ rl_(il‘_)_ﬂ__dU

| dt \dq) g " adgq, " " dt \dq, Ons  0qs

ktéry zowiemy drugim ukladem réwnai TLagrange’a. Podobnie, jak

dla jednego punktu, przedstawia ten uklad réwnania ruchu przy pomocy s ar-

gumentéw g; .

JeZeli potencyjal nie zachodzi, to rdwnania ruchu beds:
. d dT) JI'__. .d(dT) f}T_
(9) T (W o Qseneens » 77 \ogy Qs

w ktorych

b=n
. da i dzk)
(10) Q== E (. YR ),
k=1
a zasada Hamilton'a wyrazi sig réwnaniem

ly
(11) : f @T4UTM)dt=0,
4y

{=3
w ktérym UM =3 Q; 8¢: przedstawia prace przygotowang ukladu sit przylo-
i=1

Zonych. .
189. EaxoniczNe ROWNANIA RUcHU Hamiurox’s. Wyrazmy, jak poprzednio,
spélrzedne prostokatne wezystkich % punktéw ukladu materyjalnego przez takie s
niezaleznych argumentéw @y, @uyev ey iy, .« .y 05, 12by wskutek tego réwnania wa-
runkowe staly sig tozsamodciami, Jezeli prayjmiemy UM =¥ (Xidx + Y, Sy +
+ Z;8z), to moZemy réwnanie (3) art. 137-go tal napisac:

() S me (% e B gy 4 %5 ) = w00

Gdy nadamy ulladowi przesunigeie przygotowane, to energija kinetyczna T " pray-
bierze wartosé T - 8T, a réwnanie (1) art. 138-go pozwala dwojakim sposobem wy-
razié 6T, mianc\\'icie'

 d; ,d 1 u’z;)

(2) 5T_—_'Ew-;(a',-' oy ;’3(&“-’,— '3&!) lnb28T= Sum,(u = ~|—* ‘=)
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Mnozge réwnanie (1) przez —1 1 dodajge do niego 3T, otrzymamy
' ' 3
82m¢(mf%+ " dy: . rlzf) I xf + ” 6rl_,~‘g+ . 5(&;)

N d:':;l dy,- dzt )
— —Or F— oy —0azy |= s LY
Li]k( 7 5:.'2, ; 3_:;, 7 o i oT 3

dv;  dOz; : : ; o .
& poniewaz %—‘ 7‘ i podobnie dla y; 1 #;, przeto mozemy ostatnie réwnanie tak-

#ze tak napisac:

(8) 8%my (z

Oznaczmy spolrzedne @, , ;5 2y 5+ + + y Tny Yny 2a jodny litera § ze wskaznikami 1, 2,
., (3n—1), 3n; ailodei ruchu punktéw w kierunkach osi, a wige ilosei ruchu

rfx 4

=yl "-"‘ 2ol dz[)-——-j!—zm.-(s.‘.-’ S+l Syt 2 82)=8T—UW,

myzymyy'ymy o2y oy my 2y my o'y, my 2l 0znaczmy odpowiednio litery 1 ze
wskaznikami 1, 2, . . ., (3n—1), Bn, wéwezas réwnanie (3) przybierze postaé

(1) ( L L Y %d_ﬁﬁ*_)

L7 ax T dt
_'&T (M4 0o v 4 N3aBE) =0T — UM,

Wyrazmy teraz zmienne z;, yi, zi, & zatym §,, &,..., 8, przez s argumentéw g,
vaey g5 B0 bedzie

dxk az;- ﬁx;‘ ~
By 8 b 2 B v 2 B
= P+ ¥

i podobnié 8y, fz;. TPodstawiwszy te wyrazenia w U, otrzymamy

(5) UD=0Q,00 + Qudge 4.t + Qsa"?x——'; ua3?!,
gdzie
Oxp dyx 0‘-;)
6
(6) U=3 (%52 + 7,2 1.7, 2

Mozemy zawsze wyznaczyé s takich nowyeh argnmentéw p; , ... ., py, zeby dla kai-
dego przesunigeia przygotowanego

U) Pla?l+---+P53?.¢:’mael“l‘-‘--'{_'qsnaE:lu'
Jakoz, wyraziwszy wszystkie & przez ¢, otrzymamy
d&; ; 3
5 § — i -—
€ 0 on + < 015 8?5:

a kladge i=1, 2,..., 3n, mnozge kazde &€ przez 1, dodajac i porzadkujace po pra-
wéj stronie wedlug dg;, mie¢ bedziemy

ool E 0&an
(8) Ui 8 + . oo M 353»—[—1 ('fh d ! To—=— dq -I"Q'm G )



RINHTYRA UKEADOW MATERYJALNYCH, — 139, 351

Z porbéwnania tego wzoru ze wzorem (7) wynikajg nastgpujace réwnania, zwazywszy,
ze waryjacyje dg; sa od siebie niezalezne
0§ U3 06 ;
I——'ﬂl'al'f"‘hd:l_ ”'+.q3“'_{i;-?-’(‘:1’2"“'s)’

albo, piszac zamiast € i 4, to co przez nie oznaczylismy,

k=n day. d,-'; Oz )
") = ——— Loy ;
®) F ;El e + W dy i dg;
. i drk dxt a:;,-
Poniewaz a)' = __H=% o't %0 qs s przeto

d..".‘k ﬂx,,.‘ (}y; = ﬁyk ()zj, dz,?'

_51;;_ o 5 "0q — 0a? dor — daf
a wige po watawienin tyeh wartodei w (9) otrzylnamv

. k=n (}B;‘-'
llo) Pi= E mg 9-‘1 C} ;+ “ f}q [_ 1 dr‘ﬁl

k=1
Wyraziwszy z, y, = przez q, roznmzkujmy T wzgledem ¢/ ; otrzymamy

dL _ = Oy dyi! ; Oz )
M T R Ch o TR
pordwnywajae przeto réwnanin (10) i (11), mamy ostatecznie
JT
(12) = (=1, ),

Argumenty zatym p,,. .. ,p. sy pochodnymi czgstkowymi energii kinetyeznéj wazgle-
dem pochodnych argumentéw ¢, ..., 0. Podstawiwszy w T wyrazenia pochodnych
!y yi, 2!, jako jednorodnych funkeyj linijowych pochodnych ¢,',..., ¢/, otrzyma-
my w tym przypadku, gdy réwnania warunkowe nie zawierajn czasu wyraznie, nastgs
pujace wyrazenie: '
(13) T:v(Tl‘,' Ql'w‘ + 2>:|T;k,q‘r Ph—f).,
energija wige jost funkeyja stopnia 2-go i jednorodng pochodnych o'y ey, ktbrd)
spélezynniki Ty , Ty sg funkeyjami argumentéw ¢, ..., 4. Biorac pochodne czast-
kowe (13) wzgledem kazdéj z s pochodnych ¢, ofvzymamy s takich ¥éwnaii, jak nas
stgpujace
(]4) ']; _dE:T:'i o+ Tiogs' oo+ T +.... + T:‘s?s':ﬂs

2 dfhf 2

2 ktorych wynikajg wprost argumenty p;, 1 ktére nadto pozwalaja pochodne ¢,',. ..
7, y Wyrazié linijowo przez te argumenty, Poniewaz

T JT
ST gl | !

dql[ ql. + + dq‘, Qs 3

przeto otrzymamy energijq wyrazong przez p; i ¢;
(15) 2T=P1QIF+P2‘?2r+°'-+!’a?s'1

o wstawiwszy otrzymane z (14) wyrazenia ¢/, mozemy T przedstawié jako funkeyjg
25 argumentOw @ ,.uuy Q3P0 s g Pss



359 MECHANIKA THORETYCZKA,

Zalbzmy, ze réwnania warunkowe L, = 0 nie zawieraja czasu wyraZnie, wtedy
mozemy w réwnaniu (7) zamiast waryjacyj argumentéw podstawié ich przyrostki
w elemencie czasu dt, a wtedy

d& asy 5 dEsu

d! ""'l‘ ‘]Srl'_‘_'

N dqs
(18) W Faswtim g a

b
Wstawiwszy tg wartodé w (4), otrzymamy na mocy réwnania (7)
d'}, d 2 o .
8};,~—--|-... +p, —E—u(plaf;,-I-....—{-psaq,)on—U :
ezyli, rozwijajac i kladge wartodt za UM wedlug (5)

d 23 ()
(17) aT=Tilsp.+....+‘—"~ %aq.-

?s
fP Oy "I‘Qla'?j +'-'-‘|“Qsa‘?s-

Rozwitimy 8T, wyraziwszy poprzednio T przez p; i ¢, to bedzie

- _dT, oT oT |:]'l‘F
(18) 8T = ')— B -+a:n-$aj’s+ﬁq—la‘h+----+ﬁ5h-

Poréwnanie obudwn wyrazei 8T (17) i (18), prowadzi z powodn niezaleznych od sie-
bie wartoci 8p; i 89; do nastepujaeych rownah:

dy _ 0T Ay _ 0T Jd T

(19) a dp. oA T dpy TN ar T dp,
. oL o 5 PR
= +Q., d =gt Wi =

Ten uklad réwnai 16211iczkowyc]1 rchu nazywamy ukladem kanonicznymezyli
nkladem réwnaini Hamilton’a,

Jezoli sily, do ukladu przylozone, majg potencyp] U, whedy

JU Ju JU
20 Xi=m=—r Yy =, Zy=—.
(20) 0 T a0
Wyraziwszy spblrzedne punktéw przez argumenty g; , obrzymamy pracg przygotowant
uktadu sit

au dUu
2 M = — s veia o 07
(21 U U & 89, + 1- 5 D04
beidzie wige

09; '

Niech potencyjal bgdzie tylko funkeyjg spélrzednych, zawierajacy czas wyraZnie, lub
bedgey niezalezng od ezasu, natenczas U nie zawiera argumentdw q;', nie bedzie
przeto funkeyjg argumentéw p;.  Kladge wige

(23) H=T-T1,
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oH

JT 012 ] -
otrzymanmy a == Hp— + Podstawiwszy te wartosei w réwnaniu (19), otrzymujemy
1 1

w tym przypadku nastepujacy uklad kanoniczny:

t_!i_]_l- . oH Cdpy o . cdes ol

a " dp A op T a T @
(24) 1 P2 Vs

dpy . OH dpy  OH cdps _ 0H

de T dg P ae T dg T @t T dgg !
a zamiast réwnania (17) miéé bedziemy

= dgy g, dp, dpy

A, o= — —_— O — e — —— Oy,
( IJ) di o + + dt s dt & dt o

To réwnanie zawiera w sobie caly uklad kanoniczny w przypadku istnienia potency-
jalu; jezeli za$ potencyjal nie zachodzi, wtedy uklad kanoniczny jest zawarty w ré-
wnaniu (17). Réwnania (17) i (25) sg wige réwnowazne z réwnaniem, wyraZajacym
zasadg d'Alembert’a we spélrzgdnych prostokatnych, jeieli warunki nie zalezs wyra-
nie od czasu,

140, Zasapa rucHU $RODKA MasSY. Otrzymawszy réwnania ruchu
ukladu wedlug jednéj z podanych metdéd, naleZy te réwnania scalkowat
z uwzglednieniem warunkéw poczgtkowych, aby wyznaczy¢ w kazdéj chwili
miejsce i predkosc kazdego punktu tego ukladu. Ogélngy kwestyja calkowa-
nia réwnai ruchu, oile ona wehodzi w zakres tego dziela, zajmiemy sie w roz-
dziale XVI, ktory stanowic bedzie zarazem dopelnienie kinetyki punktu. Tu
podamy tylko glowne twierdzenia o ruchu, ktére mozemy otrzymaé podobnym
sposobem, jak w rozdziale VII dla jednego punktu, bgdz wskutek szczegél-
nych zalozen co do przesunieé przygotowanych, badZ tez wskutek pewnych
polgczen réwnai ruchu, przyczym bedziemy wylgeznie uzywali spélrzednych
prostokatnych, Nazywamy te twierdzenia, lubo niezupelnie wlasciwie, zasa-
dami ruchu, '

Zalézmy, ze migdzy punktami ukladu nie ma Zadnych polgezeii, tudziez,
7e zadne rownania warunkowe nie zachodza, lub téz, ze warunki Ly =0 sg
wyrazone przez same réznice miedzy réwnoleglymi spolrzednymi punktow
ukladu. W piérwszym przypadku przesuniecia przygotowane kazdego pun-
ktu sg calkiem dowolne, a punkty stanowia uklad tylko w skutek tego, Ze
przyjmujemy miedzy nimi dzialania wzajemne. W drugim przypadku latwo
okazaé, ze réwnaniom warunkowym stanie si¢ zado$¢, jezeli przesunieé ktorve-
gokolwiek punktu ndzielimy wszystkim punktom ukladu. Jakoz, skoro

(1) L= T (g —iy Yy —Yiy 81— 815000 § B — Ty o o) =0
jest réwnaniem warunkowym, to biorge
(2) 0y = 0my = = O = s = 0 =0T,

i podobnie dla y i #, nie zmieniamy warto§ci réznic migdzy spolrzednymi;

a wiee warunkowi L = 0 stanie si¢ zadoéé, jakiekolwick 8z, dy, o2 obierzemy.

Widzimy wige, Ze przy takim zaloZzeniu uklad moze wykonaé¢ dowolny ruch po-
Dibl, mat.-fiz., 8, 1V, T. X, 23
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stepowy, jak gdyby byl sztywny i swobodny. Dla ukladu sztywnego zacho-
dzg, jak wiadomo, nastgpujgce réwnania warunkowe: (v;— )% + (i—¥i)* +
(Zi—2) %2 —rp2=0, w ktérych r; jest stale; jezeli przeto taki uklad jest swo-
bodny, wtedy réwnania warunkowe nalezg do rodzaju réwnan zaloZonych (1).

Dla ukladu swobodnego wszelkie przesuniecia sg dowolne; 7 réwnania
d’Alembert’a

£ (5 52 (1 520
E[(X‘-—-m;-at? B4 ( Yi—m; Oy Z—my Hﬁ— 8z | =0
wynika przeto, Zze spotezynnik kazdego przesunigcia zosobna jest réwny zeru.
Otrzymamy zatym dla kaZdéj wartosci wskaZnika od i=1 do i=n

A2z APy d*z

! Yi=m— ! Zi= 0y~ T

a zatym takze, biorac sumg tych wyrazef, odpowiadajacych réznym wartosciom
wskaznika %,

(3) X{ =N

2y

4 EXi=3%my —=, BY;=2m, 'y d*s:
aer

_dt_z, LZ.—-L"I, (Hp‘ »
Jezeli rownania warunkowe majy postaé (1) to biorac przesunigcia wedlug
(2), wyrazimy zasadg d’Alembert'a przez réwnanie nastgpujgce:

d%;;) a2y, d*2; ) L
(6) 5xE(X,--—m,—m—E- 48y 2 (Y — i g ) + 82X (Z — M

w ktérym da, 8y, 82 oznaczajg przesunigcia, ktérych punkty ukladu doznajg
spélnie w kierunkach osi. PoniewaZ te przesunigcia sg dowolne, przeto nalezy
spblezynnik kazdego z nich przyréwnaé do zera, skad wynikajg réwnania (4),
jakkolwiek réwnania (3) w tym przypadku nie zachodzg. Obadwa wige zalo-
Zenia prowadzg do tych samych réwnan (4), bez wzgledu na naturg sit przy-
lozonych.

Niech &, 7, { oznaczajg spélrzedne $rodka masy ukladu, ktérego masa
M=2%m;. Spbélrzedne srodka masy sy wyrazone w kazdéj chwili przez r6-
wnania

ME=%mz;, Mn=2Lmy;, M{=2m,2;,

z ktérych przez dwukrotne rézniczkowanie wzgledem czasu otrzymamy

d% o d .. Oy d* d%s;
©®  Magp=img Mg =Ym g, Mg =% 75"
Podstawiwszy te wartosci w réwnaniach (4), mieé bedziemy
e @ o @ dx
W) EX,__M.W, 1Y, =M — A 2Zi=M —- IR

Te réwnania okreSlajg ruch punktu swobodnego o masie M, kiory w kazdéj
chwili zajmuje miejsce §rodka masy ukladu w przestrzeni, a do ktérego przy-
lozono wszystkie sily, na punkty ukladu dzialajgce, w takich samych kierun-
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kach, jakie te sily w kazdéj chwili posiadajg. PowyZsze zatym réwnania wy-
razajg nastepujgcee waine twierdzenie: jezeli punlity stanowig uklad swobodny,
lub miagdzy winvi gachodzq takic polgezenia, ée w skutel: tyeh polyczer kaddy do-
wolny ruch postgpowy wkladu jest mozebny, natenczas Srodel: masy ukladu poru-
sza sig tak, jak punkt swobodny, ktrego masa réwna sig masie whladu, a do kts-
rego praesumiglo rownolegle wszystlie sily, praylosone do punktow whladu. To
twierdzenie wyraia tak zwang zasade ruchu §rodka masy., Ta zasada
stosuje sig do kazdego ukladu sztywnego i swobodnego bez wzgledu na sily
przylozone. Z téj zasady okazuje sig przedewszystkim znaczenie kinetyezne
§rodka masy, a nadto upatrywaé w niéj nalezy wlasciwe zrédlo pojecia punktu
o masie skoficzonéj, ktore jest podstaws dynamiki punktu majeryjalnego (art.
68). Ta zasada pozwala wyznaczyé bezpoérednio trzy spélrzedne ruchu ukla-
du (art. 42), mianowicie predkoéei ruchéw postepowych w kierunkach trzech
osi spélrzednych ; ona wige rozwigzuje wszelkie pytania, zaleine wylgeznie od
ruchu postepowego, ktory uklad w kazdéj chwili odbywa.

Sily, do punktéw ukladu materyjalnego przylozone, dzielimy na sily
wewnetrzneina sily zewnetrzne. Sile, przedstawiajgcg dzialanie pun-
ktu, do ukladu nalezgcego, na drugi punkt, nalezacy réwniez do ukladu, na-
zywamy sila wewnetrzng; sile zas, przedstawiajacq dzialanie punktu, nienale-
zgcego do ukladu, na punkt, ktéry jest czecig nkladu, zowiemy silg zewnetrz-
ng. 7 trzeciego prawa dynamiki (art. 66) wynika, Ze sily wewngtrzne poja-
wiaja si¢ zawsze po dwie, rowne i o kierunkach przeciwnych, a obie sq praylo-
zone do punktéw ukladu; z sit za§ zewngtranych tylko jedna jest przylozona
do punktu ukladu, a druga nie nalefy do sil, dzialajacych na uklad.

Stosujge te okreslenia sil do ruchu $rodka masy, widzimy, Ze $rodek ma-
sy whkladu porusza sig pod wylgcanym dziataniem sit zewngtranych, jezeli tylko
zasada ruchu tego §rodka zachodzi, Przykladajac bowiem wedlug téj zasady
site wewnetrzng P do §rodka masy, wypadloby takze przylozyé sile—P; a po-
niewaz obie sily znosza sie, przeto one nie wplywajg weale na ruch §rodka ma-
sy. Jezeli wige podezas ruchu ukladu pojawig si¢ nagle jakiekolwiek sily
wewnetrzne w ukladzie, zmieniajgce ruchy oddzielnych punktéw, to §rodek
masy nie zmienia ruchu swego, czyli ruch tego rodka ,zachowuje sig”, to zna-
czy edbywa sig daléj tak, jakgdyby tych sil weale nie bylo. W tym znaczeniu
rozumiemy zasad¢ zachowaniaruchu §rodka masy, wyrazajgcy nieza-
lezno§é ruchu tego punktu od sil wewngtrznych, pojawiajgcych si¢ podczas
ruchu ukladu,

Jezeli do ukladu sq preylosone takie sily zewnglrane, 12 one aniostyby sig,
gdyby je przeniesiono do jednego punktu, nalenczas $rodek masy ulkladw jest
bad?é w spoczynlu, badé porusza sig jednostajnie po linti prostéy. "W tym przy-
padku bowiem bedzie $X;=0, 2Y;=0, ¥Z;=0; réwnania (7) wskazujg za-
tym na spoczynek lub na ruch jednostajny i prostolinijowy punktu (&, 1, €),
a to stosownie do warunkéw poczatkowych. Srodek wige masy porusza sig
jednostajnie, jezeli nie ma Zadnych sil zewnetrznych. Jezeli uklad sil przy-
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lozonych jest rownowazny z parg sil, wtedy érodek masy porusza sig takze je-
dnestajnie po linii prostéj.

141, Zasapa pén. Niech ustrd) ulkladu bedzie taki, Zze warunki Li=0
dozwalajg, aby zachodzil dowolny obrét chwilowy ukladu okolo kazdéj osi
ukladu spélrzednyech. Ten praypadek zajdzie np. wtenczas, gdy punkty ukla-
du sg swobodne i bez Zadnych polgczef, lub takie, gdy uklad jest satywny
i swobodny. Jezeli wige 8§, &1, 8¢ oznaczajg odpowiednio odchylenia nie-
skoficzenie malych obrotéw przygotowanych okolo osi spélrzednych, to rowna-
niu ’Alembert'a stanie sig zadost, jeZeli przyjmiemy (art. 104)

(1) Sx}zzian*ygﬁﬁ, 3yf=x53f;—z';3$, 33;':%55—:1;;'51}.
Zasada d’Alembert’a prowadzi wtedy do nastepujacego rownania:

D,
3&2 %(Z.‘? ;—Y;:z,-)—m.- (m% m— dz:: )} —-I— 8‘1‘]..1 {(X Bi~— Z.vm;) _—

d2a; d*s . a* a:;
— My ,‘—a-ﬁ“—‘x,‘ iz )} - SC\ {(Yfﬂ“j—'x;'ﬂr) -—n; (.’L. a2 — Y {Zt” e
a poniewa# odchylenia sg dowolne, przeto nalezy spélezynnik kazdego z tych
odchylefi przyrownaé do zera; otrzymamy nastgpujace réwnania:

PN (J-ﬂ-ﬂ L L] ) =X (Ziy:—Y:8),

1t* " di?
" d%x d*z s
(2) ).lﬂ@f (55 -?;— — i _(_jt_":-) =X (X, SI—Z;.‘TG{),
d* d*z 5
- Lm, &; dﬂ‘{f — ¥ —da—;") =X (Yf.’ﬂs—-Xf?)‘.‘) .
Przypusémy, ze sily przyloZzone zadosé czynig ciggle warunkowi
(3) z (Z;y;—'ngf) -t 0,

%e zabym suma momentéw tych sil wzgledem osiz, gdy ich punkty przylo-
Zenia uwazat bedziemy za sztywnie z sobs, polaczone, jest rowna zern. Wtedy
1-sze rOwnanie (2) daje si¢ calkowad; wynika z niego

dz; day; )
v . b — — o s W——
(4) mm(y. o — =0y,

gdzie O, jest staly dowolng. Aby rozpoznat, kiedy zachodzi warunek (3),
zredukuymy sily do poczgtku osi O; otrzymamy wogélnodei sile wypadkows
i parg wypadkows. Moment sily wypadkowéj wzgledem osi # jest réwny
zeru. A poniewaZ suma momentéw obudwu sil, stanowigcych pare wy-
padkows, wzgledem osi ®, réwna sig rzutowi momentu téj pary na te of,
przeto warunek (3) zachodzié bedzie, jezeli moment pary wypadkowéj jest
w kazdéj chwili prostopadly do té) osi. Jezeli sily stanowig uklad sil 1-go
rodzaju, wtedy warunek (3) wymaga, Zeby ich wypadkowa przecinala of z.
W przypadku, gdy te sily stanowig uklad 2-go rodzaju, moment pary wypad-
kowéj jest prostopadly do téj osi. “Warunek (3) zawsze zachodzi, jezeli na



