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137. ZASADA D'ALEMBERT'A. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE EUCHU. Jeżeli

siły, do układu materyjalnego przyłożone, nie czynią zadość warunkom równo-
wagi, natenczas prędkość każdego punktu dozna wogólności pewnego przyśpie-
szenia, a układ będzie się poruszał pod wpływem tych sił. Zadanie kinetyki po-
lega na wyznaczeniu ruchu każdego punktu układu, jeżeli są wiadome siły przy-
łożone, tudzież związki między punktami układu i inne warunki tego ruchu.

Niech do punktu (xh </,-, #,-), którego masa jest nit, będzie przyłożona si-
ła P,. Ponieważ ten punkt nie jest swobodny, przeto jego przyśpieszenie Yi
nie będzie miało wogólności kierunku siły przyłożonej, a punkt będzie się tak
poruszał, jak gdyby był swobodny, i jak gdyby siła Q i = «?iY/ była do niego
przyłożona w kierunku przyśpieszenia. Rozłóżmy siłę P ; na dwie składowe,
z których jedną, niech będzie Q ;; druga składowa Q/ będzie dokładnie ozna-
czona, Uczyniwszy to samo z każda siłą przyłożoną, otrzymamy układ sił
Q/, które na ruchy punktów układu materyjalnego nie wywierają żadnego
wpływu, albowiem każdy punkt porusza się tak, jak gdyby tylko siła Q ; była
do niego przyłożona. Z tego wynika, że, gdybyśmy tylko same siły Q,' przy-
łożyli do punktów układu, to te siły byłyby w równowadze. Ponieważ siłę Q/
możemy widocznie uważać za wypadkoA^ą sił P, i — Q;, a Q, przedstawia tę
siłę, któraby do punktu swobodnego mt przyłożona być miała, aby mu udzielić
przyśpieszenia y;, przeto możemy wypowiedzieć następujące twierdzenie: jeże-
li siły, przyłożone do układu materyjalnego, nie są w równowadze, natenczas
zachodzi róivnoivaga między siłami przyłożonymi, a siłami co do iciellwści ró-
wnymi a co do Merunhu przeciwnymi tym siłom, Móreby oddzielnym punktom
kładu, sa siuobodne uważanym, udzieliły tych przyśpieszeń, Móre istotnie za-
chodzą.

To twierdzenie wyraża tak zwaną, z a s a d ę d ' A l e m b e r t ' a , mającą miej-
sce dla jakiegokolwiek układu punktów materyjalnych. Siły Q,-' nazywamy
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siłami straconymi (art. 75.); możemy więc zasadę d'Alenibert'a tak wy-
słowić : jeżeli siły, przyłożone do uMadu niateryjalnego, nie są w równowadze,
natencaas siły stracone róionowacią się.

Łącząc zasadę cTAlemberfa z zasadą prac przygotowanych, możemy
utworzyć równania różniczkowe ruchu każdego punktu układu. Niech układ
składa się z w punktów, których położenie określamy przez 3 w spółrzędnych
prostokątnych względem osi nieruchomych x,y,e. Między tymi spółrzędny-
mi niech zachodzi 3 w — s związków
(1) L j ^ O , L 2 r r 0 , . . . Lt: = 0 , . . . . L 3 „_ s r=0,
określających ustrój układu, tudzież inne warunki ruchu. Jeżeli X,-, Y,-, Z*
oznaczają odpowiednio składowe siły P,- w kierunkach osi spółrzędnych, to

d2Xi d2l/i d2Z; , . . . , . , . ,. n

— m' Tn > — m'~jfi ' — 'nii TFi Prze(istawia.]ąj odpowiednio rzuty siły—Q,; ma-
my przeto według powyższej zasady następujący związek między tymi siłami
a przesunięciami przygotowanymi ich punktów przyłożenia:

gdzie znak sumy rozciąga się na wszystkie punkty układu. Gdyby do pe-
wnych punktów nie było sił przyłożonych, wtedy należałoby przyjąć odpowie-
dnio X , = o , Y j = o , Zt= o. W przypadku, gdy punkty układu stanowią cia-
ło fizyczne, należy sumowanie zastąpić przez całkowanie. Eównanie (2) mo-
żemy także tak napisać:

(3) S« ł (^««i + ̂ 8 y ł + ^ 8

przyczyni suma po stronie lewśj obejmuje wszystkie punkty układu, a suma
po prawej wszystkie siły przyłożone.

Aby z podanej zasady otrzymać równania ruchu każdego punktu układu,
należy przesunięcia przygotowane wyznaczyć stosownie do warunków (1).
Używając w tym celu metody spółczynników nieoznaczonych, dodajmy do le-
wej strony równania (2) iloczyny Xi S L*, w których \k) (Ji— 1, 2 , . . . ,Bn—s),
są spółczynnikami nieoznaczonymi; będziemy mieli

A ponieważ

przeto wstawiwszy te wyrażenia w (4) i uporządkowawszy według dxi} Syt,
§0i, mieć będziemy

(5)
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= . 0.

To równanie zachodzi dla wszelkich przesunięć przygotowanych, które z po-
wodu wprowadzenia spółczynników X* uważać należy za wzajemnie niezależne,
a przeto spółczynnik każdego przesunięcia jest równy zeru; stąd wynikają na-
stępujące równania

(6) Vi _ V _L ) ^ L l J. ) d L a j — V 4_ V
F = Y ł + }>1 fhA + 2 " ^ " H " ~ ' +

Tym sposobem otrzymujemy 3 w równań różniczkowych, określających ruch
n punktów układu. Z 3w>—s równań (6) należy wyrugować spółczynniki \k

i wstawić ich wartości w pozostałe s równań; natenczas te równania rażeni
afłn — s równaniami warunkowymi (1) posłuż.'}, do zbadania ruchu układu,
Równania (6) stanowią układ równań różniczkowych ruchu Lagran-
ge'a; one wyrażają, że każdy punkt porusza się tak, jak gdyby był swobod-
ny, lecz oprócz siły P,- przyłożono do niego jeszcze siły, zastępujące dane po-
łączenia.

Zasada d'Alembert'a stosuje się także do sił popędowych, których mia-
rą jest ilość ruchu punktu. Napisawszy równanie (2) w postaci

pomnóżmy je przez dt, i całkujmy następnie między krańcami 0 i t, gdzie t
oznacza trwanie działania sił popędowych. Ponieważ przyjmujemy, że pod-
czas tego działania punkty nie poruszyły się z miejsc swoich (art. 69), przeto
w całkowaniu należy §xh 8yi} ht uważać za wielkości stałe; kładąc przeto

I Xidt=Xi7

Jo
otrzymamy następujące równanie:
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wyrażające zasadę d'Alembert'a dla sił chwilowych, których miarą są. odpo-
wiednie popędy Xi,%, Zt. Wyraz (~^r) oznacza zmianę prędkości pun-
ktu nii w kierunku osi x w skutek przyłożenia sił chwilowych; podobne znacze-
nie mają dwa inne wyrazy względem osi y i osi g. Z równaniem (8) należy
postąpić tak, jak dla sił ciągle działających, a wtedy można otrzymać równa-
nia ruchu każdego punktu, określające jego prędkość w skutek działania sił
chwilowych. Grdyby na układ działały jednocześnie siły ciągle działające
i siły chwilowe, wtedy wielkości, zależące w całce równania (7) od sił ciągłych,
byłyby nieskończenie małe w porównaniu z tymi wielkościami, które zależą od
sił chwilowych; z czego wynika ważne twierdzenie, że siły ciągle działające
mogą być pominięte $rsy jednoczesnym działaniu sił chwilowych.

Prawa strona równania (3) przedstawia pracę przygotowaną układu sił
przyłożonych. Ponieważ dwa układy sił są równoważne, jeżeli przy tych sa-
mych warunkach dają tę sarnę pracę przygotowaną, przeto z zasady d'Alem-
bertfa okazuje się, źe dwa równoważne, układy sił, przyłożonych do tego samego
uMadu punktów materyjalnych, sprawią ten sam ruch. Nauka zatym o prze-
kształceniach układów sił, rozpatrywana dotąd ze względów statycznych, sto-
suje się do wszelkich zagadnień kinetyki.

138. ZASADA HAMILTON'A. DBUGI TJKEAD KÓWAŃ LA&EANGE'A. Sumę

jednoczesnych energij kinetycznych wszystkich punktów poruszającego się
układu rnateryjalnego nazywamy e n e r g i j ą k i n e t y c z n ą u k ł a d u m a t e -
ry ja lnego. Jeżeli więc xl, yl, el są odpowiednimi składowymi prędkości vi
punktu (#,-, yt, #,) układu,,a m< jest masą tego punktu, to energija kinetyczna
T układu wyraża się wzorem

Niech będą dane dwa położenia układu inateryjalnego, odpowiednie cza-
sowi iA i czasowi t2, i niech U oznacza potencyjał sił przyłożonych, wtedy po-
dobnie, jak dla jednego punktu (art. 77), równanie

(2)

wyraża zasadę Harnilton'a dla układu punktów materyjalnych. Moglibyśmy
okazać prawdziwość tej zasady podobnym sposobem, jak dla jednego punktu;
wystarczy jednak dowieść, że z tej zasady wynikają równania ruchu. Wsta-
wiwszy wyrażenie dla T, otrzymamy

T . dt = I § T . di = J S mt (co{ 5*,' + yi By i + sl lal) dt;
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całkując częściowo, mieć będziemy

/
Jh

Ponieważ położenia punktów dla tsst^i dla £ = ź a są. wiadome, przeto &»,-, di/h

8#i są równe zeru dla każdej z tych dwu wartości t, będzie zatyni

Z równania (2) wynika

n czego wypada, że

(5) ! „ , ( _ ô H- ^ S^+ ̂ ^ J - 5U = 0..
To równanie wyraża właśnie zasadę d'AleiHbert'a w przypadku istnienia po-
tencyjału sił przyłożonych, z której, jak wiadomo (art. 137), wynikają równa-
nia ruchu.

Między 3n spółrzędnyini n punktów układu materyjalnego zachodzą
pewne związki. Niech takich związków będzie 3n — s; możemy z nich 3 n—s
spółrzędnych wyrazić przez s spółrzędnych, lub także przez s odpowiednio
obranych argumentów qn q2!..., qS) które są od siebie niezależne i służą
do określenia ruchu danego układu. Te argumenty możemy zawsze tak
obrać, żeby one wszystkie równania warunkowe przywodziły do tożsamości.
Przyjmijmy, że T + U = R, wyraźmy T przez argumenty gj i ich pochodne
2/j a U przez g*; otrzymamy

/V /** fi

/ R.dt=zl 8-R.dt—l \ —
h Jh Jti

(6)
Jh Jh

U—I

Całkując częściowo, mieć będziemy
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Wstawmy te wyrażenia w (6); i zważmy, że Bqt = O dla t = łx i dla t = tt, to
z równania (2) wyniknie

<Z / d R \ . I

Ponieważ Bqt są, dowolne, przeto spółczynnik każdej waryjacyi należy przyró-

wnać do zera, aby otrzymać s równań ruchu. Czyniąc to i zważając, że U nie za-

leży od ([i, że przeto -y—; == y-y, otrzymamy następujący układ równań:

' dt \dąj ) dqs ~ dq,{H] dt \dqj) dqt ~~ dqt ' ' dt \dąj ) dqs ~ dq, '

który zowiemy drugim układem równań Lagrange'a. Podobnie, jak
dla jednego punktu, przedstawia ten układ równania ruchu przy pomocy s ar-
gumentów qt.

Jeżeli potoncyjał nie zachodzi, to równania ruchu będą:

( 9 ) dt \Ę}) ~ dq. ~ ^>' ' <lt\ dqj ) dqs

w których

a zasada Hamilton'a wyrazi się równaniem

(11)

Jh
w którym U ( 1 ) = S Q; Sfr przedstawia pracę przygotowaną układu sił przyło-

żonych.
139. KANONICZNE BÓWNANIA EUCHUIIASIILTON^. Wyraźmy, jak poprzednio,

spółrzędne prostokątne wszystkich n punktów układu Hiateryjalnego przez takie s
niezależnych argumentów <2t, (fe i • • • i li > • • • > 1s i iżhy wskutek tego równania wa-
runkowe stały się tożsamościami. Jeżeli przyjmiemy U W = 2 (X,-S.t,-+ Y,'§!/,- +
-j- Z;5s,;), to możemy równanie (3) art. 137-go tak napisać:

Gdy nadamy układowi przesunięcie przygotowane, to energija kinetyczna T przy-
bierze wartość T + ST, a równanie (1) art. 138-go pozwala dwojakim sposobem wy-
razić ST, mianowicie:
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Mnożąc równanie (1) przez — l i dodając do niego ST, otrzymamy

, dy( ,d»i\ „ ( ,8dXi 8dy{ 8dzt

Bd$i d§X{ , , , , . . , . , , , , • , i

a ponieważ • = i podobnie dla yi i z*, przeto możemy ostatnie równanie tak-

że tak napisać:
(3)

Oznaczmy spółrzgdne z,, yt, 2,,; . . , x„, y„, zn jedną, literą, i ze wskaźnikami 1, 2,
. . . , (3n—1), 3n; a ilości ruchu punktów w kierunkach osi, a wigc ilości ruchu
m, gj, m, )/,', J7i, a/, . . . , m„ a'„, m» !/'„, m„ *'n oznaczmy odpowiednio literą 7] ze
wskaźnikami 1, 2, . . . , ( 3 n — 1 ) , 3n, wówczas równanie (3) przybierze postać

- - | - (YJ.8S, + . . . . + TjB.86,,) = 8 T - U W ,

W y r a ź m y teraz zmienne »<) 2//, «<) a za tym i i } | 2 , . . . , Cjn p rzez s a r g u m e n t ó w
..,, q, t o będzie

i podobnie' 5 ^ , Ssj.. Podstawiwszy te wyrażenia w UW, otrzymamy

(5) U(« = Q,S S

gdzie

l-3I'*T+^T4=1 \ tf?< - Oqi Oli

Możemy zawsze wyznaczyć s takich nowych argumentów JO, , . , . . , ps, żeby dla każ-
dego przesunięcia przygotowanego

(0 i»i8?i + ..

Jakoż, wyraziwszy wszystkie 4 przez q, otrzymamy

a kładąc i = l , 2, . . . , 3 n, mnożąc każde §§,- przez 7],-, dodając i porządkując po pra j

wej stronie według $qt, mieć będziemy
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Z porównania tego wzoru ze wzorem (7) wynikają następujące równania, zważywszy,
że waryjacyje Bg{ są od siebie niezależne,

albo, pisząc zamiast i i 7], to co przez nie oznaczyliśmy,

(9) ptJ%
tei

Ponieważ z,/ = ~-=i~ql'+ +.-p-qJ , przeto

a wiec po wstawieniu tych wartości w (9) otrzymamy

Wyraziwszy s, y, z przez c, różniczkujmy T względem g/j otrzymamy

2iorównywając przeto równania (10) i (11), mamy ostatecznie

(12) P< = Ę-,(i=l,2,...,s).

Argumenty zatym pl, , . , , ps są pochodnymi cząstkowymi energii kinetycznej wzglę-
dem pochodnych argumentów ? | , . , . t (J4 • Podstawiwszy w T wyrażania pochodnych
x/, ?//, z/ , jako jednorodnych funkoyj linijowycli pochodnych ?, ' , . • • , {,', otrzyma-
my w tym przypadku, gdy równania warunkowe nie zawierają czasu wyraźnie, nastę-
pujące wyx'ażenie:

(13) T=ii£(T„?/2 + 2ST f t.<2 fV),
energija więc jest fmikcyją, stopnia 2-go i jednorodną pochodnych c,', . . , c,', której
spółczynniki T,,-, Tik są funkcyjami argumentów Cj , • , . , q,. Biorąc pochodne cząst-
kowe (13) względem każdej z s pochodnych qt', otrzymamy s takich równań, jak na-;
stepujące

( 1 4 j jĘj = T ' i ^ + T"2«»'+.••• + T«9<' + • • • ' + Tf,?.1 = f ,
z których wynikają wprost argumenty/^, i które nadto pozwalają pochodne lx',. • .
qj, wyrazić linijowo przez te argumenty. Ponieważ

przeto otrzymamy energija wyrażoną przez pi i ql

(15) 2T = p l 9 l ' + P a ? 2 ' + . . . + p 1 « l ' ,
a wstawiwszy otrzymane z (14) wyrażenia c/, możemy T przedstawić jako funkeyją
2» argumentów ?, , . . . , q3 ;p, ,. . . ,ps.
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Załóżmy, że równania warunkowe L t = 0 nie zawierają czasu wyraźnie, wtedy
możemy w równaniu (7) zamiast waryjacyj argumentów podstawić ich przyrostki
w elemencie czasu dt, a wtedy

(16) ^ _ i + , > , , + i , ł _ i = 7 j l _ r + . . i . + y ! 8 s _ - ,

Wstawiwszy tg wartość w (4), otrzymamy na mocy równania (7)

czyli, rozwijając i kładąc wartość za tK1) według (5)

(17) 8T = - 8 p , + + 1 F B P s - - S q i -

— % 8 7 . + Q,8«, + . . . . • + Q , 8?..

Rozwińmy 5T, wyraziwszy po.|)r5jednio T |3rzez ;̂; i q{, to bgdzie

Porównanie obudwu wyrażeń ST (17) i (18), prowadzi 7, powodu niezależnych od sie-
bie wartości 5p{ i §(?,• do następującyoli równań:

ŚL — d— ^ — ^ 1 . . cla± m
dt ' dp{ ' <lt dpz ' ' dt ' dps

W
Ton układ równań różniczkowych ruchu nazywamy układem kanonicznym czyli
układem równań Harnilton'a.

Jeżeli siły, do układu przyłożone, mają potencyjał TJ, wtedy

Wyraziwszy spółrźędne punktów przez argumenty ?,-, otrzymamy pracę, przygotowani],
układu sił

bgdzie Więc

W «,=f.
Niech potenoyjał będzie tylko funkcyją, spółrzgdnych, zawierająjCą, czas wyraźnie, lub
będącą niezależną od czasu, natenczas U nie zawiera argumentów ft', nie będzie
przeto funkcyją argumentów />,-. Kładąc więc

(23) H = T — U,
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otrzymamy -y— = ~—. Podstawiwszy te wartości w równaniu (19), otrzymujemy

w tym przypadku następujący układ kanoniczny:

(24)

dq{ dli dq2 dli dq„ dli

dt dpt ' dt dj>i ' ' dt dps

dp{ dli dp% _ dR cip, _ dH

dt dqt ' dt dq%' dl dqs '

a zamiast równania (17) mieć będziemy

To równanie zawiera w sobie cały układ kanoniczny w przypadku istnienia potency-
jału; jeżeli zaś potencyjał nie zachodzi, wtedy układ kanoniczny jest zawarty w ró-
wnaniu (17). Równania (17) i (25) są więc równoważne z równaniem, wyrażającym
zasadę, d'Alembert'a we spółrzędnych prostokątnych, jeżeli warunki nie zależą wyraź-
nie od czasu.

140. ZASADA RUCHU ŚRODKA MASY. Otrzymawszy równania ruchu
układu według jednej z podanych metod, należy te równania scałkować
z uwzględnieniem warunków początkowych, aby wyznaczyć w każdej chwili
miejsce i prędkość każdego punktu tego układu. Ogólną kwestyja, całkowa-
nia równań ruchu, oile ona wchodzi w zakres tego dzieła, zajmiemy się w roz-
dziale X V I , który stanowić będzie zarazem dopełnienie kinetyki punktu. Tu
podamy tylko główne twierdzenia o ruchu, które możemy otrzymać podobnym
sposobem, jak w rozdziale V I I dla jednego punktu, bądź wskutek szczegól-
nych założeń co do przesunięć przygotowanych, bądź też wskutek pewnych
połączeń równań ruchu, przyczym będziemy wyłącznie używali spółrzędnych
prostokątnych. Nazywamy te twierdzenia, lubo niezupełnie właściwie, zasa-
dami ruchu.

Załóżmy, że między punktami układu nie ma żadnych połączeń, tudzież,
że żadne równania warunkowe nie zachodzą, lub też, że -warunki JU- = 0 są
wyrażone przez same różnico między równoległymi spółrzędnyini punktów
układu. W pierwszym przypadku przesunięcia przygotowane każdego pun-
ktu są całkiem dowolne, a punkty stanowią układ tylko w skutek tego, że
przyjmujemy między nimi działania wzajemne. W drugim przypadku łatwo
okazać, że równaniom warunkowym stanie się zadość, jeżeli przesunięć które-
gokolwiek punktu udzielimy wszystkim punktom układu. Jakoż, skoro

(1) L k = ¥k ( x i — x f , i j i — V i , 0l — z r ) . . . : x l l — x i , . . . ) = O

jest równaniem warunkowym, to biorąc

(2) 8*, = %X% =ss . . . = SiBt s= . , , e= bxn = dx,

i podobnie dla y i s, nie zmieniamy wartości różnic między spółrzędnymi;
a więc warunkowi L* — 0 stanie się zadość, jakiekolwiek 5#, %, $« obierzemy.
Widzimy więc, źe przy takim założeniu układ może wykonać dowolny ruch po-

Blbl. mnt.-Bz., S. IV, T. X. ' 2.3
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stepowy, jak gdyby był sztywny i swobodny.- Dla układu sztywnego zacho-
dzą, jak wiadomo, następujące równania warunkowe: {xt—o;*)2 + (a/i—1!kf 4-
(Zi—Zk)2 — r»?~0, w których r® jest stałe; jeżeli przeto taki układ jest swo-
bodny, wtedy równania warunkowe należą, do rodzaju równań założonych (1).

Dla układu swobodnego wszelkie przesunięcia są dowolne; z równania
d'Alembert'a

wynika przeto, że spółczynnik każdego przesunięcia zosobna jest równy zeru.
Otrzymamy zatym dla każdej wartości wskaźnika od a '=l do i=n

(3) X, =.«i -gpr , Yt = m< --^ , Zt = mi -^ ,

a zatym także, biorąc sumę tych wyrażeń, odpowiadających różnym wartościom
wskaźnika t,

(i) ^ ^ ^

Jeżeli równania warunkowe mają postać (1) to biorąc przesunięcia według
(2), wyrazimy zasadę d'Alembert'a przez równanie następujące:

(5)

w którym § cc, 8?/, Ss oznaczają przesunięcia, których punkty układu doznają
spoinie w kierunkach osi. Ponieważ te przesunięcia są dowolne, przeto należy
spółczynnik każdego z nich przyrównać do zera, skąd wynikają równania (4),
jakkolwiek równania (3) w tym przypadku nie zachodzą. Obadwa więc zało-
żenia prowadzą do tych samych równań (4), bez względu na naturę sił przy-
łożonych.

Niech i, YJ, C oznaczają spółrzędne środka masy układu, którego masa
M=E»łi. Spółrzędne środka masy są wyrażone w każdej chwili przez ró-
wnania

z których przez dwukrotne różniczkowanie względem czasu otrzymamy

rcc\ M cl^ v d%Xi ivr d2yl v clHJ' ™ d"< d2g

(6) Mw=-.Zmiw, U1Jr^mi-^>M.w=

Podstawiwszy te wartości w równaniach (4), mieć będziemy

(7) ^ ^To równania określają ruch punktu swobodnego o masie M, który w każdej
chwili zajmuje miejsce środka masy układu w przestrzeni, a do którego przy-
łożono wszystkie siły, na punkty układu działające, w takich samych kierun-
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kach. jakie to siły w każdej chwili posiadają. Powyższe zatym równania wy-
rażają następujące ważne twierdzenie: jeżeli punkty stanowią układ swobodny,
lub między nimi zacliodsą tulcie połączenia, że 10 skutek tych połączeń każdy do-
wolny nich postępowy uMadu jest tnożebny, natenczas środek masy uMadu poru-
ssa się tak, jak punkt swobodny, htórego masa równa się masie układu, a do któ-
rego przesunięto równolegle wszystkie siły, przyłożone do punktów uhładu. To
twierdzenie wyraża tak zwaną zasadę ruchu środka masy. Ta zasada
stosuje się do każdego układu sztywnego i swobodnego bez względu na siły
przyłożone. Z tej zasady okazuje się przedewszystkiin znaczenie kinetyczne
środka masy, a nadto upatrywać w niej należy właściwe źródło pojęcia punktu
o masie skończonej, które jest podstawą dynamiki punktu naajeryjalnego (art.
68). Ta zasada pozwala wyznaczyć bezpośrednio trzy spółrzędne ruchu ukła-
du (art. 42), mianowicie prędkości ruchów postępowych w kierunkach trzech
osi spółrzędnych; ona więc rozwiązuje wszelkie pytania, zależne wyłącznie od
ruchu postępowego, który układ w każdej chwili odbywa.

Siły, do punktów układu materyjalnego przyłożone, dzielimy na siły
wewnętrzne i na siły zewnętrzne. Siłę, przedstawiającą działanie pun-
ktu, do układu należącego, na drugi punkt, należący również do układu, na-
zywamy siłą wewnętrzną; siłę zaś, przedstawiającą działanie punktu, nienale-
żącego do układu, na punkt, który jest częścią układu, zowiemy siłą zewnętrz-
ną. Z trzeciego prawa dynamiki (art. 66) wynika, że siły wewnętrzne poja-
wiają się zawsze po dwie, równe i o kierunkach przeciwnych, a obie są przyło-
żone do punktów układu; z sił zaś zewnętrznych tylko jedna jest przyłożona
do punktu układu, a druga nie należy do sił, działających na układ.

Stosując te określenia sił do ruchu środka masy, widzimy, że środek ma-
sy układu porusza si§ pod wyłącznym działaniem sił zewnętrznych, jeżeli tylko
zasada ruchu tego środka zachodzi. Przykładając bowiem według tej zasady
siłę wewnętrzną P do środka masy, wypadłoby także przyłożyć siłę—P; a po-
nieważ obie siły znoszą się, przeto one nie wpływają wcale na ruch środka ma-
sy. Jeżeli więc podczas ruchu układu pojawią się nagle jakiekolwiek siły
wewnętrzne w układzie, zmieniające ruchy oddzielnych punktów, to środek
masy nie zmienia ruchu swego, czyli ruch tego środka „zachowuje się", to zna-
czy odbywa się dalej tak, jakgdyby tych sił wcale nie było. W tym znaczeniu
rozumiemy zasadę zachowania ruchu środka masy, wyrażającą nieza-
leżność ruchu tego punktu od sił wewnętrznych, pojawiających się podczas
ruchu układu.

Jeżeli do układu są przyłożone takie siły zewnętrzne, iż one zniosłyby się,
gdyby je. przeniesiono do jednego punktu, natenczas środek masy ulcładu jest
bądź iv spoczynku, bądź porusza się jednostajnie po linii prostej. W tym przy-
padku bowiem będzie SX,-=.O, SY; = 0, S Z ^ O ; równania (7) wskazują za-
tym na spoczynek lub na ruch jednostajny i prostoliniowy punktu (£, 7), C),
a to stosownie do warunków początkowych. Środek więc masy porusza się
jednostajnie, jeżeli nie ma żadnych sił zewnętrznych. Jeżeli układ sił przy-
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łożonych jest równoważny z parą sił, wtedy środek masy porusza się także je-
dnostajnie po linii prostej.

141. ZASADA PÓL. Niech ustrój układu będzie taki, że warunki L i=0
dozwalają, aby zachodził dowolny obrót chwilowy układu około każdej osi
układu spółrzędnych. Ten przypadek zajdzie np. wtenczas, gdy punkty ukła-
du są swobodne i bez żadnych połączeń, lub także, gdy układ jest sztywny
i swobodny. Jeżeli więc S£, §7], §£ oznaczają odpowiednio odchylenia nie-
skończenie małych obrotów przygotowanych około osi spółrzędnych, to równa-
niu d'Alembert'a stanie się zadość, jeżeli przyjmiemy (art. 104)

(1) 8xi=iSi8-q—yM, 8ył=ft8C--*ł&€, 8a,=y,86— a?j8i).

Zasada dAlembertfa prowadzi wtedy do następującego równania:

SIL {(z^-f ̂ -uw (*igr-*iisr)} + s ' i s

a ponieważ odchylenia są dowolne, przeto należy spółczynnik każdego z tych
odchyleń przyrównać do zera; otrzymamy następujące równania:

(2)

Przypuśćmy, że siły przyłożone zadość czynią ciągle warunkowi

(3) S(Ztf,-Y«iO = 0,
źe zatym suma momentów tych sił względem osi x, gdy ich punkty przyło-
żenia uważać będziemy za sztywnie z sobą połączone, jest równa zeru. Wtedy
1-sze równanie (2) daje się całkować; wynika z niego

(4) S,

gdzie O, jest stałą dowolną. Aby rozpoznać; kiedy zachodzi warunek (3)?

zredukujmy siły do początku osi O; otrzymamy wogólności siłę wypadkową
i parę wypadkową. Moment siły wypadkowej względem osi x jest równy
zeru. A ponieważ suma momentów obudwu sił, stanowiących parę wy-
padkową, względem osi xt równa się rzutowi momentu tej pary na tę oś,
przeto warunek (3) zachodzić będzie, jeżeli moment pary wypadkowej jest
w każdej chwili prostopadły do tej osi. Jeżeli siły stanowią układ sił 1-go
rodzaju, wtedy warunek (3) wymaga, żeby ich wypadkowa przecinała oś x.
W przypadku, gdy te siły stanowią układ 2-go rodzaju, moment pary wypad-
kowój jest prostopadły do tej osi. Warunek (3) zawsze zachodzi, jeżeli na


