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kratice calkowania, poprowadzmy przez p. elipsojdg o osiach A,, By, €y, spol-
ogniskows z elipsojda A, B, C; rownanie té]j elipsojdy bedzie

2
(7) -L~+zn+B -i—u le-‘-l i =1, ‘Wio
(18) Ar=A24-u, B2=B"4u, C2=Cr+u,

odzie w oznacza jedyny pierwiastek dodatny réwnania (17). (Dwa inne pier-
wiastki ujemne daja obie hiperbolojdy spélogniskowe). Krancami « sg:

o . A, ;
«=0, a=A, ktorym odpowiadajg A=0 i l:-;;—, juko kraiice A.
1

Beduzie wige ostatecznie

-‘\
/ AL dAN
X=—4aBCt < - ; podohni
e [ VAT N(B A | A (G Ay PO
B .
) i A2, dA
—=—dnCAq [ . — el ;
(19) (Y: nUA 7Y [; | B2 0(C:— BY))/ B - R(AZ—B?)
i B ABE | %o S
|/0L+muy %) ) C A (B — 08

Jezeli punkt przyciggany znajduje sig na powicrzehni elipsojdy, to A = A,
B=38,, C=C,, a wyiszy kraniec kazdéj calki bedzie réwny jednoSci.
MoZemy otrzymaé stale krafice calkowania dla punktu zewngtrznego,
uwazajac w powyzszych calkach odpowiednio
A L B ., G
0 I ] k . ‘f 1 . ﬁ'

juko nowg zmienng p.  Stosujge to podstawienie, otrzymamy

A

X:—-}n.é_]igg ! G.pz.dp
A7) VA AB—A) A0 AY)

1
ABC : c.p*.dp
0) /Y =—dn
G0 B, fl/B,“eri(Gﬂ B}/ B+ A(A—BY)

B AB(J 5. P- (I[J o
‘ VL (A — 02)1 O (B —C?)’

132. Porexcysaw eniesosny. Kwadraty osi a,, by, ¢, elipsojdy, spol-
ogniskowéj z elipsojda (e, b, ¢) i przez punkt (8, 7, £) przechodsgcéj, sg
w*=a’+u, b =0"+u, ¢,>=c+u, gdzie u oznacza jedyny pierwiastek
dodatny réwnania .
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1 ez n‘.’. gz 1
1) r:‘2+u+b'=+u+c‘=+-u_ '
Przyjmijmy # =A:¢=B:0=C:¢, t. j. przez » oznaczmy stosunek po-
dobienstwa clipsojd (A, B, C) i («,b, ¢).. Oblicamy stad wartosei a, b, ¢,
podstawmy je w (1) i przyjmijmy s = #2u; otrzymamy nowe réwuanie

‘E:! -q:!. CS = T
@ Rt ent o e

Rozniczkujge to réwnanie wzgledem zmiennych parametréw = i s, i prayj-
mujae

(3) et o e
( A4 3)':. (B"‘-l— 3)3 (O-: + 3)-,; H
miéé bedziemy
.3,___2_@3_ A.de _ 2 da
okSir= R T gmE T wEt g !
a stgd
da _ »*q
(4') —E‘ —l T ds.
Nadto mamy
(5) D 7= o 12 1 + TR
M= (&5 S u);- 0+ .“)n (c* 1 .u); =Wy
1 O — e | e . As S
(6) abioy= 5 V ETFH FF) O T9); a="1"

Gdy podstawimy wyrazenia_(4), (5), (6) w réwnaniach (10) art. 131-go, to
bedziemy mieli

" e.ds
I1X = 2rABOt — 2
= BT O T
a kladac
(7) D= l/(l -4 {7) (1 + ‘BST) (1 -+ -Cif)’ otrzymamy
= 6.ds
(8) fEX—ONG.m,

i podobne wyraZenia dla dY i dZ. Widzimy zatym, ze dX, dY, dZ
moZemy wyrazié jako funkeyje parametru s= %, zaleinego od stosunkn
podobiefistwa « 1 od parametru w« elipsojdy o osiach «, b, ¢. Réwnanie (8)
nalezy calkowaé od ¢=0 do a=A. Dla a=0 hedzie #=0oc; dla a=A
bedzie %=1, a zatym s bedzie pierwiastkiem dodatnym réwnania
(g) aﬁ + 2 + t‘.‘. =

A?4u Bi4u CHuw !
ktéry oznaczmy przez t. Zmieniajgc znak, calkujmy od s =1t do § =n;
otrzymamy
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) o.ds
X:—-Z‘i‘f&[ m,

g.ds
(10) Y:*ﬁTQL LBz_i_b) ’
_o.ds d.s

Te wyraZenia stosujg sig do punktu zewngtrzncgo. Jezeli p. znajduje sig na
powierzehni elipsojdy, wtedy z réwnania (9) wypada ©= 0; calki (10) nalezy
zatym bra¢ migdzy krancami 01 co.

Niech dana elipsojda bedzie jednoroduna, a V niech bedzie jéj potency-
jalem wzgledem punktu p.; z réwnaii (10) wynika

ay=2Y gea 2¥ Gy OV e o Ge0 W dn 4 7.,
0¢ a1 J¢

oo
— 26.d&  27n.dq  2C.dC\ ds
W__“{ (Au- +Brs T oFs) D

L

a zatym

. . £2 .qu ¢ ds
(1) V—“’ (L—mﬁ“swfous)f’

gdzie ¢ oznacza staly, niezaleZng od kraficéw calkowania. MozZemy ja obli-
czyé z warunku oczywistego, Ze potencyjal elipsojdy wzgledem punkiu w nie-
skoficzonosci jest rowny zeru. Dla & =oo, =00, {=oco bedze z (9)
%= o9, Wige t=ov, a zatym calka w (11) zredukuje sig do jednego wyrazu

(c Ez o A&.’. . i— )__Eti
T Ay B4s Cs/) D
ktérego czynnik, w nawias ujety, z powodu warunku (9) ma wartosé ¢ — 1.
Poniewaz przy zaloZeniach powyzszych V=0, przeto ¢=1. A zatym po-

tencyjal elipsojdy jednorodnéj wzgledem punktu zewnetrznego wyraza sig
wzorem

i (] ds
0 [(1 A2+.s - B -3-62-{-3)_]3_’

w ktorym ~£—-+ +

Az
Niech punkt (%, q, C,) znajduje sig wewngtrz masy elipsojdy; popro-
wadZmy przezen elipsojde o osiach A,, B,, C,, homotetyczna z elipsojds
(A, B, C)) wtedy, kladge,
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A_B_C -l e b
1_ — -B— —_— "0: —_— “l? gleL‘, _A;__i-} + ég

otrzymamy

Xﬂyh'[ (A2 ,? °)]/ (14 22 1+ 25 )

A jezeli #,*s begdziemy uwazali jako nowq zmienng, ktérg takice przez s ozna-
czyC mozemy, to otrzymamy

. _ 6.ds
(13) X——‘——2TE&.[(; m.

Podobnie otrzymaé mozemy wyrazenia dla Y i Z. Bedzie mtym dla punktu
wewnetrznego

L b o B \ds
(4 V"‘“"[ ("‘ Aifs Bifs o=+s)D'

6. ;c,-‘ds

A poniewaz wyrazenia (12) i (14) przedstawiajy tozsamo V dla punktu na
elipsojdzie, przeto ¢ =¢ =1, otrzymamy wige dla punktu wewnatrz masy
elipsojdy

o0
r__ g2 _ 1> _t’ ) d.s'_
(15) v —1u-£ (1'_:{2—‘3 TR e

b ) 2
przyczym iva- +- £?+"é—z<~1- Powyzsze wyrazenia potencyjalu elipsojdy
jednorodnéj podal Lejeune-Dirichlet,

133. Przyciacanie srerospy. Sferojda powstaje przez obrét elipsy
okolo osi mmiejszéj. Gdy A i B, przyezym A <<B, oznaczaja polowy osi
clipsy, obracajgcéj sig okolo osi A, ktérs obieramy za of xz-0w, to réwnanie
sferojdy bedzie

i
ek

a r6wnanie sferojdy spélogniskowéj, przechodzacéj przez punkt przyciggany
(&, m, €), zewnatrz niéj lezacy, bedzie
8L re
Al_ AIQ_I_BQ_,AE—

Masa danéj sferojdy jednorodnéj wynosi M = —;— nAB%s. Podstawmy te wy-

=1,

1, gdzie B*=C*=A*4B*—

razenia w réwnaniach (20) art, 181-go, nie piszac, dla krétkosci, znakéw —,
ktorych Tatwo sig dorozumiéé, Otrzymamy bezwzgledne wartosci skfadowych
przyciggania punktu przez sferojde jednorodng
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(]) X:EJ}!‘*& l—*—[ﬁ—.'d—p——'-ﬂ 1.7:%'_.—-
Ay OA;2+P2(B“~A“)’ ¢

oS

M (' 6. dp
B | VBE@ (A -3y

Calkujge 1 wstawiajac kraice, miéé bgdzicmy

i o . &y e DA
‘ D= 1_1 1+ iB"'— ﬁ"“ e . ; 2 arc tang fk] [ y
© S (Br—=AYT
A N 1 = S
- T Bl 9(B:— A2} ‘ B, 2(B*—A%("
1 — I I B‘i == A“_" s - ' X . 3 5 5
Gdy e=~— X oznacza mimosréd elipsy tworzgeéj, to B2=A2(14-¢?),

B2=A*+c*A%  Oznaczmy przez p odleglosé punktu praycigganego od osi
sforojdy (osi a-ow), to p*==1>4¢% a stgd wynika dla obliczenia osi A,
rownanie nastepujgee:

3 _&_i.. - _._._._.*P.’- — =Ly

() AI-.-."‘ A{“-{-G“"Aa L

Skladowa X wyraza przycigganie punktu w kierunku, réwnoleglym do osi
sferojdy, sila zag B=] Y* - Z* wyraia przycigganie tego punktu w kie-
runku, prostopadlym do t6j osi. WyraZajge B przez A i ¢, 1 obliczajgc E,
otrzymamy

i 3M s A] - » C_A.

. X—-—mb(l—‘;z [I;lctﬂ;]]grl),

& B = SM A2+ A2 are sin -—-——GA — A
L VN O R W7 W VG vy

Zastosujmy te wyrazenia do sferojdy o bardzo malym mimoérodzie ¢. Pray-
pusémy, Ze mimoérod e jest tak maly, Ze jego potegi wyzsze od drugiéj mogag,
byé pominigte, wtedy mozemy funkeyje po prawych stronach réwnan (4) roz-
wingé na szeregi, zatrzymujge sig na wyrazach tego rzedu co % Postepujge
sposobem opisanym z réwnaniem (8), otrzymamy kwadrat polowy osi gléwnéj
sferojdy spélogniskowé;

5) A= 20F

gdzie r =]/ EF P=]/E P2 omacza odleglodé punktu przyciggane-
go od §rodka sferojdy. Rozwiimy funkeyje kolowe, zachodzgee we wzorze (4),
na szeregi i wstawmy A, to otrzymamy po uproszczeniach

4 Av 3 A2 | 3 A%\
X_—:)’-ﬁ—;'-j-ﬁg[l-i"(l-—g_??,i_.ﬁ. o )LB],
(6) :

o 4 A2 [ 6 A 3 A 2]
DR e ok 1+(1—"5?f"1"2‘"7r)8 :
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Wedlug tych wzoréw moZemy z dostatecznym prayblizeniem obliezyé prayeig-
ganie, ktérego doznaje punkt, odlegly o » od Srodka, a o p od osi sferojdy
jednorodnéj, ktora z powodu malego mimosrodu ¢ rézni sie malo od kuli. Je-
zeli jednostka masy praycigga jednostke masy w jednostee odleglosei 2 silay
a p jest masy punktu praycigganego, wowezas wyrazenia (6) nalezy pomnozyc
przez k., aby otrzymaé skfadowe calkowitego przyciggania.

134, Przycrseanie zmmmr.  Redukujge 1ad staly do poziomu morza,
moZemy ziemig uwazaé za sferojde, ktéréj o$ mnicjsza przechodzi przez oba-
dwa bieguny, a ktoréj oS wieksza jest $rednica rownika, JeZeli A oznacza
polowg osi ziemskiéj, za§ B promien rownika, to z najlepszych pomiaréw gieo-
dezyjuych, gruntownie puec'lyskutuwanych przez B. Listing’a, wynika dla po-
wierzehni ziemi

A = 6355270 mi, B==06377377m,

a stgd wynika mimoéréd sferojdy ziemskid)

B
VB4 oesi—_L

C=TA R TS

Liczbe 'q:B_l';A, wyraZajaeq stosunek réznicy poléw obudwu osi do pro-

mienia réwnika, nazywamy splaszezeniem powierzchni ziemi. Otrzymamy

B—A 1

N =—— = 0,003466 = ——=.

’i B ’ 988,48
Kladge B= A}/ 1+ ¢*, mamy

l/ 1—[-6"—1 —T:-_r*'-'- —1_;) i —Jj) i
V1+—3-“ (1+¢) —5—2 ¢t-+-13 BV — iy

jozeli przeto z powodu malego ¢ opuscimy wyrazy tego rzedu co ¢t i rzedow
wyZszych, natenczas 82: =. Ziemia uie jest cialem jednorodnym. Z naj-

nowszych pomiaréw otrzymano na podstawie rozmaitych metod nastgpujace
warto$ci §rednidj gesto$ci ziemi: Reich (1851) otrzymal 55,832; Cornu i Baille
(1878) 5,56; Jolly (1879 — 1880) 5,692; Wilsing (1887) 5,594 == 0,032, Ge-
stosé érednia skorupy ziemskiéj, ktorg znamy do glebakosci, wynoszgceéj okolo
1000 metréw, wynosi prawie polowe Sredniéj gestoSei ziemi. Z tego wypada
wnosié, ze gesto$¢ ziemi ro$nie od powierzchni ku Srodkowi, a lubo nie znamy
prawa tego przyrostu, musimy ziemig¢ uwazaé za cialo niejednorodne.
Przypudbmy, Ze ziemia sklada sig z warstw sferojdalnych, spélérodko-
wych, ktérych mimodrdd 1 gestosé zmienia sig od warstwy do warstwy tak, 1z
lkazda warstwa jest jednorodna. Gdy @, ¢ i o oznaczaj) odpowiednio polowe
osi obrotu, mimoéréd i gesto§t takiéj warstwy nieskoficzenie cienkiéj, przy-
czym s= (@) i 6=1tp(@) sg nieznanymi funkeyjami parametrn ¢, to, kla-
dgc w réwnaniach (6) art. 133-go « i e zamiast A i ¢, 1 rézniczkujge to r6-
wnanie wzgledem. ¢, ofrzymamy przycigganie punktu o spélrzednych 7, p,
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lezgcy zewngtrz lub na powierzehni takiéj wavstwy, przez tez warstwe.

mamy tym sposobem

i 1 5 %),
- dX:tiﬂkp,-:—aE[a-(l+a‘)—-a"(;_—2——§.~£:)c~] da,
B

]

= s p 2
azs :47:5;[1.?3—9[«?(1+s-‘)——f:.*(;3—§. 1 )eﬁ] dcb,

a calkujge migdzy krafcami ¢ =0, ¢ = A i prayjmujjec

A A
(2 a_—:[ asa*(14-e*)da, ﬁ;&“:f sate®, da,
0

0

- £ il b p?
sl\:{lﬁ?cp,ﬁ[a-—ﬁ;v(;& "_TJ}-—-)]’

[ — ] _.P_ -1 2(_2"'_ 5 P ]
?_Hdn?up, o [0'- AN T —g

_\-‘_

miéé bedziemy

(3)

Otrzy-

Te wyrazenia pozwalaja obliczy¢ praycigganie punktu przez ziemig niejedno-
rodng, jezeli mimo§réd e kazdéj warstwy przyjmiemy tak maly, iZ wyrazy
tego rzedu co ¢ i rzedu wyZszego mogg by¢ pominigte. Spélezynnik B jest
wielkodcig tego rzedu co €2, a zatym tego rzedu co ¢ Nie znajgc funkeyj
%, i 9, nie mozemy obliczyé o 1 B; wedlug Laplace’a mozemy jednak nie-
zaleznic od praw zmiany mimosrodu i gestoSci warstw obliczyé przycigganie
punktu, znajdujacego sig na powicrzehni ziemi, jezeli uwzglednimy warunki
rownowagi tego punktu, Obierzmy punkt p. (fig. 56) na powierzchni ziemi,

P
Fig. 56.

poprowadZmy przez niego poludmk + s (i" T )_1, i poprowadZmy

przez ten punkt normalng do poludmka wtedy kgt )\, ktéry ta normalna
tworzy z plaszczyzng réwnika, przedstawia szeroko§é gieograﬁczmb tego pun-

ktu. Dla punktu p., (p, &), bedzie

p.tangh=4£(1-1-¢2), &}/ T4-c*cos A= Asin), p}/ 1+e*cos*h =A(1+4¢2)cosA,

rl/ 14etcosth= A}/ 14 (@2e2+e') cos®A.
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Rozwijajge tu pierwiastki kwadratowe na szevegi az do wyrazéw tego rzedu
co ¢? otrzymamy

il

_A(l F%cos"-}\) sink,

:A[l +eﬁ(1 — COS;)‘)] COS A,

__A(l - E‘;— cosﬁ)\).

Wstawmy te wyrazenia w (3) i rozwijajmy na szeregi podobnic jak wyZéj,
przyczym Be* jako wielkosé tego rzedu co et ma byé¢ pominieta; otrzymamy
po uproszezeniach ;

S 4“}”” sin). [a—~[ﬂ+(g{i—~20'za) cas‘ll],

fa 41:?..;1 cos}..[a(l-i-ﬂn)'—“??“f‘(%p_%%) cosu].

(4)

Jezeli punkt p. ma byé w spocaynku wzgledem ziemi, obracajgcé] sig¢ jedno-
stajnie z predkoscig katowg o okolo osi A, wtedy wypadkowa P sil X,
sily odérodkowéj tego punktu jest normalna do powierzehni ziemi, a zatym
normalna do poludnika tego punktu, Wypadkowa P przedstawia cigzar pun-
ktu o masie p.. PoniewaZ pw®p jest sila odérodkows, przeto mamy warunek

X
(5) tangh = ""711.033(»

przyczym sila odérodkowa punktu wynosi

2
(6) podp = pu2A [1 + e (1 — 009.2 1)] cos .
Podstawiwszy (4) i (6) w (5), otrzymamy warunek réwnowagi punktu
4l ,, cos 2\
) = (2> — )_mA[1+ ( 3 )]

To réwnanie stosuje sig do kaidego punktu na ziemi, a zatym niezaleznie
od A, inaczéj réwnowaga bylaby niemoZebna, Czynnik przeto w?A ¢%, mno-
y cos 2
zyey 1— -
iloczyn oA tego rzedu co e lub rzedu wyzszego. Wskutek tego

©®) oA =278 (2 —p)

a sila odérodkowa bedzie wyrazona przez iloczyn p.w?A cos); bedzie przeto
proporeyjonalna wzgledem dostawy szeroko$ci gieograficznéj.

, jest wielkoScig tego rzedu co ¢® lub rzedu wyiszego, czyli
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Gdy g oznacza prayépieszenic spadku w punkeie p., to P=pg., Z r6-

wnania (5) wynika E—pw?p=2X cotgh, a ponicwaz D=}/ X*}(E—po?p),
przeto X =ypg.sink, a wige wedlug (4)

g= 4;3" [or~1°+(—-ﬁ-—-2c%r.)cosﬁ}\],

o(l—2¢e%) + Iﬂ!—[ (O‘.{"—-Q)-—-——]Sln }E
Uwzgledniwszy warunek (8), otrzymamy

dnl; i drk oe
(10) g——“'[(l—gf“')-}- ﬁ:l (- A—-‘—I\‘:E'-. 2)311}.

Wstawiajae A =0, otrzymamy przy$picszenie g, na réwniku, ktére zatym
wynosi

dalk [ 3
(11) o= A'j [a(l— 203)+§ﬁ]

Piszace to rownanie w postaci

dnl o

' AY T x4
’ a(l—26)+ 5B

i rozwijajac prawg strone na szereg a do wyrazéw tego rzedu co ¢, otrzy-
mamy

dnk 1 3¢ 38 8 )
(12) Al ""9'0(";1“&‘*—‘§E§ 3
a stad '
b c? W
(13) I9=20,+ (§ ®2A —5 .‘}'o) sin 21,

Tloczyn oA przedstawia w zakresie dokludnogei naszego rachunku sile od-
Srodkows jednostki masy na rowniku, t. j. dla A = 0. Jakoz, wielkoSt t§j
1 ]
sily jest rowna ©?B = w?A (1 4¢2)* = oA (1 - —LQ—), czyli jest rowna w?A
poniewas w*A¢® jest rzgdu wyZszego, niz ¢ Przyjmijmy
2
(14) s
Jo

to n oznacza stosunek sily odérodkowéj na réwniku do przyépieszenia spadku
na rowniku.  Stad w*A =mng,, a wiee, wedlug (13),

(15) =y [1 4 (—g— W — —g—) gin 2 l:l.

Ten wzér Laplace'a przedstawia przyépieszenie spadku na powierzchui morza
przy powyiszych zaloZeniach. Prawo, przez ten wzér wyraZone, nie zaleiy

)
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od zwigzkéw migdzy mimodrodem, gestodeiy 1 osig biegunows jeduorodnych
warstw sferojdalnych ziemi,
Gd T Nipees L . — : .
y przyjmiemy A= 5 o otrzymamy przy$pieszenic G na hiegunach

ziemi; bedzie wige

5 b o T
I e A TiTY
a stad
(J' = Jo I L (3?' {
Jo - ? " e i
czyli wedlug (4) L8 A
G—g, 5 S Ryagoe.
(16) 7 t=gn >

Ostatnie rownanie wyraza wazne twierdzenie, ktorego Clairaut dowidd! dla

ziemi, a ktore stosuje sig takie do innych planet: swme dicw licsb, 2 litoryeh

jedna wyraia splaszczenie ziemi, a druga stosunck réénicy przy$piessenia na
; i . i .. AL : b

biegunie © na réwniku do przys$pieszenia na réwniku, jest réwna T stosunl

sily odsrodkowéj do przyspieszenia spadkw na réwniku. W zakresie dokla-

dnoéei rachunku mozemy przyjacé

(17) Y=g [1 + (—E I — ’fj) sin® }L] .

Przyspieszenie spadlw rosnie od réwnila do bieguna proporeyjonaluie wegledem
lwadrati wstawy szerolo$ei yieagrrgﬁc:—mé;’. Z réwnati (8) 1 (11) wynika

Azg Ago )
““47:},( o + ) b ol a8

135. Przyjmijmy pun'kt p. ponad ziemig w wysokoSci %, i niech 7, p, &
oznaczajy jego spdélrzgdne. Niech pion tego punktu (normalna do sferojdy)
spotyka powierzchnig ziemi w punkeie ,, (ry, py, &), ktorego szerokoSé jest k.
Wtedy

E=¢ +hsink, p=p,+hcosk, r=}"p+E.

Podstawiwszy zamiast §, i p, poprzednio znalezione wyraZenia, i rozwingwszy
na szeregi te wielko§ei aZ do wyrazéw tego rzedu co ¢% otrzymamy ze wzgledu
na to, Zze wysoko§¢ k& jest mala w poréwnaniu z wymiarami ziemi,

2 - 2
&:(A—i—h)(l—%cosﬂl) sin), p:(A+k)[1+ea(1_9‘%5)] cos X,

r=(_A +J’a,)(1+e—;cos2l);

blad popelniony bedzie tego rzedu co he?. Podstawmy te wyraZenia w ré-
wnaniach (8) art, 134-go, jak rdwniez wyrazenia dla o i §; otrzymamy
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X = p.g, sink. [('E'A;ﬁ 4 (—g—- % — ___) mn“'l]

B :p.g,,cos)x.[(A_‘_}) +n- (2 1—-—-~)sin"—)\i|.

Sila odérodkowa w punkcie p. wynosi pw2p; jezeli wstawimy wartoSe p, to
otrzymamy wielko§é té) sily

(2) P (A 4 ) cosh = p.o?A cosh = g, cosA.

)

Wypadkowa P'=]/ XH—(;..-—- P g, cosh)® przedstawia cigzar masy p.; a po-
niewaz, jak wynika ze wzordw (1) i (2)

®) 4.

E— png, cosh
przeto widzimy, Ze kierunkiem sily cigzkofci w punkeie p. jest pion tego pun-
ktu, W zakresic zatym dokladnoéei naszego rachunku nie wplywa sita od-
grodkowa na kierunek spadku.
Gdy gu jest praySpieszeniom spadkun w wysokoSei % mad ziemig, to
P'=p.gu, wtedy po uwz"]ednieniu wzoréw (1) otrzymamy,

= tang,

2\ A2 .
=00 (A__l__h)a l:]-"l"( - —%—)81]‘121 =g - (A+h)a’ Gzyh
) gnig =A% (A+ 1)
albo z dostateczng, dokladnodcig
(5) . Ouig=nr2:92%

W matéj wysokodei nad ziemiq przydpieszenie spadlu, a zatym wiclkoéé sily
cagz?cascs, Jest odwrotnie proporeyjonalna wzgledem kwadratu odleglosei od érod-
ka ztemd.

PrzySpieszenie ¢ odnosi sig do punktu na poziomie morza. Jezeli punkt
przyciggany znajduje si¢ na lgdzie stalym, znacznie wystajgeym nad poziom
morza, wtedy nalezy uwzglednié takze tak zwane przycigganie miejsco-
we, to znaczy przycigganie, ktére otaczajacy
lad staly wywiéra na 6w punkt, a ktére do-
dat nalezy do przyciggania punktu przez sfe-
rojde ziemskqy. Niech My, N (fig. 57) przed-
stawia poziom morza, a Mp. N lad wystajaoy,
na kiérego powierzchni znajduje sig punkt .
w wysokoSei o = ., kt6érg nwazat mozemy
za staly grubosé odpowiedniéj warstwy lgdu.
Obierzmy punkt dowolny m o spdlrzgdnych
y=mym, z=ypm, i podzielmy masg przy-
0 ciggajacy na walce elementarne, ktérych
spolng osig jest promiei Op.. Jezeli y ozna-
cza promien wewnglrzny, a y4-dy promien

Tig. 57,
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zewngtrzny walea, zas dz jego wysokoSé, o, gestost érednig ladu czyli skorupy
ziemi, to 2no,ydyds bedzie masy walea, Pionowa skladowa przyciggania,
ktorego p. od walea doznaje, bedzie -

' ye.dy.ds

(y* +2%)3’

calkowite zatym przycigganie punktu p. w kierunku Op. bedzie

yzdy dz
p=2nkpos, m ’

a skladowe, prostopadle do Op, zniosg sie. Kladac p=p, M=p, N, gdzie p
oznacza promien podstawy ladu, bedziemy mieli y=o0iy=p,z=0,ie=n
iako odpowiednie krafice powyzszej calki. Calkujac wiee, otrzymamy

2nlkpog .

h
p=2mnkpayh (1 — W_“TF_-T) -
a poniewaz / jest male wzgledem p, przeto mozemy przyjat
(6) p=2akpha,.

Niech O bedzie $rodkiem ziemi, i przyjmijmy 5, == Opl, a przez g oznacz-

my przy$pieszenie spadku w punkcie iy, natenczms + A bylohy przyspie-

szeniem w ., gdybySmy nie uwzglednili przyciqgamw miejscowego. Rzeczy-
wiste zatym przySpieszenie g, w punkeie p. bedzie

) gh = (j:jh)ﬁ fj F Jj|-‘h)= + 2kl oy,

PoniewaZz wysokoSé % jest bmdzo mala w poréwnaniu z »,, moZemy przyjab
72 G‘, +h)P=1— ?—T& =1— ~R—, gdzie R oznacza promiefi kulio §rednidj
gestosel ziemi, przyciggajgeéj punkt p, z taks samg sily, jak ziemia sferojdal-
ha. Aby wyrugowaé czynnik %, moZzemy przyjaé z dostateczng dékladnoSciy

(8) - :%ans,

vznaczywsey przez s §rednig gestosé ziemi; ten wzbr wyraZa ptzycigganie, ktd-
rego jednostka masy doznaje od kuli jednorodnéj o gestoSei s i promienin R:
Stad

39
@) h=TRs
a zatym
= h ao)
(10) n=g (1-F+4. 5
a poniewaz W przyblizeniu (art. 134) o, = -';—= przeto
21 31 b 1
@ (=B 2R =o(-5)

Bkl watez, 8 1V, T, X. 23
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(12) g=gn (1 %:—3—) .

Podstawiwszy zamiast g wyrazenie z réwnania Laplace’a (art. 134), otrzyma-
my ogolnie

5 e\ . 2h 3 ho
(18) .9';;=§o|:l+(—2—n——2—-)sm’l] (1-—?.].5?;'1)‘
czyli, wedlug (11) ‘
b e\ . 5N
(14) Ir=0s I:l-i-(E "’"‘5) smﬁk](l_zﬁ)_

3 5 2

Podstawmy 2 sin*A =1 — cos 2 ), przyjmijmy m = 5 "= 52-, my =
—m:(m+ 2), i oznaczmy przez g,, przySpieszenie spadku na powierzchni
morza dla A == 459 ; wtedy

5 h

(16) g;‘=gm(1—m, cos 2 \ I—ZE :

7 pomiaréw dlugoSci wahadla sekundowego w rozmaitych miejscach
na ziemi wnosi¢ nalezy, Z¢ przy$pieszenie spadku na réwniku (art. 63) go=
= 9,780 m. Stad

2 2
D = DO . 0T0BBAB; o poniBwal = (,008478;
: g g 2
przeto
b e?
"=gh—g= 0,00519 ; m, = 0,00259.
Wstawiwszy jeszcze R = 637. 10! m, otrzymamy
(16) 9n==gas (1 — 0,00259. cos 2X) (1 — 0,000000196. ) .

Tego wzoru, podanego przez J. O. Brocha, uiywa Komitet migdzynarodowy
wag i miar w ParyZu do poréwnywaniu migdzy sobg cigzaréw jednostki masy
w rozmaitych miejscach na ziemi. JeZeli przez I, oznaczymy odpowiednig
dlugosé wahadla sekundowego, natenczas

(17) b= Tys (1 — 0,00259. cos 2)) (1 — 0,000000196 . %).

Do najdokladniejszych pomiaréw dtugoéci wahadta sekundowego, wyko-
nanych w czasie najnowszym, naleZy pomiar K. Orffa w obserwatoryjum
astronomicznym w Bogenhausen kolo Monachium, dokonany w r. 1877, a oglo-
szony w r. 1883, Szeroko§é obserwatoryjum A — 480 8'45", a jako dlugosé
wahadla sekundowego, zredukowans, na czas §redni i poziom morza, otrzyma-
no {=0,9938102 m. Wstawmy tg wartos¢ w (17), tudziez 2\ = 96° 17' 80",
wtedy otrzymamy /;; = 0,9935282 m, a stad g,, = 9,8068970 m. Wstawiw-
szy te wartoSci w (16) 1 (17), otrzymamy ostatecznie

(18) gn=19,8058970 (1 — 0,00269 . cos 21) (1 — 0,000000196 . %)
(19) lh = 0,9935282 (1 — 0,00259 . cos 2) (1 — 0,000000196 . %) .



TEORYJA PRZYCIAGANIA, — 136, 339

136. PrzycraGANIE DwU crar. Niech bedg dane dwie kule jednorodne
o frodkach O i 0, i o promieniach R i#; cheemy wyznaczyé przycigganie, kté-
rego kula  doznaje od kuli R. Obierzmy O za poczatek, prosta Oo za of
2-6w, 8 niech oznacza odleglosé obudwu $rodkéw, o gestost kuli praycigga-
néj, Przetnijmy kulg » dwiema plaszczyznami, prostopadlymi do osi z-6w,
w odleglodciach z i © + da od O, otrzymamy warstwe o grubofci dz, ktérgj
promien niech bedzie y. Element dyp. té] warstwy, odlegly o p od érodka
kuli przyciggajgcéj, jest przyciagany w kierunku prostéj p ku érodkowi O,

a wielko§é tego przyciggania jest /. Mr;gi' , gdzie M jest masg kuli przycig-

gajacéj. Razut téj sily na o§ x-6w jest

— kM. flp — M. dp-————‘;,
(a*41?) 2

gdzie 7 oznacza odleglodé tego elementu od Srodka warstwy. Czynnik z:
(224 2) # jest staly dla wszystkich elementdw dp, znajdujacych sie na pier-
eieniu o promieniach 4 i 0 -4 d7, a poniewaz przyciggania, prostopadie do
osi @, znoszy si¢, przeto pierscien doznaje przyciagania w kierunku téj osi,
. da. d?,i

(a2 + )t
Kula R przyciaga zatym kule ¢ w kierunku linii érodkéw z sily

le.d
1 N —giMal -0
() TR cj‘j (xg__*_q'&);

Calkujac naprzéd wzglgdem 7, mamy n=0in=y =)/ — (8 — ) jako
krafice. Bedzie wige

4 n.dn
0 (@2t

Calkujace wzgledem z, mamy 8 — 7 1 & 4 » jako krafice, wige

Bty 1 —4pP 120 2
e — r.de=29r— ———
5y (x |/28m-—(8—44)) 652 3

a stgd
P X=—2 kM.

a wielko&é tego prayciggania jest—2n /Mo,

P T SN
Voardnr™ z ) 2%e—(32—r2)"
0

rhe _ k.Mp
PO

gdzie p = %—ﬁi‘:’d jest masg kuli przycigganéj. Mamy przeto nastepujace
twierdzenie: dwie kule jednorodne przyciqgaja sig tak, jakgdyby ich masy byly
skupione w ich $rodkach.

Powyzsze twierdzenie moze byé przy pewnych warunkach uogdlnione.
Niech bedzie cialo i punkt p., ktérego odleglo$t od kazdego punktu tego ciada
jest bardzo wielka w poréwnaniu z odleglocig wzajemng jakichkolwiek dwu
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punktéw tego ciala. Obierzmy ktérykolwiek punkt ciala za poczgtek osi spél-
rzgdnych, wazgledem ktérych €, =, ¢ niech beda 5péllzgc1nym1 punktu p; wtedy
82 = £2 4 12 4 £2 jest bardzo wielkie W poréwnaniu z 22 + y* |- 8% gdzie 2, y, &
sg spolrzednymi ktéregokolwiek punktu ciala. Potencyjal ciala wzgledem .

bedzie
dm dm
[@—8&2+ (y—n)*+ (e— )]

Rozwumc — na szereg, mie¢ hedziemy

&= 2 -’2 ——"2 _’ul 5
_‘:_ ’1-1-(1 + 1 4 %) aﬁ(&m-kny-l-ts) b oayii
[(2*+y*+2)—2@Ee+ 7y + L))"
E 1+ nZ) Sn )
n=1

Dla bardzo wige wielkiego & otrzymamy, rozwijajgc na szereg az do wy-
razéw tego rzedu co 8- i pomijajac 's"- - 4% 4 2% w obee 82,
1 1
= (m + 1y + L),

g

skad

(8) Y= 6 [ﬁlfx dm + “qjl_/ dm + leﬁ dm]

Obierzmy §rodek masy przyciggajacé) za poczatek osi, wtedy

jxdm:f),jg;dm:o ,52.(?111&:0, a zatym

"
) L i
% czego wynika twierdzenie: jeseli punkt preyciagany enajduje sig bardzo dale-
fo od ciala preyciagajgcego, natencaas to cialo prayeiqga go tak, jakgdyby ma-
sa tego ciada byla skupiona w $rodku masy. Z tego wynika wniosek, de dwa
ciada, bardzo od siebie odlegle, "prayciqgaja sig tak, jakgdyby ich masy byly
shkupione w ich $rodkach masy. '

CWICZENTIA.

(1). Obliczyé bezpodrednio przycigganie punktu przez kulg jednorodng, nie
uzywajge wzoréw Gauss'a.

(2). Okazaé, ze jedynie przy dzialaniu sil, wedlug prawa Newton’a, warstwa
jednorodna, ograniczona dwiema elipsojdami homotetycznymi, nie prayeigga punktu,
znajdujgeego sig wewngtrs jéj powierzchni mniejszéj.
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(8). Jezeli p, ¢, ¥ sy spolrz¢dnymi biegunowymi punktn p, a zatym
E=pecosd,n=psin Poosd, {=psindsind, a V jest potencyjalem ciala wzgle-
dem i, to parametr rozniczkowy 1'29(111 2-go bedzie:

FETY JEN T AT I T )
¢ p*  deosy dwsqa p?sin2 " g2
Dowiesé tego réwnmua, podanego przez Laplace’a; i na jego podstawie obliczyé po-
tencyjal kuli wzglgdem punktu zewnetrznego i punktu wewngtrznego, tudziez odpo-
wiednie przyciggania.

(4). Zmalésé przycigganie, ktére jednorodny Iuk kola wywiéra na srodek tego
kola.

(5). Wyznaezyé przyciaganie, ktdrego doznaje widrzcholek jednorodnego stoz-
lka obrotowego od masy stozka,

(6). Okazal, %e walec pusty nieskoiiczony, skladajgey sie z warstw jednorod.
nych, nie prayeigga punktu, znajdujgeego sig wewngtrz powierzehni mniejszéj.

(7). Okazaé, zo jezeli przyciaganie jest odwrotnie proporcyjonalne wzgledem
wyzszé] potegi odleglodei, niz drugiéj, eialo wywibra nieskoriczenie wielkie przycigga-

nie na punkt swéj powierzehni.
(8). Okazaé, ze wicrzcholek odeinka kuli doznaje od odeinka przyciggania

1 2% e i ; e i
2akpho [1 —-—5—]/—1.?] y gdzie It jost promieniem kuli, a & wysokosciy odeinka.

_ (9). Okazat, Ze odeinek parabolojdy obrotowéj, ograniczony plaszezyzna, pro-
stopadly do osi i poprowadzong w odleglodel & od wierzcholka, przyciqgn punkt .,
znajdujacy sig w ognisku, z sily 47 lp.aplog. 0-?‘, gdzie p jest parametrem paras
bolojdy.

(10). Jezeli wewngtrz clipsy znajduje sig punkt (§, ), przyciggany w stosun-

ku odwrotnym wzgledem odleglodei; a X, Y s skladowymi przyciagania, okazaé e
X
4

Y
- — = staléj.
1 )

(11). Okazaé nastepujgce twierdzenie Ivory'ego: Gy mamy dwie elipsyjdy jednos
rodne i spalogniskowe, to stosunek przycigged, kidve jedna elipsojda w kierunkach osi gliw-
nych wywidra na punkt powierzchni drugidj elipsojdy, do prayciggash, kidre w tych samych kies
runkach druga elipsojda wiywiéra na punkl odpowiedni (m-t. 128), Jest rdwny stosunkowi pdy
tych przekrojdw glownyeh wbudwu elipsojd, kiire sq prostopadle do kierunkdw odpowiednich
prayjeinggat,

(12). Okazaé, ze jezeli przyciaganie jest proporeyjonalne wzglgdem odleglodei,
wtedy cialo przyciaga kazdy punkt tak, jakgdyby masa ciala byla skupiona w $rodku
masy (tw. Newton’a),

(13). Obliezyé wzgledem danego punktu potencyjal kuli o nieskoriezenie wicl-
kim promieniu, ktoréj gestosé w punkeie, odleglym o » od érodka, wynosi e "

(14). Obliczyé bezposrednio przycigganie, ktdre sferojda jednorodna wywiéra
na punkt |, znajdujaey sig na jéj powlerzelmi, przyjaé nastepnie mimosrdd e dosta-
teeznie maly, i rozwingé na szevegi sily az do wyrazodw tego rzedu co 32
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(10). Okazad, Ze, jezeli normalna do poludnika sferojdy w punkeie . przecina
oé B w punkeie 4, a kierumek przyciggania tego punktu przecina tg o w punkeie ¢,

to Oc = 5 0b, gdzie punkt O jest drodkiem sferojdy. Praytym opuszezamy wy-

razy tego rz¢du co et i rzgdow wyzszych (tw. Stirling’a).
(16). Uwzgledniajae obrét sferojdy jednovodnéj okolo jéj osi, okazaé, Ze sila

L
: : 8% 5 ; i
cigzkodel wyraza gig wzorem nastepujacym: ¢ = g, (1 + - sin? 1) y W ktorym gq jest
-

sily na vowniku, a A szevokogein,

(17), Okazaé, %o sila cigzkodci na powierzelni sferojdy zmienia sig proporey-
jonalnie wzglgdem dlugodei odcinka normalnéj migdzy punktem a osig obrotu sferoj-
dy (tw. Simpson’a).

(18).  Wahadlo, bijace sckundy czasu sreduiego we Livowie (A = 49050") zo-
stalo przeniesione do Warszawy (A == 520 138' 5"): obliczy¢ réznicg ilosel jogo wahai
na dobe,
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