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krańce całkowania, poprowadźmy przez y. elipsojdę o osiach A u B,, C,, spół-
ogniskową z elipsojdą A, B, G; równanie tej elipsojdy będzie

(18) Ai» = A» + «, B,2 = B2 + », O,a = O« + tt,

gdzie M oznacza jedyny pierwiastek dodatny równania (17). (Dwa iimo pier-
wiastki ujemne dają obie liiperbolojdy spółogniskowe). Krańcami u są,:

A
« = 0, a = A, którym odpowiadają X = 0 i X = -r—, jako krańce X.

Będzie więc ostatecznie

X = - 4 T U B O S / A ' . , - T - - = J ? * * . ' , ^ - . = - . - . ; podobnie
I [/ A«+X*(B»—A») | / AH-X2(02—A2)

» 0

(19)
/ / Ba+X2(O2 — B a) |/B 2+X 2(A 2 — B2)

B C | + ( — O) \' C2+X2(B2 — C2)
0

Jeżeli punkt przyciągany znajduje się na powicrzclmi elipsojdy, to A = : A ,
B = B,, 0 = 0), a wyższy kraniec każdej całki będzie równy jedności.

Możemy otrzymać stałe krańce całkowania dla punktu zewnętrznego,
uważając w powyższych całkach odpowiednio

A, B, O,
A l X ' A < B" l A ' ~ 0

jako nową zmienną p. Stosując to podstawienie, otrzymamy

_ 1 B ABC Cl o . p2 . do

A, / f/A^p27B2^^a)KAT2Tp~2(02—AJ)'
^0

(20)

z - _ 4w ̂ 2 c r pii
+p2(A2—c^l/C^+ppa— C2)'

132. PoTENcrjAE ELIPSOJDY. Kwadraty osi «,, ?;,, c, elipsojdy, spół-
ogniskowej z elipsojdą («, 6, c) i przez punkt ( | , 7], C) przechodzącej, są,
«1

2 = a3 + « ! &i2 = Z»2 + «, C,2 = C2 + M, gdzie u. oznacza jedyny pierwiastek
dodatny równania
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n ~,a ra
^ I - - 1c2 + «w a% + u ' b* + u

Przyjmijmy x = A : « = B : b = 0 : 0, t. j . przez x oznaczmy stosunek po-
dobieństwa olipsojd (A, B, 0) i (a, b, c). Obliczmy stąd wartości a, b, c,
podstawmy je w (1) i przyjmijmy s = tfu; otrzymamy nowe rówuanie

Różniczkując to równanie względem zmieunycli parametrów V, i s, i przyj-
mując

^ q = (A-+5)- + (
mieć będziemy

_ i * _ A . da _ 2 da
2 • «S — d - ^ J - ^ 3 - _ - — . — ,

a stąd
... da v.-q ,
(4) _ = _ _ J . d 5 .
Nadto mamy

i2 if C2

( 5 ) l h + + = **2

(6) ^

Gdy podstawimy wyrażenia.(4), (5), (6) w równaniach (10) art. 131-go, to
będziemy mieli

a kładąc

(8)

i podobne wyrażenia dla dY i dZ. Widzimy zatym, że dX., dY, dZ
możemy wyrazić jako funkcyje parametru s~%Hi, zależnego od stosunku
podobieństwa u i od parametru u elipsojdy o osiach a, b, c. Równanie (8)
należy całkować od « = 0 do a = A. Dla a~0 będzie H = o*; dla a = A
będzie % = 1, a zatym s będzie pierwiastkiem dodatnym równania

M -rt2 ra
{ > Aa + «" r B ! l + tł'1"O> + tt~" '
który oznaczmy przez t . Zmieniając znak, całkujmy od s = t do s = cv;
otrzymamy
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(10)

a. ds

Z = —

Te wyrażenia stosują się do punktu zewnętrznego. Jeżeli \J. znajduje się na
powierzchni elipsojdy, wtedy z równania (9) wypada t = 0; całki (10) należy
zatym brać między krańcami 0 i co.

Niech dana elipsojda będzie jednorodna, a V niech będzie jej potency-
jałem względem punktu JJ,; z równań (10) wynika

~dt = X= ^ di + j d + Z.

cZ V = — z a

a zatym

(U) V = «o i i

gdzie <; oznacza stałą, niezależną, od krańców całkowania. Możemy ją obli-
czyć z warunku oczywistego, że potencyjał elipsojdy względem punktu w nie-
skończoności jest równy zeru. Dla 4 = oo, 7] = oo, C = oo będzie z (9)
M = oo, więc T = OO, a zatym całka w (11) zredukuje się do jednego wyrazu

którego czynnik, w nawias ujęty, z powodu warunku (9) ma wartość c — 1.
Ponieważ przy założeniach powyższych V = 0, przeto c — 1. A zatym po-
tencyjał elipsojdy jednorodnej względem punktu zewnętrznego wyraża się
wzorem

(12)

w którym

\ ds
s) D

42

Niech punkt (5, •/], C) znajduje się wewnątrz masy elipsojdy; popro-
wadźmy przezeń elipsojdę o osiach A„ B,, C ( , homotetyczna, z elipsojda
(A, B, O,) wtedy, kładąc,^
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A B O
g d z i e X +

otrzymamy
o . a,2

A jeżeli vM-s będziemy uważali jako nowa, zmienną, którą także przez s ozna-
czyć możemy, to otrzymamy

(13) X = ~ 2 ^ r °-ds

Podobnie otrzymać możemy wyrażenia dla Y i Z . Będzie, zatyin dla puuktu
wewnętrznego

A ponieważ wyrażenia (la) i (14) przedstawiają tożsamo "V dla punktu na
elipsojdzie, przeto Cj = c t= J, otrzymamy więc dla punktu wewnątrz masy
elipsojdy

(15) V = ™\

i a ria C2

przyczym -̂ -2 + ~D7 + 7 ^ < 1 • Powyższe wyrażenia potencyjalu elipsojdy

jednorodnej podał Lejeime-Diiichlet.
133. PRZYCIĄGANIE SFEBOJDY. Sferojda powstaje przez obrót elipsy

okołd osi mniejszej. Gdy A i B, przyczym A<CB, oznaczają, połowy osi
elipsy, obracającej się około osi A, którą obieramy za oś #-ów, to równanie
sferojdy będzie

_&_ , f' + ̂  _ T
A 2 ^ B 2 ~~ '

a równanie sferojdy spółogniskowej, przechodzącej przez punkt przyciągany
(4, 7), C), zewnątrz niej leżący, będzie

Ą.
Masa danej sferojdy jednorodnej wynosi M = •5-icAB2a. Podstawmy te wy-
rażenia w równaniach (20) art, 131-go, nie pisząc, dla krótkości, znaków —,
których łatwo się dorozumieć. Otrzymamy bezwzględne wartości składowych
przyciągania punktu przez sferojdę jednorodną
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S / Ar+P
2(B2-A^)J 7 ] - ? " £ 7 /

Całkując i wstawiajcie krańce, mieć będziemy

(2)

3 M . A., y &-J A, , V JD-—A'/
r~TS ~ T a r c t a n S " A

Y _ _ Z _ 3 M ( B,2 . i/B2 —A2 A,
~Z Y — "-5T)' F a r c S 1 U ~ 7̂  o mi Ti\

]/Igi A 2

Gdy e = — — ^ oznacza mimośród elipsy tworzącej, to B 2 = A 2 ( l + e 2 ) .
B , 2 = A , 2 + e 2 A 2 . Oznaczmy przez p odległość punktu przyciąganego od osi
sferojdy (osi a>ów), to pa es -/j2 + C2, a stąd wynika dla obliczenia osi A,
równanie następująco:

Składowa X wyraża przyciąganie punktu w kierunku, równoległym do osi
slerojdy, siła zaś 3 = [•• Y 3 -f Z 2 wyraża przyciąganie tego punktu w kie-
runku, prostopadłym do tej osi. Wyrażając B przez A i c, i obliczając S,
otrzymamy

- _ 8M. • / A, _

3M /A.M^A • e A \
1 3 T " ar° S m j/A,» +

Zastosujmy te wyrażenia do sferojdy o bardzo małym niimośrodzie e. Przy-
puśćmy, że mimośród e jest tak mały, że jego potęgi wyższe od drugiej mogą
być pominięte, wtedy możemy funkcyje po prawych stronach równań (4) roz-
winąć na szeregi, zatrzymując się na wyrazach tego rzędu co e". Postępując
sposobem opisanym z równaniem (3), otrzymamy kwadrat połowy osi głównej
sferojdy spólogniskowej

(5) ' AI" = f"-A
ł̂

gdzie r == \f& + f =. \fi~ -\- -f -)- ^ oznacza odległość punktu przyciągane-
go od środka sferojdy. Eozwińmy funkcyje kołowe, zachodzące we wzorze (4),
na szeregi i wstawmy A,, to otrzymamy po uproszczeniach

(6)

A3
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Według tych wzorów możemy z dostatecznym przybliżeniem obliczyć przycią-
ganie, którego doznaje punkt, odległy o r od środka, a o p od osi sferojdy
jednorodnej, która z powodu małego mimośrodu e różni się mało od kuli. Je-
żeli jednostka masy przyciąga jednostkę masy w jednostce odległości z siła, i,
a u, jest in,asą punktu przyciąganego, wówczas wyrażenia (6) należy pomnożyć
przez Jc\h, aby otrzymać składowe całkowitego przyciągania.

134. PBZYCIĄGANIE ZIEMI. Redukując ląd stały do poziomu morza,
możemy ziemię uważać za sferojdę, której oś mniejsza przechodzi przez oba-
dwa bieguny, a której oś większa jest średnicą równika, Jeżeli A oznacza
połowę osi ziemskiej, zaś B promień równika, to •/. najlepszych pomiarów gieo-
dezyjnych, gruntownie przedyskutowanych przez B. Listing'a, wynika dla po-
wierzchni ziemi

A = 6355270 m, B = 6377377 m,

a stąd wynika mimośród sferojdy ziemskiej

J3 J^

Liczbę 7) = — = = — , wyrażającą stosunek różnicy połów obudwu osi do pro-

mienia równika, nazywamy spłaszczeniem powierzchni ziemi. Otrzymamy
0 , 0 0 3 4 6 6 = ^ .

Kładąc B r r A j / l + e2, mamy

jeżeli przeto z powodu małego e opuścimy wyrazy tego rzędu co e* i rzędów
e2

wyższych, natenczas —- = •/]. Ziemia nie jest ciałem jednorodnym. Z naj-

nowszych pomiarów otrzymano na podstawie rozmaitych metod następujące
wartości średniej gęstości ziemi: fteich (1851) otrzymał 55,832; Oornu i Baille
(1878) 5,56; Jolly (1879 — • 1880) 5,692; Wiking (1887) 5,594 ± 0,032. Gę-
stość średnia skorupy ziemskiej, którą znamy do głębokości, wynoszącej około
1000 metrów, wynosi prawie połowę średniej gęstości ziemi. Z tego wypada
wnosić, że gęstość ziemi rośnie od powierzchni ku środkowi, a lubo nie znamy
prawa tego przyrostu, musimy ziemię uważać za ciało niejednorodne.

Przypuśćmy, że ziemia składa się z warstw sferojdalnych, spółśrodko-
wych, których mimośród i gęstość zmienia się od warstwy do warstwy tak, iż
każda warstwa jest jednorodna. Gdy a, s i a oznaczają odpowiednio połowę
osi obrotu, mimośród i gęstość takiej warstwy nieskończenie cienkiej, przy-
czym g ^ t p / a j i a=zy%('a) są nieznanymi funkcyjami parametru a, to, kła-
dąc w równaniach (6) art. 133-go a i s zamiast A i c, i różniczkując to ró-
wnanie względem a, otrzymamy przyciąganie punktu o spółrzędnych r, p,
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leżący zewnątrz lub na powierzchni takiej warstwy, przez tęż warstwę. Otrzy-
mamy tym sposobem

(1)

a całkując między krańcami a = 0, « = A i przyjmując

(2)

lnićć będziemy

(3)

Te wyrażenia pozwalają obliczyć przyciąganie jmnktu przez ziemię, niejedno-
rodną, jeżeli miniośród e każdej warstwy przyjmiemy tak mały, iż wyrazy
tego rzędu co e3 i rzędu wyższego mogą być pominięte. Spółczynnik p jest
wielkością tego rzędu co ea, a zatym tego rzędu co e2. Nie znając funkoyj
fi i (pa, nie możemy obliczyć a i p; według Laplace'a możemy jednak nie-
zależnie od praw zmiany mimośrodu i gęstości warstw obliczyć przyciąganie
punktu, znajdującego się na powierzchni ziemi, jeżeli uwzględnimy warunki
równowagi tego punktu. Obierzmy punkt \>. (fig. 56) na powierzchni ziemi,

• = 1, i poprowadźmypoprowadźmy przez niego południk -xi "^ TT7i —

przez ten punkt normalną do południka; wtedy kąt X, który ta normalna
tworzy z płaszczyzną równika, przedstawia szerokość gieograficzną tego pun-
ktu. Dla punktu fj,, (p, 4), będzie

l+e 2 cos 2 X=AsinX,

rV
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.Rozwijając tu pierwiastki kwadratowe na szeregi aź do wyrazów tego rzędu
co e2, otrzymamy

ć = Al 1 — -—- cos'2X I sinX,

Wstawmy te wyrażenia w (3) i rozwijajmy na szeregi podobnie jak wyżej,
przyczym (3e3 jako wielkość tego rzędu co e* ma być pominięta; otrzymamy
po uproszczeniach

(4)

X = i ^ Ł sinXinX. fo

Jeżeli punkt JA ma być w spoczynku względem ziemi, obracającej się jedno-
stajnie z prędkością kątową co około osi A , wtedy wypadkowa P sił X, S

siły odśrodkowej tego punktu jest normalna do powierzchni ziemi, a zatym
normalna do południka tego punktu. Wypadkowa P przedstawia ciężar pun-
ktu o masie | i . Ponieważ (j,co2p jest siłą odśrodkową, przeto mamy warunek

przyczyni siła odśrodkowa punktu wynosi

(6) |i w2 p = jj, tó^A F l + c2 ( l — ^ ^ ) ] cos X.

Podstawiwszy (4) i (6) w (5), otrzymamy warunek równowagi punktu

(7)

To równanie stosuje się do każdego punktu na ziemi, a zatym niezależnie
od X, inaczej równowaga byłaby niemoźebna. Czynnik przeto w2Ae2, mno-

cos 2 X
źący 1 — , jest wielkością tego rzędu co e3 lub rzędu wyższego, czyli

iloczyn co2A tego rzędu co e lub rzędu wyższego. Wskutek tego

(8) •»A j £
a siła odśrodkowa będzie wyrażona przez iloczyn |j,<o2AeosX; będzie przeto
proporcyjonalna względem dostawy szerokości gieograficznej.
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G dy g oznacza przyśpieszenie spadku w punkcie \i, to P = \i.g. Z ró-
wnania (5) wynika S—fuo 2 p=XcotgX, a ponieważ T?=y X a +(S—|/,tó a p) 3 ,
przeto X = \j.g . sin A, a więc według (4)

czyli

Uwzględniwszy warunek (8), otrzymamy

(10) , = « [.(, - 2„.) + } P ] + (I -A - *» .[.(, - 2„.) + } P ] + (I -A -
Wstawiając X = 0, otrzymamy przyśpieszenie g0 na równiku, które zatym
wynosi

(U)

Pisząc to równanie w postaci

i rozwijając prawą stronę na szereg aż do wyrazów tego rzędu co e2, otrzy-
mamy

a stąd

(13) fl = [t

Iloczyn w3A przedstawia w zakresie dokładności naszego rachunku siłę od-
środkową jednostki masy na równiku, t. j . dla X — 0. Jakoż, wielkość tej

siły jest równa oPB = w2A(1 + e2)~ = w'2 A f 1 + -— ), czyli jest równa co2A,

ponieważ <o2Ae3 jest rzędu wyższego, niż e2. Przyjmijmy

to n oznacza stosunek siły odśrodkowej na równiku do przyśpieszenia spadku
na równiku. Stąd co2A = ng0, a więc, według (13),

(15) g = t

Ten wzór Laplaco'a przedstawia i)rzyś|)ieszenie spadku na powierzclmi morza
przy powyższych założeniach. Prawo, przez ton wzór wyrażone, nie zależy
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od związków między mimoiSrodem, gęstością i osią- bioguuową jednorodnych
warstw sferojdalnych ziemi.

Gdy przyjmiemy X = — , to otrzymamy przyśpieszenie G na biegunach
a

ziemi; będzie więc

a stąd

00
czĵ li według (4)

(16) J Ł ^ S . * , , * W l

Ostatnie równanie wyraża ważne twierdzenie, którego Clairaut dowiódł dla
ziemi, a które stosuje się także do innych planet: suma dwu liczb, s których
jedna wyrusa spłaszczenie niemi, a druga stosunek różnicy przyśpieszenia na

biegunie i na równilcu do przyśpieszenia na równiku, jest równa — stosunku
ja

siły odśrodkowej do przyśpieszenia spadku na równiku. "W zakresie dokła-
dności rachunku możemy przyjąć

(17) 0 = 0o I 1+ ("jj- n ~ 'i) sin" XJ •
Przyśpieszenie spadku rośnie od równika do bieguna proj>orcyjonahde względem
kwadratu wstaimj szerokości gieograficznej. Z równań (8) i (11) wynika

+ TT + T"). P**TW—)•
2 2 / 4^7*; v y

135. Przyjmijmy punkt |x ponad ziemią w wysokości h, i niech r, p, $
oznaczają jego spółrzędne. Mech pion tego punktu (normalna do sferojdy)
spotyka powierzchnią ziemi w punkcie [J.,, (r,, p,, SJ, którego szerokość jest ?..
Wtedy

Podstawiwszy zamiast £, i p, poprzednio znalezione wyrażenia, i rozwinąwszy
na szeregi te wielkości aż do wyrazów tego rzędu co e3, otrzymamy ze względu
na to, że wysokość h jest mała w porównaniu z wymiarami ziemi,

= (A + fc) ( l - -C cos »x) sinX, p = (A + h) [ l + ć
2 ( l - ^ - cos X,

błąd popełniony będzie tego rzędu co 7»e2. Podstawmy te wyrażenia w ró-
wnaniach (3) art. 134-go, jak również wyrażenia dla a i P; otrzymamy
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(1)
S =s

Ml

[j,<70 s i n X .

|A<70cosX.

" A 2

..(A + h
A2

(A Ą-h

. MOiłKUTCSSITA.

/5

- sin2X .

Siła odśrodkowa w punkcie \>, wynosi [J-co2p; jeżeli wstawimy wartość p, to
otrzymamy wielkość tej siły

(2) jj. » 2 (A + h) cos X ^r [i oiaA cos X ~ |j, ng0 cos X.

"Wypadkowa P' = )/ A X 2 -f(S— \Lng0 cosX)2 przedstawia ciężar masy \h; a po-
nieważ, jak wynika ze wzorów (1) i (2)

X
(3) S

tang X,

przeto widzimy, że kierunkiem siły ciężkości w punkcie JA jest pion tego pun-
ktu. "W zakresie zatym dokładności naszego rachunku nie wpływa siła od-
środkowa na kierunek spadku.

Gdy gh jest przyśpieszeniem spadku w wysokości h naci ziemią, to
P ' s = [ i ^ , wtedy po uwzględnieniu wzorów (1) otrzymamy,

A2 A2

3> c z y u

albo z dostateczną, dokładnością,

(5) . 0A : # = *•, *:»•*.

W małej toysoJcości nad sicmią prsyśpiesscnie spadku, a satym wiellcośó siły
cięMości, jest odwrotnie proporcyjonalna względem kwadratu odległości od środ-
ka niemi.

Przyśpieszenie g odnosi się do punktu na poziomie morza. Jeżeli punkt
przyciągany znajduje się na lądzie stałym, znacznie wystającym nad poziom
morza, wtedy należy uwzględnić także tak zwane przyciąganie miejsco-

we, to znaczy przyciąganie, które otaczający
ląd stały wywiera na ów punkt, a które do-
dać należy do przyciągania punktu przez sfe-
rojdę ziemską. Niech M{t,N (fig. 57) przed-
stawia poziom morza, a M[j,N ląd wystający,
na którego powierzchni znajduje się punkt JŁ
w wysokości h = [A,[J., którą uważać możemy
za stałą grubość odpowiedniej warstwy lądu.
Obierzmy punkt dowolny m o spółrzędnych
y = «i,w, tss^tHi i podzielmy masę przy-
ciągaj ąoą na walce elementarne, których
spoiną osią jest promień O \><. Jeżeli y ozna-
cza promień wewnętrzny, a yĄ-dy promień
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zewnętrzny walca, zaś ds jego wysokość, o0 gęstość średnią lądu czyli skorupy
ziemi, to 2itaoydyds będzie masą walca. Pionowa składowa przyciągania,
którego |j, od walca doznaje, będzie •

całkowite zatym przyciąganie punktu \i w kierunku (ty będzie

t/0 chj ds

a składowe, prostopadłe do O|x,. zniosą się. Kładąc p = |j,1M={),1K, gdzie p
oznacza promień podstawy lądu, będziemy mieli y=o i y=p, 3=0, i g—h
iako odpowiednie krańce powyższej całki. Całkując więc, otrzymamy

a ponieważ h jest małe względem p, przeto możemy przyjąć
(6) p — 2nJe\>JiG0.
Niech O będzie środkiem ziemi, i przyjmijmy i\ — O JJ.X , a przez g oznacz-

(IV *

my przyśpieszenie spadku w punkcie [in, natenczas - ™ y r ^ byłoby przyśpie-
szeniem w [J-, gdybyśmy nie uwzględnili przyciągania miejscowego. Rzeczy-
wiste zatym przyśpieszenie (ji, w punkcie |j, będzie

Ponieważ wysokość h jest bardzo mała w porównaniu z rt, możemy przyjąć
2 h 2h

r\2' (j'i +h)2 = l ~ = 1 — -p-, gdzie E oznacza promień kulio średniej'
gęstości ziemi, przyciągającej punkt [i, z taką samą siłą, jak ziemia sferojdal-
na* Aby wyrugować czynnik 7c, możemy przyjąć z dostateczną dokładnością,

(8) ' gssĄ-nRkś,

Oznaczywszy przez 5 średnią gęstość ziemi; ten wzór wyraża przyciąganie, któ-
rego jednostka masy doznaje od kuli jednorodnej o gęstości s i promieniu R;
Stąd

a zatym

(10) ^ = ^

a ponieważ w przybliżeniu (art. 134) a0 = —, przeto

+
(11) ^ - - = r

BlUi mot.-llŁ, S. IV, T. X. 2jJ
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Podstawiwszy zamiast # wyrażenie z równania Laplace'a (art. 134), otrzyma-
my ogólnie

(13) ^=^[l + (¥«-¥)^^ J Il-ET + I l f
czyli, według (11)

(14) * =

5 e z

Podstawmy 2 sin'2X = 1 —- cos 2 X , przyjmijmy m = -^ n — •*•, łWt =
= w : (WJ + 2), i oznaczmy przez # 4 g przyśpieszenie spadku na powierzchni
morza dla X — 45° ; wtedy

(15) 0A = 04»(l — mx cos 2XJ ( l — j-g;_)-

Z pomiarów długości wahadła sekundowego w rozmaitych miejscach
na ziemi wnosić należy, żo przyśpieszenie spadku na równiku (art. 63) go~
=.9,780 m. Stąd

. ~ n = 4 ^ - ^ == 0,008668; a ponieważ ~ = 0,003478,

przeto

m = 4 w — ^ ±s 0,00519 ; m, == 0,00259 .

Wstawiwszy jeszcze R = 637 . 10* ni, otrzymamy

(16) 9h = ffu (1 — 0,00259. cos 2A) (1 — 0,000000196. h) .

Tego wzoru, podanego przez J . O. Brocha, używa Komitet międzynarodowy
wag i miar w Paryżu do porównywania między sobą ciężarów jednostki masy
w rozmaitych miejscach na ziemi. Jeżeli przez 4 oznaczymy odpowiednią
długość wahadła sekundowego, natenczas

(17) h = l u (1 — 0,00259. cos 2X) (1 — 0,000000196 . h) .

Do najdokładniejszych pomiarów długości wahadła sekundowego, wyko-
nanych w czasie najnowszym, należy pomiar K. Orffa w obserwatoryjum
astronomicznym w Bogenhausen koło Monachium, dokonany w r. 1877, a ogło-
szony w r. 1883. Szerokość obserwatoryjum X = 48° 8'45", a jako długość
wahadła sekundowego, zredukowaną na czas średni i poziom morza, otrzyma-
no / = 0,9938102 m. Wstawmy tę wartość w (17), tudzież 2X = 96° 17' 30",
wtedy otrzymamy Z4S = 0,9935282 m, a stąd gis =. 9,8058970 m. Wstawiw-
szy te wartości w (16) i (17), otrzymamy ostatecznie

(18) gh — 9,8058970 (1 — 0,00259 . cos 2X) (1 — 0,000000196. h)

(19) lh — 0,9935282 (1 — 0,00259 . cos 2X) (1 — 0,000000196 Ji) .



TEOKYJA PBZYOIĄ-aAOTA. — 136. 339

136. PEZYCI4GANIE DWU CIAE. Niech będą dane dwie kule jednorodne
o środkach O i o, i o promieniach R i r; chcemy wyznaczyć przyciąganie, któ-
rego kula r doznaje od kuli R. Obierzmy O za początek, prostą O o za oś
£-ów, S niech oznacza odległość obudwu środków, a gęstość kuli przyciąga-
nej. Przetnijmy kulę r dwiema płaszczyznami, prostopadłymi do osi rs-ów,
w odległościach x i x-\- dx od O, otrzymamy warstwę o grubości dx, której
promień niech będzie y. Element d\>, tej warstwy, odległy o p od środka
kuli przyciągającej, jest przyciągany w kierunku prostej p ku środkowi O,

a wielkość tego przyciągania jest h. —-~ , gdzie M jest masą kuli przycią-

gającej. Rzut tej siły na oś #-ów jest
nr v

— 7eM . du.-x =•- —7cM.dv. r,,

gdzie YJ oznacza odległość tego elementu od środka warstwy. Czynnika;:
: (« 2 + 7i2)f jest stały dla wszystkich elementów d\i, znajdujących się na pier-
ścieniu o promieniach i\ i t\ -\- di], a ponieważ przyciągania, prostopadłe do
osi a;, znoszą się, przeto pierścień doznaje przyciągania w kierunku tej osi,

. „ , . ' . . • » . . ' « »-»r xri.dx.dri
a wielkość tego przyciągania jest— 2u s M o . —' ^ .

(a?2 + Y]2)5
Kula E. przyciąga zatyin kulę r w kierunku linii środków z siłą...(1) TTxri.dx.di]

Całkując naprzód względem 7], mamy i\ s= 0 i t[ = y = J / ł ' 2 — (S — xf jako
krańce. Będzie więc

1 1 1

10

Całkując względem x, mamy S — r i o -\- r jako krańce, więc

— ( 5 2 -

2_

3

3 o- o-
4gdzie |j-=:-Q-m r 3 o jest masą kuli przy ciąganej. Mamy przeto następujące

twierdzenie: dwie kule jednorodne przyciągają się tale, jaltgdyby ich masy były
skupione iv ich środlmcli.

Powyższe twierdzenie może być przy pewnych warunkach uogólnione.
Niech będzie ciało i punkt p., którego odległość od każdego punktu tego ciała
jest bardzo wielka w porównaniu z odległością wzajemną jakichkolwiek dwu
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punktów tego ciała. Obierzmy którykolwiek punkt ciała za początek osi spół-
rzędnych, względem których £, i\, C niech będą spółrzędnynai punktu jx; wtedy
S2 = £2 + Yja + C2 jest bardzo wielkie w porównaniu z x2 + y2 • f- #z, gdzie &, g/,0
są spółrzędnymi któregokolwiek punktu ciała. Potencyjał ciała względem |j,
będzie

v— fdm — f —
Rozwijając — na szereg, mieć będziemy

1 +

Dla bardzo więc wielkiego § otrzymamy, rozwijając na szereg aż do wy-
razów tego rzędu co §~3 i pomijając x2 + ł/2 + a"- w obec S2,

1 1 1 ,*
-••"• ^ ^ ^ i^- I <^U/ ^ ( ( (7 ™ ^ * y ł

c o o'
skąd

(3) V = -y + -§FUU.*K + 7)jj/.(?m + cU.*K .

Obierzmy środek masy przyciągającej za początek osi, wtedy

C C C
\%dm~0, \ydm=Q, lg.fl«i = 0, a zatym

(4) Y =T>
z czego wynika twierdzenie'. jeżeli punlct przyciągany znajduje si§ bardzo dale-
ho od ciała przyciągającego, natenczas to ciało przyciąga go tah, jahgdyby ma~
sa tego ciała była skupiona w środku masy. Z tego wynika wniosek, że dwa
ciała, bardzo od siebie odległe, i"przyciągają się. tah, jalcgdyhj ich masy były
Skupione iv ich środkach masy.

Ć W I C Z E N I A .

(i). Oblicżyu bezpośrednio przyciąganie punktu przez kulę jednorodną, nie
używając \vzoi'ów Gauss'a.

(2). Okazać, że jedynie przy działaniu sił) według prawa Newton'a, warstwa
jednorodna, ograniczona dwiema elipsojdami homotetycznymi, nie przyciąga punktu,
znajdującego się wewnątrz jej powierzchni mniejszej.



TEOBY.TA ERZYCIIĄGANU. — 136. 3 4 1

(3). Jeżeli p, <}>, $• są spółrzędnymi biegunowymi punktu [j,, a zatym
£ = p cos <J), 7]z= p sin <|> cos $, C = : p sin (j) sin $•, a V jest potencyjałem ciała wzglę-
dom [X, to parametr różniczkowy rzędu 2-go będzie:

\ v — i - d* iv \ i 1 d ( • «t dY

Dowieść tego równania, podanego przez Laplace'a; i na jego podstawie obliczyć po-
tencyjał kuli względem punktu zewnętrznego i punktu wewnętrznego, tudzież odpo-
wiednie przyciągania.

(4). Znalóść przyciąganie, które jednorodny łuk koła wywiera na środek togo
koła.

(5). Wyznaczyć przyciąganie, którego doznaje wierzchołek jednorodnego stoż-
ka obrotowego od masy stożka.

(6). Okazać, że walec pusty nieskończony, składający się z warstw jednorod.
nych, nie przyciąga punktu, znajdującego się wewnątrz powierzchni mniejszej.

(7). Okazać, żo jeżeli przyciąganie jest odwrotnie proporcyjonalne względem
wyższej potęgi odległości, niż drugiej, ciało wywiera nieskończenie wielkie przyciąga-
nie na punkt swój powierzchni.

(8). Okazać, żo wierzchołek odcinka kuli doznaje od odcinka przyciągania

2 % li |J. li a I 1 —•— \/ -=r- I , gdzie R jest promieniem kuli, a h wysokością odcinka.

(9). Okazać, że odcinek parabolojdy obrotowej, ograniczony płaszczyzną,, pro-
stopadłą do osi i poprowadzoną w odległości 5 od wierzchołka, przyciąga punkt |A,

znajdujący się w ognisku, z siłą 4 7c Je \). a p log . — , gdzie ja jest parametrem para*

bolojdy.
(10). Jeżeli wewnątrz elipsy znajduje się punkt (', vj), przyciągany w stosun-

ku odwrotnym względem odległości; a X, Y są składowymi przyciągania, okazać że

"V V
— + — = stałej.

(11). Okazać następujące twierdzenie Ivory'ogo: Gdy mamy dwie elipsojtly jejno-
rodne i spólogniskowe, to stosunek przyciągać, które jedna clipsojda w kierunkach osi r/lua^

nych wywiera na punkt powierzchni drugiej clipsojdy, do przyciągany które w tych samych kie-

runkach druga elipsojda wywiera iia punkt odpowiedni (art . 128), jest równy stosunkowi pól

tych przekrojów głównych obudiou elipsojd, które są prostopadle do kierunków odpowiednich

przyciągani

(12). Okazać, że jeżeli przyciąganie jest proporcyjonalne względem odległości,
wtedy ciało przyciąga każdy punkt tak, jakgdyby masa ciała tyła skupiona w środku
masy (tw. lsewton'a).

(13). Obliczyć względem danego punktu poteneyjał kuli o nieskończenie wiel-
kim promieniu, której gęstość w punkcie, odległym o r od środka, wynosi e~r

(14). Obliczyć bezpośrednio przyciąganie, które sferojda jednorodna wywiera
na punkt [i, znajdujący się na jej powierzchni, przyjąć następnie mimośród e dosta-
tecznie mały, i rozwinąć na szeregi siły aż do wyrazów tego rzędu co s !,
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(15). Okazać, że, jeżeli normalna do południka sferojdy w punkcie [Jt, przecina
oś B w punkcie i, a kierunek przyciągania tego punktu przecina tę oś w punkcie c,

3
to Oc = -p-OJ; gdzie punkt O jest środkiem sferojdy. Przytyin opuszczamy wy-

razy tego rzędu co s4 i rzędów wyższych (tw. Stirling'a).
(16). Uwzględniając obrót sferojdy jednorodnej około jej osi? okazać, że silą

ciężkości wyraża się, wzorem następującym : g = g0 i 1 -j- y s " 1 2 A 1> w którym g0 jest

silą na równiku, a X szerokością,
(17). Okazać, że siła ciężkości na powierzchni sferojdy zmienia sig proporcy-

jonnłnie względem długości odcinka normalnej między punktem a osią obrotu sferoj-
dy (tw. Simpson'a).

(18). Wahadło, bijące sekundy czasu średniego we Lwowie (X r= 49°DO") zo-
stało przeniesione do Warszawy (A=P 52° 13' 5"): obliczyć różnicę ilości jego wahań
na dobę.
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