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. . „ , . , >r * . tlY dY3 . . dV a . . ,
jeżeli £ dąży do zera. Mamy zatym -,— = —z—; a ponieważ —y— zdąża do
granicy skończonej, przeto pochodna poteucyjału V, wzięta względem dowol-
nego przesunięcia punktu JA, zd%ża także do granicy skończonej. Nadajmy

. . , ., , , dY dY., . . , dY„przesunięciu punktu w wartość e, wtedy = — • , a ponieważ A u,
£ S E

jest rzutem przyciągania ciała o potencyjale Y..z na punkt zewnętrzny, przeto
widzimy, że pochodna potencyjału wyraża przyciąganie bez względu na to,
czy punkt przyciągany znajduje się zewnątrz, czy wewnątrz ciała.

Wyniki powyższego dochodzenia możemy streścić w twierdzeniu nastę-
pującym: jeżeli gęstość ciała, jest funkcyją ciągłą społrzednycli, natenczas po-
tencyjai i pierwsze pochodne, jego tuzylgdem spółrsędnych punktu przyciąganego
są funkcyjami ciągłymi tych spótruędnyćli, hes względu na położenie tego pun-
ktu. Pochodne potencyjału są proporcyjonalne względem przyciągania punktu.

Jeżeli potencyjał przybiera w punkcie \i. wartość O, to V — O = 0 jest
równaniem powierzchni potencyjalnej, t. j . miejsca tych punktów, względem
których potencyjał ciała posiada stałą wartość C (art. 83). Dwie powierzchnie
potencyjalne nie przecinają się, potencyjał bowiem posiada w każdym punkcie
w przestrzeni tylko jedne, dokładnie oznaczoną, wartość. Przyciąganie pun-
ktu jest normalne do powierzchni potencyjalnej, przez tenże punkt przecho-
dzącej.

126. TWIEKDZEHIA LAPLACE'A I POISSOK'A. Załóżmy dla uproszczenia
rachunku h = 1, \J. = 1, to U = V i otrzymamy w każdym punkcie

m x-i^ T=il z-dY

Niech punkt JJ, znajduje się zewnątrz ciała przyciągającego; wtedy odległość
r = } / {x — £)2-h {y — v])2+ (& — C)2 będzie miała zawsze skończone wartości.
Aby obliczyć drugie pochodne potencyjału, które, według wzorów, wynikają-
cych z (1),

ti\ - ~ i!X. fL ^L i ? — źH.
W di ~~ d ? ' d-q ~~ d7ja ' d'Q~ d'e '
przedstawiają pochodne sił X , Y, Z względem spółrzędnych punktu [i, na-
leży w wyrażeniu funkcyi V różniczkować dwukrotnie względem £, TJ, £ pod
znakiem całkowania. Tym sposobem otrzymamy

a ponieważ £ ( ł ) * £ = J = ^ 3 ^ S ^ 1
i podobnie
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?a / i > k_ i , 3(y-q) a J L / T l - i , 3(g-

przeto

ponieważ nadto

przeto dla punktu (£, TJ, C), znajdującego się w odległości skończonej od
każdego punktu przyciągającego, otrzymamy następujące ważne równanie:

" • c / C 2 " " d 6
1 i*

Powyższe równanie wyraża twierdzenie L a p l a c e ' a dla punktu, znajdujące-
go się zewnątrz masy ciała przyciągającego.

Jeżeli punkt «Ł znajduje się wewnątrz masy tego ciała lub nieskończenie
blizko jego powierzchni, to dla punktów sąsiednich będzie fsisO, a przeto
różniczkowanie pod znakiem całki, zawierającej elementy nieskończenie wiel-
kie, nie jest dozwolone. Aby w tym przypadku obliczyć sumę drugich po-
chodnych potencyjału, obierzmy prostokątny układ osi spółrzędnych, popro-
wadźmy przez jj, osi równoległe i oznaczmy przez r, <j>, $ spółrzędne biegu-
nowe punktu (x, y, s) ciała przyciągającego względem tych ostatnich osi.
Wtedy

(4) » = £ + »• cos <]>, y = YJ -|- r sin (p cos 9-, g = t, + r sin (J> sin d-,

a siły X , Y, Z będą wyrażone zapomocą równań (2) art. 123-go, przyczyni
0 i 2 n będą krańcowymi wartościami kąta ft, zaś 0 i n kąta cp. Z powodu
stałości tych krańców otrzymamy

(5)

dr,

cos >jj sin ty . ciift . dty . > j r I a . d r ,

cosv>.di)-.

i^tj) s in i>. rt* . cZ«[i.

o. dr,

gdzie rj jest promieniem wodzącym powierzchni ciała, wyprowadzonym
z punktu [Ł pod kątami i|) i d, Ponieważ nietylko gęstość a, ale także.



3 1 4 MECHANIKA TEORETYCZNA,

wyższy kraniec t\ każdej całki zależy od i, V], C, przeto, stosując znany
wzór *), otrzymamy

d l ., / do , drt

7ĘJ0

 a-dr=J0 ?rAr+v"-rf>
gdzie a = o, dla »• — r,, a zatyni ax jest gęstością na powierzchni ciała. Po-
stępując podobnie z drugim i trzecim wyrazem w (5) i dodając je, otrzymamy

JO JO

/ , da , . . o da , , , , „ da\ ,sinilictihtfw I I cos w ^nr + sm'i cos ir T—-siu^siutr-T-; I «>'+•
/O ^T'

cos&-~+sin<j)smO'~y - ) [ =3 / c J, I?*1! •

gdzie dla krótkości oznaczyliśmy przez A sumę wyrazów w nawiasie. Mamy

óa do dx . . dx , , da da
a P ° n i e w a ż 1 ¥***<>

. f?o _ (Ja

nadto mamy

^o da dx da dy da dg , do . . , » (Ja
dr dx dr dy dr dm dr r di T d-i\

AVstawi\vszy te wartości w (6), widzimy, że pierwsza część wielomianu A ,
znajdująca się pod znakiem całkowania, posiada wartość •

(7) frida i''1

Jo w / /o
gdzie oo oznacza gęstość ciała w punkcie JŁ, a zatyni dla r = 0. Aby obli-
czyć drugą część sumy A, załóżmy, że

F (*; 2/j «) = V (i + f"i cos iji, •/] -j- rj sin «J* cos a-, C + '"i sin ty sin 0-) = O

*) T. j . wzól'

a

AV nasiym przypadku a = O, 6 — r,, więc 4 f = O, 4 ? ~ T f '
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jest równaniem powierzchni ciała. Z togo równania wypada

dF dx . dF dyt dF , dF drt n

<?.» d£ (?>*! di dx drt di J

ÓTi ____dF_ dF_
óf~ dx : dr, '

gdzie

dF r)F dx dF dy , dF da , (JF , . . J F ,
-5 = " i — . -s ~ 5 — . ~ - -j- —r— . - j - — = COS (L -3 h Sin ib COS 9- -y hdrx dx drt dy drt dz drt

 T dx ' T (??/

Będzie więc

dr t M r)F . . . «?r, „ dF dt\ „ ^P
s-r — — -N-i—i podobnie -r-i-= — N - ; — , -sv- = — N.-r—;^S <?ic ' x dt\ dy ' <?C d«

jest zatym

(8) cosil—rr- H-sin^ cos{>-̂ -i- + sint}) sin^-^- = — N.-j^- = — 1,

co przedstawia wartość drugiej części sumy A. Mamy przeto, według (7),

(9) A — Gi — a0 — s

z czego wynika

a ponieważ
dX dY dZ _ d*Y d*Y dW

{ > di + d-ą + dl ~ dl* + d-rf- + dV '

przoto otrzymamy dla punktu (i, YJ, £), znajdującego się wewnątrz masy ciała
przyciągającego,

, dZ(12) l | r + -^r ^ 7 r ^ T 7 r

W tym równaniu oznacza a0 wartość funkcyi, wyrażającej gęstość ciała,
a = tf(x, y, g), jeżeli w niej zamiast x, y, s podstawimy spółrzędne i, YJ, £
punktu przyciąganego. Równanie (12) wyraża twierdzenie D. Poisson'a

r)2y fizy fizy
o drugich pochodnych potencyjału. Suma -y ĵ Ą- ----- + -r— drugich po-
chodnych potencyjału V względem spółrzędnych punktu, dla którego ten po-
tencyjał został obliczony, bywa nazywana p a r a m e t r e m różniczkowym
rzędu drugiego togo potencyjału i bywa oznaczana przez A2V.
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Obadwa twierdzenia, Laplace'a i Poisson'a, mogą być ujęte- w jeden
wzór ogólny

(18) AlV = ^ J ^

Jeżeli bowiem punkt (i, i], C) leży poza obrębem masy ciała przyciągającego,
a zatym w przestrzeni próżnej, której gęstość w każdym punkcie jest równa
zeru, wówczas cp(ś, TJ, C) = 0, co przedstawia twierdzenie Laplace'ą; jeżeli
zaś punkt stanowi część ciała przyciągającego, to ip(t, -q, C) = o 0, z czego
wynika twierdzenie Poissoii'a.

Dowodzenie powyższe polega na przypuszczeniu, że w bezpośrednim oto-
czeniu puuktu \L gęstość a nie przestaje być funkcyją ciągłą, i że jej pochodne
nie przybierają wartości nieskończenie wielkich, chociaż ciągłość tej funkcyi
nie potrzebuje koniecznie zachodzić w innych punktach masy przyciągającej.
Jeżeli punkt [i znajduje się w takim miejscu, w którym ciągłość funkcyi a jest
przerwana, natenczas z\2V może przybierać wartości rozmaite, stosownie do
przyrostów spółrzędnych punktu [j,; w takim przeto miejscu osobliwym ró-
wnanie (13) przestaje mieć miejsce. "Wszystkie punkty na powierzchni ciała
przyciągającego należą do takich punktów osobliwych, do których równanie
(13) nie może być stosowane, ponieważ przejście z wnętrza ciała przez jego
powierzchnią nazewnątrz sprawia przerwę \y zmianie gęstości, która z warto-
ści oznaczonej przechodzi do zera. Jeżeli punkt \L znajduje się wewnątrz
ciała, nieskończenie blisko jego powierzchni, to A a V = — 4Ttau; gdy zaś [i
leży zewnątrz ciała, nieskończenie blisko jego powierzchni, to A2V = 0;
a więc na powierzchni samej nie posiada parametr różniczkowy dokładnie
oznaczonej wartości.

127. POTENCTJAD KULI. Eozważymy naprzód warstwę jednorodną nie-
skończenie cienką, ograniczoną kulami o promieniach p i p-f-rfp. Aby wyzna-
czyć potencyjałtej warstwy względem punktu [j,, leżącego zewnątrz powierzchni
zewnętrznej, użyjmy figury i znakowania art. 125-go. Objętość elementu
warstwy wynosi p2sin8 dpdddy; mnożąc ją przez gęstość o i dzieląc przez
r s s j / 8 4 + p4 •—2§pcos8, gdzie 3 oznacza odległość punktu (j, od środka
kul, otrzymamy potencyjał tego elementu. Całkując między odpowiednimi
krańcami, otrzymamy stąd potencyjał dY tej warstwy

, czyli
s 6 ' J

7T7 T sinf)(?6 ,
a v = 2 7t o p-. d p / —-. r — = = . czyli także

L kS 2 + P2 2Spcose! J

— 25pcos8.
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Podstawiając wartości krańcowe i zważając, że dla punktu zewnętrznego dłu-
gość S + p jest największą,, a długość S—p najmniejszą odległością punktu.U
od powierzchni zewnętrznej, otrzymamy

(2) ^ [ ( + P ) ( P ) ]

A ponieważ dM. = 47tap2, dp jest masą warstwy, przeto

(3)

Potencyjał kuli jest sumą poteacyjałów jej warstw. Jeżeli więc M jest masą
kuli jednorodnej o promieniu Jł lub składającej się z warstw jednorodnych
i spółśrodkowych, potencyjał tej kuli względem punktu zewnętrznego będzie,
według (3), '

(4) M

a stąd dla kuli jednorodnej o gęstości o

(5) V=i

Potencyjał kuli jednorodnej lub składającej się z warstw jednorodnych i spół-
środkowych, względem punktu zewnętrznego oblicza się tak, jakgdyby masa
tej kuli była skupiona w środku.

Przyjmijmy punkt [j, W wydrążeniu uważanej poprzednio warstwy,
a zatym 8<Cp, wtedy p + S i p — 8 przedstawiają odpowiednio największą
i najmniejszą odległość punktu JJ, od warstwy, będzie przeto, według (1),

(6) dV = lll^iŚL [(p + S) - (p - §)] =

z czego wnosimy, że potencyjał jednorodnej warstwy kulistej Avzględem pun-
ktu, znajdującego się wewnątrz jej niniejszej powierzchni, ma wartość stałą,
albowiem dY jest niezależne od 3. Dla warstwy więc kulistej, której po-
wierzchnia wewnętrzna ma promień "Ei1, a zewnętrzna promień Ra, będzie
potencyjał względem punktu, leżącego wewnątrz powierzchni o promieniu Jł„

(7) Y = 4ita I p . cip = 2:ra(E2
2 — Rt

2).

Potencyjał ma przeto wielkość stałą, gdziekolwiek punkt (). obierzemy w wy-
drążeniu powyższej warstwy.

Jeżeli punkt znajduje się wewnątrz masy warstwy, ograniczonej po-
wierzchniami kulistymi o promieniach R, i R2, a zatym R t ^ o ^ H i ,
to możemy przyjąć y = Vi + Ya) gdzie V, jest potencyjałem warstwy,
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ograniczonej kulami o promieniach R,. i S, zaś Y2 jest potencyjałem warstwy,
ograniczonej kulami o promieniach 3 i B,2; Ponieważ, według (5) i (7),

V l - i %a ^-^ , Ya =
przeto

(8) 7=4,0 ay»-
3

Z tego otrzymamy potencyjał kuli jednorodnej o promieniu R względem
punktu wewnętrznego, kładąc R t = 0, R 2 = R,

(9) V = - | T : O ( 3 R 2 — S2).

Pochodna —ŷ - daje w każdym przypadku przyciąganie punktu \>. w kierunku

prostej 3, które wyraża całkowite przyciąganie tego punktu przez kulę lub
warstwę kulistą. Oznaczywszy przyciąganie przez P, mamy z (5), biorąc
K — 1 , ji — J ,

no P = 4 L ijtop. M
v ; <?§ 3 S a 8 2 '

w przypadku punktu, leżącego wewnątrz wydrążenia warstwy kulistej, imamy,
według (7),

dla punktu, leżącego wewnątrz masy warstwy będzie, według (9),

± » f ? 3 - - 3 « • 55 i

a nakoniec dla kuli pełnej

(13) P = 4 ^ = - | 1 t a . 8 .

Równania od (10) do (13) wyrażają twierdzenia Newton'a o przyciąganiu
kuli, dowiedzione innym sposobem w art. 123-im.

128. PKZYCIĄGANIE ELIPSOJDY. DO najważniejszych i najciekawszych
zagadnień tego rozdziału należy rzecz o przyciąganiu punktu przez elipsojdę
jednorodną lub składającą się z warstw jednorodnych. "Wiadomo z pomiarów
geodezyjnych, że ziemia może być uważana z wielkim przybliżeniem za eli-
psojdę obrotową spłaszczoną (sferojdę); a ponieważ każdy element masy ziemi
przyciąga punkt materyjalny według prawa Newton'a, przeto zagadnienia
o sile ciężkości na ziemi polegają przedewszystkim na prawach przyciągania
elipsojdy. Rozwiążemy to zagadnienie naprzód dla elipsojdy trójosiowej,
a następnie dla obrotowej.
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cnp. nfl %L
Jeżeli —2+77 + — = 1 jest równaniem elipsojdy, to równanie po-

CC O C —

wierzchni spółogniskowej jest, jak wiadomo *),
nfl liii r'l

± y i. * _ i
c2 + « '

Niecli nt, &i, c t oznaczają połowy osi głównych tej powierzclmi; wtedy ró«
Avnania

(2) a t
2 — o'2 = V — 7;2 = c t

2 — cs = w,

określające dwie powierzchnie spółogniskowe, wyrażają,, że ich przekroje
główne mają spólne ogniska. Przez punkt dany można poprowadzić trzy
powierzchnie spółogniskowe stopnia 2-go, z których jedna jest elipsojdą,
druga hiperbolojdą jednopowłokową, trzecia zaś hiperbolojdą dwupowłokową.
Pierwiastki równania stopnia 3-go (1) wyznaczają osi główne tych trzech
powierzchni, gdy zamiast %, y, s podstawimy spółrzędne punktu danego. Dwie
elipsojdy spółogniskowe nie mogą się, wzajemnie przecinać. Jeżeli trzy po-
wierzchnie spółogniskowe przechodzą przez ten sam punkt, wtedy normalne
do tych powierzchni w tym punkcie są, wzajemnie prostopadłe. Osi główne
stożka, stycznego do powierzchni stopnia drugiego, są normalne do trzech
powierzchni, z daną powierzchnią spółogniskowych i przechodzących przez

wierzchołek stożka. Jeżeli — a + 7 3 - + - ^ ^^ 1) — + ik + — — l przed-
1 tfc U (ś** Ct 13*' Y"J

stawiają dwie elipsojdy spółogniskowe, to dwa punkty m, (x, y, tt), i JJ.,
(i, •(], C), z których m znajduje się na pierwszej, [i zaś na drugiej elipsoj-
dzie, posiadające tę własność, iź stosunek ich spółrzędnych równoległych
jest równy stosunkowi do nich równoległych osi tych powierzchni, t. j . , iź

-1-== —, - - — . - i , — = r —, nazywamy p u n k t a m i odpowiednimi . Je-

żeli m i p., tudzież n i v oznaczają, dwie pary punktów odpowiednich, to
m v — n [J..

Dwie elipsojdy, podobne i podobnie leżące, nazywają się e l i p s o j d a m i
h o m o t e t y c z n y m i . Jeżeli a, J>, c są osiami pewnój elipsojdy, zaś a' = Xa,
// = X6, c' = Xe odpowiednimi osiami spółśrodkowej elipsojdy homotetycznej,

fti ni g% gS. y2 g2
to równania tych powierzchni są — -f 77 -\—5- = 1, —j- •+• 77 H—2~ = X-,

gdzie X jest wiadomym stosunkiem osi. —
Podajemy naprzód twierdzenie Newton'a, przez Laplace'a uogólnione:

nieskończenie cienka warstwa jednorodna, ograniczona poioierschniami dwu
dipsojd homotetycznych, nie przyciąga punUu, znajdującego się wewnątrz jój
powierzchni mniejszej. Tego twierdzenia dowodzi się podobnie, jak twierdze-
nia dla warstwy kulistej w art. 123-im. Stosując to twierdzenie do warstwy

*) Zobacz Gieometryja analityczna W. Za j ą c z k o w a k i e g o , stv. od 432 do -HO,
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o grubości skończonej, ograniczonej dwiema elipsojdauii homotetycznynn.
a następnie do elipsojdy pełnej, otrzymamy twierdzenie: przyciąganie punktu
wewnątrz elipsojdy jednorodnej jest równe przyciąganiu, jaJcie na, punM wy-
wierci ta escść elipsojdy, Morą ograniem powierzchnia homotetyema, przecho-
dząca przez punU dany. Podane twierdzenie sprowadza przyciąganie punktu,
znajdującego się wewnątrz elipsojdy, do przyciągania punktu, leżącego na
powierzchni elipsojdy homotetycznej. Okażemy, że do podobnego zadania
można także sprowadzić przyciąganie punktu, znajdującego się zewnątrz
elipsojdy.

129. Niech W (fig. 54) oznacza jednorodną warstwę nieskończenie
cienką o gęstości a, ograniczoną zewnątrz elipsojdą E o osiach a, b, c,

Fig. 54.

wewnątrz zaś elipsojda, homotetyczną E' o osiach ą' = a(l — e), b'~b(l— s),
c' = c(l — e), gdzie s jest nieskończenie małe. Przez punkt »%, (a^, yx, 0 t),
zewnątrz E obrany, poprowadźmy elipsojdg Ej o osiach «,, bi} cu spółogni-
skową z E , dla której zatyrn a,* — V = a* — &», V 2 — c t* = i 2 — ca

Cj2 — a 1
a = c2 — «2, i niech punkt m, (x, y, a) na E będzie punktem odpo-

wiednim, więc x1:x=:ai:a, yt: y = bl: b, .s,: s = o t : c, Na E' obierzmy
punkt dowolny m', (.«', ?/, Z1), i wyznaczmy taki punkt «/./, (xi, y\', gj), żeby

x(: %' — at (1 — s) : o (J — s) = at: n, yl: ?/' = & t: 5, «/:/»'= d .• c,

to gdy przez punkt w/ poprowadzimy elipsojdę E,', spółogniskową z E', któ-
rój zatym osi będą odpowiednio al' = a1(l — s), &i'c=5,(J—a), 0 ^ = ^ ( 1 — e),
natenczas elipsojda E/ będzie homotetyc/ną z E x . Elipsojdy E, i E j ' ntwo-
)'Zą warstwę W t . Grubość D.r warstwy W na osi ,-e-ów wynosi D.t. = a •— a1 —
— ea, zaś grubość .Dx

(1) warstwy W , będzie DJ-^ — ai — al' = aai, a zatym
D.r :Dx<u=:a : at. Podobne związki będą zachodziły między odpowiednimi
grubościami w kierunkach osi y i e, z czego wynika, że stosunek grubości
obudwu warstw, mierzonych na osiach głównych, jest równy stosunkowi odpo-
wiednich osi głównych ich powierzchni zewnętrznych. Stosunek podobieństwa
elipsojd E t i E/, to jest stosunek długości ich odpowiednich osi, równa się sto-
sunkowi podobieństwa elipsojd E i E'.

Obierzmy na E dowolny punkt [j., a [A, niech oznacza punkt odpowiedni
na E j ; szukajmy potencyjalu V warstwy W względem (j,,, i potencyjału V4

warstwy Wt względem ;J.. Masa elementu warstwy "W, którego krańcem jest
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punkt m, wynosi odzdydz, potenoyjał więc tego elementu względem ^ bę-
dzie rZV = — — — - — - . Gdy oznaczymy przez o t gęstość warstwy Wl, to

ni [J-!

aidxidyidzi, będzie masą elementu tej warstwy, którego krańcem jest punkt

1 T T G,dx,dy,dg< „ , .,
«%; otrzymamy zatym (2 Vt = — — i — — — L . Z tego wynika

dV _ o dxdydz
Oi ' dx1dyid0l'

a ponieważ dxtdyldzi — ~j-~ćlxdydg} a ?%[), = w}(J-lf przeto

dY a abc , r <jt at&iCn, , „.
~ = - = — . -^-—, a więc Vi = — . —-,— V + C,
dVi at aibxcx

 v l a abc

gdzie O jest stałą. Ponieważ dla V—0 także " ^ = 0, przeto G = 0 ; otrzy-
mamy więc
^ . V a abc

Vi Ot ' «A«i"

Potencyjaly więc obudwu warstw względem dwu punktów odpowiednich
na ich powierzchniach zewnętrznych są wprost proporcyjonalne względem
mas tychże warstw. Warstwa "W znajduje się wewnątrz W t , a zatym punkt
[Ł nie doznaje żadnego przyciągania od ~W1? z czego wynika, że pochodne
cząstkowe potencyjału V t względem spółrzędnj^ch punktu JJ. są równe zeru,
więc potencyjał V t ma wartość stałą, gdziekolwiek obierzemy punkt \i na
powierzchni E . Z równania (1) przeto okazuje się, źe V ma także wartośó
stałą względem każdego punktu |x,, obranego na E t , źe zatym E t jest po-
wierzchnią potencyjalną warstwy W. JPowierschniami potencyjednymi nieskoń-
czenie cienkiej i jednorodnej warstwy ciipsojdalnej, ograniczonej dwiema po-
wierzchniami homotetycznymi, są elipsojdy, spologniskowe s jej powierzchnią
zewnętrzną. Kierunek przyciągania jest normalny do powierzchni potency-
jalnej, mamy przeto nowe twierdzenie: nieskończenie cienka warstwa elipso]-
dalna, ograniczona dwiema poioierschniami Jwniotetycsnymi, przyciąga punkt
zewnętrzny w kierunku osi stożka, stycznego do jej powierzchni zewnętrznej•,
którego wMrzćholkiem jest punkt przyciągany (twierdzenie Poisson'a).

"Wyobraźmy sobie trzecią warstwę W 2 nieskończenie cienką, leżącą
zewnątrz W i W t , i ograniczoną powierzchnią E 2 , spółogniskową z E i E 1 (

tudzież powierzchnią E ' 2 , spółogniskową z E r i E ' t ; E 2 i E'2 będą hoinote-
tyczne. Stosując powyższe twierdzenie, widzimy, źe E 3 jest powierzchnią
potencyjalną warstw W i W 4 , że zatym obie warstwy przyciągają punkt,
zewnątrz tych obudwu warstw leżący, w tymsamym kierunku, a potencyjały
tychże warstw względem tego punktu są wprost proporcyjonalne względem
ich mas.

130. Niech będą dane dwie elipsojdy jednorodne, ograniczone po-
wierzchniami spółogniskowymi E i E u i niech będzie dany punkt |A, zewnątrz

BIM. mnt.-fTz., S.IV T. X, 2 1
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nich leżący. Gdy podzielimy każdą elipsojdę ua warstwy elipsojdalne, ogra-
niczone dwiema powierzchniami hornotetyeznynii, i stosować będziemy do tych
warstw poprzednie twierdzenia, to otrzymamy następujące twierdzenie głó-
wne: potencyjaly dwu elipsojd,, ograniczonych powierzchniami spóhgniskowymi,
wzglądem punktu, zewnątrz nich leżącego, są wprost, proporcjonalne ivggtydem
mas ty cli elipsojd.

Wracając do warstw W i W t , których masy oznaczmy odpowiednio
przez dM i dMl} a których potencyjały względem punktu zewnętrznego
niech będą odpowiednio V i Vi, otrzymamy V : Vi — dM.: d M t . Popro-
wadziwszy przez [j, normalną do powierzchni potencyjalnej, obierzmy na niej
punkt dowolny, którego odległość od punktu [Ł oznaczmy przez n. Prze-
suńmy \i< wzdłuż tej normalnej o długość nieskończenie małą dn aż do pun-
ktu [J.1; wówczas stosunek potencyjałów tych warstw względem punktu (Ł1

hędzie

(1)

a zatym

( 2 ) CL.Si.
v ' dn dn
Ponieważ pochodne potencyjałów wyrażają przyciągania punktu ^, przeto
mamy twierdzenie: dioie nieskończenie cienkie warstwy elipsojdalne, których
powiersclmie zewnętrzne i powierzchnie wewnętrzne prsedstawiają pary po-
wierzchni spófognislcoioych, przyciągają punlct &ewne.trgny s siłami, proporcyjo~
nalnynii wsględmn ich mas. Wystawmy w [j, układ prostokątny osi spółrzę-
dnych, i niech d X , dY, d7t oznaczają rzuty przyciągania punktu JJ, przez
warstwę W, zaś dXlt dYt, dZt rzuty przyciągania warstwy Wt; wtedy

(3) dX : dXt ~dY: dYj = dZ : dZt ~

Rozważajmy znowu dwie elipsojdy jednorodne, ograniczone powierzchniami
spólogniskowymi E i E 1 ; podzielmy je na warstwy, ograniczone elipsojdami
homotetycznymi; składowe przyciągali P i P, , punktu zewnętrznego [j. elip-
sojdy, będą według (3)

X Y Z y Xa + Y2 + Z2 M
' + Yx

2 + Z? M t'
a zatym

(4) P : P 1 = M:M 1.

Dwie elipsojdy jednorodne, ograniczone powierzchniami spófogniskowynii, przy-
ciągają punkt zewnętrzny w tym samym kierunku z siłami, proporcyjonahiymi
iczgledem ich mas. W takiej postaci ogólnej podał Laplace to twierdzenie,
lecz przedtym tak dla elipsojd obrotowych, jak i dla elipsojd trój osiowych
w przypadku, gdy \t, znajduje się na osi elipsojdy, okazał je Maclaurin.
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Powyższe twierdzenie niezupełnie słusznie nazywają, ogóline twierdzeniem
Maolaurin'a, bo dopiero Laplace duł mu powyższą postaó ogólną.

To twierdzenie stosuje się do każdego punktu, nie znajdującego się
wewnątrz elipsojdy przyciągającej, a -więc odnosi się, także do przypadku, gdy
punkt [j, znajduje się na powierzchni elipsojdy. Widzimy zatyin, że twierdze-
nie Laplace'a sprowadza rzecz o przyciąganiu punktu zewnętrznego do kwe-
styi przyciągania punktu, znajdującego się na powierzchni elipsojdy. Wy-
pada nam teraz bezpośrednio rozwiązać to zagadnienie.

131. Obierzmy punkt JJ, na zewnętrznej powierzclmi warstwy W, i po-
prowadźmy z tego punktu stożek elementarny, który na kuli o promieniu 1
wycina powierzchnią dw. Masa elemen-
tu tego stożka będzie ap2d(aćlp, przycią-
ganie zatym punktu [j, przez ten element,
wynosi acladp. Niech tworząca p stożka
przecina wewnętrzną powierzchnią warst-
wy w punkcie N i Q (fig. 55), a zewnę-
trzną powierzchnią po raz wtóry w pun-
kcie P; całkując w kierunku tworzącej p,
otrzymamy <J(ZM(JJ,N -|-QP) = 2odm . |j.N
jako wielkość przyciągania punktu [j. przez
stożek vr kierunku tśj tworzącej. Gdy po- Fig. 55.
prowadzimy normalną wewnętrzną |j,v do
elipsojdy, to przyciąganie w kierunku tej normalnej będzie 2ar?co. JJ.N . cos
([ŁN, \I,V) = 2 ad tu . [3.8, gdzie [j,S jest grubością warstwy W w kierunku nor-
malnej. Całkując to wyrażenie w obrębie półkuli, której środkiem jest punkt
|j,, otrzymamy

(1) d P

jako przyciąganie, punktu JJ. przez warstwę "W; kierunek tego przyciągania
jest normalny do E. Okazuje się zatym, że przyciąganie jest proporcyjonal-
ne względem grubości warstwy w punkcie rozważanym. Poprowadźmy przez
środek O warstwy płaszczyznę, równoległą do płaszczyzny stycznej w |J,; nor.
nialna JŁ-V przecina owę płaszczyznę średnicową w punkcie 11, a promień Qp,
przecina elipsojdę E' w punkcie T. Z podobieństwa trójkątów ORJJ. i TS[j-
wynika, że (J,S : |J-R = [AT : [J-O, a jeżeli a, 1), c i a—da, h—db, c — dco zna-
czają odpowiednio połowy osi głównych elipsojd E i E', to z powodu homo-
tetyczności mamy

\i.T : [J.O = da : a = db : b = dc : c, więc
, . ~ da „ db TJ dc ^
(2) |j.S = — | J . R = - ^ | J . E = —[J.R,

gdzie [j-R oznacza odległość punktu |j- od płaszczyzny średnicowej, rówuolc-
X2 yi g2

głej do płaszczyzny stycznej w punkcie JJ, . Niech — + yj" Ą—5- •= 1 będzie
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równaniem elipsojdy E ; wtedy —^ + 4f- H — ^ — .1 r= 0 jest równaniem pła-

szczyzny stycznej w (J-, skąd

1 1 i 2 rfl £2

a zatym
da 1 , diii 1 . dc

(4) rtP = 4rca . — . ^ - ^ = 4x0 . -=- . r-y=:=4tta . — . r-/=.

Dostawy kierunkowe normalnej wewnętrznej w punkcie [J. są odpowiednio

J—=, ——:; mnożąc przeto (4) przez te dostawy, otrzy-Lej ~J—=,

mamy składowe przyciągania, wzięte w kierunkach osi głównych,

•7-cr , da i , , r db ri , „ . (?c C
w a3a3 p' &3 J) c3

Obierzmy teraz punkt \i zewnątrz elipsojdy E , poprowadźmy przezeń eli-
psojdę E j , spółogniskową, z E, poprowadźmy wewnątrz E t drugą elipsojdę
E 1 !, nieskończenie bliską i spółogniskową z E', to E, i E ' t utworzą war-
stwę "W4, która według (4) przyciąga punkt JJ. Z siłą

,„. 71-, . da, 1 . db, 1 . dc, 1(6) ctPj 4 x c — L _ = i = = 4 . 1 t a - r i - — : = 4ito—-

gdzie «!, 5 4 ) c t oznaczają osi elipsojdy E t ; a a t — (Zrtt, &t — dbt, c t — dCt
oznaczają osi elipsojdy E ' 1 ; przyczym, według art. 128-go,

, . dat da dbt __ db dct dc i2 '(f t,'z
{) 1^~1T' ~h~~~V' ^ T ~ T ' Pi~7^+ls+~^'
Jeżeli warstwa W przyciąga punkt (i-, zewnątrz niej lezący, z siłą dT, to

(8) <2P: d P i ; ± : ale :«Aci-
Podstawiając przeto ^ P , z (6), obliczymy, według (8), przyciąganie punktu [i,
zewnątrz W lezącego. Dostawy kierunkowe normalnej wewnętrznej w ^ do E,

będą odpowiednio — >_, ^—=, ^ r , otrzymamy więc

składowe przyciągania d P

abc da,
«,&,c, a,3 jp!

(9)
«.l°lCl

dc.
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albo

dX= 4^4^^4
(10)

, abc dc
c= — 4 % a —-•— . — .

Podane wzory pozwalają, obliczyć przyciąganie punktu (J-, znajdującego się
zewnątrz elipsojdy o osiach A, B, O. Podzielmy tę elipsojdę na warstwy
nieskończenie cienkie, ograniczone powierzchniami liomotetycznymi z jej po-
wierzchnią zewnętrzną, a stosunek podobieństwa niech zmienia się od warstwy
do warstwy. Jeżeli przez a, b, c oznaczymy osi powierzchni zewnętrznej,
zaś przez a — da, b — db, c — dc osi powierzchni wewnętrznej takiej war-
stwy, to
,--. a b c da db dc

Poprowadźmy przez JJ, elipsojdę o osiach «,, &,, cu spółogniskową z elipsojda.
o osiach a, b, c, dla której zatym a,a — &,a = a2 — b2, &,2 — e,2 = &2— c2,
C|2 — «,2 = c2 — a2; a więc

Możemy składową dX. przyciągania tej warstwy wyrazić w funkcyi parametru

X = — ; mamy bowiem

(13) & r = « B : A , (j = « O ; A ,

a stąd, według (12)

42 '/i2 CPodstawmy te wartości w równaniu —s- + y ^ H — ^ = 1 } i różniczkujmy na-

stępnie to równanie względem X, otrzymamy

'X

Wstawiwszy wyrażenia (13), (14) i (15) w pierwsze równanie (10), mieć bę-
dziemy

(16) a l 2 d l

Podobnie, gdy parametr X przedstawiać będzie stosunek 5:&(, lub stosunek
c:cu otrzymamy wyrażenia składowych dY i dZ w funkcyi X. Całkując
równanie (16) w obrębie danej elipsojdy, otrzymamy X . Aby wyznaczyć
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krańce całkowania, poprowadźmy przez y. elipsojdę o osiach A u B,, C,, spół-
ogniskową z elipsojdą A, B, G; równanie tej elipsojdy będzie

(18) Ai» = A» + «, B,2 = B2 + », O,a = O« + tt,

gdzie M oznacza jedyny pierwiastek dodatny równania (17). (Dwa iimo pier-
wiastki ujemne dają obie liiperbolojdy spółogniskowe). Krańcami u są,:

A
« = 0, a = A, którym odpowiadają X = 0 i X = -r—, jako krańce X.

Będzie więc ostatecznie

X = - 4 T U B O S / A ' . , - T - - = J ? * * . ' , ^ - . = - . - . ; podobnie
I [/ A«+X*(B»—A») | / AH-X2(02—A2)

» 0

(19)
/ / Ba+X2(O2 — B a) |/B 2+X 2(A 2 — B2)

B C | + ( — O) \' C2+X2(B2 — C2)
0

Jeżeli punkt przyciągany znajduje się na powicrzclmi elipsojdy, to A = : A ,
B = B,, 0 = 0), a wyższy kraniec każdej całki będzie równy jedności.

Możemy otrzymać stałe krańce całkowania dla punktu zewnętrznego,
uważając w powyższych całkach odpowiednio

A, B, O,
A l X ' A < B" l A ' ~ 0

jako nową zmienną p. Stosując to podstawienie, otrzymamy

_ 1 B ABC Cl o . p2 . do

A, / f/A^p27B2^^a)KAT2Tp~2(02—AJ)'
^0

(20)

z - _ 4w ̂ 2 c r pii
+p2(A2—c^l/C^+ppa— C2)'

132. PoTENcrjAE ELIPSOJDY. Kwadraty osi «,, ?;,, c, elipsojdy, spół-
ogniskowej z elipsojdą («, 6, c) i przez punkt ( | , 7], C) przechodzącej, są,
«1

2 = a3 + « ! &i2 = Z»2 + «, C,2 = C2 + M, gdzie u. oznacza jedyny pierwiastek
dodatny równania


