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jezeli ¢ dazy do zera. Mamy zatym i?f (??'. i 4 poniewaz -—ig—: zdaza do

granicy skoticzonéj, przeto pochodna potencyjatn V, wzigta wzgledem dowol-
nego przesunigeia punktu p., zdaio takZe do granicy skonczonéj. Nadajmy

av dV.. o dV.
przesunigein punktu yp. warto$é e, wiedy — =~ "7, a poniewaz k. ——3

& =

jest yzutem przyciggania ciala o potencyjale V., na punkt zewnetrzny, plm.tu
widzimy, Ze pochodna potencyjalu wyraZa praycigganie bez wzgledu na to,
czy punkt prayciggany znajduje sig zewngirz, czy wewngtrz ciala.

Wiyniki powyzszego dochodzenia moZemy streécié w twierdzenin naste-
pujaeym: jeiels gestosc ciala. jest funkeyjo ciqgle spolrzednych, natenczas po-
tencyjad 1 pidrwsze pochodne jego wayledem spotrzednych punkiv prayciggancyo
sq funkeyjami cigglymi tych spolragdych, bez wegleduw we poloZenie tego pun-
Lktu.  Pochodne potencyjalu sq proporcyjonalne wigledem przyciggania punki,

Jezeli potencyjal przybiéra w punkcie p. wartosé C, to V—C=0 jest
rownaniem powierzehni potencyjalnéj, t. j. miejsca tych punktow, wzgledewm
ktorych potencyjal ciala posiada staly wartosé C (art. 83). Dwic powierzchnie
potencyjalne nie przecinajy si¢, potencyjal bowiém posiada w kazdym punkeie
w przestrzeni tylko jedne, dokladnie oznaczong wartoéé. Przycigganie pun-
ktu jest normalne do powierzchni potencyjalnéj, przez tenZe punkt przecho-
dzgcéj.

126. Twierpzesia Larpacg’s 1 Porsson’a.  Zalozmy dla uproszezenia
rachunku t=1, p=1, to U=V i otrzymamy w kazdym punkcie
dY, = 0¥ 5 0¥

Y= —- =

(1) 2= ! T

Niech punkt p znajduje sig zewnytrz ciala prayciggajacego; wiedy odleglose
=)"(@— &% (y — 1)°+ (z — C)® bedzie miala zawsze skofczone wartoSci.

Aby obliczy¢ drugie pochodne potencyjalu, ktore, wedlug wzordw, wymku,'}ag-
cyeh z (1),

@) OX _ ¥V OY _ V0% _ PV
98 T 0B oq T o T T
przedstawiajg pochodne sit X, Y, Z wzgledem spolrzgdnych punktu p, na-

lezy w wyraZeniu funkecyi V rozniczkowaé dwukrotnie wzgledem &, 7, & pod
znakiem calkowania. T'ym sposobem otrzymamy

2V g2 P 2V
W:j déﬁ( )dm, podobnie T _5{2.;

wocca: (O (1),_, Jdw—3 --r"+dr(m—-;) 3(x—E&)
B povionad | ) == = = ?1.1.___

i podobnie
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L‘:_(l):_ L g i (—1—)=——13-+ Bz—0y
7\ r 7 r

P AT

przeto

gt (1 0> (1 02 (1
a6 (3) 7 () + 3 (5) =
poniewaz nudto

S g 5= [ [ )+ 2 B g (] em

przeto dla punktu (€, 7, €), znajdujycego si¢ w odleglosei skonczonédj od
kazdego punktu przyciggajacego, otrzymamy nastepujiace wazue rownanie:

‘ 2V . *V |V d}t 0Y d.ﬂ
%) wwtoptE =ty Tt ="

Powyisze réwnanie wyraza twierdzenie Liaplace'a dla punktu, znajdujace-
go sig zewnatrz masy ciala prazyciggajacego.

Jezeli punkt p. znajduje sie wewnatrz masy tego ciala lub nieskoiczenie
blizko jego powierzchni, to dla punktéw sgsiednich bedzie » ==0, a przeto
rézniczkowanie pod znakiem calki, zawiérajacéj elementy meskonc.»seme wiel-
kie, nie jest dozwolone. Aby w tym przypadku obliczyé sume¢ drugich po-
chodnych potencyjalu, obierzmy prostokatny uklad osi spoélrzednych, popro-
wadZmy przez p osi rownolegle 1 oznaczmy przez r, ¢, ¥ spdélrze¢dne biegu-
nowe punktu (z, y, z) ciala przyciggajacego wzglgdem tych ostatnich osi.
Wtedy

gé) #=~Et+rcosy, y=1u-+rsndcost s=~C+rsingsind,

a sily X, Y, Z bedg wyrazone zapomocg réwnan (2) art. 123-go, przyczym
0 i 2r bedg kraficowymi warto§ciami kata &, za§ 0 i = kyta ¢. Z powodu
stalosci tych krancow otrzymamy

J
cosp sind, dd, dg, -——[ oz,
( [ d;.,()
0Y

ﬁ .
(5) J—_{ / sin?d cos . dd. dd . —— a.dr,
JO 0

Oé f [ sin*tpsint}.dt}.ﬂ.».ditf a.dr,
0 0

gdzie », jest promieniem wodzgcym powierzchni ciala, wyprowadzonym
z punktu p pod katami ¢ i ¥. DPoniewaz nietylko gestosé o, ale takie
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wyzszy kraniec r, kazdéj calki zalezy od &, 7, €, praeto, stosujge znany
wzor *), otrzymamy

"y ry .
J e i 8, gt
—0-5{0 G.di._[o- da.th-{—cl.ag,

gdzie s =0, dla » = r,, a zatym s, jest gestoseis na powierzehui ciala. Po-

stepujge podobnie z drugim i trzecim wyrazem w (5) i dodajge je, otrzymamy
, X  dY  dZ%

©) ot Yoy +?¢“*

dz Mn
=f [ sindddy
0 u . .

(e

'*'1
do
L (coscb de-l—unpt.uw——-l-smyamm} E)ch-}—

2r /'n
-i—cs,(t.ustp 9 juntpws{}—- 1+bl].|¢811ll}6}t );--f [ A singdddi,
0

gdzie dla krétkosci oznaczyliémy praez A sumg wyrazow w nawiasie. Mamy

29 o 08 0% a poniewaz 0% oty 92— 99 dobuie 20 o U
aE = oz 98 P gF T PR g =gy DOCOMNIC = gy
09 9,

a¢

nadto mamy

ds__dodx , do dy  dodz
It —dnor o dr R

Wstawiwszy te wartosci w (6), widaimy, Ze piérwsza czesé wielomianu A,

Luwda—i smjaw.sﬂ +sm¢sm|‘}3‘:

znajdujgca si¢ pod znakiem catkowania, posiada wartosé -
(r
da /
) F;th:.! G == 0y — Oy,
Jo |0

gdzie o, oznacza gestosé ciala w punkeie p, a zatym dla » =0. Aby obli-
czy€ drugs czsé sumy A, zaléimy, Ze

Fu, 9 8) =F(E+r cosd, q4r sing cost, {+rysindsind) =10

*y O . wadr

~ly b
0 [ o0 _| V@, d
9t | f@ Dde= }g- do— f(a, qs) d& St i@, ).
W naszym praypadku a =0, b==r;, wigo UL UL

08 — ' 0E T ot



TEORYJA PRZYCIAGANIA, — 126, 315

Jest rdwnaniem powierzchni ciala, Z tego réwnania wypada
dF dx  dF dr, _ JF  JF dr, _ )
O A R i P T e B
ory, __ dF JF
05 dw " dry’

gdzie

Jr _-rlF da JF  dy iF 03 JF
I Lk e Ty T T T °‘P‘“+s‘“‘l’°"”a +

+81n-{asm\‘}—{}—:—F-.—_-§ﬁ

Bedzie wige

dry /A o O oF dry o OF

e N'ﬂ’ podobnie W__NW’ o= N. PR
jest zatym

. dry S ary L T T

(8) Losqad—E +sm¢ws{}6—n+smq¢sm3 > N. N = 1,
co przedstawia warto$¢ drugiéj czeéci sumy A. Mamy przeto, wedlug (7),
(9) A =06, —6,— 0, = —0,,

% crego wynika

in
0X rJY 0z o ra e
(10) It e d( _—00£ '/0 singpdd. dyp=—4naq,,

a poniewaz

dZ 7V a2V 02V

. przeto otrzymamy dla punktu (&, 7, €), znajdujgeego sig wewnytrz masy ciala
przyciggajacego,

PV 2V | aV _ 0X |, oY, 0% _
18 Satgptom =g Tq Tor =t

W tym réwnaniu oznacza o, warto$é funkeyi, wyrazajacéj gestost ciala,
s =g (xz, y, z), jeseli W niéj zamiast @, y, # podstawimy spélrzedne §, 7, £
punktu przycigganego. Roéwnanie (12) wyraza twierdzenie D. Poisson’a

. . 2V *V o 2V
o drugich pochodnych potencyjalu. Suma PE - I = I
chodnych potencyjalu V wzgledem spélrzgdnych punktu, dla ktérego ten po-
teneyjal zostal obliczony, bywa nazywana parametrem rézniczkowym
rz¢du drugiego tego potencyjaltu i hywa oznaczana przez 4A,V.

drugich po-
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Obadwa twierdzenia, Laplace’a 1 Poisson’n, moga byé ujete w jeden
wzor ogolny

*V | 2V *V "
(13) A,V = Y o +W:—4“'{*(¥: My £)e

Jezeli bowiém punkt (£, 1, §) lezy poza obrghem masy ciala prazyciggajacego,
o zatym w przestrzeni prozndj, ktoréj gestosé w kazdym punkeie jest réwna
zeru, wéwezas (5, 1, ) =0, co przedstawia twierdzenie Laplace’a; jeieli
za8§ punkt stanowi czesé ciala puyuragfuﬂretru, to o(&, 1, {)=13,, z czego
wynika twierdzenie Poisson’a.

Dowodzenie powyzsze polega na praypuszezeniu, ze w hezposrednim oto-
czeniu puvktu p. gestoSé o nie przestaje byé funkeyjy ciagl, i Ze jéj pochodue
nie przybiérajg wartoScei nieskoniczenie wielkich, chociaZ cigglosé téj funkeyi
nie potrzebuje koniecznie zachodzié w inuych punktach masy przyciagajacé).
Jezeli punkt i znajduje sig w takim miejsen, w ktorym cigglosé funkeyi o jest
przerwana, natenczas A,V moZe przybiéraé wartoSei rozmaite, stosownie do
przyrostow spélrzednych punktu p; w takim przeto miejscu osobliwym 16-
wnanie (13) przestaje miécé miejsce. Wszystkie punkty na powierzelni ciala
przyciagajacego nalezgy do takich punktéw osobliwyeh, do ktérych réwnanie
(13) nie moze by¢ stosowane, poniewaZ przejécie z wnetrza ciala przez jego
powierzchnig nazewnatrz sprawia przerwe w zmianie gestosei, ktora z warto-
§ci oznaczondj przechodzi do zera. Jezeli punkt p znajduje sig wewnatrz
ciala, nieskonczenie blisko jego powierzchni, to A, V=—4ns,; gdy zas p.
lezy zewngtrz ciala, nieskoficzenie blisko jego powierzchni, to A,V =0;
a wige na powierzehni saméj nie posiada parametr réZniczkowy dokladnie
oznaezonéj wartosei. .

127. Porexcysan kuni. Rozwazymy naprzod warstwe jednorodniy nie-
skoficzenie cienksq, ograniczong kulami o promieniach p i p-[—r?p. Aby wyzna-
ezyG potencyjal téj warstwy wzgledem punktu p, lezgcego zewngbrz powierzehni
zewnetrznéj, uzyjmy figury i znakowania art. 12h-go. Objetosé clementu
warstwy wynosi (*sin0 dpd0dy; mnozac ja przez gestosé o i dzielae przez

r=)/ + p> — 20pcosh, gdzic & oznacza odleglosé punktu p od Srodka
kul, otrzymamy potencyjal tego elementu. Calkujge miedzy odpowiednimi
krancami, otrzymamy stad potencyjal d'V téj warstwy

2
dV=s. P~“*P{ f____i_lﬂﬂ_r»fﬂ:u =5 czyli
- (2 — 20p cos

AV =2wep®.dp ;:_i—l_—n_m————-—_w_._, czyhi takZe
l/ 8% p2 — 20p cosO

o
T

QI 4 T
(1) czvz_iiafﬁﬁ /5 2 — 28p cosh.
0
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Podstawiajac wartoSei kraficowe i zwazajac, e dla punktu zewnetranego din-
8086 0+ p jest najwigkszg, o dlugo§¢ 8—p najmniejszg odleloScig punktu p.
od powierzchni zewngtrzné), otrzymamy

- 9nand i drap®.dp
® av ==L [ +)—@—p) =5 E.
A poniewaz dM=4mrap?.dp jest masy warstwy, przeto
® oy = O

Potencyjal kuli jest sumg potencyjatéw jéj warstw., Jezeli wiec M jest masg
kuli jednorodnéj o promieniu R lub skladajacéj sig z warstw jednorodnyeh
i spolérodkowyeh, potencyjal téj kuli wzgledem punktu zewnetrznego bedzie,
vedlug (3),

M
(4) V= 5!
a stgd dla kuli jednorodnéj o gestosei o
4 nsR3
(5) = T

Potencyjal kuli jednorodnéj Inb skladajacéj sie z warstw jednorodnych i gpél-
§rodkowych, wzgledem punktu zewnetrznego oblicza sig tak, jakgdyby masa
téj kuli byla skupiona w $rodku,

Przyjmijmy punkt p w wydraZenin uwazanéj poprzednio warstwy,
a zatym &<<p, wtedy p+48 1 p— & przedstawiajg odpowiednio najwigkszi
i najmniejszy odleglo§é punkiu p. od warstwy, bedzie przeto, wedlug (1),

2 . l o 3
(6) rgv=_Egg_f_g_[(l;+o)—.(p-—-o)]:4ﬁc.p.{?|':,

z czego wnosimy, ze potencyjal jednorodné) warstwy kulistdj wzgledem pun-
Itu, znajdujacego sie wewngtrz jéj mniejszéj powierzehni, ma wartoSc stala,
albowiém dV jest niezaleZne od 3. Dla warstwy wiee kulistéj, ktoréj po-
wierzehnia wewnetrzna ma promiefi R, a zewngtrzna promiefi R,, bedzie
poteneyjal wzgledem punktu, lezacego wewnatrz powierzehni o promieniu R,

R,
(7 ¥ :4115-[ p.dp=2ma(R,*— R,*.
Ry

Potencyjal ma przeto wielkogé staly, gdziekolwiek punkt p. obierzemy w wy-
drazenin powyzszéj warstwy.

Jezeli punkt znajduje sig wewnatrz masy warstwy, ograniczondj po-
wierzehniami kulistymi o promieniach R, i R,, a zatym R, <<J<TR,,
to mozemy przyjaé V=7V, V., gdzie V, jest potencyjalem warstwy,
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ograniczonéj kulami o promieniach R, i &, za§ V, jest potencyjatem warstwy,
ograniczondj kulami o promieniach 7 i R,. Poniewaz, wedlug (5) i (7),

63_ R 2 "] [ Ay
.“r‘:‘g‘ﬂc——'g‘—"!" ) 2:91{@(3.3‘-—0‘)’
przeto
) 92 3R,26 — 2R,P — ®
(8) V= 370 a-—‘— x

7 tego otrzymamy potencyjal kuli jednorodndj o promieniu B wzgledem
punktu wewnetrznego, kladge R, =0, R, =R,

2 .
(9) V= §ro(3R*—2).

Pochodna %—g- daje w kazdym przypadku przycigganie punktn p. w kierunku

prostéj o, ktére wyraza calkowite przycigganie tego punktu przez kulg lub
warstwe kulistg. Oznaczywszy przyciaganie przez P, mamy z (5), biorge
k=1, =1, '

dV 4 ngR? M
(10) P=T="3"8 =%
w przypadku punktu, leZgcego wewngtrz wydraZenia warstwy I:ulisféj, mamy,
wedlug (7),

av _

dla punktu, lezgeego wewngtrz masy warstwy hedzie, wedlug (9),

w4V 4 M—R,2
(12) P__—-a-a—,_.—-?i- RO sy
f nakoniec dla kuli pelné)
(13) P:%—:—%—za.'ﬁ.

Réwnania od (10) do (13) wyraZajg twierdzenia Newton'a o przycigganiu
kuli, dowiedzione innym sposobem w art. 123-im.

128. PraverpGANIE ELpsospy. Do najwaZniejszych i najeiekawszych
ragadnien tego rozdzialu naleZy rzecz o przycigganin punkiu przez elipsojde
jednorodng lub skladajyes si¢ z warstw jednorodnych. Wiadomo z pomiaréw
geodezyjnych, Ze ziemia moze byt uwazana z wielkim praybliZeniem za eli-
psojde obrotows, splaszczong (sferojde); a poniewaZ kazdy element masy ziemi
przycigga punkt materyjalny wedlug prawa Newton'a, przeto zagadnienia
o sile cigzkoéei na ziemi polegajq przedewszystkim na prawach przyciggania
elipsojdy. Rozwigzemy to zagadnienie naprzoéd dla elipsojdy trdjosiowéj, -
a nastepnie dla obrotowéj.
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y s e o yr oo . 2 . S
Jezeli ?+;—3+—E;=1 jest réwnaniem elipsojdy, to réwnanie po-

wierzehni spologniskowéj jest, jak wiadomo *),
a y‘l 52 .
(M) a3+-za+ﬁ+ﬂ-+cg—|—m_l'

Niech ay, by, ¢, oznaczaja polowy osi gléwnych té&j powierzehni; wtedy ré.
wnania

(2) a?—at =0 —0=cl2—ct=u,

okréslajgce dwie powierzehnie spélogniskowe, wyrazaja, Z%e ich przekroje
gléwne majg spélne ogniska. Przez punkt dany moZna poprowadzié tray
powierzchnie spélogniskowe stopnia 2-go, z ktérych jedna jest elipsojda,
druga hiperbolojdg jednopowlokowa, trzecia zaé hiperbolojda dwupowlokowa.
Pierwiastki réownania stopnia 3-go (1) wyznaczajg osi gléwne tych trzech
powierzchni, gdy zamiast «, y, # podstawimy spélrzedne punktu danego. Dwie
elipsojdy spologniskowe nie moga si¢ wzajemnie przecinaé. Jezeli trzy po-
wierzchnie spologniskowe przechodzy przez ten sam punkt, wtedy normaine
do tych powierzchni w tym punkecie sg wzajemnie prostopadle. Osi glowne
stozka, stycznego do powierzchni stopnia drugiego, sg normalne do trzech
powierzchni, z dang powierzchnig spélogniskowych i przechodzgeych przez

2 2 2
% +—3; +%,: =1 przed-
stawiaja dwie elipsojdy spélogniskowe, to dwa punkty m, (2, y, 2), i .,
(€, 1, ©), z ktorych m znajduje sig na piérwszéj, p za§ na drugiéj elipsoj-
dzie, posiadajgce te wlasno$¢, iz stosunek ich spélrzednych réwnoleglych
jest r6wny stosunkowi do nich réwnoleglych osi tych powierzchni, t. j., iZ
3;-:%, %-__%{’ —‘é: 3, nazywamy punktami odpowiednimi, Je-
zeli m i p, tudziez n» i v oznaczajy dwie pary punktéw odpowiednich, to
MY =N,

Dwie elipsojdy, podobne i podobnie lezgce, nazywajg sig elipsojdami
homotetyeznymi. Jezeli a, b, ¢ sq osiami pewnéj elipsojdy, zas ' =1Aa,
I =\b, ¢ ="XAc¢ odpowiednimi osiami sp6isrodkowej elipsojdy homotetyczndj,
to rownania tych powierzchni sg E—!--[- £+ L 1 L'"‘n——-|-£-i---'liri =t

= a* ' b ? TR et ?

vz . R Yo et
wiérzchotek stozka. Jezeli -{—“E"I'F'i';é‘—-_:- 1:;

gdzie A jest wiadomym stosunkiem osi. —

Podajemy naprzéd twierdzenie Newton’a, przez Laplace’a uogdélnione:
nieskonczenie cienka icarstiwa jednorodna, ograniczona powierzchniami duw
elipsojd homotetycznych, nie przycigga punkiv, znajdujgcego sig wewnaglrz jéj
powierzehni mniejszéj.  Tego twierdzenia dowodzi si¢ podobnie, jak twierdze-
nia dla warstwy kulistéj w art. 123-im. Stosujac to twierdzenie do warstwy

*)  Zobacz Gieometryja analityczng W, Zajaezkowekiego, st od 432 do 440,
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o gruboéei skoficzonéj, ograniczonéj dwiema elipsojdami homotetyczanymi,
a nastepnie do elipsojdy pelnéj, otrzymamy twierdzenie: przycigganie punlin
wewnglrs elipsojdy jednorodnéy jest réwne przyeiqganiv, jalkie na punkt wy-
widra ta czesé elipsojdy, librq ogranicza powierzchnia homoletyczna, preecho-
dzaca przez punlit dany. Podane twierdzenie sprowadza przycigganie punktu,
znajdujacego sie wewnatrz elipsojdy, do przyciggania punktu, leZgeego na
powierzehni elipsojdy homotetycznéj. Okazemy, Ze do podobnego zadania
mozna takie sprowadzié przycigganie punktu, znajdujacego sie zewngtrz
clipsojdy.

129. Niech W (fig. 54) oznacza jednorodng warstwe nieskoriczenie
cienkg o gestoSei o, ograniczong zewnatrz elipsojda E o osiach «, 0, ¢,

—
{/ . " \E:E:
— T~
Hi///f?a\§x

Tig. 54.

wewngtrz za§ elipsojdg homotetyczng E' o osiach o =a(1—z¢), V'=10(1—¢),
¢'=¢(1—¢), gdzie & jest nieskonczenie male. Przez punkt my, (1, ¢, 21),
zewngtrz B obrany, poprowadzmy elipsojd¢ E; o osiach ay, by, ¢;, spélogni-
skowg z E, dla ktowé) zatym a2 — 0> =a* — 0% 02— e =12 — ¢?
0,2 — a,® = ¢* — a*, 1 niech punkt w2, (2, y, #) na E hedzie punktem odpo-
wiednim, wiee iz =ay:a, y,:y="b,:b, z;:2=¢,:¢. Na E' obierzmy
punkt dowoluny m', (2, o/, £, 1 wyznaczmy taki punkt ', (2, #'s 2,), Zeby

21 ' =a (1 —e)ia(l —e)=ay:a, y' 1y =0:0 a':8=¢:e,

to gdy przez punkt m,' poprowadzimy clipsojde BE,', spologniskows z B, kto-
r8j zatym osi bedy odpowiednio a,' =a,(1—z), by'=0b,(1 —¢), ¢,/=¢,(L—¢),
natenczas elipsojda B,' bedzie homotetycomg z . Elipsojdy E, i E," ntwo-
rzg warstwe W,. Grubo$é D, warstwy W na osi 2-6w wynosi D, =a—da' =
=¢eu, zas§ grubo§¢ DY warstwy W, bedzie DMV = ay — o' =ca,, a zatym
Do DM =q:a,. Podobne zwiazki hedg znchodzily migdzy odpowiednimi
grubofciami w kierunkach osi y i &, » czego wynika, Ze stosunek gruboSci
obudwu warstw, mierzonych na osiach gléwnyeh, jest réwny stosunkowi odpo-
wiednich osi gléwnyeh ich powierzchni zewnetrznych, Stosunek podobiefistwa
elipsojd B, i B/, to jest stosunek dlugoéei ich odpowiednich osi, réwna sig sto-
sunkowi podobiefistwa elipsojd I i E'.

Obierzmy na B dowolny punkt p., a p, niech oznacza punkt odpowiedni
na E,; szukajmy potencyjalu V warstwy W wzgledem p,, 1 potencyjatu V,
warstwy W, wzgledem w. Masa clementu watstwy W, ktérego kraficem jest
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punkt e, wynosi cdzdydz, potencyjal wige tego elementu wzglgdem p, he-

dzie dV :Ci—»f%:fy-{— . Gdy oznaczymy przez o, gestost warstwy W,, to
‘1

oydwydy,dzy bedzie masg elementu téj warstwy, ktorego kraficem jest punkt

o da dy,dz

my; otrzymamy zatym dV, = e
j s

7 tego wynika
aV o dzdydz mp

av; o' dzydy,dey” mp,’

: ahye
a poniewaz dax,dy, dslzjﬁ;’- dazdydz, & myp=mp,, przeto
dV _ o abe 6y @yby¢y

AV, — o, "abe,’ awigo Vi= 6 " abc V+C,

gdzie C jest staly. Poniewaz dla V=0 takic V,=0, przeto C = 0; otrzy-
mamy wige
Y e abe

™ V. =5 b

Potencyjaly wige obudwn warstw wzgledem dwu punktéw odpowiednich
na ich powierzehniach zewngtrznych sg wprost proporeyjonalne wzgledem
mas tychze warstw. Warstwa W znajduje sig¢ wewnatrz W,, a zatym punkt
p. mie doznaje zadnego przyciggania od Wy, z czego wynika, %e pochodne
czgstkowe potencyjalu V, wzgledem spolrzg¢dnych punktu p sg réwne zeru,
wige potencyjal V, ma wartosé staly, gdziekolwiek obierzemy punkt p na
powierzehni E. Z réwnania (1) przeto okazuje sig, Ze V ma takZe wartosé
staly wzgledem kazdego punktu p,, obranego na E,, Ze zatym I, jest po-
wierzchnig potencyjalng wavstwy W. Powierschniams potencyjalnymi nieskori-
czenie cienkiéj © jednorodné] warstwy elipsojdalnéj, ograniczonéj dwiema po-
wierzehmiame homotetycenymi, sq elipsojdy, spidoguiskowe z jéj powierzchnig
zewnglrang. Kierunek przyciggania jest normalny do powierzehni potency-
jalnéj, mamy przeto nowe twierdzenie: nieskoriczenie cienka warstwa elipsoj-
dalna, ograniczona dwiema powicrzchniami homotetycznymi, przyeigga punkt
sewngtrany w Tierunkw osi stozka, stycznego do jéj powierachni zewngtrenéi,
ktdrego wiérzcholliem jest punkt przyciggany (twierdzenie Poisson’a).

‘Wyobrazmy sobie trzecig warstwg W, nieskoficzenie cienka, leZgca
zewngtrz W i W,, i ograniczong powierzchnig E,, spélogniskowy z E i E,,
tudziez powierzchnig E'y, spélogniskows z E' i E';; B, i E', bedg homote-
tyczne. Stosujac powyzsze twierdzenie, widzimy, Ze B, jest powierzchnig
potencyjalng warstw W i W,, Ze zatym obie warstwy przyciggaja punkt,
zewngtrz tych obudwu warstw leZacy, w tymsamym kierunku, a potencyjaly
tychze warstw wzgledem tego punktu sg wprost proporcyjonalne wzgledem
ich mas.

130. Niech bedg dane dwie elipsojdy jednorodne, ograniczone po-
wierzchniami spélogniskowymi E i E,, i niech bedzie dany punkt p., zewngtrz

BIbL, mat-fz., 8. IV T, X, 21
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nich lezgey. Gdy podzielimy kazdg elipsojde na warstwy elipsojdalne, ogra-
niczone dwiema powierzechniami lomotebyceznymi, i stosowaé hegdziemy do tych
warstw poprzednie twierdzenia, to otrzymamy nastgpujace twierdzenie glo-
wne: potencyjady dwu elipsojd, egraniczonych powicrachniami spélogniskowymi,
wagledem punktu, zewnatrs nich lezqeego, sg wprost proporeyjonalne wsglgdem
mas tych elipsojd.

Wracajaec do warstw W i W,, kiérych masy oznaczmy odpowiednio
przez dM i dM;, a ktérych potencyjaly wazgledem punktu zewngtrznego
niech hedg odpowiednio V i Vi, otrzymamy V:V,==dM:dM,. Popro-
wadziwszy przez p. normalng do powierzchni potencyjalnéj, obierzmy na niéj
punkt dowolny, ktérego odleglosé od punktu p. oznaczmy przez n. Prze-
sufimy p wzdluz téj normalnéj o dlugosé nieskoniczenie malg d» az do pun-
ktu p'; wowezas stosunek potencyjaléw tych warstw wzgledem punktu p!

bedzie

1) (v+ _'g- an) : (Vit Vs an) = am: am,,
a zatym

AV dVy__ aar.
(2) —_cm . _(i? — dM . dMl .

Poniewa# pochodne potencyjaléw wyrazajg przyciggania punktu p, przeto
mamy twierdzenie: dwie nieskoriczenie cienlic warstwy elipsojdalne, ktorych
powierschnie zewnglrane © powierzchnic wewnglrene preedstawiajy pary po-
wierzehni spélogniskowych, preyciggaje punkt sewnetrzny & sitami, proporeyjo-
nalnymi wagledem ich mas, Wystawmy w p uklad prostokatny osi spélrze-
dnych, i niech dX, dY, dZ oznaczajg rzuty przyciggania punktu p przez
warstwe W, za§ dX,, dY,, dZ, rzuty przyciagania warstwy W,; wtedy

(3) AX :dX,=dY:dY, =dZ:dZ; =dM: dM,.

RozwaZajmy znowu dwie elipsojdy jednorodne, ograniczone powierzehniami
spélogniskowymi B 1 I, podzielmy je na warstwy, ograniczone elipsojdami
homotetycznymi; skladowe przyciggan P i Py, punktu zewngtrznego p. elip-
sojdy, bedg wedlug (3)

X_Y_z_VTEVEm_u
Xl —quzi__VXlg q__Ylg;l_Z"l_ B'Il 2

a zatym
(4) PP, =M:M,.

Duwie elipsojdy jednorodne, ograniczone powierzchniami spélogniskowymi, przy-
ciqgajg punkt zewngtrany w tym samym kierunku 2 sitami, proporcyjonalnymi
wzgledem ich mas. "W takiéj postaci og6lnéj podal Laplace to twierdzenie,
lecz przedtym tak dla elipsojd obrotowych, jak i dla elipsojd tréjosiowych
w przypadku, gdy p znajduje si¢ na osi elipsojdy, okazal je Maclaurin,
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Powyzsze twierdzenie niczupelnie slusznie nazywajy ogélnie twierdzenicm
Maclaurin’a, bo dopicro Laplace dal mu powyZszy postat ogélng.

To twierdzenie stosuje sig do kazdego punktu, nie znajdujacego sig
wewngtrz elipsojdy przyciggajacéj, a wige odnosi sig takZe do przypadku, gdy
punkt p. znajduje sig na powierzchni elipsojdy. Widzimy zatym, Ze twierdze-
nie Laplace'a sprowadza rzecz o przycigganiu punktu zewnetrznego do kwe-
styl przyciggania punktu, znajdujacego si¢ na powierzchni elipsojdy. Wy-
pada nam teraz bezpoSrednio rozwigzaé to zagadnienie,

131.  Obierzmy punkt p. na zewnetrznéj powicerzchni warstwy W, i po-
prowadzmy z tego punktu stoZek elementarny, ktéry na kuli o promieniu 1
wycina powierzebnia, dw. Masa elemen-
tu tego stozka hedzie sp*dwdp, przyciy-
ganie zatym punktu p. przez ten clement,
wynosi sdodp. Niech tworzgca p stozkn
przecing wewnetrzng powierzchniy warst.
wy w punkeie N i Q (fig. 55), a zewne-
trzng powierzchnig po raz wtory w pun-
keie P calkujge w kierunku tworzacéj p,
otrzymamy sdo(pN --QP) = 26do . p.N
jako wielkogé prayciggania punktu p. przez
stozek w kierunku téj tworzgeéj.  Gdy po- Pig, 55,
prowadzimy normalng wewngtrzng py do
elipsojdy, to przyeigganie w kierunku téj normalnéj bedzie 2sdw. p.N. cos
N, pv) =26dw.p.S, gdze .8 jest grubodeiy warstwy W w kierunku nor-
malnéj. Calkujge to wyrazenic w obrehie pélkuli, ktérdj Srodkiem jest punkt
Py otrzymamy

(1) dP =4nc.pS

jako przycigganie, punktu p przez warstwg W; kierunek tego prazyciggania
jest normalny do B. Okazuje si¢ zatym, ze przycigganie jest proporcyjonal-
ne wzgledem gruboéci warstwy w punkeic rozwazanym. Poprowadimy przez
érodek O warstwy plaszezyzng, rownolegly do plaszczyzny stycznéj w p.; nor.
malna pv przecina owg plaszczyzng $rednicowsy w punkeie R, a promied op.
przecina elipsojde B w punkeie T. Z podobiefistwa trojkatéw ORp i TSy,
wynika, ze p.S: pR=pT : 0O, a jeZeli a, b, ¢ i a—da, b—db, c—dco zna-
czajg odpowiednio polowy osi glownych elipsojd 1 i T, to z powodu homo-
tetyczno$ei mamy

pT:pO0=da:a=db:b=dc:¢c, wige
da db de
(2) I.!.S = -—(-;—‘ :]R = T [JR._._ T IJ;R,

gdzie pR oznacza odleglo§é punktu p od plaszezyzny Srednicowéj, réwnole-

"2 2 2
gléj do plaszezyzny styczné) w punkeie . Niech %;,_—-1— —3{% - 2 =1 bedzie

T
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rdwnaniem elipsojdy E; wtedy ) -{- —q‘i + = t’ — 1=0 jest réwnaniem pla-

szozyzny stycznéj w ., skad

1 1 . e

3 pR= = =, gdzie p=t+grtom
v e s

eV

ct

Eg

a zatym

4 dP=4nro. §£ - =4ro L 4dro ag 1

1
N N N )

Dostawy kierunkowe normalnéj wewngtrznéj w punkeie p. sq odpowiednio

- 1 t_
@V vV eV

mamy skladowe przyciggania, wzigte w kicrunkach osi gléwnych,

da § o ab 1 . de €
(5) dX —4n GE'EE’ fz.l —4r 5"‘5}“, (ZZ—-—‘!:TCU 2 -‘p.
Obierzmy teraz punkt p. zewnatrz elipsojdy E, poprowadimy przezeii eli-
psojde E,, spélogniskows z E, poprowadZmy wewnatrz B, drugg elipsojde
B'{, nieskoficzenie blisky i spélogniskowy z E', to E, i E'; utworzg war-
stwe Wy, ktéra wedlug (4) przycigga punkt p. z sily

dm 1__4_M db‘ 1____4 dc, 1

e, S S
R Vo ¢ p,

gdzie ay, by, ¢, oznaczajg osi elipsojdy E,; a ay — day, by —dby, ¢, —dey
oznaczajg osi elipsojdy B',, przyczym, wedlug art. 128-go,

mnozgc przeto (4) przez te dostawy, otrzy-

(6) dP;=4no.

day, _da dby __db dey _ de g2 C"
(™ 8 bt e .?’1—}!4+b
Jezeli warstwa W prazycigga punkt p., zewnatrz niéj lezgey, z sily dP, to
(8) dP:dP, = abe: abyey.

Podstawiajge przeto d P, z (6), obliczymy, wedlug (8), przyciaganie punktu p,
zewngtrz W lezgcego. Dostawy kierunkowe normalnéj wewngtrznéj w p. do E,
TI ﬁ
=y — — —, otrzymamy wigc
as* VPI’ b I/.E?: '91 2V m ’ : TR
skladowe przyciggania d P

beds odpowiednio —

dX =—4xo abe @—' &

abe  a® " p’

; o gmetbe b

( ) g 4‘Mjﬁ‘|l’1'-'31 "0 p !
dZ —=—4no abe @‘— ¢

. ._,
ambiey ¢
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albo
dX_—.;——éncaa;)G -EI-E. E' )
196 @ TP
the db
10 = o LS '.q
(10) B 41wﬂ':bl"f"l b by’
dZ =— dng 2o de _t
- Tale, e oty

Podane wzory pozwalajg obliczyé przycigganie punktu p, znajdujgcego sig
zewngtrz elipsojdy o osiach A, B, C. Podzielmy t¢ elipsojde na warstwy
nieskoficzenie cienkie, ograniczone powierzchniami homotetycznymi z jéj po-
wierzchnig zewnetrzny, a stosunek podobiefistwa niech zmienia sig od warstwy
do warstwy. Jezeli przez a, b, ¢ oznaczymy osi powierzchni zewnetrznéj,
zad przez @ —da, b —db, ¢ — de¢ osi powierzchni wewnetrznéj takiéj war-
stwy, to

b ¢ da __db __ de
11 AL TR SO L AL R 5P
(n E=B -0 AT B 0
Poprowadzmny przez p. elipsojde o osiach «,, by, ¢,, spélogniskows z elipsojdg
o osiach «, b, ¢, dla ktéréj zatym @2 — 0, =a*—1? 02— ¢, = b* — ¢?,
¢r— ot =c¢*—a® a wige ?
(12) b2=0—at+a? =0 —a+ol
Mozemy skladowg dX przyciggania téj warstwy wyrazi¢ w funkeyi parametru

(4

A= — 3 mawmy bowiém
1

(13) db=uB1A, ¢=a0:4A,
a stad, wedlug (12)

a & 1/ TR 2
19 a=+, h=5% V/ R R(B—A%), o= .X‘EX I/ AR (0P —R9).
Podstawmy te wartogei w réwnaniu %-ﬁ-—bg; -f—EC? =1, i réiniczkujmy na-
I 1 1
stepnie to rdwnanie wzgledem A, otrzymamy
da fM\3
(15) n= '(ﬁ . E) .
Wstawiwszy wyrazenia (13), (14) i (15) w piérwsze réwnanie (10), miéé bg-
dziemy
A2, d)
16) dX=—42B0t —~ - :
(16) el/ A2 3B~ A?) | A (01— AY)
Podobnie, gdy parametr k przedstawiat bedzie stosunek b :D,, lub stosunek
¢:e, olrzymamy wyraZenia skladowych dY i dZ w funkeyi A. Calkujge
réwnanie (16) w obrebie danéj elipsojdy, ofrzymamy X. Aby wyznaczyé
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kratice calkowania, poprowadzmy przez p. elipsojdg o osiach A,, By, €y, spol-
ogniskows z elipsojda A, B, C; rownanie té]j elipsojdy bedzie

2
(7) -L~+zn+B -i—u le-‘-l i =1, ‘Wio
(18) Ar=A24-u, B2=B"4u, C2=Cr+u,

odzie w oznacza jedyny pierwiastek dodatny réwnania (17). (Dwa inne pier-
wiastki ujemne daja obie hiperbolojdy spélogniskowe). Krancami « sg:

o . A, ;
«=0, a=A, ktorym odpowiadajg A=0 i l:-;;—, juko kraiice A.
1

Beduzie wige ostatecznie

-‘\
/ AL dAN
X=—4aBCt < - ; podohni
e [ VAT N(B A | A (G Ay PO
B .
) i A2, dA
—=—dnCAq [ . — el ;
(19) (Y: nUA 7Y [; | B2 0(C:— BY))/ B - R(AZ—B?)
i B ABE | %o S
|/0L+muy %) ) C A (B — 08

Jezeli punkt przyciggany znajduje sig na powicrzehni elipsojdy, to A = A,
B=38,, C=C,, a wyiszy kraniec kazdéj calki bedzie réwny jednoSci.
MoZemy otrzymaé stale krafice calkowania dla punktu zewngtrznego,
uwazajac w powyzszych calkach odpowiednio
A L B ., G
0 I ] k . ‘f 1 . ﬁ'

juko nowg zmienng p.  Stosujge to podstawienie, otrzymamy

A

X:—-}n.é_]igg ! G.pz.dp
A7) VA AB—A) A0 AY)

1
ABC : c.p*.dp
0) /Y =—dn
G0 B, fl/B,“eri(Gﬂ B}/ B+ A(A—BY)

B AB(J 5. P- (I[J o
‘ VL (A — 02)1 O (B —C?)’

132. Porexcysaw eniesosny. Kwadraty osi a,, by, ¢, elipsojdy, spol-
ogniskowéj z elipsojda (e, b, ¢) i przez punkt (8, 7, £) przechodsgcéj, sg
w*=a’+u, b =0"+u, ¢,>=c+u, gdzie u oznacza jedyny pierwiastek
dodatny réwnania .



