ROZDZIAL X1,
TEORYJA PRZYCIAGANIA.

120, OxriéLeNIA ogéNE. W teoryi przyciggania zajmujemy sig na-
stgpujacym glownym zagadnieniem: dany jest punkt o masie p. i uklad 2 pun-
ktéw o masach m; (i=1, 2,...,n); kaidy z punktéw m; dziala na punkt p.
z silg, ktéra ma kierunek od p. ku am; Iub od m; ku p., a ktéréj wielkosé jest
funkeyja odlegloSci punktu p od punktu ay; wyznaczyé wypadkows tych sil.
Jezeli sila P;, przedstawiajgca dzialanie punktu m; na p., ma kierunek od p.
ku m;, to méwimy, ze punkt m; przyciaga punkt p z silg P;; jeZeli za§
sila P; ma kierunek od m; ku p., méwimy, Ze punkt m; odpycha punkt .
Przyjmujemy, %e punkt p doznaje bhadZ przyciggania hadéités odpychania od
wszystkich punktéw danego ukladu, a prawo tego dzialania wyrazamy anali-
tycznie zapomocsg funkeyi, okréslajgcéj wiclkosé sily, jezeli wiadoma jest odle-
gloé¢ punktn przycigganego (odpychanego) od przyciagajacego (odpychajace-
ga). PoniewaZ odpychanie mozemy uwazaé za przycigganie ujemmne, przeto
wystarcza ograniczyé badania nasze do przypadku samych przyciggafi. Wy-
padkows przyciggah, jakich punkt p doznaje od wszystkich punktéw danego
wkladn, nazywamy przycigganiem tego punktu przez dany uklad. Punkt
przyciggany jest punktem przyloZenia sil P;, a przeto szukane przycigganie
jest pewng, silg, dokladnie oznaczona, ktéra praybiéra wartosé zero, jezeli sily
P; znosza sie wzajemnie.

Jezeli punkty przyciggajace stanowig cialo materyjalne, natenczas masa
kazdego z tych punktéw jest nieskoficzenie malym elementem masy ciala,
a wypadkowa przyciggan tych punkiéw przedstawia przyciaganie, jakiego
punkt v od tego ciala doznaje. Punkt przyciggany moze hyé takze czedeia
skladows ukladu punktéw, lub kraficem elementu ciala fizycznego; wtedy mo-
iemy dokonywaé skladu przyciagah, jakich elementy tego ciala doznaja od
innego eiala. 'Wogdlnodei otrzymamy skretnik, jako wynik takiego skladu;
n w przypadku, gdy przyciggania stanowig nklad sil 1-go rodzaju, otrzymamy
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przycigganie wypadkowe, przedstawiajgce calkowite dzialanie ciala przycigga-
jacego na cialo przyciagane. NajwaZniejsze z praw przyciggania jest tak
zwane prawo Newton'a, wedlug ktérego masa m przycigga mase . z silg,
proporcyjonalng wzgledem kazdéj z tych mas i odwrotnie proporcyjonalng
wzgledem kwadratu odleglosei punktéw, w ktérych te masy sq skupione.
‘Wyrazamy to prawo wzorem

) P— T,

P2

!

w ktorym I oznacza przyciaganie, » odleglo$¢ obudwu mas m i p, a & wia-
domy spélezynnik, pozwalajgcy wyrazié wielkoéé sily P w odpowiednich je-
dnostkach. Poniewas P=7% dla m=1, p.=1, »=1, przeto & wyraza
wielko§¢ przyciagania, jakiego jednostka masy doznaje od jednostki masy
w jednostce odleglosei. Jezeli P wyraZza przycigganie dla 2> 0, to dla
k<< 0 bedzie P wyrazalo odpychanie wedlug prawa Newton’a. Zajmiemy
sig w tym rozdziale gléwnic przycigganiem wedlug prawa Newton'a. Aby
za$ ujednostajnié znakowanie, oznaczaé nadal bedziemy przez p. mas¢ punktu
prezycigganego, a przez £, 1 1 € jego spélrzedne prostokgtne.

121, PR2#YCIAGANIE PUNKTU WREWNETRZNEGO. Jezeli punkt przyciaga-
ny znajduje si¢ w skoficzongj odleglosei od kazdego punktu ciala przyciagaja-
cego, wowezas zadna z sil elementarnych przyciggania, to znaczy sila, z jakg
wedlug prawa Newton'a dziala element ciala na ten punkt, nie przybiéra war-
tosci nieskoficzenie wielkiéj, skoro tylko gesto§é ciala prazyciggajacego jest
wszedzie skonczona. Jezeli za§ punkt p znajduje sig wewnatrz ciala lub na
powierzchni jego, wtedy odlegloSei jego od punktéw sasiednich ciala zdaZajg
do granicy zero, zdawaloby sig przeto, Ze przyciggania elementarne tych pun-
ktéw zdgzajg do granicy nieskoiiczenie wielkiéj, Ze zatym taki punkt doznaje
przyciagania nieskoticzenie wielkiego. MoZna jednak okazaé, Ze tak nie jest.
Opiszmy okolo punktu p. nieskoficzenie maly powierzchnig ciggla i zamknigty,
ktéra saméj siebie nie przecina. Odleglo$é ¢ dowolnego punktu na téj po-
wierzchni od p. jest nieskoficzenie mala; mozemy przeto gestosé o ciala w kaz-
dym punkcie wewngtrz té) powierzchni uwazaé za staly. Wystawmy w p
stozek nieskoficzenie wazki, ktéry na kuli o promieniu 1 zakrésla pole dwo,
natenczas pole, jakie ten stoZek wyznacza na kuli o promieniu p <e, bedzie
p*d o; masa stotka, zawarta migdzy kulami o promieniach p i p+ dp, bedzie
sptdwdp, a punkt p doznawaé bedzie od té] masy przyciggania kpcodw.dp.

€
Caly zatym stoZek przyciaga punkt p z silg fsp.-:r[ do.dp="rlpoce.dw.
0

Jezeli I8 jest najwigkszg odleglo$cig punktu na powierzechni rozwazanéj od
punktu p., wtedy suma przyciggad wszystkich stozkéw elementarnych, otacza-
jacych punkt p., bedzie mniejsza, niz ,?.:p.cEj.dm. A poniewaZ calka jdm,

rozciggajgca sig na wszystkie stozki, przedstawia powierzchnig kuli o promie-
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niu 1, wynoszgeq 4w, przeto powyisza suma bgdzie mniejszg niz 4xfipcE
Z uwagi za§, ze wypadkowa sil prayciggania nie moZe by¢ wigksza od sumy
tychze sil, wynika, Ze calkowite przycigganie, jakiego punkt p. doznaje od sg-
siednich punktow ciata, jest mniejsze, niz 4nkpcE. Jezeli przeto E zdaia
nieograniczenie do zera, wtedy przycigganie, jakiego punkt p. doznaje od pun-
ktéw ciala, znajdujacych si¢ wewngtrz rozwazanéj powierzchni nieskoficzenie
maléj, zdaza do granicy zero. Gdyby punkt p. znajdowal si¢ na powierzchni
ciala, wtedy nieskoficzenie bliskie punkty ciata przyciagalyby go z silg, mniej-
sz niz 2nkpol; ta sila zdgZa do granicy zero dla nieograniczenie malejace-
go E. Widzimy zatym, Ze przy obliczaniu przyciggania punktu, znajdujacego
sig wewnatrz ciala lub na powierzchni jego, moZemy wylgezyé punkty nieskori-
czenie bliskie i rozwazaé tylko te punkty ciala, ktére znajdujq sie w skonezo-
néj odleglosci od punktu przycigganego. Gestodé ciala przyciggajacego winna
hy¢ jednak funkeyja ciggla spélrzednych.

122. OBLICZANIE SKEADOWYCH PRZYCIAGANIA. Niech @, ¢, # oznaczaja
spblrzedne prostokatne dowolnego junktu ciala prayciggajgcego, w ktérym
zachodzi gestoSt o, to dm —=odadydz jest masg elementu ciala, ki6rego
kraficem jest ten punkt. Punkt g o spélrzednych &, 4, ¢ doznaje od tego
elementu przyeiagania '

 kpe.daxdydz__ __kps.dadyde.
@—+G—n2+E—0r i '

a poniewaz zad ilorazy (x—§&):», (y—1):r, (z— )i wyrazajg odpowie-
dnio dostawy kierunkowe téj sily, przeto mnozge sile przez te wielkosei, otrzy-
mamy odpowiednie przyciggania elementarne dX, dY, dZ w kierunkach
osi sp6lrzednych. Dodajac sily, w tym samym kierunku dzialajyce, bedziemy

mieli
(o &+ (g — 4 (5 — P

N - [ { s(y —n)dedyde
(6 — 84 G — 2+ — O

V-R‘P/-[f _ o(z—0Qdxdyds s
[((@—&2+ @ —0)*+ (¢ — 0]

jako ogélne wyrazenia przyciagania, ktérego punkt p. doznaje od ciala w kie-
runku, réwnoleglym do kazdéj z osi spélrzednych. Pierwiastki w mianowni-
kach majg byé hrane jako dodatne, a skladowe dX, dY, dZ kazdego pray-
ciggania elementarnego majg, znaki odpowiednich réinic 2—-§&, y—1, 2—=C.
Calki potréjne rozeiggaja sie na cala mase ciala prazyciagajacego, a wartoSei
§, 1, & sg stale.
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Mozemy X, Y, Z wyrazié we spolrzgdnych biegunowych, Niech punkt
przyciggany bgdme pocz&tlnem osi; r, ¢, ¥ niech bedg spélrzednymi biegu-
nowymi dowolnego punktu ciala, ktérych znaczenie okrééliliémy w art. 98-ym,
Wtedy

z==rcosy, y=rsindcosd, s=rsingsind, dm=cr?sin¢drdddd;

przycigganie elementarne — Epad—— =kposindrdddd; a wiee
=% j‘j’j.c cosdsindg . drdddd,
(2) Y:Icp.j‘j‘j'o.sin% cosd. drdddd,

hi— Rpjljj c.sin?gsind. drdddd,

gdzie gestosé o jest funkeyjg spélrzednych », ¢, 9. Wzmy (1) i (2) podal
Lagrange.

Skladowe przyciggania punktu przez cialo jednorodune dajg sig wyrazié
przez calki podwéjne, zalezne tylko od powierzehni tego ciala. Zalézimy w (1),
se 6 ma wartosé stala, wtedy

X:kp.offf (@—B)duiyds =lpo. L.
[(— &)+ (y — 1+ (s — O

Mozemy wyrazenie I, calkowaé wzgledem z. W tym celu rzuémy powierz-
chnip ciala prayciggajacego prostokatnie na plaszezyzng yOez, obierzmy
wewnatrz rzutu punkt dowolny (y, 2), i poprowadZmy przez ten punkt prosts,
réwnolegly do osi 2-6w. Ta prosta przetnie zamknieta powierzchnig ciala
w parzystéj iloSei punktéw, ktore, pocaynajae od plaszezyzny y Oz, oznaczmy
przez 1, 2, 8, 4,...,2n—1, 2n, a odlegloSci tychze punktéw od p. nicch
heda odpowiednio ry, 7y, g, 74y.e ey fapy Fa.  Poniewaz

' —8)d it

f- b == +—-1*+(—0)] 2=‘"«:‘-5
[((x—&P+(y—n)*+(— 01"

przeto biorge te calke przy stalych y i z, miedzy kraiicami odpowiednimi

powyZszé) prostéj, weZmiemy wyrazenic po prawé) stronie migdzy takimi krai-

cami: od punktu 1 do 2, od 2 do 3,..., od 2n~—1 do 2n, 7z czego wy-

nika, Ze suma

s e e

przedstawia warto§é téj calki, Oznaczajac te sumg dla krétkosei przez

(——-——_— , ofrzymamy
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(3) [f(———-—)(?Jdﬁ‘

Slipek elementarny o podstawie dydz wycina na powierzehni ciala w pun-
ktach 1, 2,... nieskoficzenie male pola dwo,, dw,,..., ktérych spélnym
rzutem na plaszcz}'zng 90z jest prostokat dydz. Wystawmy w kazdym
punkeie ¢ (=1, 2,...,2xn) normalng zewnetrzng N; do powierzchni ciala
(w strong, gdzie mum punLtuw pr zyciggajacych); wtedy w punktach, oznaczo-
nych wskaznikiem nieparzystym, w ktorych zatym prosta, réwnolegla do osi 2,
wehodzi do wnetrza ciala, tworzy normalna z tg prostg kat rozwarty; w pun-
ktach za§é o wskaZniku parzystym, w ktérych ta prosta wystepuje z ciala,
tworzy normalna zewnetrzna kat ostry z ta prostg. Otrzymamy zatym

dyde =—dw, .cos (N, ) = dw, cos(N,, 2) i t. d,, a wige
(__“ g = dw, enjl(Ng, z) 4 qen cos;.(Nl, ) ,
% 1

a stad

4) L:_Lffdm cos(N 1)

Poniewas znak ¥ rozumié sig sam przes sig, gdyz w calce podwojnéj wzigl
mamy odpowiednie wartoci dla wszystkich punktow, w ktérych prosta, ré-
wnolegla do osi 2-0w, przecina powierzchnig ciala, przeto mozemy go opuscic.
Obliezajae podobuie T, 1 I. przez calkowanie wzgledem g i #, otrzymamy z (1)

/
X—-_zzp,f[fiﬂfﬁ(ﬁ!ﬂ
¥ }
%) ___}'m{‘[‘dm.mq 1\_‘_?,-‘_),
7 _‘_?'l‘-”{ [rlm.{:os(N, %)
: ¥ =z

Te wzory, podane przez K. T, (auss'a, stosuja sie tylko do cial jednorodngch,
o normalna N ma byé wzieta w kierunku zewnetrznym. Calki podwajne za-
leza tylko od powierzchni ciala.

Uizywajac spolrzednych biegunowych dla ciala jednorodnego, uskutecz
nijmy w piérwszym réwnanin (2) calkowanie wzgledem #; miéc hedziemy

X :.-;'.:p.cij.jl(-r2 —,y) cosd sinpdddp =lp.o ‘. (ry—12,) sind . cos (», ©) dddd,

odzie 1y, 7, oznaczaja odpowiednio odlegloSei od p. dwu punktéw 1, 2,
Bibl, mat.-fiz, S, IV, T. X. 20
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w ktérych prosta, poprowadzona pod kgtami ¢, &, przecina powierzchnig ciala.
Opusciliémy znak sumowania ¥ dla uproszezenia wzorn. Wezmy kulg ze Srod-
kiem p. o promieniu »; wtedy, biorge stale ¢, ¥, d¢, d, otrzymamy na nicj
nieskoficzenie maly powierzehnig do'=»2sind.dd.d . Niech dw bedzie ele-
mentem powierzchni ciala, ktérego rzutem na kulg jest d o', wtedy do'==zdo.
.cos(N, »), gdzie (N, ») oznacza kat, ktéry normalna zewngtrzna do powie-
rzchni ciala tworzy z promieniem 7. Znak — ma byé wzigty w praypadku,
gdy powierzchnia zwrécona jest strong wypukly ku p, a znak - wtedy, gdy
ta powierzehnia jest zwrécona ku p. strong wklesla.  Bedzie wiee

resind dddd === do . cos(N, r),
a stad

. “do,.C Nay l v
(o — 1)) sinddd . ddy= day . c05(N;, 172) A E_"-]'.--GDS(N.!L’:*}
f [ }‘.-, J.l

Podstawiajac te wartosé w X i postepujac podobnie z Y i Z, miéé hedziemy

N lw.cos(N, 7). cos(r, x
X=rlus /fifj. __(_‘____":)_ os(r, '),

. ?
(6) Y = Fuo f do.cos(N, 7). cos(r, y)
L 7 1

Z = ﬂ,p.cff_@ d CGS(Nr:) . (308(?', 5) .

123, Przyciacanie xurnr.  Obierzmy Srodek jednorodnéj kuli praycig-
gajacéj, o gestoSei o i o promienin R, za poczatek osi, a 0§ & poprowadzmy
przez punkt . (fig. 52). Drzielae kule
plaszezyznami, prostopadlymi do Oz,
na warstwy elementarne, widzimy, Ze
przyciaganic kazdéj takiéj warstwy ma
kierunek osi 2 ku Srodkowi O kuli,
7 czego wynika, Zze kierunck prostd)

n.O jest kierunkiem przyciggania pun.
ktu p.. Mamy wige Y =0, Z =0,
a X jest calkowitym prazyciaganiem.
Aby zastosowaé wzér Gauss’a,: obie-
rzmy dowolny punkt m na powierzchni
kuli, prayjmijmy kat p.Om = 6; wte-
Fig. 52. dy (N, #)=0. Poprowadimy plasz-
czyzne przez m i Oa, ktéra z plasz-
czyang 2Oy tworzy kat ¢; 6 i w sp spilvzednymi punktu m. TElement
powierzehni kuli bedzie dw = R*sinfd0d», a omaczajac Op. =2, mamy
r=pm=]/ R 2R3 cosh; wicc
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sinf cosbdld
X=—1IkusR? L S
; ff]/R!+a'3—-—2R6cosﬁ

(falkujae naprzéd wzgledem o od 0 do 2%, mamy

sinf cosf.d0

1 X = — 2nkR2 7 3
(1) ARG J/ R23-3*—2R3.cosb

Z calkowanin czefciowego wypada

i 1
f sinf . cosf. d0 GIO{SSB(RZ-!—E'*—QRSGGSB)""—I-

)} Rt — 2Ro cosb

: . 4
- 31128” (R*4082—2R35 cosﬁ)
Przy obliczanin wartoéei téj calki nalezy rozréznié trzy przypadki:

«) Punkt p znajduje si¢ zewnatrz kuli, 6> R. Wtedy

sin0 cos0d0 . (R2+83+2R3) +(R2+62—-—2RB)*
F R*40:— 2RO cosd Ra&
(R"+82+2R.5)‘—(R2+8“~—2R6)‘  R4+9)+0@—R) +
3R22? R&
R +8)*— (6 —R)° 2 R :
= )3R=§z F=gg i
% kM
&) X""’"”“Ra a';",___*_gii’:,

gdzie M =% ©R% jest masa kuli jedunorodnéj.
b) Punkt p znajduje sie wewnatrz kuli, & < R.

L sinf cosOd 0 . R4+ (R —2) &
0 J/Rr4-32—2Rdcosh R3
L RA @R 2 2
3R2a? e R
(3) :—%— nhpo. d.

¢) Punkt p znajduje si¢ na powierzchni kuli, =R, wtedy z obudwu
wzorbw (2) i (3) wypada

(4) X:-——%-nk:s.c.ﬂ..

Waory (2), (3) i (4) wyraZaja nastgpujpce waine twierdzenia Newton'a:
1) kula jednorodna przyciqga punkt, znajdujgey sig zewnqlre widj tak, jakgdyby
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Jéj masa byla skupiona w $rodlu;  2) kula jednorodna przyciaga punkt wewng-
trany proporeyjonalnie wzgledem odleglodei tego punktu od $rodka kuli; 8) pray-
ciqganie, jaliego punkt wewnatrs kuli jednorodndj doznaje, réwna sig prayciq:
ganiu Juli spolérodkowdj, kiéréj powierschnia przechodsi przez punkt przycig:
gany [to twierdzenie wynika z poréwnania wzorow (3) i (4)]. 4) Srodek Kuli
jednorodnéj nie jest przez te lulp callkiem przyciqgany. Kladge bowiém
w (8) 8 =0, otrzymamy X = C.

7 8-go twierdzenia wnosimy, %o gjezeli punkt przyciqgany znajduje sig
wewnatra kuli © jezeli poprowadzimy przczei powierzehnig kuli o promicniu 3,
spétérodkowg # dang, ktéra caly kule dzicli na kulg pelng o promieniw 8 i na
warstwe kulisty o gruboses R — &, lo ta warshwa nie wywiéra na punkt éadne-
go preyciagania.

To wazne twierdzenie moZna bezpoérednio okazad. RozwazZajmy w tym
celu nieskonezenie cienkyg, warstwe kulisty jednorodng, kiéréj promiei wewne-
trzny jest p (fig. 53), a promien zewngtrzny
¢+ dp; niech punkt p znajduje sig w wy-
drazeniu warstwy, a zatym wewngtrz po-
wierzehni kuli o promieniu p. Poprowadimy
przez p. nieskonczenie wazki stoZek podwa;-
ny, ktory na kuli, zakré§lonéj promieniem 1,
wyeina powierzelmig dw, 1 niech do, i do,
oznaczajs odpowiednio powierzelmie, jakie
ten stozek wycina po obudwu stronach swe-
go witrzcholka na kuli p. Niech tworzgce
ry 1 7y tego stozka tworza z promieniami

Tig. 53, Luli odpowiednio katy o, 1 a,; wtedy do, .
ceosey =t do, doy. coso, =1, 2. d6,
Jezeli przeto d» jest spélng grubdseig elementéow warstwy, tymi stozkami
objetych, a o gestoScia warstwy, to masy tych clementéw beda odpowiednio
r.do.dr = do . dy

" cosey ' coso,
glodei od p. i zwazajac, Ze w granicy a, — a,, widzimy, Ze obie przeciwlegle
masy elementarne té) warstwy wywitraja na punkb p przyciagania réwnoe
i o kierunkach przeciwnych, ktire sig znoszg. Czynige to samo z kaZdym
stozkiem elementarnym, otrzymujemy po dwie sily rdwne i o kierunkach prze-
ciwnych, z czego wynika twierdzenie: nicskoiiczenie cienla warstwe kulista
Jednorodna nic przycigga punktu, snajdujacego sig wewnqlrz jéj mmicjsadj po-
wierachni.  To twierdzenie utrzymuje sie takze wtedy, kiedy punkt p. znajdujo
sig na powierzelmi owéj mmiejszéj warstwy, jak si¢ o tym przekonaé moina
sposobem, uzywanym w art. 121-ym. — Praycigganie jednorodnéj warstwy
* kulistéj o grubosci skoficzonéj jest sumg prayeiggan wszystkich warstw ele-
mentarnych, na ktore ta warstwa daje sig podzieli¢, a przeto warstwa kulista
Jednorodna o grubodei shoriczondj mie prayciaga punktu, anajdujacego sig we-
wnatrz jéj powierachni mniejszéj, lub na téj powierzchmi. Poniewas gestosé

Dzielge te masy przez kwadeaty ich odle-
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warstwy kulisté) moze sig zmienia¢ od jedné) warstwy elementarng do dru-
giéj, byleby tylko kazda wavstwa byla jednorodna, przeto warstwa kuliste
nicjednorodna o grubodei skoticzonéf, skladajgca sig z jednorodnych warstw
spotérodlowych, nic priyciqya punktu, znejdujucego sig wewngtre jéj powic-
rachns mniejszéj lub na ¢f powierzchni.

Otrzymamy przycigganie nieskoiiczenie cienki¢j warstwy o promieniu
wewnetrznym R o o grubobei dR na punkt wewnetrzny p., rézniczkujge (2)
wzgledem R, skad

aX = — 4xR?a 2 g,

a poniewnz dM =4zaR*a.dR jest masy warstwy, practo

) Ch SR
t. j. nicskoriczenic cienku warstwe Fulista preyciqge punkt zewngtrany tak,
Jakgdyby jéj musa byle shupione w $rodku. 7 tego za$ wynika nowe twier-
dzenie, Ze fkula nicjednorodna Tub warstwa kulistu nigjednorodne o skoiczonéj
gruboses, skludujaca sig z jednorodnych warstw spélérodkowyeh, przycigga
punkt gewnetrany tak, jakgdyby jéif mase byle skupiona w Srodku.

Sila, sprawiajgca spadek punktu materyjalnego na ziemie, jest wypad-
kowy przyciggan tego punktu przez wszystkie elementy ziemi. Prayjmujae
ziemig za kule, skladajacn sie z warstw jednorodnych, widzimy, Ze przycig-
ganie kazdego punktu ma kierunek ku $rodkowi ziemi, a wielko$é tego pray-
ciggania oblicza sig wedlug danych twierdzen, stosownic do tego, czy punkf
znajduje sig zewngtrz czytéz wewnglrz ziemi,

124. PoTENCYJAL PRZYCIAGANIA (FUNKCYJA POTENCYJALNA). Przycig-
ganie, na punkt materyjalny wywierane przez cialo, ktérego elementy pray
ciggaja ten punkt wedlug prawa Newton'a, posiada zawsze potencyjal, to zna-
czy, %e skladowe owego przyciggania w kierunkach osi spélrzednych dajgy sig
przedstawi¢ jako pochodne czastkowe pewnéj funkeyi spélrzednych punkiu,
przycigganego wzgledem tychze spalrzednych,

Aby to okazaé, oznaczmy ogdlnie przez » odleglo$é punktu przycigga.
nego (&, 1, £) od punktu (z, y, 2) ciala przyciggajacego, a przez dm clement
masy tego ciala; wtedy réwnania (1) art. 122-go moZemy tak napisaé

(1) X:kp,f'm;;(hu, Y =y y—-;_;jdm-, =y zi.atdiii.

Niech punkt przyciagany znajduje sie w odlegloSei skonczonéj od kazdego
punktu ciala przyciagajacego; natenczas funkeyja

l dadydz
(2) U:?‘:P‘f%i:ku‘fff‘ °_”"JI‘ -
[ —&*+ (y— 12+ G — 0




310 MECHANIKA THORETYCZNA,

jest potencyjalem przyciggania tego punktu. Calkowanie rozcigga si¢ na
caly mase ciala przyciggajgcego, a gestosé jest funkeyja ciggly spélrzednych,
Poniewaz funkeyja U nie zawiéra zadnego wyrazu nieskoficzenie wielkiego,
albowiém punkt p. jest w odleglodei skoiiczoné) od kazdego punktu ciala,
przete mozemy do U stosowaé twierdzenie o rézniczkowaniu pod znakiem
calkowania. Otrzymamy tg droga,

dU i 1 ar
I _?”'fd&( )dm....?‘,pj L ﬁ{‘?'”

@

A poniewaz —;a , przeto

aE
00 [zt 90U 90U _
d—e_..iip.] —j_—s——dm, podobnie R e T

Z poréwnania tych wzorow z wzorami (1) wynika

0U ou , __dU
5E Y_...}j-n—, A""E"t_'
7 tyeh véwnai wypada, ze U jest potencyjalem przyciggania.

Poprowadzmy przez p. dowolny prosty, ktoré) dostawy kierunkowe sy
«, by ¢, i obierzmy na niéj punkt w odlegloci nieskonczenie maléj dn od
., ktérego spolrzedne sy &--d&, n+4dn, t+dt. Poniewaz a=dt:dn,
b=dn:dn, ¢c=df:dn, przeto rzut prostokgtny przyciggania na te prosts
hedzie

{}U dé¢  JU dn  oU dt _ dU
4) L bt St T e P i e it

o s . dU ; ; - :
Granica zatym ilorazu Ty Wznacza przycigganie w kierunku elementu d»
(art. 83).

Z powyiszego dowodzenia wynika, Ze wyznaczenie prayciggania punktu,
au.xjdu,]:;,cego sie w odlegloéei skoficzonéj od kazdogo punktu ciala przycig-
gajgeego, sprowadza si¢ do obliczenia funkeyi

- s | dm

1

ktéra przedstawia sume wmas clementow ciala przyciggajycego, dzielonych
odpowiednio przez ich odleglo$ei od punktu praycigganego. Funkeyjg V,
przez powyzsze rownanie okréslong, nazywamy potencyjatem, albo takze
funkeyjg potencyjalug ciata przyciggajgcego wzgledem punktu przy-
cigganego. Potencyjal przyciggania jest U=1/%pV. Z tego wyrazenia oka-
zuje sig, Ze z wiadomego potencyjalu ciala otrzymamy potencyjal przyciaga-
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nia, mnozge potencyjal ciala przez czyunik staly Ly, Wystarcza zatym ogra-
niczyé dalsze roztrzgsania do samego tylko potencyjalu V,

125. Niech punkt . znajduje si¢ wewngtrz masy ciala przyciggajacego.
Obliczajac potencyjal V wagledem tego punktu, ofrzymujemy wyrazy nie.
skoficzenie wielkie, zalezne od tych punktéw ciala, ktérych odleglosé od
zdgza do zera. Podobnie jak w art. 121-ym, ograniczmy te punkty powie-
rzchnig zamknigty, ktorg moze byé kula, opisana z punktu p promieniem
nieskonczenie matym s. Niech V, bedzie potencyjalem téj kuli, a V, poten-
cyjatem reszty ciala wzgledem p, to V=1V,+4V,, przyczym V, posiada
warto§¢ dokladnie okréslong. Masa elementu stozka (art. 121), wystawio-
nego w p., wynosi op*do.dp; dzielye jia przez p, otrzymamy potencyjal

£
spdw.dp elementu; potencyjal wige calego stozka Dbedzie cf do.pdp=
0

= ; e, dw; cadkujge zatym wzglegdem wszystkich clementow dw, zawartych
w kuli o premicniu e, otrzymamy
Vi=2noe

Jezeli teraz ¢ maleje bez granic, to V, =0, a zatym V=1V,. Widzimy
wige, Ze ta czg$é potencyjalu, ktéra zalezy od punktéw nieskonczenie blizkich
ciala, jest réwna zeru, a pctencyjal przybiéra wartosé skonezong, zaleing
tylko od tych punktéw ciala, ktore znajdujg sig w skonczonych odleglosciach
od punktu p.

Przesuimy punkt p. w dowolnym kierunku o dlugosé dn, nieskonczenie
maly wzgledem e, i niech V+4-dV bedzie potencyjatem ciala wzglgdem no-
wego poloZenia p, tego punktu; wowezas

av _av, , av,

dn — dn " odn’
Jezeli wystawimy kulg ze érodkiem p, o promieniu ¢ — dn, to z pierwotnéj
kuli o promieniu & pozostanic warstwa, ktoréj najwigksza gruboS§¢ wynosi dn.
Potencyjal kuli o promienin ¢ — dn wzgledem p, réwna sie 2wa(s — dn)

masa pozostalé] warstwy wynosi —g—m [e' — (= — dn)*], jest przeto wielkoscig

nieskonczenie malg rzedu 4-go; wskutek tego potencyjal jéj wzgledem ., jest
wielkoscig rzedu 3-go, jezeli o nie przestaje byé funkeyjy ciggly spélrzednych,
Potencyjal przeto warstwy mozemy przyjaé jako réwny Aedn, gdzie A jest
pewnym spolezynnikiem skonczonym. Potencyjal wige kuli o promieniu ¢
wzgledem p, bedzie 27n0(c — dn)*4-he.dn, a stad '

dVy=2nc(z—dn)+hre.dn—2n5e>*= (A — 4no)edn,

jezeli zatrzymujemy tylko wielkoei rzedu 3-go jako najwicksze. Bedzie wige
7
% = (A— 4=s)e, z czego wynika, ze pochodna %—%—' zdgda do granicy zero,
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jezeli ¢ dazy do zera. Mamy zatym i?f (??'. i 4 poniewaz -—ig—: zdaza do

granicy skoticzonéj, przeto pochodna potencyjatn V, wzigta wzgledem dowol-
nego przesunigeia punktu p., zdaio takZe do granicy skonczonéj. Nadajmy

av dV.. o dV.
przesunigein punktu yp. warto$é e, wiedy — =~ "7, a poniewaz k. ——3

& =

jest yzutem przyciggania ciala o potencyjale V., na punkt zewnetrzny, plm.tu
widzimy, Ze pochodna potencyjalu wyraZa praycigganie bez wzgledu na to,
czy punkt prayciggany znajduje sig zewngirz, czy wewngtrz ciala.

Wiyniki powyzszego dochodzenia moZemy streécié w twierdzenin naste-
pujaeym: jeiels gestosc ciala. jest funkeyjo ciqgle spolrzednych, natenczas po-
tencyjad 1 pidrwsze pochodne jego wayledem spotrzednych punkiv prayciggancyo
sq funkeyjami cigglymi tych spolragdych, bez wegleduw we poloZenie tego pun-
Lktu.  Pochodne potencyjalu sq proporcyjonalne wigledem przyciggania punki,

Jezeli potencyjal przybiéra w punkcie p. wartosé C, to V—C=0 jest
rownaniem powierzehni potencyjalnéj, t. j. miejsca tych punktow, wzgledewm
ktorych potencyjal ciala posiada staly wartosé C (art. 83). Dwic powierzchnie
potencyjalne nie przecinajy si¢, potencyjal bowiém posiada w kazdym punkeie
w przestrzeni tylko jedne, dokladnie oznaczong wartoéé. Przycigganie pun-
ktu jest normalne do powierzchni potencyjalnéj, przez tenZe punkt przecho-
dzgcéj.

126. Twierpzesia Larpacg’s 1 Porsson’a.  Zalozmy dla uproszezenia
rachunku t=1, p=1, to U=V i otrzymamy w kazdym punkcie
dY, = 0¥ 5 0¥

Y= —- =

(1) 2= ! T

Niech punkt p znajduje sig zewnytrz ciala prayciggajacego; wiedy odleglose
=)"(@— &% (y — 1)°+ (z — C)® bedzie miala zawsze skofczone wartoSci.

Aby obliczy¢ drugie pochodne potencyjalu, ktore, wedlug wzordw, wymku,'}ag-
cyeh z (1),

@) OX _ ¥V OY _ V0% _ PV
98 T 0B oq T o T T
przedstawiajg pochodne sit X, Y, Z wzgledem spolrzgdnych punktu p, na-

lezy w wyraZeniu funkecyi V rozniczkowaé dwukrotnie wzgledem &, 7, & pod
znakiem calkowania. T'ym sposobem otrzymamy

2V g2 P 2V
W:j déﬁ( )dm, podobnie T _5{2.;

wocca: (O (1),_, Jdw—3 --r"+dr(m—-;) 3(x—E&)
B povionad | ) == = = ?1.1.___

i podobnie



