ROZDZIAYL XI.

DOKONCZENIE, STATYKI I ZAGADNIENJA STATYCZNE.

113. Ropzass réwNowaar  Jezeli do ukladu punktow materyjalnych
jest przyloZzony uklad sil, a rzuty prostokgtne kazdéj sily na osi spélrzednych
sy, odpowiednio réwne pochodnym czystkowym pewnéj funkeyi, wzigtym wzgle-
dem spélrzgdnych punktu przyloZenia téj sily, natenczas t¢ funkeyjg nazy-
wamy potencyjalem ukladu sil. Oznacamy przez z;, yi, # spélrzgdne
punktu a2, a przez U potencyjal ukladu sil; natenczas powyisze okréslenie
wyraza sig przez réwnania nastepujace:
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Praca praygotowana ulladu sil, majgeego polencyjad, jest réwna waryjacyi tego
potencyjadu. Gdyby potencyjal zawiéral czas wyraznie i gdybysmy U obli-
czali przy staléj wartosci czasu, wéwezas zachodzilohy réwnanie (2). Z ré-
wnania (2) wynika, %e 86U =0 wyraza warunek konieczny i wystarczajacy
rownowagi ukladu sil, ktorego potencyjalem jest U. Dodajge do 8U sumg
Xhe. 0L, gdzie Ly=0 jest wiadomym réwnaniem warunkowym, a Az spél-
czyonikiem nieoznaczonym, mozemy wedlug wiadomego sposobu (art. 103)
otrzymaé réwnania réwnowagi.

Jezeli U nie zawiéra czasu wyraZnie, wtedy 8U jest waryjacyjg zupelng
potencyjalu, a réwnowaga, niezalezna od czasu, zachodzié bgdzie w tym polo-
zenin ukiadu materyjalnego, dla ktdrego ta waryjacyja jest réwna zeru,
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Wiadomo, Ze skoro w funkeyi U wszystkie zmienne doznajy nieskoficze-
nie malych przyrostéw, odpowiednich danym migdzy nimi zwigzkom, to 8U= 0
wyraza warunek konieczny, aby funkeyja U przybrala warto$é najwigkszq lub
najmniejszg. Przypuéémy, Ze w pewnym polozeniu ulkladu zachodzi maximum
potencyjalu U; moZemy okazaé, Ze jezeli ukladowi udzielimy z takiego poloZe-
nia bardzo malego ruchu, dajac kazdemu punktowi bardzo maly predkosé
poczgtkows, i nastgpnie zostawimy ten nklad pod dzialaniem danych sil, to
kazdy punkt bedzie z poloZenia réwnowagi opisywal bardzo male drogi, a jego
predkost zostanie ciggle bardzo mala. Takg réwnowage ukladu materyjal-
nego nazywamy réwnowagsg stalg. Badajge, czy réwnowaga jest stala,
nalezaloby, wedlug tego okré§lenia, rozwazaé bardzo maly ruch ukladu po
zniesieniu rownowagi, a zatym nalezaloby to dochodzenie umieseic w kinetyce.
Podajye je w statyce, musimy wyjsé z pewnéj zasady, ktéra w kinetyce dowie-
dziona zostanie (art. 143). Niech my; bedzie masg, »; predkoscig punktu
ukladu materyjalnego; wielkosé T == E—fﬁgﬁ, to znaczy sumg energii kine-
tycznych wszystkich punktéw ukladu materyjalnego, nazywamy energija
kinetyczng tego ukladu. Jezeli sily przyloZone majg potencyjal U, nie za-
wiérajacy czasu wyraZnie, a warunki sy takiZe niezaleZne od czasu, wtedy
T=TU+H, prayezym H jest staly dowolng. Ostatnie réwnanie sluzy, we-
dlug Lejeune-Dirichlet’go, do wykazania, Ze rownowaga jest stala, gdy U ma
wartosé najwigkszg,

114. Gdy miedzy 3n spdlrzednymi n punktéw ukladu zachodzi 3n—s
zwigzkow, to moZemy z nich 8n — s spélrzednych -wyrazié przez s spélrze-
dnych niezaleznych q,, ¢u,...,qs, ktore sg dowolne, WyraZmy podobnic U
przez te zmienne, i niech U=1(qy, ¢s,..-,¢), to

1) ' T = (g, Q2s++-59)+H.

MoZzemy zawsze przyjaé, Ze fumkeyja ¢ przybiéra warto§é najwigksza dla
9g1=0, ¢ =0,...,0,=0, a z powodu dowolnoSci staléj H mozemy jeszcze
zalozyé, Ze najwigksza warto$é funkeyi @ jest réwna zeru. Oznaczmy przez
Q10 Q207+ + + 1 G50 Wartosei poczgtkowe zmiennych gy, ...,q, a przez v, pred-

5 s g |
ko&é poczatkowa punktu my; i prayjmijmy To=213 5 M2, wiedy

@) T =p(qs+--19) — ¢ (Qos 9209+ +19s0)+ To.

Poniewaz ¢(0, 0,...,0)=0 jest najwigkszg wartoScig funkcyi ¢, przeto
mozemy zawsze obraé tak male wielkosci dodatne Q, Qa,...,Q;, izby dla
kazdego ukladu wartoSei ¢;, ktére nie przekraczajg odpowiednich granic Q;,
funkeyja ©(qq, . .. ,qs) byla ciggle ujemna, wyjawszy przypadek, kiedy wszy-
stkie ¢; sy jednocze$nie rowne zeru. Skoro jednak bedziemy rozwazali tylko
takie uklady wartodei ¢;, izby przynajmniéj jedna z tych zmiennych, bez
wzgledu na znak, stawala sig rowna swéj granicy Q;, to powyiszy wyjatkowy
przypadek zostanie wykluczonym. Niech — @, bez wzgledu na znak, bedzie
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najmniejszg wartoseig, jakg funkeyja @ moze prayjaé pray powyzssym zaloze-
niw; skoro zmiennym ¢; damy wartodei liczehnic mniejsae od odpowiednich Q;,
i uezynimy zado§¢ warunkowi

(3) “— ©(Q10y G205+ 3Q0) + To <P,

natenczas po odchyleniu ukladu z polozenia réwnowagi zadna zmienna ¢; nio
dosiggnie swéj granicy odpowiednié) Q;. Gdyby$my bowiém praypuseili, Ze tak
nie bedzie, to zwazywszy, Ze wartosei poczitkowe g czynig zadosé warunkowi
(8), a wielko§ei ¢; zmieninjg sig w sposob ciggly, widzieliby$my, Ze po pewnym
czasie jedng lub wigcéj zmiennych ¢; stawalyby sig rdwnymi swoim granicom
Qi, podezas gdy pozostale zmienne nie przekroczylyby jeszcze swoich granic.
W té chwili przyjelaby funkeyja — @(qq,...,q:) wartosé liczebnie wigkszg
niz @, a prawa strona réwnania (2) stalaby si¢ ujemng, co byé nie moze, gdyz
T jest wielkoseig dodatng. PoniewaZ granicom (); zmiennych ¢; mozemy daé
wartoSci dowolnie male, przeto odchylenie kazdego punktu z poloZenin ro-
wnowagi daje sig uczyni¢ dowolnie malym. Poniewaz w koicu T =T, —
— (105« + y0s0); & energija zalezy od predkosei v;, przeto predkosé kazdego
punktu pozostanie ciggle mniejsza od dowolnie maléj wartoSci, jezeli hyla
na poczatku bardzo mala. Jeieli sily, przytozone do ulladu materyjalnego,
majq potencyjal, niezaleény od czasi, i warunke sq takie od czasu nicsaleine,
to réwnowaga wktadw bedzie stala w takim jego polozemiu, dla jakiego poten-
cyjal sil ma wartosé najwighszq.

Roéwnowage nazywamy niestals, jezeli po bardzo malym odchyleniu
ukladu z polozenia réwnowagi i pozostawieniu go pod dzialaniem sil, drogi
punktow i ich predkosei nie pozostaja w granicach bardzo malych, lecz mogy,
przybrat z czasem wartoSci dowolnie wielkie. Rownowaga jest niestala, jezeli
potencyjal U praybiéra warto§é najmniejszg,.

Do ukladéw sif, majgeych potencyjal, nalezy sily ciezkodei.  Obierzmy
plaszezyzng @y poziomo, a 0§ & pionowo na dol; dla punktu o masie m; beda
rzuty sily cigzkosci odpowiednio X;=0, Y, =0, Z;=myg; jeieli wigc ¢
oznacza odleglosé Srodka cigikosei ciala od plaszczyzny xy, to potencyjal
ukladu sil cigzkoSel jest
4) U=gXmz+C=Mgt+C,

gdzie M jest masa ciala, a C staly dowolng. Z tego wyraZenia potencyjalu
wynika nastg¢pujace twierdzenio: réwnowaga ciate materyjalnego pod wplywem
sit ciggkosel jest stalw lub niestalu weddug tego, czy jego Srodels cigdhodei zajmuje
poloZenie mozebnie najnigsze, czy mozebnie najwyisze (twierdzenie Torrieelli’ego).
Jezeli §rodek cigzkoSei pozostaje po odehyleniu na tymsamym poziomie, to U
bedzie wielkoscig staly, a réwnowaga bedzie zachodzila w kazdym polozeniu
srodka cigzkoSci na tym poziomie. Takg réwnowagg nazywamy obojgtnag,

115. REAKCYJE LINIJ I POWIERZCHNI. Zasada prac przygotowanych
pozwala wyznaczyl zwigzki migdzy silami a spélrzednymi ich punktéw przy-
fozenia w przypadku réwnowagi. Poniewa’ jednak przez rozwajanie przesu-
nigé przygotowanych rugujemy sily polgcezefy, przeto wyznaczenie tych sil jest
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przedmiotem osobnego rozwazania. Warunki, ograniczajyee swobodg pun-
ltow ukladu, wyrazajg, Ze pewne punkty majs si¢ poruszaé na danych linijach
lub powierzchniach, Ze pewne powierschnie majy byé styczne do innych po-
wierzehni 1 t. p. W ftakich przypadkach nazywamy sily polgezen takie
reakcyjami czyli oddzialywaniami tych linij lub powierzehni mate-
ryjalnych na uklad; biorac te reakeyje w kierunkach przeciwnych, otrzy-
mujemy ci§nienia, ktérych te linije lub powierzchnie doznaja w przypadlu
réwnowagi.

Reakeyje powierzehni czyli podpér gladkich majg kierunek normalny do
tych pm\ierzuhni w punkcie odpowiednim. Jakoz, gdy F(z, y, 2) =0 jest
réwnaniem takiéj powierzehni, to miedzy pmesumgm ami punktu (x, Y, &)

bedzie zachodzil zwigzek %E O0n -+ —— dI‘ 6 + d2 =0, a skladowe reakeyi
beda odpowiednio réwne A . f}-[ ?}]j‘ A, %, %z czego wynika, Ze reakcy-

ja jest normalna do powierzehni, Podobnie zachowuje sig reakeyja linii glad-
kiéj, Kierunek reakeyi nalezy wige wog6lno$ei uwazaé za wiadomy, wyjgwszy
punkty osobliwe, krawedzi, wiérzcholki i t. p., w ktérych kierunek normalnéj
nie jest okréslony. Zastgpiwszy dane warunki przez odpowiednie reakeyje,
mozemy uklad materyjalny uwazaé za swobodny, a zatym zastosowaé do niego
wiadome réwnania réwnowagi; otrzymujemy tym sposobem zwigzki migdzy
sifami przyloZonymi, reakeyjami i spélrzednymi punktow tego ukladu. Ru-
gujac z tyeh réwnai reakeyje, otrzymamy warunki réwnowagi sil przylozo-
nych, a rozwigzujac te rownania wzglgdem reakeyj, mozemy wyznaczyé ciénie-
nia na podpory. Taki sposéb postepowania pozwala w bardzo wielu zagadnie-
niach najlatwiéj dojsé do celu. MozZe sig wydarzyé, %e iloéé niewiadomych jest
wigksza od ilo§ei rownaii; wtedy reakeyje nie dajg sig oddzielnie obliczyé, lecz
moZna tylko wyznaczyé ukJacl sil, réwnowazny z reakcyjami.

Reakeyje razem z sitami pmylomnyml dajg uklad sit w réwnowadze.
Jezeli przeto kazdg silg praylozong rozlozymy na sily, dzialajgce wzdiuZ nor-
malnych do powierzchni podpierajacych, to te skladowe, wzigte W kierunkach
przeciwnych, wyznaczajg odpowiednie reakeyje wzdluz tych normalnych.
Z tego latwo wywnioskowaé, kiedy reakeyje beds nieoznaczone. Nastgpi to
wtenczas, kiedy promienie dzialania reakeyj sg zalezne (art. 112), to znaczy,
majg takie poloZenie, Ze mozna wyznaczyé sily, wzdluz nich dzialajace, ktore
sg w rownowadze. Poniewaz wigeéj niz sze§¢ prostych sg wogdlnosei zalezne,
przeto okazuje sig, Ze reakeyje nie dajg sig oddzielnie obliczy¢, jezeli po;a.wxa']zg
sig w wigeéj niz w szefeiu punktach.

Jezeli uklad, w jednym punkeie podparty, jest w réwnowadze, natencaas
sily przylozone stanowiy uldad 1-go rodzaju, a ich wypadkowa dziala wzdluz
normalnéj do podpory. Reakeyja podpory jest przeto réwna i wprost prze-
ciwna té) wypadkowéj. Cialo cigikie jest w réwnowadze, jeZeli spoczywa
na podstawie pozioméj, dotykajac sie jéj w tym punkecie, w ktérym pion,
poprowadzony przez Srodek cigzkosci, spotyka tg podstawg. Jezeli cialo
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podpieramy w dwu punktach, w ktérych normalne sy skoéne wzglgdem sichie,
to sily stanowig ulklad 8-go rodzaju, a normalne sy dwiema prostymi, z sobg
sprz¢Zzonymi wzgledem tego ukladu (art. 35). Gdyby sily stanowily uklad
1-go lub 2-go rodzaju, wowezas réwnowaga bylaby niemoZzebna. Podpierajae
cialo cigikie w trzech punktach, w kitérych normalne do powierzehni sy
pionowe, moZna sprowadzi¢ réwnowage; reakeyja w kazdym punkeie jest tu
dokladnie oznaczona. Jezeli za§ takie cialo dotyka sig podstawy pozioméj
w wigeéj niz w trzech punktach, wéwezas veakeyje s nieoznaczone, dopdki
cialo uwazamy za sztywne. Rdwnowaga bgdzie zachodzila, jezeli pion, przez
érodek cigzkoSci przechodzgey, przecina podstawe ciala wewngtrz wielokgta
wypuklego, ktérego wiérzcholkami sg skrajne punkty podpierajgce (art. 97).
Jezeli Sciana bryly ciezkiéj spoczywa na podstawie pozioméj, to nie moze-
my podaé ciénienia, ktérego ta podstawa doznaje w kazdym punkeie. Pod-
pierajac cialo cigzkie w trzeeh punktach, w ktérych normalne do podpér
przecinajg pion érodka cigzkodei w tymsamym punkeie, sprowadzamy réwno-
wage, a reakecyje bedg dokladnie oznaczone. Poteucyjal sit przyloZonych nie
zalezy od reakeyj, atoli waryjacyje jego sg funkeyjami przesunieé, zaleinych
od podparcia ukladu. Z tego wynika, Ze réwnowaga zalezy od polyczei za-
chodzgeych. JeZeli cialo materyjalne jest podparte w jednym punkcie, to na-
lezy uwzglednié powierzchniy tego ciala, aby ocenié, czy réwnowaga bedzie
stala. Podpierajgc np. elipsojde jednorodng w wiérzcholku, odpowiednim osi |
najdluzszéj, dajemy §rodkowi cigzkoSei poloZenie najwyzsze, robwnowaga przeto
bedzie niestala; podpierajac ja za§ w wiérzcholku, odpowiednim osi najkrét-
sz6j, otrzymamy réwnowage staly. Cialo cigikie, obracajgce sig okolo stalé]
osi pozioméj, jest w réwnowadze staléj lub niestaléj, wedlug tego, czy érodek
cigzkosei znajduje sie pod osig, czy nad osig,.

116, Rownowaea N1or NiErozeraGriwig. Niech bedzie nié, zupel-
nie gigtka lecz nierozeiggliwa, utwierdzona w dwu koficach A i B (fig. 47),
do ktoréj sg prayloZone wiadome sily,
i niech te sily bedg w réwnowadze: mamy
wyznaczy ¢ ksntalt nici.  Obierzmy na nici
punkt dowoluy (z, y, #), ktéry nazwijmy
i - m 1 liczge Tuki od kofica A, oznaczmy luk
Am =s; a ds niech przedstawia element
mm' tego tuku. Sily, przyloZone do pun-

4 X
\// ktéw elementun ds, sq nieskoficzenie ma-
iy
y

4 p T

tymi tegozsamego rzedu, co diugosé tego

elementu; redukujge przeto te sily do pun-

ktu 2 (art. 111), otrzymamy silg wypad-

Fig. 47. kowg nieskoficzenie malg tego rzgdu, co ds

i parg sil, ktoréj tak wielkosé sily, jak

i ramig bedy nu.skoncmmc malymi tegoz 1zer1u co ds. Moment zatym téj
pary bedzie nieskoiiczenie malg rzedu tego, co ds?, moina wige dzialanie
téj pary pomingé. Oznaczmy przez Pds wypadkows sil zredukowanych;
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mozemy P uwaZaé za silg, odpowiadajacy jednostee dlugodei nici. Z wa-
runku nierozciggliwo$ci nici wynika, Ze dla kaZdego elementu nici jest
dds=0; stanowi to jedyny warunek dla przesunigeia przygotowanego.
Rozlozmy sitg P.ds na trzy sily Xds, Yds, Zds w kierunkach osi spél-
rzgdnych, to z zasady prac przygotowanych otrzymamy nastgpujqce réwnanie
rownowagi:

€)) .’.[(Xﬁx-i- Yoy4-Zoz)ds +2dds] =0,
w ktérym ) oznacza spélezynnik nieoznaczony. Poniewa# ds=}/ dz+dy> | e,
przeto, biorac waryjacyje, otrzymamy

dz.8dz+dy.ddy+dez.8ds

dds =
ds T

, a zatym

(2) f[(XEx~;—Y6y+ABp)ds+l(£i sdu ij Biaj et ;7'-3 )]20-

Calkujac czeéciowo, otrzymamy

da da daz dz
fxd_ad fladax_xd ax—-fd(xd—)

Podobne bgdg dwa inne wyrazy., Stad za$, wedlug (2), mamy

@) A ( Sz +dv" 83;-!—%65)-}-[’[2(.ds—d()&%ﬁ)]ax+
+[Y.ds-—d( %)]8y+[z.ds—d(l%)]6é£=o,

przyezym obadwa wyraZenia po lewéj stronie tego réwnania majg byt wzigte
migdzy danymi kradcami nici. PoniewaZ punkty skrajue sg utwierdzone,
przeto dla punktéw A i B bedzie 6z =0, 8y =0, dz=0; piérwszy wyraz
w (3) jest tedy z zaloZenia r6wny zeru. W wyraZeniu pod znakiem catkowa-
nia waryjacyje 8wz, Oy, 8z sa dowolne; ofrzymamy zatym dla kaZdego ele-
mentu nici nastepujgce réwnania réwnowagi:

§a ds——d( ‘;‘")=0,

dv)_
(":1:) Y.dS“—'d(Xﬂ —0,
7 .dsﬁd(x—_g")=o.
s

Mozemy te réwnania takZe otrzymaé, rozwazajac bezpoSrednio rdwnowage
kaidego clementu nici. Przetnijmy ni¢ w punktach m i w!, i przylézmy
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w tych punktach stosowne sily, ktore zastepuja polaczenia nici z czgSciami

mA 1 m'B; wowezas mozemy element mm' uwazaé za swobodny. Te sily przed-

stawiajg widocznie natezenia T i T' nici w punktach . i m'; one przeto majg

przeto kierunki styeznych w tych punktach, Rzuty natezenia T sy odpowie-
. d :r: dy de

dnio: — T —— g I

P2 g e I m ;
FE T i rzuty natezenia T'=T +dT bedsy
m az ( rh)] [r dy ( t?J)] [‘ (,,fi’ )] .
[l-—-+3 Tds Pds+d Td‘5 l(?.s+z T h,sumy 7
da ( d ?;) ( dz)
n m m

tym rzutéw tych sil wynoszy odpowiednio d('l d.s) i\ s df 7

Jezeli element ds zdgza nieograniczenie do zera, to sily T, T i Pds beda

mialy spélny punkt przyloZenia; réwnowaga wigce elementu hedzie wyrazona
przez nastepujgee trzy réwnania:

de)

| X.:Z.s-i—d('l‘.ﬁ—g)_{),

®) Y .as+a(r.90) =0,
: dz)_

Z .[IS-I-CE(.D-';Z—S— =1

\

Z poréwnania réwnan (4) i (6) okazuje sig, Ze spolezynnik nieoznaczony — A
przedstawia w kazdym punkcie natgzenie nici. Calkujgce réwnania (5) migdzy
krancami §' i s" Tuku s, otrzymamy

! 3" 3"
, daz
Al: X.(JS"I“ q'To‘f‘_ﬂ-—nO,

8” 3”
(6) Y.ds+ T.(—Zf‘izo,
o J ds
.‘!" 8”
v de
[I:Z.ds-i-s,’l.ds_l),

a mnoZzge 3-cie réwnanie praez y, 2-gie praez — g, dodajae i calkujac

g
i’i m dsf) -

i podobnie otrzymamy dwa inne réwnania. Réwnania (6) i (7) wyraZajg, Ze
natgZenia w dwu dowolnych punktach nici réwnowazg sily, prayloZone migday
tymi punktami, jakgdyby ni¢ byla satywna (art. 104). Calki ogélne rownah
(5) sy

ol
[ (Zy—Yz2)ds +
J!



HTATYKA UKLADOW MATERYJALNYCH,— 116, 287

dx _
T -TE? =—fx.{38+01,

(8) T.%z—f\z.awoﬂ,

dz
4 W T3 :—-IZ s 4Gy

jezeli z tych calek wyrugujemy nateZenia, to otrzymamy réwnania rézniczko-
we krzywéj, wyznaczajacé) ksztalt niei, mianowicie:

2 = ——YXJM+01 2 ——5Y4h+02
9 LR L SRS S
a 4 )

£ .—fz.m+03 ar -—5st+%

w ktérych C,, C, i C, oznaczajg stale dowolne. Powtorne calkowanie osta-
tnich dwu réwnai prowadzi do wyraZenia z i y w funkeyi # i dwu nowych
stalych, Ksztalt nici zaleZy wiee od piecin warunkéw, bez wzgledu na sily
zachodzi¢ majacych. Poniewaz zaloZenie, Ze nié przechodzi przez punkty
A i B, prowadzi do dwu warunkéw dla kazdego z tych punktéw, przeto mo-
zemy daé jeszeze dlugo$t nici gako piaty warunek, poczym jéj ksztalt bedzie
dokladnie oznaczony. Wedlug réwnaii (5), mamy,

X.ds+T.d(%2) + 22 gr—o,

ds
dy) ady
(10) Y.ds+T.a(5L)+ 5L .ar=o,
. d#) dz
u o
Z.d&'—{-‘ld(m +?3::.f3r.[‘._0.

de dy dz

Pomnézmy te réownania odpowiednio przez ——, ——, ——
Y ! I dg? ids? de?

i uwzglednijmy wiadome zwigzki,

daz\* dg;)” (dz)”_ dx (i;_) dy _r;'__)_') dz (d_z)_ )
(E) +(_f?-§ T\as =4 E'd ds +c3s'fz(ds . st'd =

ofrzymamy réwnanie
(11) AT=— X .de+Y .dy+2Z.dz),

ktére pozwala wyznaczyé napiecie nici w kazdym punkcie, bez poprzedniego
wyznaczania jéj ksztaltu. Jezeli sily przylozone majg potencyjal U, naten-
czas bedzie d T = — d U, a stad, po scalkowanin miedzy kraicami,

12) T — Ty =— (U—1,).

dodajmy je
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Jeseli sily, do punktow nici prayloZone, maje polencyjal, nalencias natezenie
niei wyraga sig przez potencyjad, mniczuleinie od hszlaltu wici. Poniewas
Xdz+Ydy+Zds=7P.dscos(P, ds), przeto dla cos(P, ds)=0 bedzie
dT=0. Jezeli zatym sila przyloZona jest w kaZdym punkcie normalna do
nici, wtedy natezZenie nici bgdzie stale. Napigeia T iT" w dwu nieskoriczenie
bliskich punktach m i m' majg kierunki stycznych w tychZe punktach, leig
wiee na plaszezyinie SciSlestycznéj w punkeie m; o poniewaz one sg w r6-
wnowadze z sily, P . ds, przeto widzimy, %e silu preylozona ledy w kazdym pun-
Leie na plassezyénie $cislest Jcsn.{j do nici. 7 tego wynika, e jedeli sily przy-
dozone sq rownolegle, wtedy nic przybierze ksstalt krzywdj plaskic).

117. Linia maNcucmowa. Linijgy krzyws, utworzong przez nié giet-
kg i nierozeigglivy, bedgeg w réwnowadze przy dzialanin danych sil, na-
zywamy wogblnodei linijq laticuchowg. Zwykle stosujemy tg nazwg do
linii krzywéj, utworzonéj przez nic, ktéréj elementy sg tylko pod wplywem sily
cigzkodci, a zatym do krzywéj, utworzonéj przez ni¢ materyjalng, saméj sobie
pozostawions. Wyznaczymy linijg daficuchows w tym znaczeniu Scislejszym.

Poniewas sily cigzkosei sy, réwnolegle, przeto, wedlug art. 116-go, linija.
Yancuchowa jest plaska i znajduje sie na plaszczyZnie pionowéj. Niech nit
bedzie jednorodna o gestoSci o, to P=—=o0g =1, gdzie 7 oznacza cigiar je-
dnostki dlugo$ei nici. Obierzmy na plaszczyZnie mici o§ a-6w poziomo, o8

y-6w pionowo w gore; jest wige X =0, Y = — v; réwnania réwnowagi beds
przeto, wediug (5) art. 116-go, .
dz\ _ d y) o
) a(r. %) =0, a(1.%)=1.ds.
Calkujac raz, otrzymamy
p 4% _ o Ay
l‘.-{z;._.a, (1 ds__'rs-l—b

Poprowadimy o§ y-0w przez punkt najnizszy, czyli przez wiérzcholek € krzy-
wéj, w ktorym styczna jest pozioma, i liczmy luki s od tego punktu, to dy=0
dla s =0, wige b =0, skad

da d
2 e e — ]
@ % ag i da — 18
Z 1-go réwnania widzimy, Ze skladowa pozioma nateZenia jest stala, a zatym
réwna nateZeniu nici w punkeie najnizszym; wedlug 2-go réwnania skladowa
pionowa natezenia jest proporcyjonalna wzgledem dlugosei nici, liczonéj od
punktu najnizszego. Dzielge obadwa réwnania przesz sichie, otrzymamy ré-
wnanie rézniczkowe linii lancuchowéj

dy 1
(3) &

z ktérego po zréZniczkowaniu go wzgledem z, mamy ——= d x* V -+ da:
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! —_———
Przyjmijmy o' :d_y; wtedy %:%V1+y'=; stad calkujae, otrzymamy

@
I(y'—]—]/1+y’3)=%m, bez staléj, bo ' =0 dla x=:0. Jest wige
it

Y+ VIFyi=c" ’ Mnotgc i dzielge lews strong przez y' — )/ T4-¢2,
mié¢ bedziemy

e —La
Y=V 1I+gt=—e *
Z dwu ostatnich réwnai wynika
s seibid
" it L),

a zatym

Dla =0 bedzie y:%+c. Obierzmy poczgtek osi ponizéj punktu naj-
nizszego w odlegloSei %; dla =0 jest y:%«, wige ¢=0; otrzymamy
]

zatym, kladge e = {:—,

LS.
®) y=§(eﬁ+e ),

jako réwnanie linii laficuchowéj. Z réwnania (5) okazuje sig, Ze linija laficu-
chowa jest symetryczna wzgledem osi y-6w, ktdéra z tego powndu nazywamy
jéj osia; o§ a-6w nazywamy kierownicg linii laficuchowéj. Poniewa’ ré-
wnanie (5) zawiéra tylko jeden parametr, przeto wszystkie linije laficuchowe
sq podobne.

Wedlug (3) mamy
—ed_ s (7).
(6) S=sao=g\e® —e ;

7 tego za$ réwnania i réwnania (5) wynika
) : yr—2=¢? skagd 2=y —<

To r6wnanie okazuje, %e rzgdna y w dowolnym punkecie m jest przeciwpro-
stokatng tréjkata prostokgtnego, ktérego przyprostokgtnymi sg parametr
e=00C i luk Cm=sWykrésliwszy ten tréjkat prostokgtny, moina linijg
laficuchowg wyprostowaé. Pole figury, ograniczonéj lukiem téj linii, kiero-
wnicg, i dwiema rzednymi, wynosi

Bibl, mat-fz, 8 1V, T. X. 10
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“ M o E 2 B
(8) {y.dm:%[.(c‘—f,-c g)n’-;nz—eé--(c‘—e E)::as,
0 JO

rowna sig zatym podwojnemu polu powyzszego tréjkz;ta.
a e ®©
o — q s i
Poniewaz f:—i = % (e e ), gﬁi e® + e ¢ ), przeto
promieii krzywizny jest

Y T [id“ff )] =—7 ('"E o 1)2’
da?

jezeli N oznacza dlugo§é normalngj od punktu na linii laficuchowéj do kie-
rownicy, to

N Ve ) ST PO IR

wige N =—p, to znaczy, Ze promiefi krzywizny linii laficuchowdj réwna sig
dlugo$ci normalnéj, wzietéj w kierunku przeciwnym.
Z r6éwnati (2) otrzymamy

(10) 12 = a2 4 125> = a2 4 2(y? — &%) = 7,

skad wynika, ze nalgienie nici réwna sig ciggarows nici, ktoréj dlugosé jest ri-
wna rzgdné) punktu odporwiedniego na linii fwicuchowd;.

118. ROWNOWAGA WRAZIE, GDY UWZGLEDNIAMY TARCIE. RozwaZajac
w art. 115-ym reakeyja powierzehni, na ktéréj opiéra sig cialo, pozostajace
w réwnowadze, przyjmowaliémy, Ze ta powierzchnia jest zupelnie gladka,
wskutek czego reakcyja miala w kazdym punkeie kierunek normalny do po-
wierzchni. W rzeczywistofei niéma jednak takiéj powierzchni. Cialo mate-
ryjalne moze si¢ tylko opiéra¢ na powierzchni innego ciala, przedstawiajacéj
nieréwnoSci, a przeto chropowatéj, wskutek czego zachodzi reakeyja takze
w kierunku plaszezyzny stycznéj do téj powierzchni.

Niech cialo materyjalne dotyka sig w pewnym punkeie powierzchni F
innego ciala., Jezeliby ta powierzchnia byla zupelnie gladka, zaszlaby ré-
wnowaga, gdyby sila P, do punktu przyloZona, byla normalna do K. Da-
§wiadezenie okaauje jednak, ze sila P mozZe z normalng tworzyé pewien kat
>0, a pomimo tego réwnowaga nie przestanie zachodzi¢, jezeli tylko
kgt a nie przekroczy pewnéj wartosci. Rozlézmy silg P na dwie skladowe:
P, =P cose w kierunku normaloym, i P,=Psina w kierunku stycznym
do powierzchni, natenczas z réwnowagi wynika, Ze reakcyjg powierzchni mo-
zna takie rozlozyé na dwie sily, mianowicie na sil¢ — P, w kierunku nor-
malnym, i na sile —P, w kierunku stycznym do t&j powierzchni. Jezeli
kgt o wzrasta i osigga pewng warto§¢ ¢, wiedy cialo zaczyna sig flizgaé na
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powierzchni w kierunku sily Py, i odtad réwnowaga ustaje; dla ¢ << ¢ réwno-
waga zachodzi dla kazdego kierunku sily P; dla o >> ¢ réwnowaga jest nie-
mozliwa, a warto§é a =1 jest kraficows poéréd wartosei odpowiadajacych
réwnowadze. '

Reakeyjg powierzchni materyjalnéj w punkeie rozwazanym, w kierunku
stycznym do téj powierzehni, nazywamy tarciem na powierzehni w tym
punkeie, Tarcie moZzemy zawsze uwazaé za sile, co do wielkoéei r6wna, a co
do kierunku przeciwng, skladowéj stycznéj sily przyloZonéj, Tarcie razem
7z reakeyjg normalng przedstawia calkowity reakeyja powierzehni materyjal-
néj. Kierunek reakeyi normalnéj jest dokladnie okréslony; kierunek tarcia
nie jest jednak okrélony, lecz zalezy od kierunku sily stycznéj, a zatym takze
od kierunku sily przylozonéj. Tarcie przyczynia sie wtedy do réwnowagi,
kiedy kgt nachylenia catkowitéj reakeyi powierzehni wzgledem normalnéj nie
przekracza pewnéj wartosci; warto§é te wyznacza kat ¢ nachylenia sily P
wzgledem normalnéj, od ktérego rozpoczyna sig §lizganie na powierzchni.
Ten kgt nazywamy katem tarcia w punkeie rozwazanym na powierzchni.
Jego wielko§é zalezy od wlasno§ei fizyeznych obudwu cial, dotykajacych sig
wzajemnie, od stopnia chropowatoSci ich powierzchni, a wreszcie od ruchu
wzglednego tych dwu cial, jakiby zachodzil po zniesieniu réwnowagi.

Zmnajac wiclkosé kgta tarcia, wyobrazmy sobie stozek obrotowy, ktérego
wiérzcholkiem jest punkt rozwazany na powierzchni, osig normalna do té po-
wierzehni, a tworzgce sg do normalnéj nachylone pod kgtem, réwnym katowi
tarcia. Taki stozek nazywamy stoZkiem tarcia w rozwaZanym punkcie
na powierzechni. Na podstawie tego okréslenia mozemy w tym przypadku,
gdy sily, do ciala przyloZone, majg wypadkowa, wypowiedziéé twierdzenie na-
stepujace: do réwnowagi danego ciala nu powierschni immego ciafn materyjal-
nego potrzeba i wystarcza, ieby wypadkowa sit praylosonych enajdowala sig
wewngtrz b na powierzchni stodka tarcia w tym punkcie, w ktdrym owa wy-
padlkowa_preeeina powierszchnig rozwasand.

119. Z twierdzenia poprzedzajgcego wynika réznica zasadnicza miedzy
réwnowagg na powierzehni gladkiéj a réwnowaga na powierzehni niegladkié;.
Aby wykazat te réinice, rozwazajmy przypadek najprostszy réwnowagi pua-
ktu na powierzchni, przyjmujac sile przyloZong, réwnolegly do osi 2. Je-
Zeli ' = 0 jest rownaniem powierzehni, ktéra przyjnujemy za zupelnie glad-
ka, wtedy ré6wnowaga punktu zajdzie w tych punktach na powierzchni, w kté-
rych normalna jest réwnolegla do osi #; punkty zatym owe opréez warunkowi
F =0 caynig jeszeze zado§é warunkom %%:0 i %%:0. Poniewaz dla
wyznaczenia takich punktéw mamy trzy réwnania, przeto te punkty beds na
powierzchni odosobnione, a ich iloéé bedzie wogélno§ei skoficzona., Jezeli za§

uwzglednimy tarcie i przyjmiemy N=1 V( = 4 c?y) + ds) ;
otrzymamy

oF
N.?;—cosqa_o
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jako réwnanie warunkowe dla tych punktéw na powierzchni, w ktérych nor-
malna tworzy z silg kat tarcia w. To rdwnanie wyznaczy na powierzchni,
moéwiac wogblnosei, linije krzywe zamknigte; w kazdym punkeie wewngirz
obwodu takiéj linii tworzy normalna z silg ket o << ¢, a migdzy dwiema ta-
kimi linijami bedzie o> ¢. Otrzymamy zatym cz¢éei powierzchni, ograni-
czone linijami krzywymi, w obrgbie ktérych w kazdym punkcie réwnowaga
zachodzié moize, z czego sie okazuje, Ze na powierzchni niegladkiéj bedzie nie-
skoficzenio wiele miejsc réwnowagi punktu, podezas gdy na powierzchni glad-
kiéj istnieje tylko skoficzona ilo§¢ takich miejsc.

W przypadku, gdy punkt jest polgezony z punktami innymi, naleiy te
polgczenia zastqpi¢ silami polgczed, a nastgpnie hadaé réwnowage przy
uwzglednieniu tarcia, jakgdyby punkt byl swobodny. Wypadkowa sil przylo-
zonych 1 sil polgczefi znajdzie si¢ wewngtrz lub na powierzehni stozka tarcia.

W zagadnieniach o réwnowadze cial przy uwzglednieniu tarcia zajmu-
jemy sie gléwnie tymi przypadkami, gdy sita P, w artykule poprzedzajgcym
rozwazana, ma wlaénie poloZenie kraficowe, a zatym tworzy z normalng do
powierzehni kat tarcia. ‘W tym przypadku bedzie P, =P, . tang ®, a jeleli
oznaczymy f = tangy, otrzymamy P,—=f.P,. Poniewaz tarcie-jest réwne
Pi, a P, przedstawia ciénienie normalne na powierzchnig, przeto tarcie jest
proporcyjonalne wzgledem tego cifnienia. Liczbg f, wyraZajaca stosunek
tarcia do ciénienia normalnego, nazywamy spélezynnikiem tarcia odpo-
wiedniego. Ten spolozynnik jest rowny stycznéj trygonometrycznéj kgta tar-
cin. Wyznaczenio tego spolczynnika jest rzeczg doswiadezenia; dla drzewa,

metali, kamieni i t. p. okazalo sig f<<1, a zatym «p<%, dla sukna zag
Sf>1, a zatym LP}E—.

W zagadnieniach statycznych, w ktérych reakeyja powierzchni przyjmu-
jemy na powierzchni stozka tarcia, moZemy stosowaé zasade prac przygoto-
wanych. Niech bedzie dany uklad » punktéw materyjalnych mi; o spélrze-
dnych @, g i 2, pozostajacych na danych powierzchniach F;==0, a migdzy
ich spolrzednymi niech zachodzi nadto s zwigzkéw L,=0. Jezeli X;, Y;, Z;
oznaczajy skladowe prostokatne sily przyloZonéj, a X/, Y/, Z; skladowe
reakeyi powierzehni ', na.tencms réwnania réwnowagi dla punktu m; beda

d Ly

2\.+X + X % =10,
5 ) Li
4)) YL Ld_y,f_:n’
oLy
7(+z; +~fu)".{ 05; —""0'

Oznaczmy przez af, b/, ¢/ dostawy kierunkowe reakeyi, przez ¢; odpowiedni
kat tarcia, i nadto
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wtedy
) OF; , OF; , OF
(2) fr d‘T' + i dJ + | (}5 ——N c03 .p“
(3) ﬁf.bi-&'gZXi. ;.Z,—*.
Obierzmy przesunigeia przygotowane odpowiednie warunkom nastepujgeym :

4 L((}IJJ& e-_'+(]01-:k » i+f:}JJi o ):0 i f"‘ilami+bflayi+ci'azi=U,

pomnézmy réwnania (1) odpowiednio przez te przesunigcia i dodajmy iloczyny;
wtedy otrzymamy

(5) X(Xi0mi+ Y0+ Z4;02;) =0

jako réwnanie, wyrazajace zasade prac przygotowanych dla ré6wnowagi danego
ukladu punktéw. Roéwnania (4) wyrazajg, Ze kierunek przesunigeia praygo-
towanego punktu ms; jest prostopadly do reakeyi powierzchni F; i do odpo-
wiedniéj sily polaczen.

PRZYKYADY 1 CWICZENIA.

(1). Pret jednorodny AB (fig. 418) oPiérd sig w punkeie A na osiz, a w pun-
keie B na osi y, w punkcie E zaé jest przymocowany linkg do punktu O: wyznaczyé

kY
E/
T
x L4 o — 0
4 Jrﬂ-
Fig, 48.
natgienie t4] linki, Rozlézmy natgzenie T na skladowe — T cose, — Tsina,

gdzie o oznacza kgt EOA, a Q niech begdzie cigzarem preta, przylozonym do érodka
masy S o spélrz¢dnych &, n. Jezeli z, y, sq spélrzgdnymi punktu E, to zasada
prac przygotowanych prowadzi do nastgpujacego réwnania:

— Teosaufz ~ Tsinady — Qdn=0,
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Niech pret tworzy z osiy = kat @ i przyjmijmy a = AE, 0 = EB, to
a==boosg, y=asing, 27N=(a+b)sing, '
dx=—>0bsingdp, Oy—acospdy, 201==(a-4-0)cospdy, wige
2T (b sin @ cosa — « cosp sina) = Q (a 4 ) cos .

Mamy waranek b tango. = atangg; oblicuywszy stad coso i sing, i podstawiwszy

w ostatnie réwnanie, otrzymamy

Q ]/c:“sin?-rp+b‘zcasﬂcp
2(b—a)’ sin @

= 3
jako szukane natgzenie dla danego kata-@. Gdyby bylo a=1, otrzymalibysmy
T=0g; dla b<a bedzie T <C0; trzeba zatym uzyé podpory sztywnéj zamiast linki.

Mozemy zadanie to rozwigzaé takize przez wprowadzenie odpowiednich reakeyj
Ry, R, w punktach A i B, uwazajac pret za swobodny. Wowezas, jako warunki
réwnowagi, mamy: R, — T cosa =0 (rzuty sil na of ), Ry — Tsina— Q=10
(vzuty sil na of y), a nadto R;. A0 — R,.BO—Q.0g=10 (momenty wzglgdem 0),
czyli (2Ry — Q) cosg — 2R, . sino=0. Z tych réwnari wynika

Teoso=DR,, Tsina=R,—Q,

tanga:%t&ngtp:fﬁ—ﬁfg,

aRy tangp =1(R; — Q), 2R, tangyp =2R, —Q,
. a—2b _9 b

B*_Q'z(a—b)’ B= (b— a) tang®p ’

7 czego mozemy nakoniec obliczyé T.
‘ (2). ~ Parabolojda obrotowa o pionowéj osi spoczywa na dwu plaszczyznach,
jednakowo do poziomu nachylonych: wyznaczyé najwigkszy stosunek dlugodci osi
parabolojdy do jéj parametru, tak, Zeby po roz-
cigeiu parabolojdy plaszezyzng, przochodaziey
przez of 1 prostg przecigeia obudwn plaszezyzn
podpiérajacych, obie czgdei bryly mogly pozosta-
waé w réwnowadze. Niech 2% 4 32— 2a2—=10
bedzie réwnaniem parabolojdy wzgledem ukladu
osi Ozyz. W punktach podparcia A i A, (fig.
A 49) wprowadimy reakeyje R; wtedy, rozeinajae
/1 brylg plaszezyzng y0z, potrzeba dla kazdéj po-
lowy przyja¢ w niewiadomym punkeie D na Oz
o reakeyjg T, aby sprowadzié réwnowagg. Jezeli S
o Ja Jest Srodkiem masy polowy OCE parabolojdy, to
¥ sily T, R i Q dzialajg na plaszezyinie z0z.
Styezna w A tworzy z osig x-6w kat o, wige spél-

B

Fig. 49,
rz¢dne punktu A sq: 2=q tanga., z_——-tzmg'-‘oc.
Dla réwnowagi kn.zdéJ pulowy mamy nastgpujgee réwnania :

T—Reina=0, Reosa—Q=0, R.O0A'—T.0D—Q. -5_.0



BTATYKA UREADOW MATERYJALNYOH, —- 119, 295
gdzie prosta OA' jest prostopadla do R, a § i { oznaczajg spéhzedne punktu S.
Z tych réwnan wynika
T==Qtanga, R=0Qsecet, OD.sine=0A'— £ cosa.

1-}-sin2q
2 gina,

20D . sin®a = a(1 4-sin2a) — 2£ sina cosci.

Z figury zaé mamy OA'=x cosor 4 zsina=c. ; wige

s RE, - . . :
Przyjmijmy 4 =0E, a V= TA% niech bedzie objetoseig polowy parabolojdy, to

h
4 Ta? :
VE:ﬁ {x.dv, dV:-—g-dz, wige

.

V29

=R 15w

V ah, 2 czego wypada

20D sin%0 = a(1 4 sin2a)

20
16w

Z tego widzimy, ze OD ubywa wraz z rosngeym %, a poniewaz granics malejgcego
0D jest zero, przeto otrzymamy granicg rosngeego &, kladge OD =0 i obliczajgc

. : ; H
stgd maximum %= H. Czynige to i kladge — ==y., otrzymamy
1]

__ (15m? (1 4sina)®
= 211 " gin2g, cosZo,’

co przedstawin rozwigzanie zagadnienia,

(8). Nié gietka i nierozeiagliwa, ktdréj cigzar wlasny pomijamy, tworzy na
waleu chropowatym hnqu, srubows: wyznaczy¢ krok téj druby, Niech mm' (fig. 50)
bedzie elementem nici; w punktach m i m' dzia-
lajg, w kierunkach styeznych odpowiednie nate-
zenia T 1 T'=T+dT. Poprowadimy plaszczy-
zng rysunku przez obie styczne, przecinajgce sig
w punkeie M, nastgpnie wykréslmy normalng
gléwng do linii drubowédj i prostopadly do niéj
w punkcie M. Poniewaz linija Srubowa jest li-
nijg geodezyjng na walcu, przeto normalna gléw-
wna jest zarazem normalng do powierzchni wal-
ca. Rozkladajae T i 'T' wzdluz powyzszych pro-
stych odpowiednio na sily T,, Ty T, i T/, wi-
dzimy, ze T,+4 T, jest ciénieniem normalnym Fig. b0,
elementu mm' na walee, ktére sprawia tarcie
- (Ta+T,)), gdzie f oznacza spélezynnik tarcia. Tarcie zniesie sity T/ — T,, aby
zaszla réwnowaga, jest przeto dla kazdego elementu

(1) T — Ty =f(Ta+ Td).
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Nieeh de bedzie katem kyzywizny linii drubowéj; T tworzy z T, kat df = i;—; be-
dzie wige, pomijajge nieskoficzenic male rzgdu 2-go i rzedéw wyzszych
T)—Ty=aly T,4+T/=2T.d0="T.de, wige podlug (1)

dT

(2) ' T:f.t?E.

Oznaczmy przez k krok fruby, a h==1k: 2w niech oznacza jéj kvok wzglgdny; wtedy
réwnania linii drubowéj bedg

B - 2 L2
3=4¢..eos%, y:rsm%, wige ds:-—V—?—i—‘.dz;
de 7 ——--sin—z— dy og 2. 42 h
TR Vo K V‘Jz + h n' o ds T Vefrr

1z \2 dz)
- dy T
de _'( ) ( ) ( ds n? (rz -+ %) ams

otrzymamy zatym, wedlug (2),

dT ”

3 T — e

( ) T h Vr’ + x2

Calkujae pray warunku, ze dla =0, T =T, otrzymamy
T Ir

n PP T L

) § TIJ }ina + A2 2

co przedstawia natgzenie nici T w kazdym punkeie, jezeli znamy jéj natezenie T,
w punkeie poczatkowym. Natgzenie roénie wraz z rosngeym z. Najwigksze natg-
4enie nie moze przekroczyé pewnéj wartofei, zaleznéj od mocy nici; jezeli przefo
okrgcamy nié n razy okolo walea, to ktadge dla
N’ punktu korcowego z=nk=—2mnk, moZzemy

% réwnania

Za

2nfar
] Ig e —
(5) J To — Vg2

obliczyé h, a zatym k, jezeli za T podstawimy
najwigksze mozliwe natgzenie nici,

(4). Na plaszezyinie AB (fig. 51), two-
rzgeéj z poziomem AC kat o, znajdujg sig dwa
walce Qi Q', opasane ling: wyznaczyé warunek

Tig. 51, rownowagi, natezenie liny, tudziez tarcie w pun-~

ktach dotykania D i E. Niech N i N' ozna-

cza)g odpowiednio reakeyje normalne, a R i R' reakeyje styczne (tarcia) w pun-
ktach D i E, a T natgienie liny, Wprowadzajac te sily, mozemy podaé ré-
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wnania rownowagi dla kazdogo walea zosobna. Rozkladajae sily rvéwnolegle 1 pro-
stopadle do AB, i biorac momenty wzgledem frodkéw S i 8 otrzymamy nastepu-
Jjace réwnania:

Qsing — Teosf—R =0, Qsing+4Tcosfi —R =0,
Qeoser - Tsinff —N=10, Qcoso— Tsin—N=0,
P=R=1
Z piérwszych dwu réwnan wynika
Q sing. = T (1 + cos {3), Q' sing = T(1 — cosfl), a stad

(1) ; = th)‘ r

Q

co jest piérwszym warunkiem rownowagi. Stad wypada

_._ PP T
VQ+Q” ; 2 ]/m-q” B2 rars

(2) T=R=R’=Q*;Q'sma'

Poniewas

'(3) ;N:Q cosa 41/ Q' sine. =}/ Q (/' Q cosar 4+ 1/ Q' sinar),
N'= Q' cosa—}/ QQ sina =}/ Q' (}/'Q cosa —}/Q sina),

a fN i fN' przedstawiaja najwigksze wartofci tarcia w punktach D i K, gdzie /
jest spolezynnikiem tarcia, przeto mamy jeszeze warunek réwnowagi

Q+Q
2

sing SN, b =sN,

wedlug tego, czy N czy N' jest mniejszg reakeyjs normalng.

(5). Okazaé, Ze uklad sil jest w réwnowadze, jezeli:*1) jego momenty wzgle-
dem kazdego boku czworokata skosnego sy rowne zeru; 2) suma rzutow s Jieru-
nek jednéj przekatnéj czworokata jest rowna zern; 3) suma vautdw sit na kierunek
prostopadty do téj przekatnéj i do jednego boku, jest réwna zoru.

(6). Sily, przylozone do wiérzacholkéw czworoseianu, prostopadle do Seian
przeciwleglych i proporeyjonalne wzglgdem ich powievzchni, sy w réwnowadze.
Z tego wynika, ze cztéry wysokodei czworodeianu sy tworzgeymi hiperbolojdy jedno-
powlokowéj.

(7). Wyznaczyé warunki, Zzeby skladowe sil danego ukladu, wzigte w kierunkn
danéj prostéj, rownowazyly sie.  Sily ukladu nie véwnowazg, sig przytym.

(8). Jezeli trzy sily P, Q 1 R, przylozone do érodka O kola i dzialajace
wzdluz promieni OA, OB i OC, sg réwnowazne z trzema silami P!, Q'.1 R', dzia-
lajgeymi wzdhuz bokow BC, CA, AB tréjkata wpisanego ABC, okazaé, ze

1> P’ Q.Q R.F
+g -+ =18

=0,
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(9). Cuztéry prety stanowig czworokgt plaski ABCD, ktorego wiérzeholki prze-
ciwlegle A i (, tudziez B 1D sy polaczone linkami o nat¢zeniach P i Q; okazaé, ze
dla réwnowagi

P __ 0B.0D.AC
)~ 0A.00.BD ’

gdzie O jest punktem przecigcia sie przekatnych.

(10).  Wiérzcholki trojkata przyciagaja punkt materyjalny proporeyjonalnie
wzgledem odloglodel; wyznaczyé polozenie réwnowagi punktu,

(11). Dowiéié twierdzenia Leibniz’a: jezeli na kierumkach sil, majgeyeh
spolny punkt przylozenia i znoszacych sig, odetniemy odpowiednio wielkodci tych sil,
to érodkiem rownyeh mas, umieszezonych w punktach koricowyeh tyeh odeinkéw, jest
punkt przylozenia ik, 3

(12).  Dowiééé twierdzenia Crofton’n: jezeli sily, przylozone do punktéw
My sy e v yMie. .y o praedstawione przez odeinki myng, myny,.0vymni. ., 884 W 6-
wnowadze, to rodek réwnyeh mas, skupionych w punktach m;, jest zarazem frod-
liem réwnych mag, sknpionyeh w punktacl »;.

(13). Silom réwnoleglym mozna daé taki kierunek, ze bedg réwnowazne z je-
dng, sily, praylozony do punktu danego, Wyznaczyé ten kierunek.

(14). Pargsil (P, — P), przylozonych do punktéw A i B, mozna przeksztal-
cié na trzy pary (P, —P),, (P, —P),, (P, — ")y, majace jedng silg spélng w pun-
keie A, przyczym drugie sily sg przytozone do takich punktéw By, B, i By, Ze proste
AB,, AB,, AB, tworzg krawgdzi kata brylowego.

(15). To twierdzenie pozwala okazaé, ze uklad sit jest wogdlnogei réwnowa-
zny 7z ezbérema silami, przylozonymi do wiérzchotkdéw danego czworoécianu,

(16). Prgt materyjalny jednorodny jest zawieszony na dwu linach o nieré-
wnych dlugodciach; wyznaczyé natgzenie kazdéj liny.

(17). Dwa walce o danych srednicach sy spigte tasmg nierozeiggliwg; wyzna-
czyé stosuhek ich wzajemnego cignienia do natgZenia tasmy.

(18), Krgzek jednorodny jest podparty w érodku; wyznaczyé punkty na ob-
wodzie, w ktorych trzy dane cigzary majg byé umieszczone, zeby krazek byl w ré-
wnowadze w polozeniu poziomym.

(19).  Pr¢t materyjalny jednorodny jest umieszezony w pétkuli pustéj, ktéréj
§rednica jest mniejsza od dlugodei preta, a plaszezyzna érednicowa pozioma; wyzna-
czyé polozenie réwnowagi preta.

(20). Dwie kule chropowate znajdujg sig migdzy dwiema ehropowatymi pla-
szezyznami pochylymi; wyznaezyé polozenie réwnowagi, reakeyje normalne i tarcia.

(21), Pret materyjalny jednorodny spoczywa na dwu plaszezyznach pochy-
lych; zbadaé, czy jego réwnowaga jest stala czy niestala.

(22). Koiice materyjalnego preta jednorodnego sg oparte na dwu plaszezy-
znach, pozioméj i pionowéj, a na prostéj przecigeia sig tych plaszezyzn jest érodek
przyeciggania, odwrotnie proporeyjonalnego wzglgdem kwadratu odloglodei, ktéry $ro-
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dek masy preta pr zyciggn sﬂq, 5 wyznaczy¢ polozenie réwnowagi preta i rozstuzy.
gngé, ozy réwnowaga jest stala, czy niestala,
(28). Okazaé, ze ni¢ matematyezna, ktéréj kazdy element dzwiga cigzax, pro-

poreyjonalny wzglgdem dlugosei rzutu poziomego elementu té) nici, tworzy parabole.
Wiyznaczyé natgzenie nici.

(24).  Wyznaczyé linija lamcuclwwq,, jezeli gestosé niei materyjalnéj i nieroz-
ciggliwéj jest odwrotnie proporcyjonalna wzgledem pierwiastka dlugodei niei, liczo-
néj od punktu najnizszego (laficuchowa Jana Bernoulli’ego).

(25). Woéz ma byé utrzymany w spoczynku na plaszezyinie pochyléj przoz
zahamowanie dwu kél; podaé warunek, przy ktérym dogodniéj hamowaé przeduie
kola niz tylne, lub przeciwnie.

(26). Jezeli nié nierozciggliwa bez korica wisi na dwu nieskoriezenie malych
blokach, to obie linije laticuchowe, ktére ona tworzy, majy spélng kierownicg.

(27). Wyznaczyé linijg laicuchows, jezeli kazdy punkt nici jednorodnéj do-
znaje dzialania sily centralnéj, odwrotnie proporcyjonalnéj wazgledem kwadratu odle-
glodei od drodka téj sily.

(28).  Wyznaczyé kat n wiérzcholka stozka obrotowego z warunku, aby ten
stozek byl w kazdym poloZzenin w réwnowadze wewnatrz kuli opisand].

(29). n punktéw (z;, ¥, 2;), prayciggajgeych sig proporcyjonalnie wzglgdem
odleglodci, jest w rownowadze; okazaé, ze réwnowaga trwaé bedzie po kazdym takim

przesunigein tych punktéw, dla ktérego funkeyja n. R(z? 4+ y® 4 2% — ).'.(:;)2 —

a7—=2 VR . 5 ie .
— X(y) — 2(:;)2 nie zmienia swéj wartosei.
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