
ROZDZIAŁ XI.

DOKOŃCZENIE STATYKI I ZAGADNIENIA STATYCZNE.

113. KODZAJE RÓWNOWAGI. Jeżeli do układu punktów materyjalnych
jest przyłożony układ sił, a rzuty prostokątne każdej siły na osi spółrzędnych
są, odpowiednio równe pochodnym cząstkowym pewnej funkcyi, wziętym wzglę-
dem spółrzędnych punktu przyłożenia tej siły, natenczas tę funkcyją nazy-
wamy potencyjałem układu sił. Oznaczmy przez %l} y(, gt spółrzędne
punktu mi, a przez U potencyjał układu sił; natenczas powyższe określenie
wyraża się przez równania następujące:
.•,. _ _ . . _ dJJ _r dU „ dU
(1) U ^ F f a , ?!,*!,...jflfcfjfr,*); Xt = -^, Yi=jf.> Z ; - ^ T '

a stąd

więc

(2) l(Xi8xii-Yi8yi + Zid0l)=:dJ].

Praca przygotowana uMadu sił, mającego potencyjał, jest równa icaryjacyi tego
potcncyjaiu. Gdyby potencyjał zawierał czas wyraźnie i gdybyśmy 6U obli-
czali przy stałej wartości czasu, wówczas zachodziłoby równanie (2). Z ró-
wnania (2) wynika, że §U—0 wyraża warunek konieczny i wystarczający
równowagi układu sił, którego potoncyjałem jest U. Dodając do 5U sumę
SXi.SLi, gdzie L A = 0 jest wiadomym równaniem warunkowym, a X* spół-
czynnikiem nieoznaczonym, możemy według wiadomego sposobu (art. 103)
otrzymać równania równowagi.

Jeżeli U nie zawiera czasu wyraźnie, wtedy 5U jest waryjacyją, zupełną
potencyjału, a równowaga, niezależna od czasu, zachodzić będzie w tym poło-
żeniu układu matcryjalnego, dla którego ta waryjacyją jest równa zeru.
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Wiadomo, że skoro w funkcyi U wszystkie zmienne doznają nieskończe-
nie małych przyrostów, odpowiednich danym między nimi związkom, to 511:= 0
wyraża warunek konieczny, aby funkcyja U przybrała wartość największą lub
najmniejszą. Przypuśćmy, że w pewnym położeniu ukłaclu zachodzi maximum
potencyjału U; możemy okazać, że jeżeli układowi udzielimy z takiego położe-
nia bardzo małego ruchu, dając każdemu punktowi bardzo małą prędkość
początkową, i następnie zostawimy ten układ pod działaniem danych sił, to
każdy punkt będzie z położenia równowagi opisywał bardzo małe drogi, a jego
prędkość zostanie ciągle bardzo mała. Taką równowagę ukłaclu materyjal-
nego nazywamy r ó w n o w a g ą s t a ł ą . Badając, czy równowaga jest stała,
należałoby, według tego określenia, rozważać bardzo mały ruch układu po
zniesieniu równowagi, a zatym należałoby to dochodzenie umieścić w kinetyce.
Podając je w statyce, musimy wyjść z pewnej zasady, która w kinetyce dowie-
dziona zostanie (art. 143). Niech mt będzie masą, vi prędkością punktu

układu nmteryjalnego; wielkość T — £—-zr—, to znaczy sumę energii kine-

tycznych wszystkich punktów układu materyjalnego, nazywamy energiją
kinetyczną tego układu. Jeżeli siły przyłożone mają potencyjał U, nie za-
wierający czasu wyraźnie, a warunki są także niezależne od czasu, wtedy
T = U + H , przyczym H jest stałą dowolną. Ostatnie równanie służy, we-
dług Lejeune-Dirichletfgo, do wykazania, że równowaga jest stała, gdy U ma
wartość największą.

114. Gdy między 3 n spółrzędnymi n punktów układu zachodzi 3n—s
związków, to możemy z, nich Bn — s spółrzędnych wyrazić przez s spółrzę-
clnych niezależnych qx, q2,..., qs, które są dowolne, Wyraźmy podobnie U
przez te zmienne, i niech U = <p(q1, q2,...,qs), to

(1) T

Możemy zawsze przyjąć, że funkcyja <p przybiera wartość największą dla
qt = 0, q2 — 0 , . . . ,qs = 0, a z powodu dowolności stałej H możemy jeszcze
założyć, że największa wartość funkcyi cp jest równa zeru. Oznaczmy przez
CiO) "220! ••• !?so wartości początkowe zmiennych qif,.. ,qs, a przez vt0 pręd-
kość początkową punktu nii i przyjmijmy T o --=z S -^- miVi0

2, wtedy

(2) •T=

Ponieważ <p(0, 0 , . . . , 0 ) = 0 jest największą wartością funkcyi tp, przeto
możemy zawsze obrać tak małe wielkości dodatne Q 1 } Q2,->-;Qs, iżby dla
każdego układu wartości ą.h które nie i^rzekraczają odpowiednich granic Q;,
funkcyja y(ąlt...,qs) była ciągle ujemna, wyjąwszy przypadek, kiedy wszy-
stkie qi są jednocześnie równe zeru. Skoro jednak będziemy rozważali tylko
takie układy wartości q{, iżby przynajmniej jedna z tych zmiennych, bez
względu na znak, stawała się równa swśj granicy Q,-, to powyższy wyjątkowy
przypadek zostanie wykluczonym. Niech — <3>, bez względu na znak, będzie
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najmniejszą wartością, jaką funkcyja tp może przyjąć przy powyższym założe-
niu; skoro zmiennym qt damy wartości liczebnie mniejsze,od odpowiednich. Q,-,
i uczynimy zadość warunkowi
(3) — (p (<210, <2ao, • • •, <l*a) + T o < # ,
natenczas po odchyleniu układu z położenia równowagi żadna zmienna q( nie
dosięgnie swej granicy odpowiedniej Qi# Gdybyśmy bowiem przypuścili, że tak
nie będzie, to zważywszy, że wartości początkowe qt0 czynią, zadość warunkowi
(3), a wielkości qt zmieniają się w sposób ciągły, widzielibyśmy, że po pewnym
czasie jedna lub więcej zmiennych qt stawałyby się równymi swoim granicom
Q;, podczas gdy pozostałe zmienne nie przekroczyłyby jeszcze swoich granic-
W tej chwili przyjęłaby funkcyja —<p(<2it •••>?») wartość liczebnie większą
niż $, a prawa strona równania (2) stałaby się ujemną, co być nie może, gdyż
T jest wielkością dodatną. Ponieważ granicom Qf zmiennych qt możemy dać
wartości dowolnie małe, przeto odchylenie każdego punktu z położenia ró-
wnowagi daje się uczynić dowolnie małym. Ponieważ w końcu T 5: T o —
— ?(7iO) • • • >fco)j a energija zależy od prędkości vt, przeto prędkość każdego
punktu pozostanie ciągle mniejszą od dowolnie małej wartości, jeżeli była
na początku bardzo mała. Jeżeli siły, przyłożone do nieładu inateryjalnego,
mają potencyjał, niezależny od czasu, i warunlci są także od czasu niezależne,
to równowaga uMadu będzie stała w taMni jego położeniu, dla jakiego poten-
cyjał sił ma wartość największą.

Równowagę nazywamy n i e s t a ł ą , jeżeli po bardzo małym odchyleniu
układu z położenia równowagi i pozostawieniu go pod działaniem sił, drogi
punktów i ich prędkości nie pozostają w granicach bardzo małych, lecz mogą
przybrać z czasem wartości dowolnie wielkie. Równowaga jest niestała, jeżeli
potencyjał U przybiera wartość najmniejszą.

Do układów sił, mających potencyjał, nałożą siły ciężkości. Obierzmy
płaszczyznę xy poziomo, a oś a pionowo na dół; dla punktu o masie mi będą
rzuty siły ciężkości odpowiednio X,-=0, Y< = 0, Zi-~mig; jeżeli więc C
oznacza odległość środka ciężkości ciała od płaszczyzny xy, to potencyjał
układu sil ciężkości jest
(4) U = gZmiei+C = Mgł: + C,

gdzie M jest masą ciała, a C stałą dowolną. Z tego wyrażenia potencyjału
wynika następujące twierdzenie: równowaga ciała materyjalnego pod wpłyicem
sił eieislco&ci jest stała lub niestała -według tego, cny jego środek ciężkości zajmuje

położenie możebnie najniższe, esy moiebnienajwyższe (twierdzenie Torricelli'ego).
Jeżeli środek ciężkości pozostaje po odchyleniu na tymsamym poziomie, to U
będzie wielkością stałą, a równowaga będzie zachodziła w każdym położeniu
środka ciężkości na tym poziomie. Taką równowagę nazywamy o b o j ę t n ą ,

115. REAKCYJE LINIJ I POAYTEKZCHNI. Zasada prac przygotowanych
pozwala wyznaczyć związki między siłami a spółrzędnymi ich punktów przy-
łożenia w przypadku równowagi. Ponieważ jednak przez rozważanie przesu-
nięć przygotowanych rugujemy siły połączeń, przeto wyznaczenie tych sił jest
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przedmiotem osobnego rozważania. "Warunki, ograniczające swobodę pun-
któw układu, wyrażają, że pewne punkty mają się poruszać na danych linijach
lub powierzchniach, że pewne powierzchnie mają być styczne do innych po-
wierzchni i t. p. W takich przypadkach nazywamy siły połączeń także
r e a k c y j a m i czyli o d d z i a ł y w a n i a m i tych linij lub powierzchni matę-
ryjalnych na układ; biorąc te reakcyje w kierunkach przeciwnych, otrzy-
mujemy ciśnienia, których te linije lub powierzchnie doznają w przypadku
równowagi.

Reakcyje powierzchni czyli podpór gładkich mają kierunek normalny do
tych powierzchni w punkcie odpowiednim. Jakoż, gdy T?(x, y, a / = 0 jest
równaniem takiej powierzchni, to między przesunięciami punktu (%, y, s)

będzie zachodził związek -=—dx + ——§2/+ -^7- §# = 0, a składowe reakcyi

1 1 i • i • - , <JF , <3F , d F .. . .
będą odpowiednio równe A . ——, A . -3—, A . -r—, z czego wynika, ze reakcy-
ja jest normalna do powierzchni. Podobnie zachowuje się reakcyja linii gład-
kiej. Kierunek reakcyi należy więc wogólności uważać za wiadomy, wyjąwszy
punkty osobliwe, krawędzi, wierzchołki i t. p., w których kierunek normalnej
nie jest określony. Zastąpiwszy dane warunki przez odpowiednio reakcyje,
możemy układ materyjalny uważać za swobodny, a zatym zastosować do niego
wiadome równania równowagi; otrzymujemy tym sposobem związki między
siłami przyłożonymi, reakcyjami i spółrzędnymi punktów tego układu. Ru-
gując z tych równań reakcyje, otrzymamy warunki równowagi sił przyłożo-
nych, a rozwiązując te równania względem reakcyi, możemy wyznaczyć ciśnie-
nia na podpory. Taki sposób postępowania pozwala w bardzo wielu zagadnie-
niach najłatwiej dojść do celu. Może się wydarzyć, że ilość niewiadomych jest
większa od ilości równań; wtedy reakcyje nie dają się oddzielnie obliczyć, lecz
można tylko wyznaczyć układ sił, równoważny z reakcyjami.

Reakcyje razem z siłami przyłożonymi dają układ sił w równowadze.
Jeżeli przeto każdą siłę przyłożoną rozłożymy na siły, działające wzdłuż nor-
malnych do powierzchni podpierających, to te składowe, wzięte w kierunkach
przeciwnych, wyznaczają, odpowiednie reakcyje wzdłuż tych normalnych.
Z tego łatwo wywnioskować, kiedy reakcyje będą nieoznaczone. Nastąpi to
wtenczas, kiedy promienie działania reakcyj są zależne (art. 112), to znaczy,
mają takie położenie, że można wyznaczyć siły, wzdłuż nich działające, które
są w równowadze. Ponieważ więcej niż sześć prostych są wogólności zależne,
przeto okazuje się, że reakcyje nie dają się oddzielnie obliczyć, jeżeli pojawiają
się w więcej niż w sześciu punktach.

Jeżeli układ, w jednym punkcie podparty, jest w równowadze, natenczas
siły przyłożone stanowią układ 1-go rodzaju, a ich wypadkowa działa wzdłuż
normalnej do podpory. Reakcyja podpory jest przeto równa i wprost prze-
ciwna tej wypadkowej. Ciało ciężkie jest w równowadze, jeżeli spoczywa
na podstawie poziomej, dotykając się jej w tym punkcie, w którym pion,
poprowadzony przez środek ciężkości, spotyka tę podstawę. Jeżeli ciało
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podpieramy w dwu punktach, w których normalne są, skośne względem siebie,
to siły stanowią układ 3-go rodzaju, a normalne są dwiema prostymi, z sobą
sprzężonymi względem tego układu (art. 35). Gdyby siły stanowiły układ
1-go lub 2-go rodzaju, wówczas równowaga byłaby niemożebna. Podpierając
ciało ciężkie w trzech punktach, w których normalne do powierzchni są
pionowe, można sprowadzić równowagę; reakcyja w każdym punkcie jest tu
dokładnie oznaczona. Jeżeli zaś takie ciało dotyka się podstawy poziomej
w więcej niż w trzech punktach, wówczas reakcyje są nieoznaczone, dopóki
ciało uważamy aa sztywne. Równowaga będzie zachodziła, jeżeli pion, przez
środek ciężkości przechodzący, przecina podstawę ciała wewnątrz wielokąta
wypukłego, którego wierzchołkami są skrajne punkty podpierające (art. 97).
Jeżeli ściana bryły ciężkiej spoczywa na podstawie poziomej, to nie może-
my podać ciśnienia, którego ta podstawa doznaje w każdym punkcie. Pod-
pierając ciało ciężkie w trzech punktach, w których normalne do podpór
przecinają pion środka ciężkości w tymsainym punkcie, sprowadzamy równo-
wagę, a reakcyje będą dokładnie oznaczone. Potencyjał sił przyłożonych nie
zależy od reakcyj, atoli waryjacyje jego są funkcyjami przesunięć, zależnych
od podparcia układu. rL tego wynika, że równowaga zależy od połączeń za-
chodzących. Jeżeli ciało materyjalne jest podparte w jednym punkcie, to na-
leży uwzględnić powierzchnią tego ciała, aby ocenić, czy równowaga będzie
stała. Podpierając np. elipsojdę jednorodną w wierzchołku, odpowiednim osi
najdłuższej, dajemy środkowi ciężkości położenie najwyższe, równowaga przeto
będzie niestała; podpierając ją zaś w wierzchołku, odpowiednim osi najkrót-
szej, otrzymamy równowagę stałą. Ciało ciężkie, obracające się około stałej
osi poziomej, jest w równowadze stałój lub niestałej, według tego, czy środek
ciężkości znajduje się pod osią, czy nad osią.

116. RÓWNOWAGA NICI NIEBOZCIĄGHWEJ. .Niech będzie nić, zupeł-
nie giętka lecz nierozciągliwa, utwiex*dzona w dwu końcach A i B (fig. 47),

do której są przyłożone wiadome siły,
i niech te siły będą w równowadze: mamy
wyznaczyć kształt nici. Obierzmy na nici
punkt dowolny (%, y, s), który nazwijmy
m i licząc łuki od końca A , oznaczmy łuk
Am=:s; a ds niech przedstawia element
mm' tego łuku. Siły, przyłożone do pun-
któw elementu cis, są nieskończenie ma-
łymi tegoźsamego rzędu, co długość tego
elementu; redukując przeto te siły do pun-
ktu m (art. 111), otrzymamy siłę wypad-

Fig- 47- kową nieskończenie małą tego rzędu, co ds
i parę sił, której tak wielkość siły, jak

i ramię będą nieskończenie małymi tegoż rzędu, co ds. Moment zatym tej
pary będzie nieskończenie małą rzędu tego, co ds2, można więc działanie
tej pary pominąć. Oznaczmy przez ~Pds wypadkową sił zredukowanych;
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możemy P uważać za siłę, odpowiadającą jednostce długości nici. Z wa-
runku nierozciągliwości nici wynika, że dla każdego elementu nici jest
8ds = O; stanowi to jedyny warunek dla przesunięcia przygotowanego.
Rozłóżmy siłę P . ds na trzy siły X.ds, Yds, Zds w kierunkach osi spół-
rzędnych, to z zasady prac przygotowanych otrzymamy następujące równanie
równowagi:

(1)

w którym \ oznacza spółczynnik nieoznaczony. Ponieważ ds^p^dz^+dy2^ da\
przeto, biorąc waryjacyje, otrzymamy

„ , dx . 8dx + dy . Sdy + ds . 8dis8ds = — — J - j — Ł J , a zatym
Cl S

(2) l\

Całkując częściowo, otrzymamy

ds

Podobne będą dwa inne wyrazy. Stąd zaś, według (2), mamy

...(3)

przyczyni obadwa wyrażenia po lewej stronie tego równania mają być wzięto
między danymi krańcami nici. Ponieważ punkty skrajne są utwierdzone,
przeto dla punktów A i B będzie Saj = O, 8y==0, 8 # ~ 0 ; piśrwszy wyraz
w (3) jest tedy z założenia równy zeru. W wyrażeniu pod znakiem całkowa-
nia waryjacyje 8x, 8y, 8a są dowolne; otrzymamy zatym dla każdego ele-
mentu nici następujące równania równowagi:

X.ds — di\Zp) s=

(4)

Możemy te równania także otrzymać, rozważając bezpośrednio równowagę
każdego elementu nici. Przetnijmy nić w punktach m i ni', i przyłóżmy
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w tych punktach stosowne siły, które zastępują, połączenia nici z częściami
n% A i m'B; wówczas możemy element mm' uważać za swobodny. Te siły przed-
stawiają widocznie natężenia T i 1" nici w punktach in i m'\ one przeto mają
przeto kierunki stycznych w tych punktach. E,zuty natężenia T są odpowie-

dnio: — r n dx
ds

= T-MT będąP-^-, — T - ^ - ; a rzuty natężenia

tym rzutów tych sił. wynoszą odpowiednio <#lT-=—I, d

Jeżeli element d!s zdąża nieograniczenie do zora, to siły T, 1!" i ~Pds będą
miały spoiny punkt przyłożenia; równowaga więc elementu będzie wyrażona
przez następujące trzy równania:

-—

sumy za-

, c?|T-=— I.

Z porównania równań (4) i (5) okazuje się, że spółczynnik nieoznaczony —X
przedstawia w każdym punkcie natężenie nici. Całkując równania (5) między
krańcami s1 i s" łuku s, otrzymamy

(6) ds

T. — = 0

a mnożąc 3-cie równanie przez y, 2-gie przez — g, dodając i całkując

(7) / (Zt/ — Yt)da-

T. dx
ds

i podobnie otrzymamy dwa inne równania. .Równania (6) i (7) wyrażają, że
natężenia w dwu dowolnych punktach nici równoważą siły, przyłożone między
tymi punktami, jakgdyby nić była sztywna (art. 104). Całki ogólne równań
(5) są
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(8)

jeżeli z tych całek wyrugujemy natężenia, to otrzymamy równania różniczko-
we krzywej, wyznaczającej kształt nici; mianowicie:

dx
ds

dy___
da, ~-i'-

w których C s, 0 2 i O3 oznaczają, stałe dowolne. Powtórne całkowanie osta-
tnich, dwu równań prowadzi do wyrażenia x i y w funkcyi z i dwu nowych
stałych. Kształt nici zależy więc od pięciu warunków, bez względu na siły
zachodzić mających. Ponieważ założenie, że nić przechodzi przez punkty
A i B, prowadzi do dwu warunków dla każdego z tych punktów, przeto mo-
żemy dać jeszcze długość nici ^ako piąty warunek, poczym jej kształt hędzie
dokładnie oznaczony. Według równań (5), mamy,

(10)

r, . , . , . dx dy de
Pomnóżmy te równania odpowiednio przez -=—, -^-, -»—
i uwzględnijmy wiadome związki.

dodajmy je

dsj \dsJ ' ds \ds/ ds

otrzymamy równanie

(11) d1 = — (X

które pozwala wyznaczyć napięcie nici w każdym punkcie, bez poprzedniego
wyznaczania jej kształtu. Jeżeli siły przyłożone mają potencyjał U, naten-
czas hędzie dT = — dU, a stąd, po scałkowaniu między krańcami,

(12) T - T 0 = - ( U - T J 0 ) .
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Jeżeli siły, do punktów nici przyłożone, mają potcncyjał, natenczas natężenie
nici wyraża si§ prses poteneyjał, nienależnie od kształtu nici. Ponieważ
~X.dx+ Ychj-{-Zdg = ¥. ds cosCP, ds), przeto dla cos(P, dś) = 0 będzie
c?T = O. Jeżeli zatym siła przyłożona jost w każdym punkcie normalna do
nici, wtedy natężenie nici będzie stałe. Napięcia T i T' w dwu nieskończenie
bliskich punktach m i mf mają, kierunki stycznych w tychże punktach, leżą,
więc na płaszczyźnie ściślestycznej w punkcie m; a ponieważ one są w ró-
wnowadze z siłą P . ds, przeto widzimy, źe siłaprzyłożona leży w każdym pun-
licie na płaszczyźnie ściślestycznej do nici. Z tego wynika, że jeżeli siły prsy-
łożone są równoległe, wtedy nić przybierze Icształt krzywej płaskiej.

117. LnsriJA ŁAŃCUCHOWA. Linija krzywa,, utworzona przez nić gięt-
ka, i nierozciągliwą, będącą w równowadze przy działaniu danych sił, na-
zywamy wogólności liniją. łańcuchową. Zwykle stosujemy tę nazwę do
linii krzywej, utworzonej przez nić, której elementy są tylko pod wpływem siły
ciężkości, a zatym do krzywej, utworzonej przez nić materyjalną, samej sobie
pozostawioną. Wyznaczymy liniją łańcuchową w tym znaczeniu ściślejszym.

Ponieważ siły ciężkości są równoległe, przeto, według art. 116-go, linija
łańcuchowa jest płaska i znajduje się na płaszczyźnie pionowej. Niech nić
będzie jednorodna o gęstości o, to F = ag =:•(, gdzie y oznacza ciężar je-
dnostki długości nici. Obierzmy na płaszczyźnie nici oś x-óvr poziomo, oś
2/-ów pionowo w górę; jest więc X = 0, T = — -(; równania równowagi będą
przeto, według (5) art. 116-go,

Całkując raz, otrzymamy
m dx m dy , ,•T.-v- = a, T.~ = ys + b.ds ' ds

Poprowadźmy oś «̂6w przez punkt najniższy, czyli przez wierzchołek O krzy-
wej, w którym styczna jest pozioma, i liczmy łuki s od tego punktu, to dy=0
dla s =• 0, więc I> = 0, skąd

Z l-go równania widzimy, źe składowa pozioma natężenia jest stała, a zatym
równa natężeniu nici w punkcie najniższym; według 2-go równania składowa
pionowa natężenia jest j^roporcyjonalna względem długości nici, liczonej od
punktu najniższego. Dzieląc obadwa równania przez siebie, otrzymamy ró-
wnanie różniczkowe linii łańcuchowej

(3) 4 | - ^ ,
dK a '

z którego po zróżniczkowaniu go względem x, mamy y - ^ = — 1 / l
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LPrzyjmijmy y' = -~-; wtedy -=^- = — y 1 -\-y'2; stąd całkując, otrzymamy

. + ?/ 2 )= — x, bez stałej, bo y' = 0 dla B = : 0 . Jest więc

= e a . Mnożąc i dzieląc lewą stronę przez «/'—
mieć będziemy

Z dwu ostatnich równań wynika

a zatym

, , 1 / 3 ^ i / j ^ f i _

Dla « = 0 będzie y = \-c. Obierzmy początek osi poniźój punktu naj-
niższego w odległości •—; dla os=zO jest y=z — , więc c = 0; otrzymamy

1 1

zatym, kładąc s=—,

(5) y = -

jako równanie linii łańcuchowej. Z równania (5) okazuje się, że linija łańcu-
chowa jest symetryczna względem osi ?/-ów, którą z tego powodu nazywamy
jćj osią; oś a;-ów nazywamy kierownicą linii łańcuchowej. Ponieważ ró-
wnanie (5) zawiera tylko jeden parametr, przeto wszystkie linije łańcuchowe
są podobne.

Według (3) mamy

dy e j — "~TI
(6) . - a , .
z tego zaś równania i równania (5) wynika

(7) • «/2 — s2 = e2, skąd a»'a=j/«—8a.

To równanie okazuje, że rzędna y w dowolnym punkcie m jest przeciwpro-
stokątną trójkąta prostokątnego, którego przyprostokątnymi są parametr
e=:OO i łuk C)» = s. Wykreśliwszy ten trójkąt prostokątny, można liniją
łańcuchową wyprostować. Pole figury, ograniczonśj łukiem tej linii, kiero-
wnicą i dwiema, rzędnymi, wynosi

Hitjl. niut.-fiz., S. IY, T. X. 1 9
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./O \/0

równa się zatym podwójnemu polu powyższego trójkąta.

( X X \ /• W X\

promień krzywizny jest

(9) p = -

jeżeli JSf oznacza długość normalnej od punktu na linii łańcuchowej do kie-
rownicy, to

X \ 2

0
wi§c N = — p, to znaczy, że promień krzywizny linii łańcuchowej równa się,
długości normalnej, wziętej w kierunku przeciwnym.

Z równań (2) otrzymamy

(10) T 2 = a2 + Y2S2 = a2 + f2 O 2 — £2) = 7af/2,

skąd wynika, że natężenie nici równa się ciężarowi nici, Móraj długość jest ró-
wna rgędnej punktu odpowiedniego na linii fańcuchowśj.

1 1 8 . RÓWNOWAGA WBAZIE, GDY UWZGLĘDNIAMY TABCIE. E o z w a Ż a j ą C

w art. 115-ym reakcyją powierzchni, na której opiśra się ciało, pozostające
w równowadze,- przyjmowaliśmy, że ta powierzchnia jest zupełnie gładka,
wskutek czego reakcyją miała w każdym punkcie kierunek normalny do po-
wierzchni. "W" rzeczywistości niema jednak takiej powierzchni. Ciało mate-
ryjalne może się tylko opierać na powierzchni innego ciała, przedstawiającej
nierówności, a przeto chropowatej, wskutek czego zachodzi reakcyją także
w kierunku płaszczyzny stycznej do tej powierzchni.

Niech ciało niateryjalne dotyka się w pewnym punkcie powierzchni F
innego ciała. Jeżeliby ta powierzchnia była zupełnie gładka, zaszłaby ró-
wnowaga, gdyby siła P, do punktu przyłożona, była normalna do F . Do-
świadczenie okazuje jednak, że siła P może z normalną tworzyć pewien kąt
a>0, a pomimo tego równowaga nie przestanie zachodzić, jeżeli tylko
kat a nie przekroczy pewnej wartości. Rozłóżmy siłę P na dwie składowe:
P» = Pcosa w kierunku normalnym, i P ( = P s i n a w kierunku stycznym
do powierzchni, natenczas z równowagi wynika, że reakcyją powierzchni mo-
żna także rozłożyć na dwie siły, mianowicie na siłę — P„ w kierunku nor-
malnym, i na siłę — P ( w kierunku stycznym do tej powierzchni. Jeżeli
kąt a wzrasta i osiąga pewną, wartość tp, wtedy ciało zaczyna się ślizgać na
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powierzchni w kierunku siły P ( , i odtąd równowaga ustaje; dla a. <; cp równo-
waga zachodzi dla każdego kierunku siły P; dla a > tp równowaga jest nie-
możliwa, a wartość a = (p jest krańcową pośród wartości odpowiadających
równowadze.

Reakcyją powierzchni rnateryjalnej w punkcie rozważanym, w kierunku
stycznym do tej powierzchni, nazywamy tarciem na powierzchni w tym
punkcie. Tarcie możemy zawsze uważać za siłę, co do wielkości równą, a co
do kierunku przeciwną, składowej stycznej siły przyłożonej. Tarcie razem
z reakcyja normalną przedstawia całkowitą reakcyja powierzchni materyjal-
nej. Kierunek reakcyi normalnej jest dokładnie określony; kierunek tarcia
nie jest jednak okrćślony, lecz zależy od kierunku siły stycznej, a zatym także
od kierunku siły przyłożonej. Tarcie przyczynia si§ wtedy do równowagi,
kiedy kąt nachylenia całkowitej reakcyi powierzchni względem normalnej nie
przekracza pewnej wartości; wartość tę wyznacza kąt tp nachylenia siły P
względem normalnej, od którego rozpoczyna się ślizganie na powierzchni.
Ten kąt nazywamy kątem t a r c i a w punkcie rozważanym na powierzchni.
Jego wielkość zależy od własności fizycznych obudwu ciał, dotykających się
wzajemnie, od stopnia chropowatości ich powierzchni, a wreszcie od ruchu
względnego tych dwu ciał, jakiby zachodził po zniesieniu równowagi,

Znając wielkość kąta tarcia, wyobraźmy sobie stożek obrotowy, którego
wierzchołkiem jest punkt rozważany na powierzchni, osią normalna do tej po-
wierzchni, a tworzące są do normalnej nachylone pod kątem, równym kątowi
tarcia. Taki stożek nazywamy stożkiem t a r c i a w rozważanym punkcie
na powierzchni. Na podstawie tego określenia możemy w tym przypadku,
gdy siły, do ciała przyłożone, mają wypadkową, wypowiedzieć twierdzenie na-
stępujące: do równowagi danego ciała n'i powierzchni innego ciała materyjal-
nego potrseba i wystarcza, żeby wypadkowa sił przyłożonych znajdowała si§
loewnątrs lub na powierzchni stożka tarcia w tym punkcie, w którym owa wy-
padkowa przecina powierzchnią rozważaną.

119. Z twierdzenia poprzedzającego wynika różnica zasadnicza między
równowagą na powierzchni gładkiej a równowagą na powierzchni niegładkiej.
Aby wykazać tę i-óżnicę, rozważajmy przypadek najprostszy równowagi pun-
ktu na powierzchni, przyjmując siłę przyłożoną, równoległą do osi z. Je-
żeli J1 = 0 jest równaniem powierzchni, którą przyjmujemy za zupełnie gład-
ką, wtedy równowaga punktu zajdzie w tych punktach na powierzchni, w któ-
rych normalna jest równoległa do osi z; punkty zatym owe oprócz warunkowi

F = 0 czynią jeszcze zadość warunkom - r — = 0 i -r— = 0. Ponieważ dla

wyznaczenia takich punktów mamy trzy równania, przeto te punkty będą na
powierzchni odosobnione, a ich ilość będzie wogólności skończona. Jeżeli zaś

zględnimy tarcie i przyjmiemy N = 1 : 1 / I — I + I -r— J + I ~X~) »
zymamy '

uw
otrzymamy

N . -j costp =
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jako równanie warunkowe dla tych punktów na powierzchni, -w których nor-
malna tworzy z siłą kąt tarcia y. To równanie wyznaczy na powierzchni,
mówiąc wogólności, linije krzywe zamknięte; w każdym punkcie wewnątrz
obwodu takiej linii tworzy normalna z siłą kąt a <; <p( a między dwiema ta-
kimi linijami będzie a><c. Otrzymamy zatym części powierzchni, ograni-
czone linijami krzywymi, w obrębie których w każdym punkcie równowaga
zachodzić może, z czego się okazuje, że na powierzchni niegładkiej będzie nie-
skończenio wiele miejsc równowagi punktu, podczas gdy na powierzchni gład-
kiej istnieje tylko skończona ilość takich miejsc.

W przypadku, gdy punkt jest połączony z punktami innymi, należy te
połączenia zastąpić siłami połączeń, a następnie badać równowagę przy
uwzględnieniu tarcia, jakgdyby punkt był swobodny. Wypadkowa sił przyło-
żonych i sił połączeń znajdzie się wewnątrz lub na powierzchni stożka tarcia.

W zagadnieniach o równowadze ciał przy uwzględnieniu tarcia zajmu-
jemy się głównie tymi przypadkami, gdy siła P, w artykule poprzedzającym
rozważana, ma właśnie położenie krańcowe, a zatym tworzy z normalną do
powierzchni kąt tarcia. "W tym przypadku będzie P, rr P„ . tang <p, a jeżeli
oznaczymy/= tang tp, otrzymamy P ( = / . P „ . Ponieważ tarcie-jest równe
P(, a P» przedstawia ciśnienie normalne na powierzchnią, przeto tarcie jest
proporcyjonalne względem tego ciśnienia. Liczbę /, wyrażającą stosunek
tarcia do ciśnienia normalnego, nazywamy spółczynnikiem tarc ia odpo-
wiedniego. Ten spółczynnik jest równy stycznej trygonometrycznej kąta tar-
cia. "Wyznaczenie tego spółczynnika jest rzeczą, doświadczenia; dla drzewa,

metali, kamieni i t. p. okazało s i ę / < l , a zatym t p < X ' ^ a s u ^na zaś

/ > ! , a zatym <P>-|-.

W zagadnieniach statycznych, w których reakcyją powierzchni przyjmu-
jemy na powierzchni stożka tarcia, możemy stosować zasadę prac przygoto-
wanych. Niech będzie dany układ n punktów materyjalnych mt o spółrzę-
dnych xt, y( i #,-, pozostających na danych powierzchniach F<r=0, a między
ich spółrzędnymi niech zachodzi nadto s związków L;. = 0. Jeżeli X,-, Y<, Z,-
oznaczają składowe prostokątne siły przyłożonej, a X,', Y/, Z/ składowe
reakcyi powierzchni I\ . natenczas równania równowagi dla punktu m; będą

/-ii -j- A i + liitK}} . - 3 — " r r : O.

Oznaczmy przez a', bl, ci dostawy kierunkowe reakcyi, przez <p< odpowiedni
kąt tarcia, i nadto
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wtedy

- N f cos ?1-,

Obierzmy przesunięcia przygotowane odpowiednie warunkom następującym:

(4)

pomnóżmy równania (1) odpowiednio przez te przesunięcia i dodajmy iloczyny;
wtedy otrzymamy

(6) l(Xi8xt + Ytb

jako równanie, wyrażają-ce zasadę prac przygotowanych dla równowagi danego
układu punktów. .Równania (4) wyrażają, że kierunek przesunięcia przygo-
towanego punktu mi jest prostopadły do reakeyi powierzchni F, i do odpo-
wiedniój siły połączeń.

PRZYKŁADY I ĆWICZENIA.

(1), Pręt jednorodny AR (fig. 18) opiera sig w punkcie A na osi x, a w pun-
kcie B na osi y, w punkcie E zaś jest przymocowany linką, do punktu 0: wyznaczyć

natężenie tej linki. Eozłóżmy natężenie T na składowe —Tcosa , — T s i n a ,
gdzie a oznacza ką,t EOA, a Q niech będzie ciężarem pręta, przyłożonym do środka
masy S o Bpółrzędnyeh £, YJ. Jeżeli x, y, są spółrzędnymi punktu E, to zasada
prac przygotowanych prowadzi do następującego równania:

— T cosaSz — T sinaS?/ — QSTJS= 0,
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Niech pręt tworzy z osią x kąt tp i przyjmijmy o = AE, h = EB, to

x = i cos tp, y —a sin tp, 2'f\z^r. (a-\- b) sin tp,
8x = — JsintpStp, 8y = a costpStp, 2§7] = (a -)- b) costpStp, więc
2T(6 sintp cosa •— n.costp sina) = Q(a -f- &} costp.

Mamy warunek b tang a = a tang tp; obliczywszy stąd cosa i sin a i podstawiwszy
w ostatnie równanie, otrzymamy

T = -
2 f4 — a)

jako szukane natężenie dla danego kątatp.

sintp

Gdyby było a=:b, otrzymalibyśmy
= oa; dla b<^a będzie T < 0 ; trzeba zatyin użyć podpory sztywnej zamiast linki.

Możemy zadanie to rozwiązać także przez wprowadzenie odpowiednich reakcyj
R,, E2 w punktach A i B, uważając pręt za swobodny. Wówczas, jako warunki
równowagi, mamy: R2 — T cos a = 0 (rzuty sił na oś x), Ej — T sin a — Q = 0
(rzuty sił na oś y), a nadto R,. AO — E«j. BO — Q. 0? = 0 (momenty względem 0),
czyli (2 Bi — Q) cos <p — 2 Ka . sin <p = 0. Z tych równań wynika

T c o s a = r E 2

tang a — — tang tp = :

s^Ej — Q,

tangtp = 6(E t — = 2K t — Q,

6 ) ' •nj tangtp

ż czego możemy nakonioc obliczyć T.

(2), " Parabolojda obrotowa o pionowej osi spoczywa na dwu płaszczyznach,
jednakowo do poziomu nachylonych: wyznaczyć największy stosunek długości osi

parabolojdy do jej parametru, tak, żeby po roz-
cięciu parabolojdy płaszczyzną, przechodząca,
przez oś i prostą, przecięcia obudwu płaszczyzn
podpierających, obie części bryły mogły pozosta-
wać w równowadze. Niech x'2 -\-y2 — 2 a « = O
będzie równaniem parabolojdy względem układu
osi Qxyz. W punktach podparcia A i Aj (fig.
49) wprowadźmy reakcyje R; wtedy, rozcinając
bryłę płaszczyzną 2/Oz, potrzeba dla każdej po-
lowy przyjąć w niewiadomym punkcie D na O?
reakcyją, T, aby sprowadzić równowagę. Jeżeli S
jest środkiem masy połowy OCE parabolojdy, to
siły T, R i Q działają na płaszczyźnie x0z.

jj,. '•',«- : :. . Styczna w A tworzy z osią a-ówkąt a, więc spół-

rzędne punktu A są: x == a tang a , z=—tang a a.
Dla równowagi każdej połowy mamy następujące równania:

T — B a n a = 0, Rcosa — Q = 0, R . O A ' — T . OD — Q . 6 = O,
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gdzie prosta OA' jest prostopadła do R, a £ i C oznaczają spółrzędne punktu S.
Z tych równań wynika

T = Q tanga, R = Qseca, O D . s i n a ^ O A ' — 4 cosa.

Z figury zaś mamy OA' = x cosa + z sina = a . — — : ; więc
2 sina

2OD . sin2a = a(l 4-sin2a) — 2i, sina cosa.

Przyjmijmy h = OE, a V == —-— niech będzie objętością połowy parabolojdy, to

x.dV, rfV = —— dz, więc

; = — - — y a li, z czego wypada

3 a) —2 OD s in 2 ar= a(l + sin3a) Cj—
1 0 TZ

Z tego widzimy, że OD ubywa wraz z rosnącym A, a ponieważ granicą malejącego
OD jest zero, przeto otrzymamy granicę rosnącego h, kładąc OD — 0 i obliczając

stąd maximum A = : H . Czyniąc to i kładąc — — f., otrzymamy

co przedstawia rozwiązanie zagadnienia.
(3). Nić giętka i nierozciągliwa, której ciężar własny pomijamy, tworzy na

walcu chropowatym liniją śrubową: wyznaczyć krok tej śruby. Niech mm' (fig. 50)
będzie elementem nici; w punktach m i m' dzia-
łają w kierunkach stycznych odpowiednie natę-
żenia T i T ' = T + r f T . Poprowadźmy płaszczy-
znę rysunku przez obie styczne, przecinające się
w punkcie M, następnie wykreślmy normalną
główną do linii śrubowej i prostopadłą do niej
w punkcie M. Ponieważ linija śrubowa jest li-
niją geodezyjną na walcu, przeto normalna głów-
wna jest zarazom normalną do powierzchni wal-
ca. Eozkładając T i T' wzdłuż powyższych pro-
stych odpowiednio na siły TB, T (; T„' i T,', wi-
dzimy, że T„ -\- T,,' jest ciśnieniem noimalnym
elementu mm' na walec, które sprawia tarcie
/ . (T„-fT„'), gdzie / oznacza spółczynnik tarcia. Tarcie zniesie siłę T/—T,,
zaszła równowaga, jest przeto dla każdego elementu

(1) T ( ' - -T (

Fig. W.
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Nieeli de będzie kątem krzywizny linii śrubowej; T tworzy z Tt kąt rf6 = —-; bo-
2

dzie więc, pomijając nieskończenie małe rzędu 2-go i rzędów wyższych

T / — T, = dT, Tn + Tn' = 2 T . d 8 = T.f/e, więc podług (1)

(2) ' ~=/.de.
Oznaczmy przez A krok śruby, a i = : J : : 2 x niech oznacza jej krok względny; wtedy
równania linii śrubowej będą

SSfy 0OB-, !/ = ł-sin—, więc t/S =

otrzymamy zatym, według (2),

(3)
dl
T

Całkując przy warunku, że dla z = O, T — T o , otrzymamy

m i- T — & . .

co przedstawia natężenie nici T w każdym punkcie, jeżeli znamy jej natężenie Tg,
w punkcie początkowym. Natężenie rośnie wraz z rosnącym z. Największe natę-
żenie nie może przekroczyć pewnej wartości, zależnej od mocy nici; jeżeli przeto

okręcamy nić n razy około walca, to kładąc dla
v#.J punktu końcowego z = nh = 2ttn7i, możemy

z równania

(5)
_T_

JA2 +
obliczyć h, a zatym Ic, jeżeli za T podstawimy
największe możliwe natężenie nici.

(4). Na płaszczyźnie AB (fig. 51), two-
rzącej z poziomem AC kąt a, znajdują się dwa
walce Q i Q', opasane liną: wyznaczyć warunek

ł'ig' 51, równowagi, natężenie liny, tudzież tarcie w pun-
ktach dotykania D i E . Niech N i N' ozna-

czają odpowiednio roakcyje normalne, a R i E' reakoyje styczne (tarcia) w pun-
ktach P j E, a T natężenie liny. Wprowadzając te siły, możemy podać ró-
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wnania równowagi dla każdego walca zosolma. Rozkładając siły równolegle i pro-
stopadle do AB, i biorąc momenty względom środków S i S', otrzymamy następu-
jące równania:

Q sin a —• T cos p — R = 0, Q' sin a + T cos p — R1 = 0,
Q cosa -f T sinp — N = 0, Q'oosa — T siup — N' = 0,

T ^ 11 — R'.

Z pierwszych dwu równań wynika

Q sin a = T (1 -f cos P), Q' sin a = T (1 — cos (3), a stąd

(1) •§• {
co jest pierwszym warunkiem równowagi. Stąd wypada

Q'

(2) T = R = R'.=

Ponieważ

iol i ,

a / N i /!N' przedstawiają największe wartości tarcia w punktach D i E, gdzie f
jest spółczynnikiem tarcia, przeto mamy jeszcze warunek równowagi

według tego, czy N czy N' jest mniejszą reakcyją normalną.
(5). Okazać, że układ sił jest w równowadze, jeżeli:" 1) jego momenty wzglę-

dem każdego boku czworokąta skośnego są równe zeru; 2) suma rzutów sil iia kioru-
nek jednej przekątnej czworokąta jest równa zeru; 3) suma rzutów sił na kierunek
prostopadły do tej przekątnej i do jednego boku, jost równa zeru.

(6). Siły, przyłożone do wierzchołków czworościanu, prostopadłe do ścian
przeciwległych i proporcyjonalne względem ich powierzchni, są w równowadze.
Z tego wynika, że cztery wysokości czworościanu są tworzącymi hiperbolojdy jedno-
powłokowej.

(7). Wyznaczyć warunki, żeby składowe sił danego układu, wzięte w kierunku
danej prostej, równoważyły się. Siły układu nie równoważą się przytym.

(8). Jeżeli trzy siły P, Q i R, przyłożone do środka O koła i działające
wzdłuż promieni OA, OB i 00, są równoważne z trzema siłami P!, Q', i R', dzia-
łającymi wzdłuż boków BO, OA, AB trójkąta wpisanego ABO, okazać, że

P . P ' O^OJ R.R ' _
BO + CA + AB.
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(9). Cztery pręty stanowią, czworokąt płaski ABCD, którego wierzchołki prze-
ciwległe A i C, tudzież B i D są, połączone linkami o natężeniach P i Q; okazać, że
dla równowagi

P _ 0 B . 0 D . . A 0
Q ~" 0A.O0.BD ''

gdzie O jest punktem przecięcia się przekątnych.
(10). Wierzchołki trójkąta przyciągają, puukt materyjalny proporoyjonalnie

względem odległości; wyznaczyć położenie równowagi punktu.
(11). Dowieść twierdzenia Loibniz'a: jeżeli na kierunkach sił, mających

spoiny punkt przyłożenia i znoszących się, odetniemy odpowiednio wielkości tych sił,
to środkiem równych mas, umieszczonych w punktach końcowych tych odcinków, jest
punkt przyłożenia sił.

(12). Dowieść twierdzenia Croffcon'a: jeżeli siły, przyłożone do punktów
mi> m-i} • • • >mi • • • > a przedstawione przez odcinki m1n1) ?B2>?2, ...,»)(«(..., są w ró-
wnowadze, to środek równych mas, skupionych w punktach m,-, jest zarazem śr-od-
kiom równych mas, skupionych w punktach «;.

(13). Siłom równoległym można dać taki kierunek, że będą równoważne z je-
dną siłą, przyłożoną do punktu danego, Wyznaczyć ten kierunek.

(14). Parę. sił (P, — P), przyłożonych do punktów A i B, można przekształ-
cić na trzy pary (P, — P ) 1 ; (P, — P ) 2 , (P, — ['%, mające jedne siłę spoiną w pun-
kcie A, przyczyni drugie siły są przyłożone do takich punktów Bj, B 2 i B 3 , że proste
ABj, AB2, AB3 tworzą krawędzi kąta bryłowego.

(15). To twierdzenie pozwala okazać, że układ sił jest wogólności równowa-
żny z czterema siłami, przyłożonymi do wierzchołków danego czworościanu.

(16). Pręt materyjalny jednorodny jest zawieszony na dwu linach o nieró-
wnych długościach; wyznaczyć natężenie każdój liny.

(17). Dwa walce o danych średnicach są spięto taśmą nierozciągliwą; wyzna-
czyć stosuhek ich wzajemnego ciśnienia do natężenia taśmy.

(18). Krążek jednorodny jest podparty w środku; wyznaczyć punkty na ob-
wodzie, w których trzy dano ciężary mają być umieszczone, żeby krążek był w ró-
wnowadze w położeniu poziomym.

(19). Pręt materyjalny jednorodny jest umieszczony w półkuli pustej, której
średnica jest mniejsza od długości pręta, a płaszczyzna średnicowa pozioma; wyzna-
czyć położenie równowagi pręta.

(20). Dwie kule chropowate znajdują się między dwiema chropowatymi pła-
szczyznami pochyłymi; wyznaczyć położenie równowagi, reakcyje normalne i tarcia.

(21). Pręt materyjalny jednorodny spoczywa na dwu płaszczyznach pochy-
łych; zbadać, czy jego równowaga jest stała czy niestała.

(22). Końce materyjalnego pręta jednorodnego są oparte na dwu płaszczy-
znach, poziomej i pionowej, a na prostej przecięcia siij tych płaszczyzn jest środek
przyciągania, odwrotnie proporeyjonalnego względem kwadratu odlogłości, który ńro-
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dek masy pręta przyciąga siłą, —; wyznaczyć położenie równowagi pręta i rozstay«

gnać, czy równowaga jest stała, czy niestała.
(23). Okazać, że nić matematyczna, której każdy element dźwiga ciężar, pro-

porcyjonalny względem długości rzutu poziomego elementu tej nici, tworzy parabolę.
Wyznaczyć natężenie nici.

(24). Wyznaczyć liniją łańcuchową, jeżeli gęstość nici matei-yjalnej i nieroz-
ciągłiwćj jest odwrotnie proporcyjonalna względem pierwiastka długości nici, liczo-
nej od punktu najniższego (łańcuchowa Jana Bernoulli'ego),

(25). Wóz ma być utrzymany w spoczynku na płaszczyźnie pochyłej przez
zahamowanie dwu kół; podać warunek, przy którym dogodniej hamować przednio
koła niż tylne, lub przeciwnie.

(26). Jeżeli nić nierozciągliwa bez końca wisi na dwa nieskończenie małych
blokach, to obie linije łańcuchowe, które ona tworzy, mają spoiną kierownicę.

(27). Wyznaczyć liniją łańcuchową, jeżeli każdy punkt nici jednorodnej do-
znaje działania siły centralnej, odwrotnie proporcyjonalnej względem kwadratu odle-
głości od środka tej siły.

(28). Wyznaczyć kąt u wierzchołka stożka obrotowego z warunku, aby ton
stożek był w każdym położeniu w równowadze wewnątrz kuli opisanej.

(29). n punktów (s;, y,-, z,-), przyciągających się proporcyjonalnie względem
odległości, jest w równowadze,4 okazać, że równowaga trwać będzie po każdym takim

2
przesunięciu tych punktów, dla którego funkcyja n . 2 (z,-2 -j- yi1 -j- z*2) — E(a:,) —

o *y

— £(#,•) —S(z/) nie zmienia swej wartości.
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