ROZDZIAL X.

STATYKA UKLADOW MATERYJALNYCH.

102. ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH. Nazywamy w dynamice ukla-
dem materyjalnym czyli ukladem fizycznym kazdy zbiér punktéw
materyjalnych, miedzy ktérych ruchami zachodzi pewna zalezno$¢; cialo zas
materyjalne jest ukladem cigglym punktéw materyjalnych. Miedzy punktami
ukladu istniejg pewne polgczenia, ktérych skutkiem jest wla$nie zaleinosé
migdzy ruchami tychZe punktéw; zamiast tych polaczefi przyjmujemy niekiedy
sily, dzialajgce migdzy tymi punktami, o ktérych to silach z 3-go prawa dyna-
miki wiadomo (art. 66), Ze one pojawiaja sie zawsze po dwie, wzajemnie réwne
i wprost przeciwne. W tym znaczeniu méwimy np. o ukladzie slonecznym,
zaliczajge do niego te ciala niebieskie, ktérych ruchy zalezg wedlug tego sa-
mego prawa od dzialania slofica i od wzajemnego dzialania tych cial.

Jezeli uklad materyjalny, majacy pewne poloZenie, moze przyjac wszel-
kie inne poloZenia w przestrzeni, bez naruszenia polgezen migdzy jego pun-
ktami, to zowiemy go ukladem swobodnym. W kazdym innym praypadku
zowiemy go ukladem nieswobodnym (art. 42).

Gdy przylozymy do punktéw ukladu materyjalnego jakickolwiek sily,
natenczas zajdzie wogélnoSei zmiana w ruchu kazdego punktu, zaleina od
tych sil, tudziez od polgczenn miedzy punktamii od warunkéw, ktére dla od-
dzielnych punktéw ukladu zachodzié mogg. Z praw zasadniczych dynamiki
nie wynika jednak, aby zmiana ruchu ukladu wskutek przylozenia sil zawsze
nastgpi¢ miala (art. 67); zachodzi tedy pytanie, jakie zwigzki majg zachodzit
migdzy wielkoSciami, okrélajgcymi ustrd) ukladu, a silami przyloZonymi,
zeby te sily nie wywolaly Zadnéj zmiany w ruchu tego ukladu, czyli, Zeby
zaszla réwnowaga tychZe sil przy wiadomych warunkach ich dzialania.
‘Wyznaczenie tych zwigzkéw i zastosowanie ich do zagadniefi o réwnowadze
sif, jest zadaniem statyki uklad6éw materyjalnych,
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Sily, przylozone do ukladu materyjalnego, réwnowaza sig, jeZeli one
Zadnemu z punktéw ukladu nie udzielaja przySpieszenia. To okréSlenie mic-
i w sobie konieczne i wystarczajgce kryteryjum réwnowagi, jakimkolwiek
bylby ustréj uktadu. Wedlug 2-go prawa dynamiki, przyépieszenie, przez sile
wywolane, nie zalezy od predkosel punktu, z czego wynika, Je we wszystkich
przypadkach, w ktérych sily nie zalezg od ruchu ukladu, otrzymamy warunki
réwnowagi, przyjmujac uklad w jakimkolwiek ruchu, zgodnym z danymi polg-
czeniami. MoZemy wige uklad przyjaé takie w spoczynku, a wtenczas do
réwnowagi potrzeba i wystarcza, Zeby spoczynek trwal po przylozeniu sil.
Jednak w przypadkach, gdy nalezy uwzgledniaé sily, bedagce funkeyjami pred-
ko§ei punktu, jak np. opér Srodka, nie mozna oczywiScie dochodzié réwnowagi
tych sil, przyjmujac uktad w spoczynku, —

Niech bedzie dany jakikolwiek (sztywny lub niesztywny) uklad # pun-
ktéw materyjalnych my; (i =1, 2, 3,...,n), ktérych spélrzgdne prostokatne
niech bedg @i, ¥, #:;, i do tych punktéw niech beda przyloZone odpowiednio
wiadome sily (X, Y, Z;). Niech nadto miedzy tymi punktami zachodzg wia-
dome polaczenia, i niech beda dane warunki, ktére niezalesnie od sil ciggle
zachodzié majg, Przypu$émy, Ze te polgezenia i warunki dajy sie wyrazié
analitycznie zapomocg réwnan migdzy spélrzednymi punktéw. PoniewaZ po-
lojenie m punktéw jest okrélone przez 3m spélrzednych tychZe punktéw,
przeto ilo§é réwnan miedzy spolrzednymi jest mniejsza niz 8mn; inaczéj byloby
polozenie ukladu niezaleZne od sil. Niech 3n — s bedzie ilofcig danych ré-
whafi, ktbre piszemy w postaci

) L,=0, Ly=0,...,Le=0,...,L_,=0,

gdzie Ly =TFu(®@yy Y1, #15003%iy Yiy &i3ee03%uy Yuy #). Poniewaz z tych
réwnan moZemy obliczy¢ wartodci 8w — s spélrzednych bez wzgledu na sily
przylozone, przeto zadanie nasze polega na wyznaczeniu zwiazkéw migdzy
pozostalymi s spélrzednymi a danymi sitami, zachodzgeych w przypadku ré-
wnowagi. Z tych zwigzkéw obliczymy s spélrzednych, a réwnania (1) dadag
potym resztg 3m — s spolrzgdnych i pozwoly wyznaczyé polozenie kazdego
punktu ukladu w przypadku réwnowagi.

Okazaliémy w dynamice punktu, ze kazdy zwigzek mi¢dzy sP{:lwgdnymL
punktn moze byé zastgpiony przez pewns silg o wielkoSci nieoznaczonéj, kt6-
réj skladowe sg proporcyjonalne wzgledem pochodnych czgstkowych funkeyi,
wyrazajacéj ten zwigzek, wzigtych wzgledem spélrzednych tego punktu (art.
72). Przylozywszy do punktu taks sile, stosownie do kazdego warunku, mo-
zemy ten punkt uwazaé za swobodny. Z téj wainéj zasady wynika, Ze gdy
fankeyja Ly zawiéra spolrzedne punktu m;, mozemy warunek Ly, = 0 zastgpié

BL;, de 0 Ly
przez trzy sily nieoznaczone, Ay —— T {}y y M—=— T
i #, a nastepnie juz 6w punkt naleéy uwazaé za swobodny. Postepujae po-
dobnie z innymi warunkami, otrzymamy nastgpujace réwnania rGwnowagi dla
punktu m,:

, 0 kierunkach osi 2, y
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1 dLﬂ ()L,{; dLS"._g o
Xi’%'ll fj.Tr + 2 05‘33 + +J\.{' ’I:; 'I" L i +13n——.¢ dx, N 0:
dLl dLg dLK, 0]_1';'"_._3 —
(2) Y+ lI. f} + A 0‘;‘ S l.t‘ + A A — 03}‘; =0,
dL 011» ()L,( f}IJ:] —
. st ) 2 _ an—s __
\ AI + kl + l“ aﬂ,' + lI + o l-.]ixu—.tr (}3’: =0.

Kazde z tych r6wnan wyraza, Ze suma algiebraiczna sil w kierunku odpowie-
dniéj osi spélrzednych jest réwna zeru, jak dla punktu swobodnego byé po-
winno. Powyzszych réwnan bedzie 3%, a peniewaZ one sg konieczne i wy-
starczajace dla réwnowagi, przeto po wyrugowaniu z nich spdlezynnikéw
‘nieoznaczonych A otrzymamy s zwigzkéw szukanych migdzy spolrzednymi
a danymi silami. Wnosimy stad, Ze ilo§¢ spélezynnikéw Ay wynosi 3n — s.

Uklad (2) przedstawia 3x réwnan, ktére zawiérajg 3n niewiadomych
spblrzednych 2, 9:, 2, tudzieZ 3n — s niewiadomych spélezynnikéw A;; ra-
zem 61— s niewiadomych. Poniewaz w ukladach (2) i (1) jest razem 69—s
réwnan, przeto ilo§¢ niewiadomych réwna sig iloSei wszystkich réwnaf, z cze-
go wynika przedewszystkim gléwne twierdzenie, Ze dla whiadu materyjalnego
istnigje wogdlnodei skoviczona ilosé poloéer réwnowagi, niebeaposrednio blislkich
sicbie.

103. Aby rozpoznaé poloZenia réwnowagi, nalezy z réwnai (2) wyru-
gowaé spolezynniki ;. ~ Do tego rugowania mozemy uZy¢ metody spélczynni-
kéw nieoznaczonych. MnoZqc réwnania dla punktu ¢-go odpowiednio przez
spOlezynniki nieoznaczone §;, 7, {;, czynige toZ samo z réwnaniami, odnoszg-
- cymi sig do innych punktéw, i dodajge owe réwnania stronami odpowiednimi,
otrzymamy nastgpujgce réwnanie:

(1) X151+ Y17]1+?1‘:1+ “[’“XE +Y QI+‘ZIC + ‘LXraﬁai+Y!i'7]fa+Z:aCn+

+4 (5L’ﬁt+‘;ﬁ‘ 1+a,‘c1+ +i§‘e--z-‘m‘ ¢+"0';‘c:i+...+
+§Ia;“&,.+‘)1“ ;.+"L‘ c,,)+
T .+
+“"—’(0L3'Hﬁt+m““’ 1+0f§2’"’£1+ +0I§""“*e,,+d?j”_ Tk
+6f;z:“’c,.) =0.

Spélezynniki &, #;, ¢ mozemy tak obraé, aby wiclomiany, mnoZace niewia-
dome k, stawaly sig réwnymi zeru, Jakoz, nadajmy ukladowi nieskoficzenie
maly ruch przygotowany, to znaczy taki ruch, izby kazdy punkt przyjal polo-
zenie nieskoficzenie bliskie, zgodne z danymi warunkami. Jezeli da;, 04y, 2
oznaczajgy odpowiednio przesunigeia przygotowane (art. 73) punktu m; w kie-
runkach osi spélrzednych, to podstawiajac i+ 0, vi-+0u:, &4 04 w ré-
wnaniu L; =0, rozwijajgc na szereg funkeyjg L+ 8L, wedlug powyZszych



STATYKA UKBADOW MATERYJALNYCH,— 103, 261

przyrostéw 1 epuszczajac wyrazy rzgdéw wyiszych niZz l-szy, otrzymamy
0L =0, czyli
@ Gton St
Przesunigcia przygotowano zadoéc czynig 3n—s takim warunkom, ktére
pozwalajg wyznaczyé 3n-—s tych przesunigt w funkeyi s przesunigé pozosta-
Iych. Nadajmy spélezynnikom &, 1, & wartoSci powyZszych przesunieé,
przyjmijmy zatym w réwnaniu (1) §=20x:, =08y, {i= 84; wowczas z r6-
wnaii (2) znajdziemy, Ze czynnik niewiadoméj Ay jest réwiy zeru dla kazdego
* k, otrzymamy wige z réwnania (1)

Xiaxl 'i' Y15?h + Zlazl + o "I_ Xnawu"i" Ynayu + Z,.Ss,. - 03

dL"S (JL;,a 0Ly

okt Gk .4‘}L*3J,.+‘)L*a

1+ u'-—-O»

ezyli

(3) X(Xja.b¢+Y;5?;; ~'|—Z,—62;,-) — 0,

jako zwigzek, zachodzgey w przypadku réwnowagi miedzy silami a przesunie-
ciami przygotowanymi ich punktéw przylozenia. Poniewaz powyZszy zwigzek
zostal otrzymany po wyrugowaniu spélezynnikéw Ay, pojawiajacych sig z po-
wodu danych warunkéw, przeto ten zwigzek wyraZa zasadg ogdlng dla réwno-
wagi ukladow materyjalnych, jezeli tylko warunki mozna wyrazié analitycznie
przoz spolrzedne punktiw,

Lewa strona réwnania O“UIDLgO (3) jest funkeyjg jednorodng i linijows
przesunigé przygotowanych tych punktéw, do ktorych sily sy przyloZone, jest
wige wogoéluofei funkeyja 8n przesunigé, miedzy ktérymi zachodzi 8n —s
zwigzkow linijowych (2). Wyrazajae z tych zwigzkéw 3n—$ przesunigl
przez s pozostalych, podstawmy te ich wyraZenia w réwnanie (3), a otrzy-
mamy funkeyjg linijows i jednorodng s przesunigé dowolnych, ktéra ma byé
réwna zeru dla wszellich wartosel tych przesunigé, Z tego wynika, Ze spél-
czynnik kazdego z tych s przesunigé ma byé réwny zerun. Przyréwnywajge
do zera kazdy z tych spélezynnikéw, otrzymujemy szukane s zwigzkéw migday
silami a spolrzednymi w przypadku réwnowagi. Wyraziwszy z tych awigzkéw
s sp6lrzednych, otrzymamy resztg spélrzgdnych z danych 8 n—s warunkéw (1)
art. 102-go.

Roéwnanie (8) zachodzi rowniez wiedy, kiedy réwnania warunkowe Li;=0
zawiérajg czas wyraznie, jezeli tylko przesunigciom przygotowanym damy od-
powiednig wartosé. Jakoz, w tym przypadku bedzie ogélnie

‘”’*a 1+de 0Ly c?L;L B ﬁLg ‘o‘@ dLg 0Lk

11
BLi="3t at4 L g el e T

JI+

(Uzynnik przy A w réwnaniu (1) bedzie réwny zeru, gdy spélczynniki &,y iy G
tak obierzemy, aby djﬁ; 8¢=0 dla kazdego k. Poniewaz d{}I; nie jest rowne

zeru, przeto naleZy przyjaé 8¢=0, t. j. nalezy braé przesunigcia przygo-
towane przy niezmiennéj wartosci czasu £. W tym przypadku nie oznaczajg,
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te przesunigeia nieskoficzenie malych drég oddzielnych punktéw ukladu, lecz
oznaczajy tylko przyrosty ich spélrzednych, okré§lone analitycznie przez ré-
wnania warunkowe. Uwazamy je wtenczas za waryjacyje spélrzednych, odpo-
wiadajgee staléj wartodei argumentu ¢, podebnie, jak w rachunku waryja-
cyjnym obliczamy nieskoficzenie male przyrosty zmiennych, nie zmieniajge
przytym argumentu,

Jezeli réwnanie (3) zachodzi dla wszelkich przesunigé przygotowanych,
natenczas sily beda w réwnowadze. Jakoz z tego réwnania wynika, Ze

@) S(XidaitYidy+Zid)+ 8Lyt e the 8Tt +hany» S Ligny =0,

gdzie A sq spélezynnikami nieoznaczonymi. Rozwijajae waryjacyje ¢ Ly i po-
rzgdkujac wedlug 8y, 89, d2;, miéé hedziemy

al—"’ dL H—3§

(5) Ei(Xc-I"M 5 Ly e =+ ot Apus. d;, )3 @i+
0 Ll. f}Lz f) L.'.iu-‘-s

+(Yi+1‘ R 25 oyt

+(Z 4, ﬁdL +}\"sz+ s dI(;d;- )55;{:0,
gdzie znak sumy rozeigga sie na wszystkle wartoSei wskaznika ¢ od 1 do n.
Poniewaz w tym réwnaniu dane warunki zostaly uwzglednione, przeto przesu-
nigeia nalezy juz uwazat za dowolne, a zatym ich spotezynniki, kazdy zosobna,
sq rowne zeru. Wskutek za§ przyrownania tych spélezynnikéw do zera otrzy-
mamy réwnania (2) art. 102-go, z ktérych wynika réwnowaga dla kazdego
punktu, a zatym takze dla calego ukladu materyjalnego.

Wielko§¢ X3+ Y8y + Zi0# wyraZa (art, 73) pracg przygotowans
(moment przygotowany) sily, przylozondj do punktu (z;, #:, #); lewa strona
rownania (3) jest przeto algiebraiczng sumg prac przygotowanych wszystkich
sil, przylozonych do punktéow ukladu, Zbiér sil, prayloZonych do punktéw
ukladu materyjalnego, stanowi ukiad sil. Sume algiebraiczna prac przygo-
towanych tych sil dla danego przesunigcia ukladu materyjalnego nazywamy
pracg przygotowang ukladu sil dla tego przesunigcia. Mamy zatym na-
stgpumc:% zasadg ogblng réwnowagi: jezeli do punkiéw ukladu materyjalnego sq
praylodone sily, a warunki, ktdrym one majq caynié zado$é, sq wyrazone prees
réwnania migdzy spotrzednymi tych punktéw, mogaee takie czas wyiainie zawié-
raé, natenczas do réwnowagi tych sit potrzeba i wystarcza, zeby dla wszysthich
przesuntgé przygotowanych prace whitadu sit praylozonych byla réwny zeru.

Tak wyraZamy ogélnie zasade prac przygotowanych czyli zasa-
d¢ momentdédw przygotowanych dla ukladu materyjalnego. Wiaéciwym
Zrédlem téj zasady sq réwnania (2) art. 102-go, zwane réwnaniami réwno-
wagi Lagrange'a; wyraZajg one réwnowage w kaidym punkeie uktadu zo-
sobna. Przesunigeia przygotowane nalezy uwazZaé za sluzgee do utworzenia
zwigzkéw migdzy silami i spolrzednymi. W tych zwigzkach ostatecznych,
wyrazonych analitycznie przez wielkosei skoficzone, nie pojawiajg sig weale
owe przesunigceia,
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Jezeli uwazamy ruch jednego ukladu materyjalnego wzgledem drugiego,
a sily, do piérwszego ukladu przyloZone, nie udzielajg Zadnemu jego punktowi
przyfpieszenia wzglednego, natenczas ten uklad znajduje sig w rownowa-
dze wzgledndj. Poniewaz zagadnienia o ruchu wzglednym sprowadzamy
do zagadnien o ruchu bezwzglginym przez dodanie tak zwanych sil pozornych
(art. 88), przeto zasada prac przygotowanych daje takze warunki réwnowagi
wzglednd), jezeli w kazdym punkeie procz sily przylozongj przyjmiemy jeszcze
sily pozorne. Do réwnowagi potrzeba i wystarcza, Zeby suma prac tych sil
byla réwna zeru dla kaZdego przesunigeia przygotowanego.

. 104. ROwNOWAGA UKEADOW SZTYWNYOH. Praca przygotowana ukladu
sit zalezy od tych siJ, od ustroju ukladu materyjalnego i od danych warunkéw,
Obliczymy te prace przedewszystkim dla ukladu sztywnego punktéw.

Kazdy nieskoniczenie maly ruch ukladu sztywnego moze byé wywolany
przez trzy obroty okolo osi spélrzednych i1 przez trzy ruchy postepowe w kie-
runkach tych osi (art. 40). To zatym twierdzenie stosuje sig do kazdego ru-
chu przygotowanego takiego ukladu. JeZeli uklad jest swobodny, natenczas
wszystkie sze§¢ spélrzednych ruchu przygotowanego, t. j. trzy odchylenia
okolo osi i trzy przesunigeia w kierunkach tych osi bedg dowolne; jezeli zaé
swoboda ukladu jest ograniczona, natenczas zachodzg pewne zwigzki miedzy
spolrzednymi ruchu przygotowanego (art. 42). Oznaczmy odpowiednio przez
0&, 91 1 8¢ odchylenia nieskoficzenie malych obrotéw ukladu okolo osi 2-6w,
y-0w, z-0w, a przez &A, oy 1 dv nieskoficzenie male przesunigcia ukladu
w kierunkach. tychze osi. Udzielajge ukladowi tych sze$¢ ruchéw, otrzy-
mamy, wedlug (1) art. 24-go ,nastepujace przesunigeia dz;, dy;, 34 punktu
(J.'}; y Yiy 5)

8@, =08\ + ;0 — :0€,
(1) Byi=dp + ;8¢ — #d¢,
82 =208 4 10§ — a;87.

Mno#gc te réwnania odpowiednio przez skladowe X, Y;, Z; sily przyloZoné)
do tego punktu i sumujge wedlug wskaznika 7, otrzymamy

E{X,&@,+Y,8y;+ Z,-az;) =d\. 02X, + 3[].- f EY, + av., )‘IZ|+
4= ag . E(Z;f}i foe Y,'.%'j) -f" 51] . E(X;z.- — Z.‘ﬁh‘) - Bﬁ [ E(fof — X;y,')'

Poniewaz Ly = Ziy; — Yizi, Mi =Xz — Zszi, Ni= Yiwi— Xiy)i 0znacza]l
odpowiednio momenty sity (Xi, Y;, Z;) wzglgdem osi spolrzgdnych (art. 71),
przeto

@) B(Xidwi+ Yidyi+ Zida) =\ . BX+dp. BYi+8v. 5Zi+
+3E. EIJ;-|—8|‘]. EM;-{- 6‘(. EN,'.

To jest ogdlne wyrazenie pracy przygotowandj ukladu sil, przylozonych do
ukladu sztywnego punktéw. Ta praca jest funkeyjg linijows i jednorodny
nieskoficzenie malych spdlrzednych ruchu przygotowanego, a spélezynniki 6]
funkeyi zalezg od danych sil,
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Zasada przeto prac przygotowanyeh wyraza sig¢ dla ukladéw sztywnych
przez nastepujgee réwnanie:

SN BX;48p. Y4 0v. XZ;4-6¢. BL; 487 . XM, 4-0(. BN, =0,
a jezeli przyjmiemy
(8) X=3X;, Y=2XY,, Z=23%;, L=XL;, M=3¥M;, N=XN;, to bedzic
(4) X.O4+Y.0p+2Z.0v4+L.3¢+M.34 N, 3¢=0.

Jezeli uklad materyjalny jest swobodny, natenczas wszystkie spolrzedne
ruchu przygotowanego sg dowolne. Zeby zatym réwnanie (4) zachodzilo dla
wszelkich ruchéw przygotowanych, potrzeba i wystarcza, zeby '

() X=0, Y=0, Z=0, L=0, M=0, N=0,

z czego wynika nastgpujgee wasne twierdzenie: do réwnowagi sif, prayloéo-
nych do wkladu s#tywnego i swobodnego, polrzeba i wystarcza, Zeby sumy rzu-
tow sit i sumy momentow tychie sit, waigtych w Lierunkach trzech osi, weajemnie
do siebie prostopadtych, byly réwne zerw dla kaidéj osi zosobna.  Z piérwszych
trzech réwnan wynika, Ze jeZeli wykréslimy z dowolnego punktu wielobok, kto-
rego boki w dowolnym porzgdku sg réwnolegle i proporcyjonalne wzglgdem
sil w réwnowadze, natenczas otrzymamy wielobok zamknigty, jakgdyby sily
byly przyloZone do jednego punktu; z ostatnich trzech réwnan okazuje sig, Ze
jezeli wykréslimy z dowolnego punktu wielobok momentéw sit wzgledem tego
punktu, natenczas otrzymamy takze wielobok zamknigty.

Jezeli jeden punkt ukladu jest nieruchomy, natenczas ruch przygoto-
wany ukladu jest kreeceniem si¢ okolo tego punktu (art. 48). Obierajge wtedy
6w punkt mieruchomy jako poezgtek osi, otrzymamy éh=0, dp=0, 8v=10
dla kazdego ruchu przygotowanego. Poniewaz 85, 8+, 8 pozostajy dowolne,
przeto warunki réwnowagi s L=0, M=0, N=0. Do »junowagi sit,
praytozonych do uktadw satywnego, litorego jeden punkt jest staly, potrzcba i wy-
starcza, Zeby suma momentow tych sit wzgledem trzech prostych, prazecinajacych
sig w tym punkcie pod kagtami prostymi, byle réwne zerw dla kaidéj prostéj
zosobna.

Jezeli warunki pozwalajg ukladowi poruszaé si¢ tylko réwnolegle do da-
néj plaszczyzny, natenczas ruch przygotowany jest obrolem okolo prostéj,
prostopadléj do téj plaszcayzny (art. 51). Obierzmy wtedy osi Oz i Oy
réwnolegle do téj plaszezyzny, to bedzie v =0, 8¢ =0, 8 =0; warunki
zatym réwnowagi bedy X =0, Y =0, N=0. Jezeli uklad moze sig tylko
skrgeat okolo pewnéj dandj prostéj, to obierajge tg prosty jako o§ z-6w, mamy
stosownie do tego warunku §A=0, 3p=0, 3¢ =0, 81 =0; réwnowaga
zajdzie przeto, jezeli bedzie Z =0, N=0. JeZeli uklad moze sig tylko
obraca¢ okolo osi z-6w, to bedzie A =0, dp =0, dv=0, 8¢=0, 81 =0,
a N=0 jest jedynym warunkiem réwnowagi. Do réwnowagi sil, prayloso-
nyeh do ulladw satywnego, kidry tylko okolo staldj osi moge sig obracaé, potreeba
1 wystarcea, Zeby suma momentow sit wagledem téf osi byla réwna zeru.
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Warunki réwnowagi mozemy podzielié na dwie grupy. Piérwsza grupa
obejmuje réwnania X =0, Y =0, Z =0, odnoszgce si¢ do ruchu postepo-
wego, druga za$§ réwnania L =0, M=0, N=0, odnoszgce si¢ do ruchu
obrotowego. Dla ukladu swobodnego zachodzg obie grupy warunkow; im
mniejsza za$ swoboda ukladu, tym mniejsza ilo§¢ warunkow réwnowagi sil.

Niech m; i my bedy dwoma punktami uktadu sztywnego; do punktu
przykladamy sile P, majges kierunek prostéj meemy lubtéZ kierunek prosté;
mimy; do punktu mey, za§ sile — P, wprost przeciwng tamtéj. Jezeli » ozna-
cza odleglo$é obudwu punktow, to skladowe sily P bedg odpowiednio

I e o sl

X:iP.-—x"HM
7 ? y

i Y::l:]?.———?ﬂ-——m
¥

a skladowe sily — P bedy: — X, — Y, —Z. Suma prac przygotowanych

tych sil wynosi

o P ~
X@wi—ea)+YQ@yi—oey)+ZPzs—oa) =% = [(@i— @) B — Ba) +-

+ (@— ) Qvi— dye) + (2. — &) (B2 — 824)]

a poniewaz z powodu sztywnoSei (z;— 2i)® + (i — ye)? + (21— 212 —#2 =0,
przeto (z; — @) (Bw;— dar) + & =0, co dowodzi, Ze suma prac przygotowa-
nych obudwu sil jest réwna zeru dla kaZdego przesunigcia. Takie prazeto
dwie sily réwnowazg si¢. Stosujge to postepowanie do ukladu ilukolwiel
punktéw, mamy twierdzenie: sily praylozone do punkiéw whladu sztywnego,
dzialajgee wadluz prostych, tgczqeych kaide dwa punkity, i po dwie réwne a ma-
Jace kierunki wprost przeciwne, sq w réwnowadze.

7 tego twierdzenia wynika waZny wniosek. Gdy sily, przyloZone do
ukladu niesztywnego, sg w réwnowadze, to réwnowaga trwa¢ bedzie, jeZeli
dwa punkty ukladu polgezymy linijg sztywna; mozZemy bowiém takg linijg za-
stapi¢ dwiema silami dowolnie wielkimi, réwnymi i wprost przeciwnymi, dzia-
lajacymi wzdluz téjze linii na jéj konicach, a takie sily znoszg sie. Czynige to
samo z kazdg parg punktow, widzimy, Ze sily réwnowazgce sie, praylozone do
ukladu niesztywnego, nie przestajg by¢ w rdwnowadze, jezeli ten uklad szty-
wnym uczynimy. Poniewaz nawzajem nie moina twierdzié, jakoby réwnowaga
sit przy sztywnoSei ukladu pociggala za soby réwnowage tychze sil przy nie-
szbywnosei uldadu, przeto mamy twierdzenie: warunki réwnowagi sit, preyto-
gonych do ulkladw sztywnego, s¢ konieczne dla rdwnowags ulktadu niesatywnego,
nie s¢ jednalk wiystarcsajgee.

105. PrzrrszraArceENIB UKeADOW stk Dwa uklady sil, przylozonych
do punktéw tegoz samego ukladu materyjalnego, ktérych praca praygotowana
posiada tezsame warto§é przy tych samych warunkach, nazywamy ukladami
réownowaznymi. Dwa uklady sil, réwnowazne z trzecim, sg z sobg réwno-
wazne. Postgpowanie, zapomocs ktérego mozna wyznaczyé uldad sil, réwno-
wazny z danym ukladem, nazywamy przeksztalceniem, lub transfor-
macyja tego ukladu sil. Transformacyja jest wogélnoSci nieskoficzenie
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wieloma sposobami mozliwa, a dopiéro wiedy jest dokladnie oznaczona, jezceli
damy dostateczng ilo§¢ warunkéw, okréslajgeych uklad rownowazny.

Jezeli symbole (P) i (Q) oznaczajg dwa réwnowazne uklady sil, to jezeli
kazdéj sile Q; ukladu (Q) nadamy kierunek przeciwny, nie zmieniajge ani
j6j wielkoéei ani jéj punktu przyloZenia, natenczas praca przygotowana sily
-— Q; Dbedzie rowna i znaku przeciwnego pracy sily ;. Praca przygotowana
ukladu (— Q), powstajycego z sit — Q;, bedzie przeto réwna pracy ukladu
(P), lecz bedzie miala znak przeciwny, a zatym suma prac obudwu ukladéw
(P) i (—Q) bedzie xowna zeru. Jedels kaddéj sile jednego z dwu ukladdw réwno-
wainych nadamy kicrunels przeciwny, nie smieniajgc wicllosei 3 punkiu przylo-
Zewia t6) sily, to olrzymany uklad sit jest w réwnowadze & kaidym uwkiadem sil,
réwnowainym & pierwotnym wkladem. 7 tego twierdzenia wynika drugie:
Jeéeli dwa whlady sil sq w réwnowadze, to biorge sily jednego ulludw w hicrun-
lu preeciwnym bez smiany wiclkoser © punitéw praylozenia tych sil, otrzymamy
ullad sit, réwnowazny & drugim ultedem. Te dwa twierdzenia okazujg, Ze
miedzy réwnowagg a rownowaznoscig dwu ukladow sil zachodzi Scisly zwig-
zek, ktory przes podobiefstwo nazwisk jest dobitnie wyrazony. —

Z ostatniego twierdzenia art. 104-go wynika, Ze dwie sily réwne, majgce
{en sam kierunck i ten sam promief dzialania, ktérych punkty przylozenia sg
satywnie ze sobg polgcezone, sy réwnowazne. Wyrazamy to twierdzenie, mé-
wige, Ze punkt przylozenia sily moénag przesungé do innego puniitu jéj promienia
dzialania, sztywnie z nim polgczoncgo, nie zmieniajae wielkodei © kierunku sity.
‘Wedlug tego twierdzenia okréslamy sile przez jéj promief dzialania, przez jéj
wielko§é i kierunek. Jezeli a, b, ¢, a, B, ¥ oznaczajy spélrzgdne (art, 33)
promienia dziatania sily P, to

(1) X=aP;, Y=10P, Z=¢P; i=aP, M=@P, N=+4P, awige
By Pl Bl o BT
X~ Y Z L M N

a poniewaz «o+bB+cy=0, przeto migdzy wielkoSeiami X, Y, Z, L, M, N
zachodzi zwigzek XLi4-YM4ZN=0. I nawzajem, Zeby te szei¢ wielkoSei
moglo sluzyé do okréslenia sily, winien migdzy nimi zachodzié powyZszy zwig-
zek, albowiém one sg proporcyjonalne wzgledem spélrzednych promienia dzia-
lania sily, dla ktérego aa DB +¢y=0. Trzy rzauty X, Y, Z sily na osi
spélrzgdnych, Igcznie z momentami L, M, N téjze sily wzgledem tychze osi
zowiemy spélrzgdnymi sily wzgledem tych osi. Takie szeéé spélrzednych
okrélajg silg dostatecznie, i sg wiadome, skoro sila jest dana. Punkt przylo-
zenia sily nie jest okréSlony; moze nim byé punkt dowolny na jéj promieniu
dzialania. Jakkolwiek obierzemy osi spolrzednych, to spélrzedne X, Y, Z
sily nie mogy byé wszystkie r6wne zeru; atoli spolvzedne L, M, N sily
mogy, jednoczeSnio przyjaé warto§ei réwne zeru, a to nastapi, jezeli poczg-
tek osi znajduje sig na promieniu dzalania sily. Z szeSciu spélrzgdnych
sily moze pigé byt réwne zeru, a wtedy pozostala spélrzedna bedzie réwna
sile saméj, —
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Spoélrzednymi ukladu sil nazywamy sumy algichraiczne odpowie-
dnich spolragdnych wszystkich sil, ten uklad stanowigeych. Jezeli X, Y,
Zi, Ly My, N; s spélrzgdnymi sily P; danego ukladu, to wielkosci X =¥X,
Y=XY,;, Z=XZ;, L=XL;, M=XM;, N=3XN; przedstawiajy spélrze
dne tego ukladu sit. Niech X,Y, Z,L, M, N; X, Y, Z, I, M, N
bgdg spblrzednymi dwu ukladéw sit, przyloZonych do tego samego ukladu
sztywnego punktéw; réwnowaznosé tych ukladéw wymaga, zeby dla kazdego
ruchu przygotowanego

(2) XA+ Yop+Zoy+ Lot + Mon+ No¢ =X"8A 4 Y'8p + Z'dv +
+ L3¢ + M'aq 4 N'8¢.

Jezeli uklad jest swoboduy, to spélrzedne ruchu praygotowanego sg dowolne;

warunki réwnowaznosei beda wige

(3) X=Xl ¥=Y, Z=2", L=, M=M, N=N.

Do réumowaznoéer dwu ulladéw sil, praylogonych do wlladw punlitéw sztywnego

t swobodnego, potreeba @ wystarcza, zeby spélrzedne odpowiednie tych wlhtaddw

sit wegledem tych sdmych osi byly sobie réwne. Z tego twierdzenia okazuje

sig, ze spolrzedne ulkladu sit okréglaja zarazem wszelkie inne uklady sil,
-z nim réwnowazne. Widzimy nadto, Ze réwnowazno$é przy powyzszych wa-

runkach nie zalezy od ustroju ukladu materyjalnego, byle tylko ten uktad byl

swobodny i sztywny.

Sume algiebraiczng momentéw wszystkich sil danego ukladu wzgledem
danéj prosté] nazywamy momentem ukladu sil wzgledem prostéj.
Spélrzedne L, M, N przedstawiajs odpowiednio momenty ukladu (P) wzgle-
dem osi 2, y, 2. Moment wypadkowy momentéw wszystkich sit unlkladu
wzgledem danego punktu nazywamy momentem ukladu sif wzgle-
dem punktu tego. Spélrzedne L, M, N przedstawiajg odpowiednio
rzuty momentu ukladu sil wzgledem poczgtku osi (art. 71). Z warunkéw
réwnowaznoSei dwu ulkladéw sit wynika twierdzenie: momenty dww réwno-
wagnych uldadow sit wagledem tego samego punkiu lub wagledem téj saméj pro-
stéj sq sobie réwne.

106. UxzaDY 81z, ROWNOWAZNE Z JEDNA SinA. NajwaZniejszym zada-
niem przeksztalcenia sil jest wyznaczenie najprostszego ukladu sit, ktory
z danymi silami jest réwnowazny. Z tego powodu nazywamy przeksztalcenie
takze redukeyjg ukladu sil, t. j. sprowadzeniem tego ukladu do postaci
najprostszéj.

Najprostszym bedzie wynik redukeyi, jezeli uklad sit daje sig sprowa-
dzi¢ do jednéj sily. Z twierdzenia ogélnego art. 108-go wynika, %e spélrzedne
ukladu sit sg wtedy odpowiednio réwne spéhrzednym jednéj sily, jest przeto
(1) XL+ YM+ ZN=0,
gdy X, Y, Z, L, M, N oznaczajg spéirzedne danego ukladu sil. Ten
atoli warunek nie jest wystarczajgcy. Weszystkie spélrzedne nie mogy byé
véwne zeru, gdyz zachodzilaby réwnowaga danych sil, co wyklucza oczywiScie
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moinosé Zadanéj redukeyi, Zadozenic X =0, Y==0 Z =0 jest takic nie-
mozliwe, albowiém te trzy spélrzedne sily nie mogg byé jednocze$nie réwne
zeru (art. 105). Jezeli przez poczatek osi spélrzgdnych poprowadzimy sily
réwne i réwnolegle do sil danego ukladu (P), czyli, jeZeli przesuniemy te sily
réwnolegle do tego punktu, to sumy rzutéw tyeh sil po przesunigeiu na osi
spolrzednych bedg odpowiednio réowne spélrzednym X, Y, Z tego ukladu.
Gdyby wige bylo X =0, Y =0 i Z=0, natenczas dane sily, przesunigte
do jednego punkbu, znosilyby sie. Mamy przeto twierdzenie: wulfad sit jest
réwnowainy z jedng sily, jeieli jego spélragdne cayniq zadosé warunlkows
XL+ YM + ZN =0, a sily tego ukladu, przesunigte réwnolegle do jednego
punlitu, nie znoszq sig.

Wielko§t &= XL+ YM+ ZN, utworzong zc spélrzegdnych danego
ukladu sit, nazywamy parametrem ukladu tego. Podanc twierdzenie
mozemy wige tak wyrazié: whlad sil jest réwnowainy & jedng sily, jeieli jego
parametr jest rowny zeru, a sidy lego ukladu, praeswigte rownolegle do jednego
punktu, nie znoszq sig.  Silg, réwnowaing z ukladem sil, nazywamy wypad-
kowg tego ukladu Wypadkowa ukladu sil jest sily, doktadnic oznaczong.
Jakoz, przenoszac sily danego ulkladu réwnolegle do dowolnego punktu O,
obranego jako poczgtek ukladu spélrzednyeh, i skladajge je w tym punkeie
zapomocs, wieloboku, otrzymamy wypadkows, sil przeniesionych, rowng i réwno-
legly do wypadkowéj danego ukladu, albowiém rzuty téj sily na osi spélrzg-
duych sg odpowiednio réwne X, Y, Z. Prayjmijmy R=)/X2+ Y2 Z2,
i obliczmy ilorazy Li: R, M: R, N : R, to otrzymamy momenty «, B, 1 pro-
mienia dziatania szukanéj wypadkowdj. Tym sposobermn wypadkowa R jest
dokladnie wyznaczona. Widzimy zarazem, Ze wielko§é i kierunek sily wy-
padkowéj zalezy tylko od wielkogei i od kievunku kazdéj z sil danych, i Ze te
dwie cechy wypadkowéj wyznacza sig tak, jakgdyby dane sily byly przylozone
do jednego punktu. Sita, réwna wypadkowéj i majgea ten sam promien dzia-
lania, lecz kierunek przeciwny, przywodzi dany uklad sit do réwnowagi.

Uklady sil, réwnowazne z jedng sitg, nazywamy ukladami sil piér-
wszego rodzaju. 'We wszystkich zagadnieniach, w ktorych trzeba uwazaé
pracg przygotowans takiego ukladu sil, mozna ten ullad zastgpic jego wy-
padkows i tym sposobem najtatwiéj rozwigzat takie zagadnienia.

Z réwnoSei momentéw dwu réwnowaznych ukladéw sit wynikajy dla
ukladéw 1-go rodzaju nastepujace twierdzenia: moment wypadkowdj whiadu
sit 1-go rodzaju wagledem prostéj réwna sig momentowi tego whladw wagledem
téj prostéj; moment wypadkowd) takiego whiadw sil wzglgdem puniktu réwna sig
momentows tego ultadu wzgledem tego puniitu.

Parametr ukladu sil jest vowny zeru, jezeli sily dzialajg na jednéj plasz-
czyinie lub jeZeli sa réwnolegle. Jakoz, obierzmy w piérwszym przypadku
osi & i y na plaszczyZnie sil, wige oé z prostopadle do téjze plaszezyzny,
whedy Z;=0, M; = 0, X;=0, a stgd 5=0; w drugim przypadku obie-
rzmy of x réwnolegle do sit, wtedy Y;=0, Z;=0, T;=0, a stad £=0.
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Takie zatym uklady sil nalezg do 1-go rodzaju, jezeli tylko, przesunigte 16-
wunolegle do jednego punktu, nie znoszy sie.

107. Sivy, LRZACE NA JEDNES PrAszozyZNIE.  Obierzmy plaszezyzne sil
jako plaszezyzng Ozy, wtedy Z =0, L=0, M=0. Taki wigc uklad sil okré-
Slajy, trzy spolrzedne X, Y i N.  Wypadkowa ukladu jest R=]/ X2 Y2,
jezeli @ i b oznaczajy jéj dostawy kierunkowe, a 7 oznacza odleglo$é promienia
dzialania té) wypadkowéj od punktu O, to

X Y N
(1) A u:F, b‘-:ﬁ’ T:E--
Moment N wypadkowéj wzgledem punktu O jest sumg algiebraiczng momen-
tow danych sil wzglgdem tego punktu. Niech (%, y) bedzie dowolnym punktem
na R, to y==ba— ay; ostatnie przeto rownanie (1) daje N=R(ba—ay)=
=Yz—Xy, cayli
(@) " Ya—Xy—N=0

jako réwnanie promienia dziatania téj wypadkowdj., Niech z;, # bedg spél-
rzednymi punktu przylozenia sily P, tworzacéj z osig z kat X;, wtedy
X;=DP;cosh;, Y;=P;sind;, N;= Pi(a:sink;— y; cosk);
réwnanie (2) wige mozemy tak napisaé:
(3) 22 P;sinh; — yX P, cosh; — P, (2; sin h; — g; cos k) = 0.
Obréémy kazdg, sile P;, nie wychodzge z plaszezyzny danego ukladu, okolo jéj
punktun przylozenia o kat ¢ w kierunku od dodatnych z ku dodatnym g.
Sila P; w nowym polozeniu tworzy z osig = kat A4, jéj skladowe zatym
Xi'i1Y{! bedy
X! =P;cos(hi+9) = X;cosp— Y;sing,
Y{! = P;sin (\i+ 9) = Yicos¢ + Xising,
a jezeli X', Y' oznaczajg spélrzedne nowego ukladu sil, przez powyzszy obrét
powstalego, to otrzymamy
(4) X4 Y2=EXN24+ QYY) =X24Y?
skgd wynika, Ze wypadkowa nowego ukladu jest réwna wypadkowéj pier-
; X
wotnéj. Niech pierwotna wypadkowa tworzy z osig « kat A, to tang A= <
dla wyznaczenia kata nachylenia X' nowéj wypadkowéj otrzymamy réwnanie

Y' _ Yocosp4Xsing _ tangh 4 tangg

(6) tangN= X' T Xcosp— Y sing  1—tangktange

= tang(r +9),
z ktérego wnosimy, ze wypadkowa nowego ukladu sil tworzy z wypadkows
pierwotng taki sam kat ¢, o jaki kaida sila obrécona zostala. Réwnanie
promienia dzialania nowéj wypadkowéj bedzie wedlug (3)

@ . 3P, sin (i4-9) —y . BP; cos (\+-1p)— EP; [ sin (A4-p) — i cos (hi+9)] =0,
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czyli
(6)  [#.EP;sinki—y . ZP;coshy — EP;(2isinh — y; cosA)] cos 9 -

4 [2XP; cosh; + yEP; sink; — Py (@; cos A+ g, sink;)] singp = 0.
Oznaczywszy przez € 17 spolrzedne punktu, w ktérym przecinajg sig obiedwie
wypadkowe, i wprowadzajac X; i Yy, otrzymamy dla wyznaczenia tego pun-
ktu z (3) i (6) nastgpujgce dwa réwnania:

EY —nX = E(Yti?)i—xi_‘?}.w),

(7) EX 1Y =2(X2i+ Yy,
z ktorych wypada
1 ; )
= X2 4 Y2 (Y. B(Ym — X)) -+ X B(Xai + Y],
8) 1
1= gy Y - B+ Yig) — X 3(Yiz—Xigy))-

Z tych réwnah okazuje sie, Ze obie wypadkowe przecinajg si¢ z sobg w pe-
wnym punkcie, ktérego polozenie nie zalezy od kata ¢ obrotu kazdéj sily
okolo jéj punktu przyloZenia. Punkt o spéirzednych & i nazywamy §rod-
kiem ukladu sil. Poniewaz X i Y nie sg réwne zeru, przeto 6w Srodek jest
punktem, dokladnie oznaczonym, zaleZnym od punktéw przyloZenia, od wiel-
koSei 1 od wzajemnego poloZenia danych sil. Jezeli kagdg sile ukladu plaskiego
obréeimy okolo jéj punltu przylozenia o tendesam kqt w teisamg strong, naten-
caas sida wypadkowa obraca sig okolo Srodka tego whladu o tenie rownics kgt
w tgé strong.

108. Sy ROWNOLEGEE. SRODEK CIpZROSOL Gdy mamy uklad sil
réwnoleglych, zas§ a, b, ¢ sy dostawami kierunkowymi ktéréjkolwiek sily P;
takiego ukladu, przylozonéj do punktu (@, #:, 2), to powyzéj wprowadzone
dostawy stosujg sig do wsazystkich sil, majgeych kierunek sily P;, podczas
gdy dostawy —a, — b, — ¢ odnoszg sig do sil, majyeych kierunek prac-
ciwny. Spélrzedne ukladu sil sg

X:G.EP{, Y:b.EPi, Z:c. EP;,
(1) L:CEP{y{—bEP;m, M:aEP;z‘-——cEP,»xi, N:bxl)im;—“MZP;y(.
Dla wypadkowéj) mamy R?= X2 Y2472, a stgd R = XP;; nadto bedzie
X Y Z
® TTTT
% czego sig okazuje, Ze wypadkowa whladw sit réwnoleglych réwna sig sumie
algiebratcenéj tychie sit ¢ dziala réwnolegle do kierunlu tych sily ktéryeh suma
Jest liceebnte wighsza. Poniewas L= (cy — bz)EP;, M= (az—cz) XD,
N=(bz—ay)XP;, gdzie (x, y, #) jest dowolnym punktem na promieniu
dzialania wypadkowéj, przeto réwnania tego promienia beda
¢(y . EP;—EP;y) — b(# . XP;—XP;2) =0,
(8) a(2.XP;—XPis) —¢(z . 2P, — X Piz) =0,
b(z.XP— XPix) —a(y. X P;— LPy,) = 0.
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Mnozge piérwsze rownanie przez @, drugie przez b, i dodajae iloczyny, otrzy-
mamy trzecie réwnanie, z czego si¢ okazuje, Ze powyZsze réwnania wyrazaja
tylko dwa zwigzki miedzy =, , 2, jak by¢ powinno. Z tych ré6wnan widzimy,
7e na promieniu dzialania wypadkowéj znajduje si¢ pewien punkt, ktérego
poloZenie nie zalezy od wielkoSci a, b, ¢, t. j. od kierunku sit danego ukladu.
Obierajge bowiém taki punkt (¢, 7, ¢), zeby jednoczegnie

(4:) &.EP;*EP;W;:O, ﬂ.EPi—Eng;ZO, z.EP."—*EP§2«'i:0’

przywodzimy powyzsze trzy réwnania do tozsamoSci, jakiekolwiek wartosci
damy spélrzednym kierunkowym (a, b, ¢). To znaczy, Ze jezeli wszystkim
sifom damy inny, zreszty dowolny kierunek, nie zmieniajge ani ich wielkoci,
ani ich wzajemnego polozenia, ani ich punktéw przyloZenia, natenczas wypad-
kowa przybierze nowy kierunek i przetnie pierwotng wypadkows w pewnym
punkcie, ktérego spélrzedne wyznaczajy réwnania (4). Teun punkt zowiemy
§rodkiem sif rownoleglych. Spélrzgdne tego srodka sg

—_ EPix; o ngy; = EP{S,‘
%) $=-sm o 1530 F=se
Srodek sil réwnoleglych posiada podobne znaczenie, co §rodek sil na plasz-
czyznie. Jezeli punkty przyloZenia sil réwmoleglych leig ma jednéj plasz-
czyZnie, to §rodek lezy takze na téj plaszezyZnie; skoro bowiém 2z, =10 dla
kazdego wskaZnika ¢, to £=0. Niech m; oznacza mase punktu przyloZeniu
sily P;, 1 zalozny, Ze te sily sg proporcyjonalne wzgledem mas swych punktow
przyloZenia; natenczas spolrzgdne Srodka tych sil bedg

Yy P VT X ' T Dy !

E s ‘. J )
(6) g M & - L_m;y; _ Nmg

to znaczy (avt. 97), Ze Srodkiem sit réwnoleglych, proporeyjonalnych wzgledem
mas swych punkiéw prayloienia, jest S$rodel masy tychie punltéw. Z tego
twierdzenia wynika, %e frodek sil réwnoleglych moZna wyznaczyé takim samym
sposobem, jakiego uzywaliémy do wyznaczenia érodka masy (art. 98). W tym
celu nalezy w punkeie praylozenia kazdéj sily przyjaé mase, proporeyjonalng
wzgledem té] sily, t. j. obraé dla wszystkich sil ten sam, zresztg dowolny, sto-
sunek miedzy sily a masy, i wyznaczyé Srodek tych mas; ten punkt bedzie
§rodkiem sil réwnoleglych.

Cheage jednak powyisze twierdzenie zastosowaé do jakichkolwiek sil
réwnoleglych, musimy uog6lni¢ pojecie érodka masy, przyjmujac takie masy
ujemne. Jezeli bowiém sily réwnolegle, dzialajyce w jednym kieruuku, uwa-
zamy za dodatne, natenczas sily, majgce kierunek przeciwny, naleZy uwazat
za ujemne, Biorae zatym masy proporcyjonalne wzgledem sil, potrzeba w (6)
za my; podstawiaé badz liczbe dodatng, bad%téz ujemny, stosownie do kierunku
odpowiedniéj sily. JeZeli za$§ znak momentu masy m; wzgledem plaszczyzny
spblrzednych (art. 97) wyznaczymy wedlug znaku téjze masy i znaku odpo-
wiedniéj odleglodci od plaszezyzny, wowezas te okréslenia i sposoby postepo-
wania, ktére podaliémy w rozdziale IX dla samych mas dodatnych, bedg
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mogly byé zastosowane do ukladu, mieszczgeego w sobie masy dodatne i masy
ujemne. Takie uogélnienie pozwala érodek sil réwnoleglych wyznaczy¢ wedlug
tych satych sposobéw, kiére podaliSmy w rozdziale IX.

7 analogii migdzy §rodkiem masy ukladu materyjalnego a Srodkiem sil
rownoleglych wynika, Ze érodek dwu sif réwnoleglych i majacych tensam kie-
runek, lezy na prostéj, laczgeé] ich punkty przyloZenia, i dzieli odleglo§t wza-
jemna tych punktéw wewnetrznie w stosunku odwrotnym sil.  Srodek dwu sik
rownoleglych, majgcych kierunki przeciwne, dzieli odleglo$¢ ich punktéw
przyloZenia zewnetrznie w stosunku odwrotnym sil. Stosujac te dwa twier-
dzenia do dwu sil ukladu, nastepnie do ich wypadkowéj i do 8-cigj sity i t. d.,
mozemy latwo wyznaczy¢ §rodek tych sil, w jakimkolwiek praytym porzgdku
postepowat bedziemy,

Sily cigzkosei, przylozone do elementéw ciala materyjalnego, sg propor-
cyjonalne wzgledem mas tychZe clementéw, a przySpieszenie g réwna sig wla-
énie stosunkowi sily do masy (art. 67). Promienie dzialania tych sil przeci-
naja sig w Srodku ziemi; jezeli zatym rozmiary ciala sy dostatecznie male
w poréwnaniu z rozmiarami ziemi i z odlegloSeig jéj Srodka od punktow tego
ciala, wtedy mozemy sily cigzko$ei uwazaé za réwnolegle i majgce kierunek
pionu. Z tego wynika, Ze §rodek masy ciala materyjalnego jest zarazem
§rodkiem ukladu sil cigzkosei, przylozonych do elementéw tego ciala. Z tego
powodu nazywamy frodek masy ciala takie §rodkiem cigzkofci tego
ciala. Nauka o §rodku cigzko§ci miefci sig w rozdziale IX. Ciezar ciala
moZ%emy sobie wyobrazié przyloZony do érodka cigzkoSci; czynige ten punkt
stalym w przestrzeni, znosimy dzialanie sily cigzkoéci. Atoli pojecie Srodka
cigzkoSei jest tylko o tyle Scislym, o ile sily cigZkoSel moZna uwazat za vé-
wnolegle,

109. Uxzapy sin, ROWNOWAZNE 7z PARA stn,  Jezeli kazda ze spilrze-
dnych X, Y, Z ukladu sil jest r6wna zeru, a spélrzedne L, M, N nie sg
wszystkie réwne zeru, uklad nie jest réwnowazny z jedng sily (art. 106).
Przypustmy, e taki uklad jest réwnowazny z dwiema sitami P': (X,...,N')
iPhX"...,N"), ktore dzialaja wzdluz prostyeh odpowiednio (a'y...,7)

i(a,...,1"). Dla wyznaczenia tych dwu sil mamy warunki nastgpujgce:
aP'4a"P'=0, VP'40"P'=0, ¢P+e"P'=0,
) a'P'4a'P'=1L, fP4f"P'=M, 7P'4+4'P'=N.

Poniewaz dwie sily sg okréslone przez 12 spdlrzednych, migdzy ktérymi za-
chodzg zwigzki X'L/4Y'M'4+Z'N'=0 i X"I"4+Y'"M"+4Z"N"=0, a rowna-
nia (1) dajg tylko sze§t¢ zwigzkéw miedzy owymi spélrzednymi, przeto wi-
dzimy, Ze moZna nieskoficzenie wieloma sposobami wyznaczyé takie dwie sily
P'iP" ktére razem sg réwnowazne z danym ukladem sil.

7Z piérwszych trzech réwnaii (1) otrzymamy
al' z)! SF PIF
@

=1,

i P
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to znaczy, Ze szukane dwic sily sy bezwzglednie rowne, réwnolegle i majs

kierunki przeciwne. JeZeli oznaczymy P'— — P"=DP, otrzymamy z osta-
tnich trzech réwnai (1)

(&) Pl —ay=L, PE—@)=M, P¢—1)=N,

a stad

4 (4 —o!): L= (F'—§"): M= (' —1"): N,

(B) PRl — o (BB o (' — )] = L M2 N

Roéwnania (4)i (5) sa wynikami algiebraicznymi réwnai (3), a przeto mogg
owe réwnania zastapic. Aby poznaé ich znaczenie, poprowadzmy plaszczyzng
przez sily P' i P"; réwnanie jéj bedzie

(6) (' —a)e+ @' —B")y + (' — ") 2] +olf' — fla" = 0;

oznaczmy nadto przez & odleglo§é wzajemng tych dwu sil, wowezas 82 =
= (&'—a")* (' —B")* + (' — 1")%, otrzymamy zatym z réwnania (5)

(@) P23 =124 M2+ N2 =p3,

gdzie p. oznacza moment danego ukladu sil wzgledem poczgtku spélrzednych.
Réwnanie (6) wyraZa, Ze plaszczyzna, poprowadzona przez sily P' i P, jest
prostopadla do tego odcinka, ktéry przedstawia gieometrycznie moment da-
nego ukladu sit wzglegdem poczatku osi; a z réwnania (7) okazuje sie, Ze ilo-
czyn P .8 jest réwny owemu momentowi.

Obliczmy moment p' danego ukladu sil wzgledem punktu dowolnego
(z, y, 2). W tym celu poprowadémy przez ten punkt trzy proste, réwnolegle
do osi spblrzednych, oznaczmy odpowiednio przez L', M', N' momenty ukladu
sit wzglgdem tych prostych, i zastosujmy réwnania (5) art. 71-go; wtedy
otrzymamy L'=1L, M'=M, N'=N, a zatym p/=yp. Okazuje sig zatym,
ze moment rozwazanego ukladu sil wzgledem kaZdego punktu jest staly pod
wzgledem wielko§ci i pod wzgledem kierunku. Z tego wynika na podstawie
réwnaii (6) 1 (7), #e lubo nieskoficzenie wielu sposobami mozemy wyznaczat
owe dwie sily P' i P, to przeciez plaszezyzna, poprowadzona przez te dwie
sily, ma kierunek staly, prostopadly do odcinka ., a iloezyn P .8 posiada
wielko§t stalg, réwngy p. Zreszty ani kierunek ani wielko$¢ kazdéj z tych
dwu sil, anitéz ich odleglo$t wzajemna nie jest blizéj okréslona przez warunki
réwnowaznoscei,

Dwie sily réwnolegle, bezwzglednie réwne i majgce kierunki przeciwne,
stanowig uklad, ktéry nazywamy parg sil (fig. 46). Odleglo$¢ wzajemng
dwu sil, stanowigeych pare, nazywamy ramieniem pary sil, a iloczyn
tego ramienia i wielkoSei kazdéj sily nazywamy momentem pary sil.
Na mocy tych okréslen i twierdzenia art. 106-go mozemy teraz wypowiedziet
twierdzenie: jezeli sidy danego ukladw nic sg w réwnowadse, lecz przesunigle
réwnolegle do jednego punltu, znossq sig, natenczas dany uklad jest réwnowa-
iny & parg sit.  Plaszezyzna téj pary jest prostopadia do momentw ubladu sil,
a 3¢ moment jest réwny momentows lego wiladw. Ulklady sil, réwnowazne

Bibl, mat-fz, 8 IV, T. X. 18



274 MECHANIKA THORWIYOZNA,

z parg, nazywamy ukladami sil drugiego rodzaju. Pargsit P i —P
bedziemy oznaczali symbolem (P, — P).

Niech bedzie dana para sil (P, —P) i punkt dowolny m; wyprowadzmy
7 tego punktu dwa odeinki, wyobrazajace odpowiednio momenty sil P i —P
wzgledem punktu e, i wystawmy réwnoleglobok
na tych odeinkach, natenczas przekgtna tego
réwnolegloboku, poprowadzona przez punkt m,
przedstawiaé bedzie moment pary (P, —P) wzgle-
dem tego punktu. Z dowodzenia poprzedzajacego
wynika, Ze 6w moment jest staly pod wzgledem
kierunku 1 wielko$ci, gdziekolwiek punkt m obie-
vzemy, i z tego powodu méwimy wprost 0 momen-
cie pary sil bez podawania punktn, do ktérego
moment ma byé odniesiony. Fiatwo spostrzezemy,
Ze moment pary sil jest takZe ré6wny momentowi

Fig. 46. kazdéj z dwu sit téj pary wzgledem punktu, obra-
nego dowolnie na drugiéj sile téjze pary.

PoniewaZ spélrzgdne X, Y, Z pary sil sg réwne zeru, przeto para sil
jest okréslona przez trzy spélrzgdne L, M, N, a dwie pary sil sg réwnowa-
ne, jeZeli ich spolrzedne L, M, N sg odpowiednio réwne. Poniewa# te spol-
rzgdne sg rzutami momentun pary sil na odpowiednie osi spéirzednych, przeto
widzimy naprzéd, Ze para sil jest dokladnie okréslona, jezeli znamy wielko§é
i kierunek jéj momentu, powtére, Ze dwie pary sil sg réwnowaine, jeZeli wiel-
koséi i kierunki ich momentéw sg tez same. Z dang parg sil moze byé nieskon-
czenie wiele par réwnowainych. Wesmy bowiém na plaszczyinie E pare sil
(P, — P) o momencie p.==P .7, a poprowadziwszy dowolng plaszczyzng E',
réwnolegla do E, obierzmy na niéj dowolnie dwie réwnolegle proste w odle-
glo§ei wzajemnéj &' 1 te proste przyjmijmy jako promienje dzialania takich
dwu sil P'i —P', Zeby p="P'd" i 7eby moment pary (P!, —P') mial ten sam
kierunek, co moment pary (P, —P), natenczas pary (P, —P) i (P!, — P
bedg réwnowazne,

Niech bgdzie n par sit (P;, —P;) o spélrzednych L;, M;, N; (i=1,
2,...n), to te wszystkie pary stanowi¢ bedg wogdlnoSci uklad sil 2-go ro-
dzaju, ktéry bedzic rownowazny parze sil (R, —R) o spéhrzednych L =X1,;,
M=ZXM;, N=XN;. Para (R, —R) przedstawia parg¢ sil wypadkows da-
nego ukladu par. Poniewaz rzut momentu pary wypadkowéj na kazdy z osi
spolrzgdnych jest réwny sumie rzutéw momentéw par skladowych na odpo-
wiednig 08, przeto moment pary wypadkowéj otrzymujemy sposobem nastepu-
jacym. WyprowadZzmy z dowolnego punktu wigzke odeinkéw, przedstawiajg-
cych odpowiednio momenty p; danych par, i przyl6zmy do siebie te odcinki
w porzgdku dowolnym, natenczas odeinek, zamykajgcy otrzymany wielobok,
przedstawiaé bedzie moment p. pary wypadkowéj. Jezeli wielobok momentdw
i zamknie sig, natenczas pary sil znoszg sig nawzajem. Na mocy tego poste-
powania mozemy pare sil rozlozyé na dwie lub wieeéj par sil.
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110. Skmyryix. Sila razem z parg sil stanowi uklad, ktéry, méwige
wogbInoSci, nie nalezy ani do 1-go ani do 2-go rodzaju. Jakoz, niech X!,... N'
bedy spélrzednymi sily P, a L", M", X" sp6lrzgdnymi pary sil o momencie .,
to parametr k= X'L"-}- Y'M"+ Z'N" nie bedzie wogélnoSei réwny zeru.
Gidy parametr % jest rowny zeru, t. j. gdy X'L" 4-Y'M" 4 Z'N"=0, to sila
Jest réwnolegla do plaszezyzny pary, a w tym przypadku posiada uklad sile
wypadkows. W celu wyznaczenia t6j wypadkowéj poprowadzmy plaszezyzne
pary p. przez silg P (art. 109) i obierzmy sile — P, dzialajaca w téjZe sa-
méj prostéj, co P, jako jedng sile pary p, wyznaczajac odpowiednio drugg
sile téj pary. Sily P i —P zniosy sig, a druga sila pary p bedzie zgdang
wypadkows,

Jak w przypadku powyZszym mozemy silg 1 pave sil zastapié jedng sila,
tak moZemy nawzajem dang sile P zastgypic sily i parg sil.  Obierzmy punkt
dowolny m i przylozmy do niego dwie sity, P i — P, znoszgce sig nawzajem;
sila dana P razem z sily dodang — P stanowi parg, ktéréj moment jest réwny
momentowi sily danéj wzgledem punktu m (art. 109), a pozostaje jeszoze sila
P, réwnologla do sily danéj, lecz przylozona do punktu m. Widzimy zatym,
e silg mosna praenie$é do punkiu dowolnego, dodajge jednoczednie parg sit,
litoréj moment jest réwny momentowi sidy wzgledem tego punlitu., —

Niech bedzie dana sila P: (X, Y, Z, I/, M/, N') i para sil (Q, —Q):

: (L", M", N") i niech parametr ;= XL+YM+ZN gdzie L=1L'4 L",
M=M{M' N= N'—I— N", bedzie rézny od zera. Przenieémy silg P do
punktu dowolnego m: (z, ¥, #); otrzymamy sile, réwng sile danéj, o spol-
rzgdnych X, Y, Z, L'y, My, N, i pare sil (S, —8) o spélrzgdnych L',
M";, N",, a z twierdzenia poprzedzajgcego wynika

Uy=2y—Yz, M =Xz—Zz, N';=Yz—Xy,
D) 1 =L/ +Ye—Zy, M'y=M'+Zzs—Xz, N',=N'+X y—Yz.
Pary (Q, —Q) i (S, — 8) dajg parg wypadkows (R, — R) o spélrzgdnych
(2) Lﬂ, ::LN_}_ LIID, MH! P MH_I_ h[i!o’ N”l. — N"_i_ NHO'
Tym sposobem przeksztaleiliémy uklad P i (Q, — Q) na uklad réwnowazny
P i (R, —R), przyezym sila P przechodzi przez punkt m. Jezeli a, 0, ¢
oznaczajg dostawy kierunkowe sily P, to rzut momentu pary (R, —R) na
te sile beduzie

XL"+YM"4ZN" XL+YM+ZN I
P P e

(3) CLL“;’JrI)M"l—l* GN”i ==

a poniewaz % i P sa wielko§ciami stalymi, przeto widzimy, Ze jakimkolwicl
sposobem przeksztaleimy whiad, skladajgcy sig z sily © pary sity, na podobny
ullad rownowazny, rzut momentu pary sit na sile jest staty.

Z réwnah (2) okazuje sig, Ze moment pary (R, —R) jest funkeyja spol-
rzgdnych punktu o ; przeksztaleajae wiee dany uklad sil, otrzymamy w kazdym
punkeie tezsame sile, leez coraz inng pare. Punkt m moze hyé tak obrany,
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Ze moment pary (R, — R) bedzie réwnolegly do sily P, cayli Ze plaszezyzna
téj pary bedzie prostopadla do sily. W tym celu nalezy punkt tak obra¢, Zeby

i X=M XN =N" 12, ozyli
L+Ys—Zy M+Za—Xz NAXy—Ya
@ e e g Rk

7 tych réwnan widzimy, Ze migjscem gieometrycznym punktéw, w ktérych
zadane przeksatalcenie daje si¢ uskutecznié, jest pewna prosta, réwnolegla
do sily P. Te¢ prosty nazywamy osig centralng danego ukladu sil.
7 twierdzenia poprzedzajacego wynika naprzod, Ze, przenoszgc sile P do
punktu dowolnego na osi centralnéj, otrzymamy oprécz téj sity pare sit o mo-
mencie stalym 1 réwnym % : P; powtére, Ze takie przeksztalcenie daje pare sit
0 najmniejszym momencie, ktéra razem z sily P jest r6wnowaina danemu
ukladowi sil.

Aby wyznaczyé spélrzedne a, b, ¢, o, 8, v osi centralnéj, przyjmijmy
p=":P ioznaczmy przez | stosunek momentu p. do sily P, wige

g j— k _ XL4-YM+-ZN
() T paT X2 4Y2 472 ?
miéé bedziemy

L:aP+%a=aP+%X=aP+IX, astad aP=L—1X,

podobnie fP=M — 1Y, 1P=N—1Z; ofrzymamy zatym dla osi 6entralnéj
6 a. b s e B _ .4
©) X=Y~"Z-L—iX_ M—IY N—1Z'

Uklad sil, skladajacy sie z sily i pary sil, ktéréj plaszczyzna jest prosto-
padla do sily, nazywamy skretnikiem. Jeteli X, Y, Z, L, M, N ozna-
czajg spolrzgdne skretnika, natenczas moment p pary tego skretnika wyraza
sig wzorem nastgpujacyin:

0 — b XLl
TRV

Stosunek § =p.: P =/%:P? momentu p. pary sil skretnika do sily P, nazy-
wamy wskaznikiem tego skretnika. Roéwnanie (5) wyraza wskaznik jako
funkeyjg spélrzednych skretnika, Wskaznik moze prazybiéraé wszelkie war-
. tosci rzeczywiste od —oco do -o¢; skretnik o wskaZniku réwnym zeru (p==0)
przedstawia silg, skretnik o wskaZniku nieskoficzenie wielkim (P = 0) przed-
stawia pare sil. Skretnik moZe by¢ przedstawiony gieometrycznie przez dwa
odeinki na jego osi centralnéj, t.j. na sile P, z ktérych piérwsazy wyobraza
sile, a drugi moment pary sil; obadwa odcinki mogg miéé poczgtek spélny,
a ich kierunki wskazujg kierunek sily i kierunek momentu pary sit, Ulklad,
skladajacy sig z sily i pary-sil, ktérego parametr nie jest réwny zeru, jest
réwnowazZny ze skrgtnikiem, Obadwa uklady sil majg spdlng 0§ centralng.
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111, Uxrapy s1p, ROWNOWAZNE zE SKRETNIKIEM., MoZemy teraz do-
wiése nastepujacego twierdzenia ogélnego: ulbidad si, ktérego paramelr nie jest
rowny zeru, jest réwnowadny ze skretnikiem. Niech bedzie dany uklad sil,
ktérego spolrzedne sy X, Y, Z, L, M, N, prayezym %= XL+YM4-ZN
nie jest réwne zeru, Zeby ten uklad sit byl réwnowazny ze skretnikiem,
ktorego sila P posiada spéhrzedne X', Y', Z', L', M, N', a ktérego para sit
0 momencie p posiada spélrzedne L", M" i N", potrzeba i wystareza, Zeby
zachodzily nastepujgce warunki:

(1) X'=X, Y=Y, Z=%, I'+L"'=L, M'+M"'=M, N'4+N"=N,

@) X'/ YM'+ ZN' = XL/ VM- ZN' = 0,
L” L n N” }q
) xX=v =g =l=xrvrs

Roéwnania (8) wyrazajy warunck, Ze moment p jest réwnolegly do sily P.
Piérwsze trzy rownania (1) dajg rzuty X', Y', Z' sily P na osi sp6lrzednych;
wstawiwszy ich wartoei w (3), otrzymamy L"=IX, M"=1Y, N"=1Z,
a wskutek tego znajdziemy z ostatnich trzech réwnan (1) L'=1L—IX,
M'=M--1Y, N=N—IZ. Tym sposobem otrzymujemy wszystkie wiel-
koSci, okréslajace silg i moment pary sil skretnika wyraZone jako funkeyje
spolrzednych danego ukladun sil.  O§ centralng skretnika, to znaczy owg pro-
stiy, w ktorédj dziala sila P, okréslajg nastepujgce réwnania:

4) o & _&® & B __ 1

X Y Z T L—IXT M—IY N—-IZ’
w ktérych 7 oznacza wskaznik skretnika, dajgcy sig¢ obliczyé z réwnania (3).
05§ centralng owego skretnika nazywamy osig centralng ukladu sil

O prawdziwoéei twierdzenia podanego mozna sig takZe innym sposobem
przekonaé. Niech do punktéw m; bedy przyloZone sily P; (i=1, 2,...,n);
obierzmy punkt dowolny O, polgczony sztywnie z punktami am;, i przenieSmy
kazdg, sile P; do punktu O (art. 110); wypadnie dodaé pary sil o momentach
wi, gdzie p; oznacza moment sily P; wzgledem punktu O. Sily, przeniesione
do punktu O, maja wypadkows P, przylozona do tego punktu; pary sit p; maja
pare¢ wypadkowg o momencie p'. Rozlézmy moment p' na dwa momenty,
mianowicie p., réwnolegly do P, i p, prostopadly do P; sila P, przylozona
do O, razem z parg o momencie p'" dajg si¢ zastapié silg, rowng P i r6éwno-
legly do té& sily, lecz nie przylozong do punktu O (art. 110); ta sila razem
7 pozostaly parg o momencie p. tworzy wlaénie skretnik, réwnowazny z danym
ukladem sit P;, Uklady sil, réwnowaZne ze skretnikiem, nazywamy ukla-
dami il trzeciego rodzaju,

Uklad sil 3-go rodzaju moZna nieskoficzenie wielu sposobami zastgpié
przez dwie sily skogne. Niech X,...,N bedg spélrzedne takiego ukladu sit za§
X4...,N'i X",...,N" sp6hrzgdne dwu sil P'i P". Zeby te dwie sily, byly r6-
wnowazne ukhdem sil, potrzeba i wystarcza, aby X'4-X"=X, Y'4+Y"=Y,
24+2"=7, U+L'= L M+4+M'=M, N'+N'=N, X'L' Y‘M‘ FZ'N'=0,
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X'L" Y'M"+Z'N"=0. Miedzy dwunastoma spolrze¢dnymi tych dwu sil
mamy tylko osiem zwigzkéw, z czego okazuje sig, Ze zastapienic danego ukladu
sil przez dwie sily jest mozliwe nieskoficzenie wielu sposobami.

Parametr danego ukladu sil wyraza sig wzorem

(5) k — XJLH_{_YIMH_J__ ZFNH+ XII[JI'_}_Y”DJ-P_!_ ZHNT.

Podstawmy w tym wyraZenin spélrzedne «,...,%" i a”,...,4" promieni dzia-
Iania sil P' 1 P, to

k — Pljﬁll(aiaﬂ_l_ blﬁﬂ__i__ cITH+ arrar Zi"[i'-l— "3"1'!): a St%d
(6) Giall+ bf[a”_l_ cIT”+ {&IFGF-_f_ ?JIIBF_I_ cli,rf — '}:: : PTP"-

Lewa strona tego rdwnania przedstawia moment tych dwu prostych, w kté-
rych dzialajg sity P' i P" (art. 38), a poniewaz % nie jest r0wne zeru, przeto
te proste nic mogy sig wzajemnie przecinad, a zatym obiedwie sily majg wzglg-
dem siebie poloZenie sko$ne. Ulklad takich dwu sil jest réwnowazny ze skre-
tnikiem,

Wyczerpawszy wszelkie mozliwe wypadki przeksztalcenia ukladu sil,
przekonywamy sie, Ze uklad sil moZe byé réwnowazny z jedng silg, lub z parg
sil, lubtéz ze skrgtnikiem. Te trzy rodzaje ukladéw sil rdznig sig od siebie
pod wiglgdem swéj istoty, a dwa uklady sil, nalezace do dwu rodzajéw ro-
zmaitych, nie mogg sig wzajemnie znosié.

112. Dworsros¢ w mucmaNics, Ozytelnik spostrzegl niewatpliwie, Ze
mi¢dzy ukladami obrotéw chwilowych, rozwazanymi w kinematyce, a ukladami
sil, rozwazanymi w statyce, zachodzi pewna analogija, ktéra najdobitnié) wy-
raza sig w ogblnych wypadkach przeksztalcenia owych ukladéw. Silg i obrot
chwilowy mozemy takimZesamym sposobem przedstawié gieometrycznie, mia-
nowicie zapomoecs odeinka prostolinijowego; pojecie momentu stosuje sig do
obrotu chwilowego i do sily; jak z dwu obrotéw chwilowych pray wiadomych
warunkach utworzyliémy pojecie pary obrotéw, tak z dwu sil pray warunkach
analogicznych powstalo pojecie pary sil; jak naveszeie uklady obrotéw chwilo-
wych podzieliliémy na trazy oddzielne rodzaje, a to wedlug tego, ezy one sg,
réwnowazne z jednym obrotem, czytéZ z parg obrotdw, caytéz ze skvetem, tak
otrzymali§my powyzéj analogicznie trzy oddzielne rodzaje ukladaw sil, a na-
zwa, «skretniks zostala utworzona na podobienistwo nazwy «skrets. Pojecin
parametru, wskaZnika i osi centralnéj skretu odpowiada pojgcie parametru,
wskaznika i osi centralnéj skretnika. Sledzge uwaZnie znakowanie, jakiego
uzywali$my w rozdziale II i w rozdziale biezacym, spostrzezemy, Ze, jezeli
litery alfabetu greckiego, uZywane w rozdziale II, a mianowicie: E, H, Z,
A, M, N, = i A zastapimy odpowiednio literami alfabetu lacifiskiego, miano-
wicie: X, Y, Z, L, M, N, % i I, to natenczas z wzoréw kinematyki obrotéw
chwilowych otrzymamy analogiczne wzory statyki ukladéw sztywnych, ktére
wyraZajg odpowiednie twierdzenia o silach, przylozonych do takich ukladéw.

Ta analogija pozwala nam dostrzec nastepujgcq, «dwoistosé», zachodzgey
migdzy obrotem chwilowym a sily: jeseli w twierdzeniu o ukladsic obrotéw
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clhwilowych, udziclonych wlkladowi sztywnemu, podstawimy sily zamiast obrotu,
a pare sit zamiast pary obrotiw, olrgymamy twierdzenie odpowiednic o whladsie
sily, praylozonych do uktadu sztywnego. To podstawienie nalezy tak rozumiéé,
ze zamiast obrotu podstawiamy sile, ktéra dziala wzdluZ osi obrotu, a ktéréj
wielko§é jest przedstawiona przez teisamg ilosé jednostek, co predkosé katowa
obrotu; podobnie rozumiemy podstawienic pary sil zamiast pary obrotéw.
Nawzajem mozemy z twierdzenia o ukladzie sil otrzymac twierdzenie odpo-
wiednie o ukladzie obrotéw chwilowych.

Ta dwoisto§é ma z tego powodu waZne znaczenie, Ze pozwala wiele
twierdzen statyki wypowiedziéé hez osobnego dowodzenia. Z art. 33-go wy-
nika, Ze parametr wlladu dwu sil réwna sig szesciokrotné] objelosci caworodeia-
nity fitdrego Trawedziame praeciwleglymi sq wiclkoscl tych sit, odcigte na ich
promieniach dzialania. Podobnie wyrazimy twierdzenie Chasles’a o silach
(art, 88): wklad sil jest réwnowainy 2z jedng sily, jezeli suma algicbraiczna
objetosei ezworosciandw, wystawionyeh na hazdych dww sitach, odeigtych na ich
promieniach dzialania, jest réwnazeru. Podobnie otrzymamy twierdzenie
nastepujace (avt. 85): promienie dziadania catéréch sit, znoszqeych sig nawza-
Jem, naleég do tegoz samego ukladw tworzqeych hiperbolojdy jednopowlokowd).

Okréglenia osi niezaleznych obrotu, spélrzednych jednorodnych skretu
lub obrotu chwilowego i t. p., podane w art. 36-ym i 37-ym, moga byé bez
trudnodei przeniesione do statyki, i tym sposobem moZna otrzymaé nowe
zwigzki miedzy silami, stanowigeymi uklady réwnowazne. Pozostawiamy
czytelnikowi wyznaczenie tych zwigzkéw.



