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(24)., Wyznaczyé érodek masy spiralnéj logarytmicznéj, ktoréj gestosé jest
w kazdym punkeio proporeyjonalna wzgledem jéj krzywizny,

(25). LElipsojda sklada sig z nieskoriczenie cienkich warstw, ograniczonych po-
wierzchniami elips6jd podobnych i podobnie lezaeych, a gestodé zmienia sig od warstwy
do warstwy wedlug danego prawa; wyznaczyé¢ frodek masy 6sméj czedci téj bryly.

(26). ILlipsa, ktéréj mimoéréd wynosi -;_?, obraca sig okolo réznyeh sty-

cznych; okazaé, ze objetoéé bryly, utworzonéj przez jedng czeéd, na ktora of mniej-
sza dzieli pole elipsy, jest odwrotnie proporeyjonalna wzgledem objetosei bryly, utwo-
rzonéj przez pozostaly czesé pola elipsy,

(27). Tigura plaska porusza sig tak, Ze jéj plaszezyzna jest ciggle prostopa-
dla do toru srodka masy; okazaé, Ze objgtosé bryly utworzonéj réwna sig iloczynowi
pola figury i drogi jéj érodlka masy.

(28). Jezeli wléwamy plyn do naczynia, to érodek masy naczynia razem z ply-
nem zajmie wtedy polozenie najnizsze, gdy znajduje si¢ na powierzehni plynu.

99. MomeyTy BEZWEADNOSCL Iloczyn masy punktu materyjalnego
i kwadratu jego odlegloSci od dangj prostéj, nazywamy momentem bez-
wladno§ei punktu wzgl¢gdem prostéj danéj. Prosta, wzgledem ktéréj
bierzemy 6w moment, nazywa si¢ osig momentu bezwladno§ei tego
punktu, Momentem bezwladnoéei punktu wzgledem plaszezyzny nazy-
wamy iloczyn jego masy i kwadratu odlegloSci tego punktu od plaszezyeny,
a momentem bezwladno§ei punktu wzgledem punktu zowiemy iloczyn
masy punktn piérwszego i kwadratu jego odleglosci od punktu pozostalego.
Zagadnienia dynamiki wymagajg gléwnie znajomoSci momentu bezwladno§ei
wzgledem prostéj; dlatego tym ostatnim sie zajmiemy.

Sume momentéw bezwladnosci wszystkich punktéw ukladu materyjalne-
go wzgledem danéj prostéj nazywamy momentem bezwladno§ci ukladu
tego wzgledem owéj prosté). Z tego okréslenia wynika, Ze moment bezwla-
dnosci ukladu jest sumg wylacznie tylko wielkoSei dodatnych; ten moment
moze byé r6wny zeru tylko wienczas, jeZeli uklad jest prostolinijowy, a osig
momentu jest prosta, na ktéréj lezg punkty ukladu. W kazdym innym przy-
padku moment bezwladno$ci ma warto§é dodatng.

Niech prosta i bedzie osig momentu bezwladnoSci ukladu materyjalne-
go (m;); obierzmy na téj osi dowolny punkt O, poprowadzmy przez ten punkt
trzy prostokatne osi ukladu spélrzednych, Oz, Oy, Oz i niech i, yi, 2 bedg
spolrzgdnymi punktu o masie m;, nalezgcego do ukladu (m). Jeieli a, b, ¢
oznaczajy dostawy kierunkowe osi momentu, to kwadrat odlegloSei & tego
punktu od osi wyraza si¢ zapomocg wzoru

sr=a?(y2+28) + 02 (22 4+ 28 + (224 y#) —2abaiy;i—2bcyiei—2caz:.
Moment hezwladnoSci tego punktu bedzie przeto m,; 62 Kladac

A= Eﬂ%f(y;"" -+ 5:"") ’ D= Em.-y;s; M
(1) B =Xmi(z®+22), | B =Zm;zia;,

C =Imi(zl+v2), | F = Zma,yi,
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gdzie znak ¥ rozciaga sig na wszystkie punkty ukladu (m;), otrzymamy dla
momentu bezwladno§ei I ukladu wzgledem danéj prostéj nastgpujgce wyra-
zenie ogblne:

(@) T=Aq2+Bb+Cc2—2Dbe —2E¢a— 2F ab.

Moment wiec hezwladno§ci jest funkeyjg jednorodng stopnia 2-go spolrzg-
dnych @, b, ¢ osi momentu, wyznaczajgcych jéj kierunek, a sp6lezynniki
A, B, C, D, B, F t6) funkeyi zalezg od gestoSci w oddzielnych punktach
ukladu i od jego poloZenia wzgledem osi spélrzednych, Z rownafi (1) okazuje
sie, %e spolezynniki A, B i C oznaczajg odpowiednio momenty bezwladnoSci
ukladu (m;) wzgledem osi spélrzednych Oz, Oy i Oz; te przeto spilezynniki
sg wielko§ciami dodatnymi. Spoélezynniki za§ D, B, F nie przedstawiajg
momentéw bezwladno§ei, i mogg byé wielkoéciami bads dodatnymi, hadz
ujemnymi, badztéz rownaé sig zeru. _

Obierzmy pewien punkt O, o spélrzednych z, g, z wzglgdem powyZszych
osi, poprowadZmy przez O' prostg L., réwnolegly do L, i obliczmy moment
bezwladnoSei I' ukladu (m;) wzglgdem L'. Odleglo$é o/ punktu m; od téj
prostéj wynosi

0= (0 54 (y — 9 (5 — 8 — a0 —2) + D — 9) + 0 — )]
albo takZe

3 =02+A%42(aw+ by +ce)(awi+ by + cz) — 2@z + yyi + 2 2),
gdzie A jest odleglofcig prostéj L' od prostéj L. Mnozge to réwnanie przez
m; i biorgc sumg wzgledem wskaZnika ¢, otrzymamy I'.  Jezeli M = Y, jest
masg, ukladu, a

o == BM%iy Py = Dy, .= Zme;

oznaczajg odpowiednio momenty masy ukladu (m;) wazglgdem plaszezyzn spol-
rzgdnyeh Oyz, Ozz, Oxy, to

(8) TI'=I4+MA*4-2(aw4by-c2)(apetbpytep) —2@patyp, o).

Niech prosta L przechodzi przez érodek masy ukladu (m,), ktéry jako poczg-
tek osi spolrzgdnych obieramy. Natenczas p, =0, p, =0, p, =0 i otrzy-
mamy

(4) I'=14 MA2

Ten wz6r pozwala bardzo prostym sposobem wyznaczy¢ moment bezwladno-
§ci I' wagledem danéj prostéj, jezeli znamy moment bezwladnoSei I waglgdem
prostéj, rdwnolegléj do dandj, przechodzaeéj przez Srodek masy ukladu. Do-
dajge do momentu I iloczyn masy ukladu i kwadratu odleglo§ei osi momentu
od $rodka masy, otrzymamy Zgdany moment bezw}adnoSei I,

Poniewaz MA? jest wielko§cig dodatng, jakiekolwiek byloby poloZenie
prostéj L, przeto moment I' jest wigkszy od I. Moment bezwladnodei ulkladu
wegledem prostéj, poprowadzonéj prees Srodek masy tego ukladu, jest najmmicj-
szy & momentéw bezwladnosei tego ulladu weglgdem prostych, do niéj réwnole-
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gtych. Micjscem wige gicometrycznym prostych réwnoleglych, wzgledem kté-
rych uklad materyjalny posiada ten sam moment hezwladnoSei, jest walec
obrotowy, ktérego o§ przechodzi przez §rodek masy; im wigkszy promiefi tego
walca, tym wigkszy moment bezwtadnosci.

100. Eruresospa Brzwzapyoscr. Podobnie jak twierdzenie ostatnie
pozwala rozpoznaé zmiang momentu bezwladnosdei, zalezng od zmiany poloze-
nia osi przy stalym jéj kierunku, tak wzér ogélny (2) artykulu poprzedniego
daje prawo zmiany tego momentu wrazie, gdy o§ zmienia swoje poloZenie,
przechodzge jednak ciggle przez punkt staly O,

Kladge
1) I=Mi?,

i przedstawiajge sobie masg M ukladu (m;) skupiong w punkeie, ktérego
odlegloi¢ od osi momentu jest réwna %, mié¢ bedziemy moment bezwladno-
§ci tego punktu réwny momentowi bezwladnoéci calego ukladu. Dlugoéé

b= A okréslong réwnaniem (1), nazywamy ramieniem bezwla-

dnoéci ukladu materyjalnego wzgledem uwazanéj osi. Ramig bezwladno§ei
ukladu wzgledem pewnéj osi jest proporeyjonalne wzgledem pierwiastka mo-
mentu bezwladnosci wzgledem té prostéj. Zmnajae wige moment, mozemy
wyznaczyé ramig bezwladnogei, i nawzajem, mozemy obliczy¢ moment z wia-
domego ramienia bezwladnosei. Odetnijmy od punktu O na osi momentu
w obu kierunkach dlugo§é, odwrotnie proporcyjonalng wzgledem ramienia
bezwladnosei, a zatym dlugoé

e M
EzE'V_s

gdzie e jest taksg liczbg dodatng, iZ stosunek odcigtéj dlugosei do obrandj
jednostki jest réwny stosunkowi e:%. Tym sposobem otrzymamy na osi mo-
mentu dwa punkty (z, 9, &) i (—2, —y, —2), dla ktérych

]/ﬁ M ]/ﬁ
T=ase —, y=be 5 #=ce —,
a stgd

_Z T Y 3 ) X
(2) “_?l/“ﬁfs b:%-l/-ﬁ’ 0=;—I/_H-

Uczyfimy to samo na kazdéj prostéj, poprowadzonéj przez punkt O, biorge
za ¢ ciggle tg samg warto§é, to na kazdéj takiéj prosté) otrzymamy dwa pun-
kty, symetrycznie wzgledem O lezgce. Poniewaz I nie jest ani réwne zeru,
ani wielko§cig ujemng, przeto obadwa punkty beda rzeczywiste, a Zaden
z nich ani razem sig nie zejdzie z punktem O, ani nie bgdzie punktem w nie-
skoficzono§ci. Wstawiajge wartosei dla @, b, ¢ z (2) w réwnanie [ = Aa*+
4+Bb24Ce2—2Dbe — 2B ¢a—2F ab, otrzymamy nastepujgce réwnanie
miejsca gieometrycznego punktdw, powyzszym sposobem wyznaczonych:

(8) Az?4By* 02— 2Dys—2Bsz —2Fay = Me
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7 tego réwnania okazuje sig, Ze te punkty tworzg powierzchnig rzgdu 2-go,
ktoréj srodkiem jest punkt O. TPoniewaz odleglosé kazdego punktu od srodka
jest skoficzona, przeto ta powierzchnia jest wogdlnosei elipsojda; Ze za$§ w r6-
wnaniu (3) spdlezynnik ¢ jest dowolny, przeto to réwnanie wyobraZa wla-
geiwie jakakolwiek powierzchnig w ukladzie elipséjd podobnych i podobnie
polozonych.

Ktorgkolwiek elipsojde, takim sposobem otrzymang, a ktéréj wymiary
linijowe zalezg od wyboru spélezynnika e, nazywamy elipsojdg bezwla-
dnoéci nkladu materyjalnego wzglgdem punktu O. Dla kazdego ukladu
materyjalnego, bez wzgledu na jego ustréj, mozemy w kazdym punkeie wysta-
wié nieskoniczenie wiele elips6jd bezwladnosei, podobnyeh i podobnie polozo-
nych. Z okréélenia wynika, %e §rednica elipsojdy bezwladnoSci jest odwrotnie
proporcyjonalny wzgledem pierwiastka odpowiedniego momentu bezwladnosei,
czyli, %e kwadrat Sredwicy elipsojdy bezwladnosci jest odwrotnie proporeyjo-
nalny wzglgdem momentu bezwladnoses uldudu waglgdem téjée Sredmicy, Je-
el obierzemy e tak, zeby Me* =1, to otrzymamy elipsojde,

4) Ax*4+Byr+Cs2—2Dys—2Es2 —2Fxy =1,

ktora w péiniejszych dochodzeniach kinetycznych znajdzie waine zastosowa-
nie. Niech [y, %, % oznaczajg odpowiednio ramiona bezwladno$ci wzgledem
osi Oz, Oy, Oz; wowezas

(b) A=MEi* B=Mk? C=ME>

Mozemy wige réwnanie (3) tak napisaé:
(6) [ 9:°~+?af.y2+?af.zz—§f(D.ye+E Br4+F.zy) =1,

uwazajac je w téj postaci takze jako réwnanie elipsojdy bezwladnoSci w pun-
keie O. Blipsojdg bezwladnodei, ktoréj Srodkiem jest &rodek masy ukladu
materyjalnego, nazywamy elipsojdg centralng tego ukladu.

Elipsojda bezwladnosei daje dokladny obraz gieometryczny zwigzku
migdzy momentem bezwladnosei a poloZeniem osi, przechodzgcéj przez §rodek
téj elipsojdy. Wiadomo, ze elipsojda posiada wogblnoSei jeden uklad tak
zwanych osi gléwnych, t. j. trzech §rednic sprzgzonych i wzajemnie do siebie
prostopadlych, z ktérych jedna jest, jak wiadomo, najmniejsza, a inna naj-
wigksza ze wszystkich érednic t6] powierzchni, Z tego wynika, ze w Lasdym
punkeie w praestrzeni moéna wystawié jeden uklad trzech prostych, weajemnie
do siebie prostopadlych, sposréd ktérych jedna jest osiq najwighszego i jedna
najmniejszego momentu bezwladnosei danego ukladu 2 pomigdzy wszysthich pro-
stych, prees ten punkt precchodzqeyeh.  Te trzy proste, bedgce osiami gléwny-
mi elipsojdy bezwladnoci w danym punkcie, nazywamy osiami bezwla-
dnofei ukladu w tym punkcie. Najdiuzsza of elipsojdy jest osig najmniej-
szego, zaf 0§ najkrétsza jest osig najwigkszego momentu bezwladno$ei. Osi
glowne elipsojdy centralnéj nazywamy osiami gléwnymi hezwladno§ei
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ukladu, albo krdcéj, jego osiami gléwnymi, a momenty bezwladnogci
ukladu wzglgdem jego osi gléwnych zowiemy krtko momentami glé-
wnymi tego ukladu.,

Z twierdzenia artykulu poprzedniego (wzér 4) wynika, Ze kazda ére-
dnica elipsojdy centralnéj jest dluZsza, niZ érednica réwnolegla elipsojdy bez-
wladno§ci w ktérymkolwiek punkeie. Nadto otrzymujemy waZny wynik, ze
najmnicjszy & momentéw gléwnych ukladu jest zarazem najmmicjszy ze wszyst-
lich momentiw bezwladnodci tego ukladu. Gdy obierzemy osi bezwladnoSei
w punkeie O jako osi spélrzednych, to réwnanie elipsojdy hezwladnoSei be-
dzie, jak wiadomo

o A2+ By + a2 =Me,
albo takZe, biorge e=1,
(™) klra? 4 b2y + bt =1,

z czego wnosimy, ze dla osi bezwladnoéei ukladu w punkeie uwazanym bedzie
jednocze$nie D =0, BE=:0, F =0. W kazdym punkcie moina wystawic je-
den wltad trzech osi, wzajemnie do siebie prostopadlych, wzglgdem htdrych tray
spétezynniki D, B ¢ ¥, sg réwne zeru. Te trzy proste sqg wlasnie osiami bez-
wladnodei w wwasanym punkcie, a zaden inny uklad prostych, przez ten punkt
przechodzgeych, nie posiada téj wlasnofci, ‘Wzgledem wige osi bezwladnodei
jako osi spélrzedunych otrzymamy

(8) I=Aa4+Bl24Cc?

jako najprostsze wyraZenie momentu bezwladnoéei ukiadu w funkeyi sp6lrze-

dnych kierunkowych @, b, ¢ danéj osi momentu. Obierzmy e tak, Zeby
Me2=1; wtedy powierzchnig, wyrazong zapomocg réwnania
(9) Az24Byr4Ce2=1
mozemy takZe uwazaé za elipsojde bezwladnoSei.

Jezeli wszystkie punkty ukladu materyjalnego leig na jednéj plaszezy-
Znie, natenczas w wielu zagadnieniach dynamiki wystareza rozwaza¢ momenty
bezwladnosei tego ukladu wzglé¢dem prostych, lezacych na téj plaszezyinie.
Obierzmy na t6j plaszczyznie punkt O i poprowadZmy przezefi prostg o sp6l-
rzednyeh kierunkowych @, b wzgledem Oz i Oy; otrzymamy moment bez-
wladnoéei ukladu wzgledem téj prosté) '

(10) - I=Aa*+Bi*—2Fub
gdzie
(11) A =YXmy2 B=3Imz?2 F=23Imuay.

A i B sy odpowiednio momentami bezwladnosci wzglgdem osi Oz i Oy,
Postepujac opisanym poprzednio sposobem ze wszystkimi prostymi, przecho-
dzgeymi na plaszezyZnie przez punkt O, otrzymamy elipsg bezwladnoSeci
ukladu plaskiego, kt6réj réwnanie jest

(12) Az*4 By —2Fpy = Me?,
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albo takze, kladage e=1,
(13) }i:ﬁ.:c5+ky‘-‘-.y3-—2m]?~xy:],

gdzie % i %, oznaczaja odpowiednio ramiona bezwladnoSci wzglgdem osi
Oz i Oy. W frodku masy ukladu plaskiego otrzymamy jego elips¢ cen-
tralng, Dla osi bezwladnoéci w punkcie O bedzie F =0, wigc réwnanie
elipsy bedzie

(14) Azt +Byr=Me?, k?.2%+%2.92=1,
nakoniec otrzymamy
(15) I=Aa* B0

Moze sig wydarzyé, ze dilugoéei dwu osi elipsojdy bezwladnosei w pun-
keie O sg r6wne, wiedy ta powierzchnia bedzie elipsojdg obrotows, a trzecia
0§ bezwladnosci bedzie osig obrotu. Momenty bezwladnosci wzgledem Srednic
olipsojdy, prostopadlych do osi obrotw, bgdy w tym przypadku réwne sobie.
Jezeli wszystkie trzy osi gléwne elipsojdy bezwladnosei sg sobie réwne, wtedy
otrzymamy kule jako szczegblny praypadek té) powierzchni, Uklad ma wten-
czas tenZesam moment wzgledem wszystkich Srednic téj kuli, a osi bezwladno-
gl w punkeie rozwazanym sg nieoznaczone, -

101. SrosoBY WYZNACZANIA MOMENTOW BEZWEADNOSCL W zagadnie-
niach dynamiki idzie przedewszystkim o momenty bezwladnosei cial matery-
jalnych, ktérych elementy nastgpujg po sobie w sposéb ciggly. NajwlaSciwiéj
uzywamy w tym celu spélrzednych prostokatnych, robige uzytek z poprzednio
okazanych twierdzen. Jezeli z, y, # sg spélrzegdnymi punktu, w ktérym za-
chodzi gesto§é o, a ktory obieramy jako wiérzcholek réwnolegloécianu ele-
mentarnego o krawedziach dz, dy, dz, to w tym elemencie miesci sig masa
dm=a.dz.dy.ds. Dla ciala materyjalnego otrzymamy stad

A:jgfc(y3+zﬁ)dxdydz, D:j&fcyz dadyda,
1) B =‘”‘j‘u 2+a)dedydz, | B =‘§ljlj'czw Jdedydz,
c :lfj"fc(:cz +y)dzedyds, | F :j'jjaxy. doedyda.

Dla ciala jednorodnego o gestosci o

A= lf(g;r2+ #)dvV, | D= ajyz NAS

2) B= cj‘(zﬁ +20dV, | E= aj‘zx .dV,

0=of@+mav, | F=afay.av,
gdzie dV=dxdydz. Calki w piérwszych trzech réwnaniach (2) przedsta-



SRODEK MASY T MOMENTY BEZWLADNOSCL— 101, 249

wiajg momenty bezwladnoSei ciala jednorodnego o danym ograniczeniu, kté-
regn gestosSé jest réwna jednostee; a iloeczyn momentu takiego ciala i gestosci
ciala danego przedstawia odpowiedni moment hezwladnodci przy gestosei o.
Obliczajge moment ciala jednorodnego, bedziemy przyjmowali, Ze gestosé tego
ciala jest rowna jednostce, a wtedy, zamiast elementu masy, bierzemy element
objetosei @'V, lub element powierzehni dF, lub nakoniec element dlugo§ei de,
wedlug tego, czy obliczamy moment bryly, czy powierzchni, czytéz linii. Po-
niewaz dm jest wielkoSeig nieskoficzenie mala rzgdu 8-go lub 2-go lubtéz 1-go,
a to wedlug tego, czy I jest momentem bryly, czy powierzchni, czytés linii
krzywéj, przeto moment bezwladnoSci bryly jest wielkofeig rzedu 5-go, mo-
ment powierzchni jest wielkoéeig rzgdu 4-go, a linii rzedu 3-go, "Wielko§ei

(3) = fxﬂ.dm, ﬁ:jvﬂ.dm, r=\2*.dm

przedstawiajg wedlug art. 99-go odpowiednio momenty bezwladnofei ciala
wzgledem plaszezyzn spélrzednych Owye, Ozz, Oxy. Z réwnan (1) i (3)
wynika

(4) A=f+1, B=v+a, C=a+p;

podlug tych wzoréw mozna zatym momenty bezwladnosel wzglgdem osi spél-
rzednych obliezyé z momentéw wzgledem plaszezyzn spélrzedaych. Z tych
réwnai wynika

20=B+C—A, 28=C+A—B, 21=A4+B—C
) 2(e+B+7)=A +BC.

PoniewaZ o, B 1 1 sa dodatne, przeto z trzech poprzednich réwnah okazuje
sig, 26 B4+C> A, C+A>B i A+B>C, % wigc (art. 100) suma od-
wrotnodei kwadratéw dwu osi jakiéikolwick elipsojdy bezwladnosei jest wighsza,
niz odwrotnodé Twadralu trzeciéj osi téjée elipsojdy. 7 tego wnosimy, Ze nie
kazda dowolna elipsojda moze przedstawiaé elipsojde bezwladnoSci ciala (lub
ukladu) materyjalnego.

Moment bezwladno§ci figury plaskiéj wzgledem prostéj, poprowadzonéj
przez dowolny punkt prostopadle do plaszezyzny figury, zowiemy momen-
tem biegunowym bezwladno§ci t& figury; obliczamy go przedewszy-
stkim wzglgdem prostopadléj, wyprowadzonéj ze §rodka masy figury. JeZeli
te prostopadly obierzemy jako of z-6w, to o i B beds odpowiednio momen-
tami figury wzgledem dwu dowolnych prostych, wyprowadzonych z poczgtku
prostopadle do plaszesyzny figury. Z ostatniego przefo réwnania (4) wynika
twierdzenie: bicgunowy moment bezwladnodei figury plaskiéy jest réwny sumie jéj
momentdw beswladnosci wzglgdem dww prostych, wzajemnie do siebie prostopa-
dlych, wyprowadsanych na, plaszesyénie figury ze spodka ost momentu.

Zmnajae osi i momenty gléowne hezwladnoSei ciala, mozemy wyznaczyé
jego moment bezwladnoSci wzgledem jakiéjkolwiek prostéj, jak to okazano
w art. 99 1 100. Wyznaczenie przeto tych osi i momentéw jest gléwnym
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zadaniem przy obliczaniu momentéw bezwladnosei danego ciata. Obrawszy
jakiekolwiek trzy prostokgtne osi ukladu spélrzednych, przecinajgee sig
w frodku masy ciala, i obliczywszy wzgledem tych osi spélezynniki A, B,
¢, D, B, F, mozemy z réwnania elipsojdy centralnéj wedlug wiadomych re-
gul gieometryi analityeznéj wyznaczyé osi téj elipsojdy, ktore przedstawiajg,
osi gléwne ciala. Czgsto mozna bezpoél ednio podaé te osi, a to na podstawie
twierdzenia, Ze spélezymniki D, K i F, do nich odniesione, sg réwne zeru,
Jezeli np. bryla ma plaszezyzng symetryi, na ktéréj zatym lezy &r odek masy,
to prostopadla do téj plaszezyzny, wyprowadzona ze §rodka masy, jest jedny
7 0si glownych téj bryly. Obiérajac bowiém tg prosty za of z-6w, otrzymamy
dla kazdego punktu (z, y, z) punkt symetrycznie lezgey (z, y, —2); bedzie
wige D=0, E=0. Prostopadia przeto do plaszezyzny symetryi jest osig
bezwladnogei wzgledem jéj spodka. Jezeli bryla posiada dwie do siebie pro-
stopadle plaszczyzny symetryi, a zatym o§ symetryi, natenczas prostopadle,
wystawione do tych plaszczyzn w Srodku masy, sg dwiema osiami gléwnymi,
a 0§ symetryi jest trzecig osig gléwng. JeZeli nakoniec bryla posiada érodek,
w ktérym przecinajg sig trzy do siebie prostopadle plaszczyzny symetryi, na-
tenczas proste, w ktorych te plaszezyzny sig przecinaja, sg osiami giéwnymi.
Osi zatym gléwne prostopadloéeianu przechodzg, przez jego §rodek i sg rowno-
legle do krawedzi, Elipsojda za$§ centralna jednorodnéj bryly foremnéj jest
kuly, przeto jéj osi glowne sg nieoznaczone. Elipsojda bezwladnoSei jest
powierzchnig obrotowa dla kaZdego punktu jednorodnéj bryly obrotowdj,
lezgcego na osi téj bryly, a of bryly jest osig téj elipsojdy.

Jezeli dwa uklady materyjalne majg réwne masy, spolny srodek masy,
tesame osi i tesame momenty gléwne bezwladno§ei, natenczas z poprzedniéj
teoryi wynika, Ze ich momenty bezwladnoSci wzgledem jakidjkolwiek prostéj
sg réwne sobie. Takie zatym dwa uklady sg ré6wnowazne pod wzgle-
dem momentéw hezwladnosei,

PRZYKEADY I CWICZENIA.

(1). Trojkat. Gdy AC=10 (fig. 43) jest podstawa, & wysokodcig trojkata
(0 =1), dzielmy jogo powierzehnig na elementy, ograniczone prostymi réwnoleglymi
do AC; oznaczmy pracz u szerokosé, a przes dv wysokosé takiego elementu, whedy
otrzymamy moment bezwladnosei I, tréjkata ABC waglgdem AC,

h—uw

h
- b
= v2. u. dv, & ponicwaz % ey e (h—v), przeto
0 L (]

h
b b3
=2 | ) g T
I; ?‘ﬁ 2 (h—v) o dv 3
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7 ! b ; 3 :
A jezeli m = —2'- oznacza masg tréjlkata (powierzehniy), to

h2

I{, =m. _Ei- '
Podobnie otrzymamy momenty I, I, wzgledem boku BA i boku CB, Poprowadzmy
przez wiérzcholek A dowolng prostg A,
i niech A' bedzie momentem Dbezwladnogci
tréjkata wzgledem téj prostéj. Aby go obli-
czyé, przedluzmy BC az do punktu D, i ozna-
czmy przez A'y i A'y odpowiednio momenty
trojkgtéow ABD i ACD wzgledem Awz, to
A=A —A,. Jeseli §' i 4 oznaczajy
dlugodei prostopadlych BB' i CC', spuszczo-
nych z B i C na Ae, i jezeli przyjmiemy
g =AD, to

0= 0, =0 a=D @y
X3 Br.{r_{_ .{!z) (ﬁ' —1"), Fig. 45.

o poniewaz 2m = &(B'— '), przeto
mo n Fy2 )2 -\ 2
A= T E* -1 = 3 [(—g—) + (—2-) e ([3—2— :
Spubémy ze Srodkow sy, sy, 53 bokéw BC, CA 1 AD odpowiednio prostopadle o., B 1y
__B+ (A

na prosty Ax; whedy o= e = a5 T Otrzymamy zatym

A= @A+B+ 1),
to znaczy, e moment bezwladnodei tréjkate wzglgdem Az réwna sig momentowi
ukladu trzech véwnych mas, skupionyeh w drodkach jego bokéw, z ktérych kazda
wynosi % jego masy.

(2). Prostopadlosdcian, Osiami gléwnymi téj bryly sa proste, przecho-
dzgce przez érodek réwnolegle do krawedzi Biorge te-proste jako osi @, y iz,
do ktéryeh krawegdzi odpowiednio a, b i ¢ sg rownolegle, otrzymamy

it L]
ty B}
o= 2?, dm=2 a%. dm, o poniewaz dm =1bec,dx, przeto mamy
[
— 0
5
z
o =2b¢ a2 de=—=, gdy zad przyjmiemy m = abe, to
0
ma? mbh? me?
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a styd momenty glowne

mn

n lﬂ. ‘
A= 024, B={ @@+, 0= @@+

bt kngj:"_z ;.2=£ﬂ
12 e 12 N 12

Jozeli a<<b<<e, to A>B>>C; réwnanic zaé elipsojdy centralnéj jest tu, bio-
e e =1,

(0% 4 e a® + (2 4 a®) y* -+ (a* + %) 2% = 12.

Najdluzsza of té] elipsojdy jest réwnolegla do najdluzszéj krawgdzi bryly, a of naj-
krotsza do najkrétszé)j krawgdzi. Momenty wzglgdem krawgdzi wynoszg odpowiednio

L=30+¢), h=%@@+ad), L=3 @+,

Dla szesciamu e =t =c¢=1!, A=B=0= %3- BR= %’ Elipsojda contralna sze-
delanu jest kulg, '

(8). Elipsojda. Osiami gléwnymi bezwladnosei sg osi gléwne elipsojdy,
Niech @, b, ¢ oznaczajy polowy osi gléwnych; w celu obliczenia momentu ¢« dzielmy
elipsojdg na warstwy, plaszczyznami prostopadlymi do osi z. Réwnanie przekroju
na plaszezyinio x bedzie

y* 2

+ =i
% z2
“0‘“5) ﬂ@‘“ﬁ)

2
masa zabym warstwy o gruboel dv wynosi dm=rwle ( 1— ﬁ-—) . dx, skad
a

2
(e a
22 4
a=2 2%, dm=2mwle a* |1~ — ) doe = -— ®wa'be,
a* 15
0 0
s 4
4 ponlewaz m =— 3 Tabe, przeto otrzymamy
__ma? mb® me?
== I=F 1=
_m ., 5 _m _m
A_g (0% F ¢*), B_-g(cz-l—a“), C..._—ﬁ— a? - b?);
L g 2+ad N
s e W

Réwnanie elipsojdy centralnéj jest
(2% 4 N)a? + (¢* + a¥) y* - (4 4 12) 22 = 5.
Stosunek osi gléwnych téj elipsojdy jest réwny stosunkowi

1 1 1
Vetea' et a V-t
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jozoli zabym a<Cb<Te, to kp>>k,>k,. Osi wige najdluzsza i najkeétsza olipsojdy
contralndj razem sig schodzy odpowiednio z osiami najdluZszy i najkrotszg, dandj
elipsojdy, chociaz obie powierzchnie nie sy podobne. Dla kuli a —=b=c =1, wige

mr? Dmrt
= =l — 5 y =B == 5

, gdzie m oznacza masg kuli jednorodné;.

4
Gdy oznaczymy dla danéj ehpso‘]dy —=p, —=V, to m= 3 THY. a®,
At 'Ep..v (p* 4+ v* ad.  Niech bedzie d.fmn 11mskonczmun cienkn warstwa, ograni-

czona &anry elipsojdg, o osiach @, b, ¢ i nieskoficzenie blisky elipsojda podobng,
Masa, t6] warstwy jost dm == 4mpLva®.da, a jéj moment bezwladnodei wzglgdem
osi a jost

a'A:d—;n(pF-i—v'z) a“:-d—;n?(b‘+cz).

Wedlug tego wzoru mozna obliczyé moment Dbezwladnosci elipsojdy nicjednorodnd;,
skladajaedj sig z warstw jednorodnych, ograniczonych elipsojdami homotetycznymi,
jezeli znamy prawo zmiany gestodei od warstwy do warstwy.

(4). Elipsa. Mozemy obliczyé moment bezwladnodei elipsy z momentu
kola. Niech C hgdzie momentem bisgunowym kola wzgledem prostopadléj, wypro-
wadzonéj ze érodka; wowezas, z powodu, ze A =B, jest C—=2A. Aby wyzna-
czyé C, dzielmy kolo o promieniu r na pierfcienie; moment pierdcienia, ograniczonego
kolami o promieniach p i p 4-dp, bedzie 2mp?, dp, a zatym

o
C=27 p“.a?p:fﬂzm—rB
0 2 2

, gdzie m ="k,

Moment wige bezwladnodei kola wzglgdem érednicy bedzie

ki
)

mr?

A= 7

o
==

) 2
Aby wyznaczyé moment elipsy f? -+ ?;—2 =1 wzgledem osi a, przyjmijmy 2 =af,
a

y==1b1; otrzymamy kolo o promieniu réwnym jednofei, £24-2=1. Dla elipsy -
namy
dmn = dedy = ab.dEdn=abdy,

gdzie dp, jest masg odpowiedniego elementu kola. Ofrzymamy zatym dla elipsy

A._.f_,-z.dm b3 'qzd[L""—-—pL

u poniewas m = abp., przeto mamy dla elipsy

mb* ma

A=4,B=
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jako momenty gléwne wzglgdem osi a i 0, gdzie m=—=mad. Mamy wige
a?

3 kyﬂ = T .

Jezeli I jest momentem wzgledem grednicy, tworzaedj z osig a katb ¢, to

I:Acosgtp-i—Bﬂin“:p:% (0 cos 2 -+ a* sin % ).

Srodnica sprzgzona tworzy z osig a katb ¢, prayezym
12
tangp . tang ' = — —;

ol
obliczajge praeto cost' i sing!, otrzymamy moment I wzgledem srednicy sprzgzondj

ma2b®  hcos?@-}-a?sin?¢
4 " bteosp--atsinZp

=

Jozeli k i &' oznaczajgy odpowiednie ramiona, to otrzymamy

b VPeos?p 4 a?sin?y
4 " dreos?p4-atsinZe

1 . o
B = 7 (b2 cos?@ - a®sin@), K=

a stad

1 1 1 1
wtm=4 (;2— +E
(5). Pierdcien kolowy, Tak nazywamy powierzchnia, utworzong przez
obrét kola okolo dowolnéj prostéj, lezqceéj na jego plaszezyinie, Obierzmy drodek O
pierécienia jako poezgtek, a jego of jako of z6w, to mozemy kazdy punkt t&j bryly
okrésli¢ przez nastgpujace trzy spolragdne: przez odleglodé p od érodka kola, pracz
kat 0, ktory p tworzy z osig 2, i praesz kat ¢, ktéry poludnik nwazanego punktu

tworzy z plaszyzyzny 20z. Dla punktu (p, 0, ¢) bryly jest

2= (a+psin0) cosd, y=(a+psind)sing, z=p cosb,
gdzie a oznacza odleglodé §rodka kola tworzacego od osi, Dla punktu na powierzclni
piericienin mamy p=r, gdzie r jest promieniem kola, bedzie wige
z=(a+rcosb)cosy, y=(a+trsinB)sing, z=rocosh.
Tym sposobem przedstawiamy réwnania pierécienia kolowego przez parametry 0 i .
Aby otrzymaé clement masy téj bryly, obierzmy na plaszezyZnie kola tworzgcego

clement pola p.dp.d0; biorge go za podstawg elementn bryly, ograniczonego pla-
szczyznami poludnikéw ¢ i ¢ --dd, otrzymamy

dm=pdpd0 . —-—-—(ﬁ{—p(a—}-pamﬁ) dpdBa¢;

& na moey twierdzonia Pappusa m = 2x%ar%  Z togo wynika, iz

A= B_—j‘(ﬂz‘i‘zz)ffm ij[(a—i—psmﬁ)%m’np{ p*eos®0](a+4-psin0)p.dp.ab.ad,
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gdzie kraficami sg 0 i » dla p, 0 i 2n dla 6, 0 1 27 dla ¢. Kladae

2 MAm
Ay =f f { (a-]-psinﬂ)“sin”n[;.pdpdﬁd{::nznrz(a“ -I-Ti-fﬁ),
f [ {(a—]—~pamﬁ)p cos“ﬂdpflﬁri¢_~

A Ai-i-Az_m(?’ _,,:!)

art
, ofrzymamy

* Moment bezwladnosei wzgledem osi obrotu bedzie

2n r2n r
C= | (*+ :hn:{ { (a+psind) pdpdbdd=m (az-{-%rz).
< 0

JO 0

(6). Jezeli S=10 jest réwnaniem elipsojdy centralnéj wzglgdem osi glé.
wnyeh, okazaé, Ze réwnanie elipsojdy bezwladnosei wzglgdem punktu (&, 7, )
mozna napisaé w postaci

Stm (@ + P+ L) (@ + g2+ ) —m(Ez 1y + L =0,
gdzie m jest masy danego uklndu.

(7). Udowodnié twierdzenie: jezeli przez punkt dowolny przesuniemy wiqzke plasze
czyzn; na prostopadléf do kazdd) plaszezyzmy odetniemy dhugosd, proporeyjonalng wagledem
ramicnie bezwladnodel ukladu wzgleden 4 plaszezyzny, i przez punkt koficowy tego odeinka
preesuniemy plaszezyzng rdwnolegly, to plaszczyzny rdwnolegle utworzq elipsojde, Ttérdj drod=
kiem jest punkt wwazany (elipsojda Binet'go). Réwnanie 8] elipsojdy jost

x? y? 22

Az + i —i"F =1 wrazie, gdy przyjmiemy e =1.

(8). Uklad materyjalny daje sig nieskoriczenie wieloma sposobami zastapié
przez uklad réwnowazny pod wzglgdem momentéw bezwladnodel, skladajaey sig
z cztérech punktéw. Jezeli jeden punkt obierzemy dowolnie, to trzy pozostale punkty
lezgy na plaszezyZnie biegunowéj érodka masy ukladu wzglgdem elipsojdy Binet'go,
odpowiadajaeéj punktowi obranemu (twierdzenie Reye’go).

(9). Moment bezwladnodci ulladu o masie m waglgdem prosté] x(_-—tﬁ_:

e y'—b“ Ui st z—¢ , odniesionéj do osi spélrzgdnych, ktére przecinajy sig prosto-

kytnie w drodku masy, jest:
I=—=Aa*+B24Cc2—2Dbc—2LEca—2Fab+m [&3—}-1]2—}-(:3-—@5—]-5 1+c8)*].

(10). Jeieli wyanaczymy elipsojdg bezwladnodei ukladu w kazdym punkeie
danéj prostéj, natenczas plaszeayzny érednicowe tych elipsdjd, sprzgzone z dang pro-
sy, przecinajy sig z soby wedlug pewnéj prostéj.
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(11). Ramiona gléwne bezwladnodei tréjkata o bokach a, b, ¢, ktérogo polem
jest I, s pierwiastkami réwnania
24 p8 o3 "
PO 4+ 124-c 24 I

TR T

W nastgpujacyeh oémin zagadnieniach i oznacza ramig bezwlndnofei wzgledem
danéj prostéj. Okazaé, %o

(12). Dla prostéj o dlugosei 7, wzglgdem osi, przechodzacéj przez punkt koii-

2

cowy téj prostéj i tworzqedj z nig kat @, k2= -;T sin%e@.

(13). Dla prostokgta o bokach & i 7, waglgdem osi gléwnych, réwnoleglycl
B o P
12° ™ T 1et

(14). Dla wielokgta foremnego o n bokach, z ktérych kazdy ma dlugodé 7,
wzglgdem osi glownéj

do tych bokéw, I?*—=

27
p 2tom=r 1(n a
B=—.————, albo takze k“::——(-——--——w
12 1 - 9r? 2\2 12 )7
n

gdzie » oznacza promien kola opisanego,
(15). Dla elipsy,
az®42bxy4ecy®+2da-+2ey+1=0,
% . (bz_a'_“)a! gdzie A=a¢—-
— 24 2bed— ae® —cd® oznacza wyréznik réwnania elipsy.
(16). Dla walea obrotowego o promieniu r i wysokoéei I, wzglgdem osi

o

wzgledem érednicy réwnolegléj do osi z-6w 12 =—

k'-‘—-L; wzgledem za$ prostopadléj do osi w drodku masy,

2
1 pe
e — 2

(17). Dla stozka obrotowego o wysokosei %, ktérego podstawa ma promieri »,

wzglgdem osi k“:-l%rg, wzglgdem zad prostopadléj do osi w wierzcholku

3 r2
A (7 S D
p=x (r+7).
(18): Dla Iuku kola o promieniu r i kacie érodkowym 2¢, wzgledem osi
?—?_Ts:;—l—zip. %, wagledem za$ érodnicy, réwnolegléj do cigeiwy,

ka_ﬂtp—{-— sin 2 ¢ -
.-_-.'—-'—4?'—— | ]

symebryl i?—

(19). Dla ezgdei pola paraboli, ograniczonego cigeiwg i prostopadly do osi

waglgdem prostopadléj do osi w widrzeholkn &2 = 7 a4 % y?, gdzie (z, y) sa spdl-
rzgdnymi punktu koticowego.
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(20). Jezeli na kuli opiszemy bryle foremng i masg powierzehni té) kuli roz-
dzielimy jednostajnie migdzy wiérzcholki téj bryly, to uklad tych mas, pod wzgledem
momentéw bezwladnosei, bgdzie réwnowazny powierzehni téj kuli,

(21). Na danéj prostéj wyznaczyé taki punkt, w ktérym ta prosta jest jodng
z osi bezwladnosci danego ukladu, i znalééé dwie inne osi bezwladnogei.

(22). Okazaé, ze of gléwna ukladu jest osig hezwladnosei tego ukladu w ka-
zdym swoim punkeie.
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