ROZDZIAL IX.
TEORYJA SRODKA MASY I MOMENTU BEZW_LADNOSGI.

97. OxRRESLENIE 1 WeASNOSCI SRODKA MAsY. Iloczyn masy punkbu ma-
teryjalnego i jego odleglofei od dandj plaszezyzny nazywamy momentem
masy tegoz punktu wzgledem téjze plaszezyzny. Przyjmujac odlegloéé
punktu od plaszezyzny jako dodatng lub ujemng, wedlug tego, czy punkt znaj-
duje sig po pewnéj ezytéz po przeciwnéj stronie plaszezyzny, bedziemy moment
masy punktu uwazali odpowiednio za dodatny lub za ujemny. Moment masy
punktu jest réwny zeru wzglgdem plaszezyzny, ktéra przezen przechodzi.

Niech bedzie dany ukiad (m;) punktéw o masach m;, (i=1, 2,...,n),
natenczas sume algiebraiczng momentéw masy wszystkich punktéw ulkladu
wzgledem danéj plaszezyzny zowiemy momentem masy ukladu tego wzgle-
dem téjze plaszczyzny. Wyprowadzmy z punktu O trzy wzajemnie prostopadle
osi ukladu spélrzednych, Oz, Oy, Oz, i oznaczmy przez a;, y;, # spbélrzg-
dne punktu m;, a przez p., p,, p.. momenty masy ukladu (m;) wzgledem
plaszezyzn odpowiednio Oys, Osz, Oxy; wowezas w,=Em;a;, ,=Xm:¥i,
=X m;#.

Jezeli Az+By+4Cs4+D =0 jest réwnaniem plaszczyzny dowolnéj,
8; odlegloScig punktu m; od téj plaszezyzny, to p==Xm;8; jest momentem masy
ukladu (m;) wzgledem ) plaszezyzny, Wprowadimy p = )/ A2 B2 + C2;
wtedy

a.-:%(Aa:.-+By,-+oz,-+D),
a wiec
) u=-11;(Ap:+Bp-u+0th+DM),
gdzie M = Xm, oznacza masg ukladu (m;). Stad widzimy, Ze, znajac mo-

menty masy ukladu wzgledem plaszezyzn spélrzednych, mozemy z nich obli-
czy¢ moment masy tego ukladu wzgledem jakiéjkolwiek plaszczyzny.
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Jezeli oznaczymy
@) =¥ 1=3 (=
to punkt S, ktérego spélrzedne wzglgdem osi Oz, Oy i Oz majg odpowiednio
wartoSei §, 1 1 €, nazywamy §rodkiem masy ukladu materyjalnego (m).
Niech ¢ bedzie odlegloscig érodka masy od plaszezyzny A z4-By4-Cz+4+D=0,
wowezas, wedlug (1),

@) p.':%{-(Ae+Bn+0c+D)=M.a.

A zatym: érodek masy posiada te wlasnoéé, iz moment masy M ukladu mate-
ryjalnego, skupionéj w §rodkun masy, wzgledem jakiéjkolwiek plaszezyzny, jest
réwny momentowi masy tegoz ukladu wzgledem téjze saméj plaszezyzny.
Réwnania (2), ktére moZzemy takZe tak napisaé: p.,=M.E&, p,=M.1,
pe= M., wyrazajg owg wlasno§é Srodka masy wzgledem plaszezyzn spél-
rzednych. Z tych réwnafi okazuje sig, Ze uklad materyjalny posiada tylko
jeden §rodek masy, dokladnie oznaczony, albowiém &, 1 i { nie mogg praybrat
ani warto§ci nieoznaczonych, ani nieskoficzenie wielkich. Polgczmy osi spél-
rz¢dnych stale z ukladem; natenczas §, 7 i ¢ bedg ciagle posiadaly te same
wartoci, jakickolwick ukladowi damy polozenie w przestrzeni, a zatym pofo-
Zenie Srodke masy whiladw materyjalnego w tym wlktadzic nic zalezy od poloéenia
tego ulladu w przestrzeni. '

Jezeli punkty ukladu (m;) znajdujq sig na plaszezyznie Oz y, to p.=0,
a wiee £ =0, a zatym $rodels masy wiladu plaskiegn snajduje sig na plasz-
czyinie tego ulkladu. Jezeli punkty ukladu znajdujg sie na prostéj Oz, wtedy
Py =0, p.=0, wigc =0, { =0, a zatym Srodek masy znajduje si¢ takze
na té prostéj. Jezeli kazdy punkt ukladu ma tezsame masg m, wtedy
e =M. B&;, py=m .2y, ps=m .22, a jezeli uklad skiada si¢ z n pun-
ktow, wowezas E=2Xa;:n, n=2Xyi:n, {=2Xz:n, 8 =2108:n; odlegloé
frodka masy od kazdéj plaszczyzny jest $rednig odlegloSci wszystkich pun-
ktow od téjze plaszezyzny.

Z réwnania (3) wynika, Ze dla 6 =0 jest p. =0 i nawzajem, jezeli
=0, to 6=0. Moment masy ukladu jest réwny geru wzgledem plaszczysny,
preechodzacéj praez Srodel: masy, 1 nawzajem: jeieli moment masy ukladu
wzgledem plaszczyazny jest rowny seru, wowcezas Srodek masy znajduje sig na téj
plaszezyénie. 7 tych twierdzen wynika, ze poloZenie ukladu wzgledem pla-
szezyzny, prazechodzacé] przez &rodek masy, jest takie, Ze pewne punkty ukla-
du znajdujg sig po jednéj, a inne po drugiéj stronie téj plaszczyzny, nigdy za$
takie, zeby wszystkie punkty znajdowaly sie po jednéj stronie owéj plaszezy-
zny. Podobnie ma sig rzecz z plaskim ukladem mas; jezeli taki uklad obwie-
dziemy wielokatem wypuklym, ktérego wierzcholkami sy punkty krafcowe
ukladu, wowezas §rodek masy ukladu znajduje sig wewnatrz tego wielokata.

98. SrosoBY WYZNACZENIA SRODKA MASY. Przy wyznaczaniu §rodka
masy ciala materyjalnego, stanowigcego uklad ciggly punktéw, nalezy rozwa-



232 MECHANIKA TEORETYCZNA.

zy¢, se masy elementéw ciala sg wielkoSciami nieskoficzenie malymi tegozsa-
mego rzedu, co objetosei tychze elementéw, wskutek czego przy obliczaniu
momentu masy ciala naleiy sumowanie zastypié przez calkowanie. Duzielge
moment masy ciata wzgledem pewnéj plaszezyzny przez masg ciala, otrzy-
mamy odleglosé Srodka masy od t&j plaszezyzny, Obierzmy wewnatrz ciala
punkt (z, y, ), w ktérym zachodzi gestosé a, i wydzielmy z ciata réwnoleglo-
§cian dwdydz, ktérego wierzcholkiem, najblizszym poczatku nkladu spélrze-
dnych, jest punkt (z, g, 2); wowezas dm —=oao.dadydz bedzie masy tego
rownolegloScianu. Spb6lrzedne érodka masy ciala wyrazg sig wtedy zapomocsy

wzordw
1 Xy (g [ *a
&ZT,; cxdedydz;
Y v
1
(1) =— [ f sydadyds;
B S SR

m[ f f sadaedydz,
¥a (W [
n= cdedyds
Ty JY S

oznacza mase ciala, a calki potrdjne rozeiggajy sig na powierzehnig ograni-
czajacq. Dla ciala jednorodnego gestosé o jest stala; jezeli zatym d'V jest
objeto$eizy elementu o masie dm, za§ V objetoSeig ciala, natenczas

(s -1 g L 1
(2) == fo.fzv, Q_ny.rﬂ’, ::_sz.dv,

gdzie znak calkowania jednokrotnego zostal uzyty przez skrécenie. PoniewaZ
€, n i€ nie zalezg od o, przeto widzimy, Ze polodenie $rodka masy ciala je-
dnorodnego nie zalezy od gestodei tego ciala. "Wzory (2) mozemy tak rozumiée,
Jakoby gesto$é ciala byla réwna jednostce.

Mozemy érodek masy wyznaczyé zapomocg spéhrzednych biegunowych.
Obierzmy jako spélrz¢dne: promien wodzgecy », kat ¢, ktéry ten promien
tworzy z osig z, i kat 9, ktéry plaszczyzna, poprowadzona przéz r i 0§ z,
tworzy z plaszczyzng Ozy. Wtedy

w ktérych -

z=rcosd, y=rsindcos?d, z=rsin¢sind,
AV=r2sing.drdddy, dm=ocr2sin.drdddy,
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g:%ff[.;-ssincpcoswﬂza'cw,
1 N
(3) 'qzaff{?‘“31u1¢cos&f3ffﬂ}rh}:,
1 s
ﬁ:?a-f{[?‘351n‘¢Sm{?‘d?'dﬁ'd'{h

Co do krancéw calkowania nalezy rozrézni¢ dwa przypadki. Popiérwsze:
jezeli poczytek ukladu spolrzednych znajduje sie wewnatrz ciala, a calknjemy
naprzod wzgledem &, nastepnie wzgledem ¢, wtedy kraficami dla & sg: 01 2=,
dla ¢: 01im; jezeli calkujemy naprzéd wzgledem ¢, potym wzgledem &, kraif-
cami dla ¢ sg: 012z, dla &: 0ixn. Powtdre: jeZeli poczgtek znajduje sig
zewngtrz ciala, wtedy krafice dla & i ¢ nalezy wyznaczyé ze stozka, stycznego
do powierzehni ciala i wystawionego w poczgtku.

Z podanego twierdzenia o §rodku masy ciala jednorodnego wynika, Ze,
wrazie, gdy powierzchnia takiego ciala posiada plaszczyzne symetryi, §rodek
jego masy znajduje sig na téj plaszezyZnie, albowiém moment jego masy
wzgledem téj plaszezyzny jest widocznie réwny zern, Jezeli powierzcehnia
ciala jednorodnego ma o§ symetryi, wtedy §rodek jego masy znajduje si¢ na
téj osi. A zatym érodek masy jednorodnéj bryly obrotowéj znajduje sig¢ na
osi obrotu. Jezeli cialo jednoredne ma powierzehnig ze $rodlkiem, wdéwezas
teu punkt jest zarazem Srodkiem masy ciala. To twierdzenie prowadzi hez-
poérednio do wyznaczenia $rodka masy kuli jednorodnéj, bryl jednorodnych
foremnyeh, walca obrotowego i t. p. —

Aby wyznaczyt §rodek masy powierzelni, przyjmijmy, ze z=f(xz, y) jest
jéj réwnaniem. Razut nieskoficzenie maléj ezesci dT' powierzchni na plaszesy-
wmg Owzy jest réwny dazdy, a jezeli (N, z) oznacza kab, ktéry normalna N
w punkcie (#, y, 2) tworzy z osig 2, wowezas dady = dF.cos(N, z), wigc

dF=dazdy:cos(N, z). Wprowadzmy p:%, g:j—;, wtedy cos(N, 2) =

=1:}/ 14+ p*+ ¢, wige dF =)/ 1+p*F¢*.dedy. Spélrzednymi wicc
§rodka masy bedg:

ﬁ:%ffoxlfl'i-li“—l-(i“-dﬂz%
(4) nzéffcyl/’l +p* ¢t dady,
¢=%f f o)/ 10"+ dudy,
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gdzie m oznacza mase powierzehni, Krance calek podwojnych zalezg od wia-
domego ograniczenia powierzchni, Dla powicrzehni jednorodnéj otrzymamy

1 1 1
(5) E:—F-fa:.dF, n:—F—fy.cIF, C=-Ffz.dF.

Gdyby réwnanie powierzehni dane bylo w postaci f(z, 3, 2) =0, wiedy trzcha
cos(N, #) wyrazi¢ przez pochodne czgstkowe funkeyi f, aby otrzymaé &, 1, €.
Srodek masy ciala jednorodnego nie jest, méwige wogélnoSei, zarazem érod-
kiom masy jego powierzchni; dla cial obrotowych i jednorodnych obadwa
érodki znajdujg sig na osi obrotu. Srodek gieometryczny jednorodnego ciala
foremnego jest zarazem §rodkiem masy jego powierzchni.

Aby wyznaczyé rodek masy linii krzywéj, oznaczmy przez ds element
luku, przez o gestnsé w punkeie (%, y, #) i nadto &'=da:dz, y'=dy:dez,
wtedy

¢=-o | oal/THFaT9. ds,

(6) < ) :-}— syl T+ a=Fy%. da,

m

:;:7}? o2/ TFZ5y5. ds,

a dla krzywéj jednorodné;

1 1 1
(7) EZT ads, -qz—s—fyds, C:-:g—fzds.

Aby wyzaczyé Srodek masy jednorodnego pola plaskiego, obierzmy osi
Ow i Oy na plaszezyinie tego pola, a wtedy piérwsze dwa réwnania (5) wy-
starczg do obliczenia spolrzgdnych £ i . Podobnie wystarczajg dwa piérwsze
rownania (7) do wyznaczenia §rodka masy jednorodnéj krzywéj plaskiéj.
W bardzo wielu zagadnieniach mozna §rodek

¥ masy ukladu materyjalnego wyznaczyé zapomocs
— nastepujacego twierdzenia, ktérego udowodnienie

/ 5 pozostawiamy czytelnikowi: jeseli wklad matery-

; : jalny w dowolny sposéb podzielimy na czgsci 1 masg

o kazddj czgdei shupimy w jéj Srodku masy, to Srodek

masy ukladw tych punktéw jest zarazem Srodliem
masy danego ulkladu materyjalnego.

Niech krzywa plaska ab (fig. 40) obraca sig
Fig. 40. okolo osi Oz; wtedy linija ab utworzy powierz-

|

|

|

|
-
7
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chnig obrotows, figura za§ aadB bryle obrotows. Niech nadto P bedzie
wielkoScig tak powstaléj powierzchni obrotowéj i oznaczmy 2,=00, 2,=08,

wiedy
Ty
B= 21‘:[ y.ds.
31

Jozeli 1 jest odlegloeig, érodka masy 8 luku b od osi z, to

1 Ty .1.'2
'qz?f y.ds, s*q:f y.ds,
zy Ty

(8) P=2=xy.s,
t. . powierzehnia obrotowa, utworzona przez obrot krzywé) plaskiéj, réwna sig
ilocaynowi dtugosci téj kraywéj i dlugodei drogi, ktorq opiswje Srodel masy téj
lraywdj,

Niech V bedzie objetoscig bryly obrotowéj; wtedy

o
Vzﬁ/- ?j'zvdx-
W 2

Odleglosé srodka masy elementu ydz figury plaskiéj «abf od osi @ wynosi
2
y:2; a wige % dz bedzie momentem masy tego elementu wzgledem osi .

JeZeli wige 1 oznacza odleglogé érodka masy ' figury F =waabf od osi z,

wiwezas )
1 Ly Ty
'q':-z—f—‘f y*.dz, 2F7v :f y.da,
24 &y

(9) V=2x7.F.

Objetosé bryly obrotowéj, utworzondj przez obrdt figury plaskiéj, jest réwna ilo-
caynows jéj pola ¢ dlugosei drogi, ktérq Srodek masy téj figury opisuje. Podane
dwa twierdzenia nazywamy twierdzeniami Pappusa.

GWICZENIJ\.—(I). Tréojkat. Niech bedzie tréjkat ABC (fig. 41), kto-
rego boki BC, CA, AB oznaczmy odpowiednio
przez a, by ¢, a spélrzedne wierzeholléw praez
(24 U1y 21); (%2y Yo, %2); (33, 93y 23). ADy wy-
znaczy¢ srodek masy obwodu tréjkata, zwazmy,
zo Srodki: Sy, (§, Ny L) Sy (&) Ty G
Ssy (Esy N3y Gg) jego hokéw sq zavazem $rod-

Tyt g

kami masy tychze bokow, gdzie & =——F—,

Ezzi}i"—, Eszx’—;l;ﬁ i podobnie 7, €.
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Jozeli S, jest §rodkiem masy obwodu, a (§,, 1,, €,) oznaczaja jego spéhrzgdne, to

b— afy 06 4 &5 _,“(xz‘l‘z:s)"[‘b(:“a'l“ 1)+ ¢ (21 + )
B== at+btc = 2(a4-b+¢) ?

podobnie 7, i §,. — Aby otrzymaé érodek masy jednorodnego pola tréjkata, po-
dzielmy to pole na elementy zapomoceg prostyeh, réwnoleglych do BC; wihedy érodki
masy tych elementéw lezy na prosté] AS;, n wige na té] prostéj lezy szukany srodek,
Dzielae pole réwnolegle do AC, otrzymamy BS, jako drugg prosty, na ktéréj ten
grodek réwniez lezy, azatym punkt przecigcia S obudwu prostych jest srodkiem
masy pola trojkata, Poniewaz prosta OS; przechodzi takze przez punkt B, przeto
okazuje sie, Ze proste, lnczgee érodki bokéw z przeciwleglymi wierzcholkami trdj-
kata, przecinajy sig w drodku masy. Z podobienstwa trojkatéw ABS i 8,88 wynika,

Ze SSzzéBSZ, zo zatym $rodek masy lezy na prostéj S,B w %- odleglodei od

podstawy, Umiesémy w wierzeholkach A, B, C trzy réwne masy m, to S, jest
srodkiem mas, umieszezonych w A i C; skupiajge przeto w punkeie S, masg 2m,
znajdziomy drodek téj masy i masy m w B, jezeli dlugodé BS, podzielimy w stosunku
odwrotnym tych mas. Szukanym punktem jest wlagnie punkt S, skad wynika twier-
dzenie, Ze drodek masy pola trdjkata jest jednoczednie Srodkiem trzech rdwnych mas, wniesa=
czonych w jego wierzcholkach. 7 tego twierdzenia wynika, ze spélrzgdne §, 1, { érodka
masy S wyrazajg sig przez wzory

E— 2+t p= Y1ty t+us ‘:zi:____zz'l'za.
3 ! 3 ? 3

(2). Wielokat., Aby wyznaczyé frodek masy pola jednorodnego czworo-
kqta ABCD, dziclimy go przekgtng AC na dwa trijkaty ABC i ADC i wyznaczamy
ich drodki S; 1 8,y; wowezas szukany drodek lezy na prostéj 8,8,. Druga przckgtna
BD dzieli ezworokat na dwa trdjkaty DAB i DCB, ktérych érodki masy dajg druga
prosty 8'8'y; punkt S leiy na przecigciu sig prostych 8,8, i 8,S'y. — Dany wielokagt
o poln ¥ podzielmy na tréjkaty Fy, wyznaczmy érodki masy S; tych trdjkatéw, na
plaszezyinie téj obierzmy osi Oz i Oy; wowezas z obliczonych spélrzednych &, ¥
punktow S; otrzymamy spéhrzgdne (§, 1) érodka masy S, uzywajac nastgpujacych
wzoréw :

F& = EF{E“ I, n= EF,“Q;.

Jezeli @ 1 b oznaezaja hoki réwnolegle frapezu, a & jego wysokodé, to odpowiednie
odleglodei 1, 1 'y Srodka masy pola trapezu od hokéw o i b wynoszg

Lk a+20 & 2+
=g at+b ’ qb'__Snl atb "

Srodek masy trapezn jest tym punktem, w ktérym prosta, laczaca érodki bokéw
a i b, przecina prosta, laczacy drodki mas dwu tréjkatéw, na ktére trapez moze byé
podzielony.
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(8). Niech linija lamana ABCDEF (fig. 42) bedzie czeéein wielokata
foremnogo, to jéj srodek masy lezy na osi symetryi Oz. Oznaczmy przez S,, S,

‘@i____h____"'__'._\
\
\\‘

\.\‘

‘\
AN
2l AL

\ X ‘

.'l \\ =
[ \ ‘1‘ A
of——NE

\‘ d

\ A\

A\

\

\

\

7l

| F Pk

Fig. 42,

odpowiednio érodki bokéw AB, BC,... o téj saméj dlugodei 7; kladge S,T, =¢,,
8oTy =£&5,..., 0S =§, bgdziemy mieli

E-L:(EI‘JFEZ'I'---"*'E»)’:

gdzie Li—n .1 oznacza caly dlugosé linii, skiadajacéj sig z n czedei 7. Na of Oy,
prostopadly do Oz, rzuémy punkty A iB w A'i B, spudémy z A prostopadly Aa
na BB' i polaezmy S, ze $rodkiem O kola opisanego; otrzymamy dwa tréjkaty
podobne ABa i 8,0Ty, z ktérych wynika, ze &, : A'B'—¢:1, gdzie r =08, =
— 08, =... jest promieniem kola wpisanego., Mamy zatym

E=r».A'B"; podobnie £=—1r.B'C' it d., wice
EL =(A'B'+DB'C'+ .. 4 Ty,
a jezeli przyjmiemy H=— A'B'4-B'C'4-... 4 E'F'= A'T", gdzie H oznacza dlugodé
vzutu linii Jamanéj na oé Oy, to

E.L=H.r.

Ten wzbr, niezalezny od ilosei bokéw n, pozwala wykréslié punkt S, W tym celu
wystawiamy prostokat A'GET' o polu Hy, odeinamy dlugosé F'M — I i zamieniamy
ten prostokat na prostokat réwnowazny, ktérego wysokosé jest I.. Bok PN mnowego
prostokata MNPF' przecina of Oz w drodku masy S.
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Towyzszy wzor moze byt zastosowany do luku kola, Srodek masy Iuku jedno-
rodnego ACB (fig. 43) lezy na osi symetryi 0C. Przez punkt C kréflimy styczng,
odeinamy CD réwne dlugodei polowy luku CA,
Ipczymy punkty D i O, prowadzimy AR réwno-
legle do OC az do przecigeia sig z prosta DO;

4]
ﬁ;{é: S’\ rzut punktn B na OC jest érodkiem masy luku
4 b L

A

AB, Jakoz, AC= 5 ES:%, a poniewaz

z podobieiistwa tréjkatéw OCD i OSE wynika,
e 08::-:%[-:%, przeto OS:—HL’—' =&
Powyzsza konstrukeyja jest tylko przybliZona,
poniewaz Ink lkola nie daje sig wyprostowat,
Kladge kgt AOB=—=2¢, mamy H=—=2rsing,
L=2r0, skyd :

Tig. 43. ion
E—==r. ? :

CP

Y

9
Dla pélkola jest tp = "g" wige 'E:T?

Aby wyznaczyé drodek masy wyeinka kola ACBO, podzielmy luk AB na ele-
menty; wowezas wycinek moze byé podzielony na trijkaty elementarne réwnowazne,
ktérych wiérzcholkiem spélnym jest érodek O kola. Srodki masy tych trojkatow leay

et g S o
na tuku A'B', opisanym z O promieniem 3 7> & poniewaZ masy trojkatéow sg réwno,

przeto érodek masy 8 tego wycinka jest zarazem érodkiem masy jednorodnego luku
A'D',  Odlegloéé wige £ srodka masy wycinka od $rodka kola jest &= 2—;- ; Sl;? =
4
re

Uwazajmy wycinek OACB jako sumg tréjkata OAB i odeinka ACB, i oznaczmy
przez F', &, T pola odpowiednio wyecinka, tréjkata i odeinka, przez X i 8" érodki
masy ostatnich dwu figur, a przez E i £ odleglodei tych punktéw od grodka O, to

T = O + T, &,
E= % reostp, P=12, 0, ®=r’singcosp, F'=T"—@=¢2(p—sinpcost), wige
g — _2_;-_ sindep )
3 ¢—singeosp

:-g- £. Dla polowy kola otrzymamy & =

(4). Czworofcian, Aby wyznaczyé frodek masy czworofcianu jednoro-
dnego ABCD (fig. 44), dzielimy go na warstwy plaszezyznami, réwnoleglymi do
fciany ABC; prosta DS, , laczaea drodek masy S, deiany ABC z wiérzcholkiem D, jest
migjscem $rodlkéw masy tych warstw. Gdy polgezymy podobnie frodek masy S,
feiany BCD z wiérzcholkiem A, fo érodek masy czworoscianu bedzie sig takze znaj-
dowal na prostéj AS,, a zatym érodkiem masy S ezworofeianu jest punkt, w ktérym

przecinajg sig proste DS, i AS,. Z tego latwo okazaé, ze 5,8 :-‘} DSy, ze zatym
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érodek masy czworodcianu lezy na prosté] DS; w jednéj czwartéj odleglodei od
geiany ABC. Podobnie jak w trojkacie, mozna okazaé, Ze frodek masy czworocia-
nu jest zarazem srodkiem cztérech réwnych mas,

umieszezonych w jego wiérzcholkach, Jezeli zatym 7

Ziy ¥iy % (=1, 2, 3, 4) sn spblrzednymi wibrz-

cholkéw, to dla srodka masy czworofeianu

R T e T o
g___ﬁ‘_fl;mt, = ey =
S5 52
Srodek réwnych mas, skupionyeh w wiérzcholkach 4 c
Ai C, lezy w érodku krawedzi AC, i podobnie dla }5"4 '

mas w B 1 D; prosta, lgczaea te érodki, przechodzi
przez punkt S; a poniewaz mozemy W dowolnym J
porzadku dokonywaé skladu mas w wiérzcholkach,
aby otrzymaé S, np. mozemy braé masy w A i D,
a potym w B i C it p., przeto otrzymujemy twier-
dzenie Monge'n: proste, lgcaqee drodki przeciwleglych krawedzi czworodcianu, przecinajy sig
w drodku masy tego czworodeianu.

Srodel magy piramidy znajduje sig na prostéj, liczaceéj srodek masy pedstawy

Tig. 44.

z wiérzcholkiem, w —;: odleglodel wiérzchotka od podstawy., Toz samo zachodzi dla

stozka, Srodek masy powierzehni stozkowéj otrzymamy, dzielac te powierzehnig na
trojleaty elementarne; érodki mas tréjkatow leza na kraywéj, podlug ktéréj plaszezyzna
przechodzaca w% wysokodei 1 réwnolegla do podstawy, przecina stozek; szukany
$rodek masy powierzehni jest rodkiem masy téj krzywéj, jezeli bierzemy gestosé

w kazdym punkcie proporcyjonalng wzglgdem pola tréjkata elementarnego. Srodek

i o ot ;
masy stozka obrotowego lezy na osi w T odleglosci od podstawy, a érodek masy po-

: P | ;
wierzchni stozka obrotowego lezy na osi w 5 odleglosei od podstawy,

(5). Srodek masy, dowolnie ograniczonéj czedei powierzelni kuli jednorodnéj,
daje sig z latwodein wyznaczyé, Niech 2?-4-y® 422 =1+? bedzie réwnaniem louli;
T [)Z

—_— — =g = -',1-, bedzie przeto, wedlug rownai (4)
z ' Oy z

Il

mamy tu 0 P
dz

art, 98-go,

ﬁ:%jfz.]/".l+(;)_+(%)‘.dm.dy=—;— dx . dy.

A poniewaz jl s’dx .dy =P jest rzutem powierzchni ' na plaszezyzng Ozy, przeto
v

LF—=®@r. Odlegloié wiec érodka masy dowolnie ograniczonéj czesci powierzchni
kuli od plaszezyzny dowolnéj jest czwarty proporeyjonalna do rzutu té) czedci
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powierzelmi na tg plaszezyzng, promienia kuli i powierzehni saméj. Niech bgdzie
dana strefa na kuli o promieniu », ograniczona plaszezyznami, ktéryeh odleglodei od
érodka sy I i H-4 k. Kwadrvaty promieni kél, ograniczajacych strefe, beds whedy
odpowiednio py%==4+*—H2, p,> =12 — (H472)% nadto mamy F'=27+%, ® =
=x(p? — po2) == [l 4 1)t — 2] ==z [i2+2 I-I!s] , & zatym
(I> Dr
t=2l=Hit

z czogo wnogimy, %e frodek masy atrefy lezy w pnlaww j&j wysolkodei na osi symetryi.

(6). Cyklojda. Biorae podstawe cyklojdy zwykléj za of x-6w, a punkt
zwrotu za poezatek, mamy réwnania cyllojdy

z=r(p —sin@) = 21 (0. — sina cosa),

y=r(l — cosp) = 2rin2q, gdzie a:%—,

n r jest promicniem kola tworzacego, Z mich otrzymamy ds = 4y, sina do,
§ = — 47 coso,; momenty wige dowolnego luku heday

; ; : Lo s
1 :j':c ds= 81-5'-j.(a . 8ino. — cosa sin%y) do. =82 (— ¢ 08 ¢ - sin ot — 3 sm:’o&) )
. : 2
Py =\y.ds==8r2sin’e,do=— 8r?( cos o am"oz+-§ cos¥a ).
Podstawiajac w s, 1y 1 b, obrane krarce, otrzymamy spélrzgdne &, 7 érodka masy

luku cyklojdy, Dla polowy cyklojdy beds kraficami oo=0 i a:%, a zatym

- r. Dla calego luku cyklojdy bgdzie

16 . .
s=dn pa=py=—5r% vig {=9=7

32
s =81, ley=8mrd W= = 2

4
E=my N1=75r

Powierzchnia, utworzona przez obrét cyklojdy okolo podstawy, wynosié. bedzie, we-
dlug twierdzenia Pappusa,

Pm%ﬂra

Dla wyznaczenia érodka masy pola, egraniczonego lukiem cyklojdy, podstawa i dwie-
ma rzednymi, mamy

") . W . 3 .
F={y.d2=38 r“jls.m* o= 272 [— coseL sm“ot—}-?f (ot —coso.sin or.)] ;
o
Pe=\zy do=16" [—~ u?— + (LC‘SOl sindo, +—- CO80. smor.)—l—

+W (51

1( 8¢9 5 . 3 :
by=g y""r(xz? — COS 0, sin-"a—l—:i— —cosasmﬂo_f,—l—-g—(a-—-com sina) ¢ |.
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Dla luku cyklojdy od ¢ =0 do =2« wartofeiami krmicowymi & bedy 0 i m,

5 5
wekutek czego I = 8wr?, p,=31%3, p, = lﬁi % a zatym §=1r, = %' T
Objetosé bryly, utworzonéj przez obrét pola eyklojdalnego okolo podstawy, wynosi

V = Hn?d.
(7). Elipsojda. Wyznaczyé érodek masy 6sméj czedei elipsojdy trojosio-
2 2 2
wéj, ograniczonéj plaszezyznami gléwnymi, Jezeli -ali - -‘:—2—& z_a =1 jest réwna-
a ¢

niem powierzchni elipsojdy, to calkujac naprzéd wzglgdem z, mamy

N P SR B Ve e 0

Wielko$é pod znakiem calkowania podwdjnego przedstawia moment wzgledem plasz-
czyzny Oyz slupka, majgcego za podstawg prostokat dzdy i ograniczonego powierz-
2

2
chnig elipsojdy. Elipsojda przecina plaszezyzng Ozy wedlug elipsy :T +% =1

2
calkujae zatym wzgledem =, mamy, jako kraice, 0 i a VI '_%E! o wiec

=
‘J.s_cf V1-—.-—' dz.

2
Kladge x—a ]/1 — %I ginp, otrzymamy

o x

z, Vl-———-—- ——:;2(1-—-3{:—)g cos?psineg ., dtp_—i(l—y—:)%,
0 b 0 b

ae 2 \4
=5 (1= v)’ o

a kladae y =20 costp, miéé hedziemy

0 " 0
3wd

16’

2 3 0 b % 3
{(1--—)"":!_;_. b - sin*rp.dtp—._.'z [costpain“tp+—2-(tp—cestpsiutp)]:

skad
mal? mabe®

wahe e o —_—
P =35 podobnie by=—75" =75

Bibl. mat.-fz,, 8. IV, T. X, 16
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S Tab s
Poniewa# ohjetodé ésméj czggci elipsojdy jest V= %, przeto bgdzie

E:%‘E:%rz, 'q:-g—b, 'C=—g-c.

(8). Srodkiem trzech mas, umieszczonych w wiérzcholkach tréjkata, a pro-
poreyjonalnych wzglgdem bokéw przeciwleglych, jest érodek kola wpisanego; érod-
kiem trzech mas, umieszezonych w wiérzcholkach tréjkata, a proporcyjonalnych
wzgledem wstaw podwdjnych kqtéw przyleglyeh, jest érodek kola opisanego.

(9). Srodek masy wielokata, opisanego na kole, $rodek masy obwodu wielo-
kata i drodek kola lezg na jednéj prostéj; a stosunek odleglodci piérwszych dwu érod-
k6w od érodka kola jest 2 : 3. '

(10), Srodek masy wielodcianu, opisanego na kuli, érodek masy powierzehni
wielogeianu 1 drodek kuli loza na jednéj prostéj; a stosunek odlegloei piérwszych dwu
grodkéw od drodka kuli jest 3 : 4. '

(11). Wyznaczyé miejsce gieometryczne §rodkéw masy trojlkatéw, wpisanych
w dane kolo, majacych spélny wiérzcholek i bok przeciwlegly o staléj dlugodei.

(12).  Jezeli w dany czworodeian wpiszemy drugi czworodeian, ktérego wibrz-
cholkami sy érodki masy jego Scian; w ten czworoScian wpiszemy trzeci, ktorego
wiérzcholkami sy §rodki masy Seian drugiego czworoscianu i t. d., to wszystkie czawo-
rosciany beda, posiadaly spélny érodek masy, ktéry jest granicg tych czworodciandw.

(13). Wyznaczyé érodek masy wyeinka paraboli, ograniczonego dwoma dany-
mi promieniami wodzgeymi z ogniska.

(14). Wyznaczyé érodek masy éwiartki elipsy zapomocy spolrzgdnych prostos
katnych i spélrzednych biegumowych.

(15). Wyznaczy¢ srodek masy wycinka i érodek masy odcinka kuli, uzywajgc
spolrzednych prostolgtnych i spélrzgdnych biegunowych.

(16). Wyznaczyé érodek masy éwiartki Irzywéj o8 + y% =¥,

(17).  Wyznaczyé érodek masy parabolojdy dcigtéj, fudziez $rodek masy hiper-
bolojdy obrotowé;.

(18). Wyznaczyé érodek masy hryly, ograniczonéj powierzchnig stozlka
022 — (y* 422) =0, plaszezyznami Ozz, O=zy i plaszezyzna, réwnolegly do Oyz.

(19). Wyznaczyé érodek masy czgici walea y*=—2(2a¢ — z), ograniczondj
dwiema plaszezyznami, przechodzgeymi przez of y-6w.

(20). Okazaé, ze Srodek masy luku linii laficuchowdj lezy na prostéj, przecho-
dzgeéj réwnolegle do osi y-6w przez punkt, w ktérym przecinajy sig styczne w pun-
ktach koiicowych tego Iuku.

(21). Wyznaczyé $rodek masy bryly, utworzonéj przez obrét kraywéj

L yr=a¥, :, zwanéj strofojda, okolo osi z-6w. (Poczgtkiem osi spélrzgdnych jest

punkt podwéjny krzywéj.)

(22).  Wiyznaczyé srodek masy strefy parabolojdy obrotowéj.

(23). Wyznaczyé érodek masy polkuli niejednorodnédj, lktéréj gestosé jest
W kazdym punkeie proporeyjonalna wzgledem odleglosci tego punktu od podstawy.
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(24)., Wyznaczyé érodek masy spiralnéj logarytmicznéj, ktoréj gestosé jest
w kazdym punkeio proporeyjonalna wzgledem jéj krzywizny,

(25). LElipsojda sklada sig z nieskoriczenie cienkich warstw, ograniczonych po-
wierzchniami elips6jd podobnych i podobnie lezaeych, a gestodé zmienia sig od warstwy
do warstwy wedlug danego prawa; wyznaczyé¢ frodek masy 6sméj czedci téj bryly.

(26). ILlipsa, ktéréj mimoéréd wynosi -;_?, obraca sig okolo réznyeh sty-

cznych; okazaé, ze objetoéé bryly, utworzonéj przez jedng czeéd, na ktora of mniej-
sza dzieli pole elipsy, jest odwrotnie proporeyjonalna wzgledem objetosei bryly, utwo-
rzonéj przez pozostaly czesé pola elipsy,

(27). Tigura plaska porusza sig tak, Ze jéj plaszezyzna jest ciggle prostopa-
dla do toru srodka masy; okazaé, Ze objgtosé bryly utworzonéj réwna sig iloczynowi
pola figury i drogi jéj érodlka masy.

(28). Jezeli wléwamy plyn do naczynia, to érodek masy naczynia razem z ply-
nem zajmie wtedy polozenie najnizsze, gdy znajduje si¢ na powierzehni plynu.

99. MomeyTy BEZWEADNOSCL Iloczyn masy punktu materyjalnego
i kwadratu jego odlegloSci od dangj prostéj, nazywamy momentem bez-
wladno§ei punktu wzgl¢gdem prostéj danéj. Prosta, wzgledem ktéréj
bierzemy 6w moment, nazywa si¢ osig momentu bezwladno§ei tego
punktu, Momentem bezwladnoéei punktu wzgledem plaszezyzny nazy-
wamy iloczyn jego masy i kwadratu odlegloSci tego punktu od plaszezyeny,
a momentem bezwladno§ei punktu wzgledem punktu zowiemy iloczyn
masy punktn piérwszego i kwadratu jego odleglosci od punktu pozostalego.
Zagadnienia dynamiki wymagajg gléwnie znajomoSci momentu bezwladno§ei
wzgledem prostéj; dlatego tym ostatnim sie zajmiemy.

Sume momentéw bezwladnosci wszystkich punktéw ukladu materyjalne-
go wzgledem danéj prostéj nazywamy momentem bezwladno§ci ukladu
tego wzgledem owéj prosté). Z tego okréslenia wynika, Ze moment bezwla-
dnosci ukladu jest sumg wylacznie tylko wielkoSei dodatnych; ten moment
moze byé r6wny zeru tylko wienczas, jeZeli uklad jest prostolinijowy, a osig
momentu jest prosta, na ktéréj lezg punkty ukladu. W kazdym innym przy-
padku moment bezwladno$ci ma warto§é dodatng.

Niech prosta i bedzie osig momentu bezwladnoSci ukladu materyjalne-
go (m;); obierzmy na téj osi dowolny punkt O, poprowadzmy przez ten punkt
trzy prostokatne osi ukladu spélrzednych, Oz, Oy, Oz i niech i, yi, 2 bedg
spolrzgdnymi punktu o masie m;, nalezgcego do ukladu (m). Jeieli a, b, ¢
oznaczajy dostawy kierunkowe osi momentu, to kwadrat odlegloSei & tego
punktu od osi wyraza si¢ zapomocg wzoru

sr=a?(y2+28) + 02 (22 4+ 28 + (224 y#) —2abaiy;i—2bcyiei—2caz:.
Moment hezwladnoSci tego punktu bedzie przeto m,; 62 Kladac

A= Eﬂ%f(y;"" -+ 5:"") ’ D= Em.-y;s; M
(1) B =Xmi(z®+22), | B =Zm;zia;,

C =Imi(zl+v2), | F = Zma,yi,



