
ROZDZIAŁ IX.

TEORYJA ŚRODKA MASY I MOMENTU BEZWŁADNOŚCI.

97. OKBBŚLENIB I WŁASNOŚCI ŚRODKA MASY. Iloczyn masy punktu ina-
teryjalnego i jego odległości od danej płaszczyzny nazywamy m o m e n t e m
m a s y tegoż p u n k t u względem tejże płaszczyzny. Przyjmując odległość
punktu od płaszczyzny jako dodatną lub ujemną, według tego, czy punkt znaj-
duje się po pewnej czyteź po przeciwnej stronie płaszczyzny, będziemy moment
masy punktu uważali odpowiednio za dodatny lub za ujemny. Moment masy
punktu jest .równy zeru względem płaszczyzny, która przezeń przechodzi.

Niech będzie dany układ (mi) punktów o masach m*, (i = 1, 2 , . . . , ri),
natenczas sumę algiebraiczną momentów masy wszystkich punktów układu
względem danej płaszczyzny zowiemy m o m e n t e m masy u k ł a d u tego wzglę-
dem tejże płaszczyzny. "Wyprowadźmy z punktu O trzy wzajemnie prostopadłe
osi układu spółrzędnych, O a;, Oy, Oz, i oznaczmy przez xn «/,-, %\ spółrzę-
dne punktu w,-, a przez \kXf |%, [Ł* momenty masy układu (mi) względem
płaszczyzn odpowiednio Oys, Osx, Oxy; wówczas ąa = £?«,#,•, |Ay = S?»,•?/,•,

Jeżeli Aa5 + B2/ + O«-)-D = 0 jest równaniem płaszczyzny dowolnśj,
5; odległością, punktu n%i od tej płaszczyzny, to ^=S»Ji§,- jest momentem masy
układu (mi) względem tej płaszczyzny, "Wprowadźmy p =* }/"A2 + B 2 + C 2 ;
wtedy

a więc

(1) n = ^

gdzie M = S»jj oznacza masę układu (mi). Stąd widzimy, że, znając mo-
menty masy układu względem płaszczyzn spółrzędnych. możemy z nich obli-
czyć moment masy tego układu względem jakiejkolwiek płaszczyzny.
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Jeżeli oznaczymy

to punkt S, którego spółrzędne względem osi O s ^ f / i O s mają odpowiednio
wartości £, YJ i C, nazywamy ś r o d k i e m m a s y układu materyjalnego («»,-).
Niech S będzie odległością środka masy od płaszczyzny Ax+By+Gz+T)=0,
wówczas, według (1),

' M(3) n = y

A zatym: środek masy posiada tę własność, iż moment masy M układu mate-
ryjalnego, skupionej w środku masy, względem jakiejkolwiek płaszczyzny, jest
równy momentowi masy tegoż układu względem tejże samej płaszczyzny.
Równania (2), które możemy także tale napisać: y,x = M. £, [% s= M . f\,
l ^ m M . C , wyrażają, owę własność środka masy względem płaszczyzn spół-
rzędnych. Z tych równań okazuje się, że układ materyjalny posiada tylko
jeden środek masy, dokładnie oznaczony, albowiem 4, rj i C nie mogą. przybrać
ani wartości nieoznaczonych, ani nieskończenie wielkich. Połączmy osi spół-
rzędnych stale z układem; natenczas £, TJ i C będą, ciągle posiadały te same
wartości, jakiekolwiek układowi damy położenie w przestrzeni, a zatym poło-
żenie środka masy układu materyjalnego iv tym ttJcładzie nie zależy od położenia
tego układu iv przestrzeni.

Jeżeli punkty układu (m/) znajdują się na płaszczyźnie Oxy, to (J« = 0,
a więc C = 0, a zatym środek masy tiJcładu płaskiego znajduje si§ na płasz-
czyźnie tego układu. Jeżeli punkty układu znajdują się na prostśj Ox, wtedy
[Ay:=0, | j , 2 = 0 , więc 7] = 0, £==(), a zatym środek masy znajduje się także
na tej prostej. Jeżeli każdy punkt układu ma tęźsamę rnase, m, wtedy
\LX = m . Iixit \k„ = m.%$fi, \Lz = m .Zzt, a jeżeli układ składa się z n pun-
któw, wówczas 5 = Sa3<:», t\ = I>yi:n, C==S^ ( : « , 5 = Ii8i:n; odległość
środka masy od każdej płaszczyzny jest średnią odległości wszystkich puu-
któw od tejże płaszczyzny.

Z równania (3) wynika, że dla o = 0 jest ji=r:O i nawzajem, jeżeli
[j, = 0, to S—.0. Moment masy ulcładu jest równy zeru względem płaszczyzny,
przechodzącej przez środeJc masy, i nawzajem: jeżeli moment masy układu
wsględem płaszczyzny jest równy zeru, wówczas środek masy znajduje się na tej
płaszczyźnie. Z tych twierdzeń wynika, że położenie układu względem pła-
szczyzny, przechodzącej przez środek masy, jest takie, że pewne punkty ukła-
du znajdują się po jednej, a inne po drugiej stronie tej płaszczyzny, nigdy zaś
takie, żeby wszystkie punkty znajdowały się po jednej stronie owej płaszczy-
zny. Podobnie ma się rzecz z płaskim układem mas; jeżeli taki układ obwie-
dziemy wielokątem wypukłym, którego wierzchołkami są punkty krańcowe
układu, wówczas środek masy układu znajduje się wewnątrz tego wielokąta.

98. SPOSOBY WYZNACZENIA ŚRODKA MASY. Przy wyznaczaniu środka
masy ciała materyjalnego, stanowiącego układ ciągły punktów, należy rozwa-
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żyć, że masy elementów ciała są. wielkościami nieskończenie małymi tegożsa-
inego rzędu, co objętości tychże elementów, wskutek czego przy obliczaniu
momentu masy ciała należy sumowanie zastąpić przez całkowanie. Dzieląc
moment masy ciała względem pewnej płaszczyzny przez masę ciała, otrzy-
mamy odległość środka masy od tej płaszczyzny. Obierzmy wewnątrz ciała
punkt (x, y, 0), w którym zachodzi gęstość a, i wydzielmy z ciała równoległo-
ścian dxdydg, którego wierzchołkiem, najbliższym początku układu spółrzę-
dnych, jest punkt (%, y, g)\ wówczas dm = a . dxdyd& będzie masą tego
równoległościanu. Spółrzędne środka masy ciała wyrażą się wtedy zapomoc%
wzorów

(1)

oxdxdyds;

aydosdydtt;

<sgdxdydg,

w których

adadydg

oznacza masę ciała, a całki potrójne rozciągają się na powierzchnią ograni-
czającą. Dla ciała jednorodnego gęstość o jest stała; jeżeli zatym dY jest
objętością elementu o masie dm, zaś V objętością ciała, natenczas

y.dY, H = Ąr00

gdzie znak całkowania jednokrotnego został użyty przez skrócenie. Ponieważ
i, 7] i C nie zależą od a, przeto widzimy, że położenie środka masy ciała je-
dnorodnego nie zależy od gęstości tego ciała, Wzory (2) możemy tak rozumieć,
jakoby gęstość ciała była równa jednostce.

Możemy środek masy wyznaczyć zapomocą spółrzędnych biegunowych.
Obierzmy jako spółrzędne: promień wodzący r, kąt <|J, który ten promień
tworzy z osią x, i kąt $, który płaszczyzna, poprowadzona przez r i oś x.
tworzy z płaszczyzną Oxy. "Wtedy

x : = r cos — r sini}) cos &,

dm

— r sinij) sini)-,
or2 sin ty . drd&dty,
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(3)

m
Go do krańców całkowania należy rozróżnić dwa przypadki. Popierwsze:
jeżeli początek układu spółrzędnych znajduje się wewnątrz ciała, a całkujemy
naprzód względem •&, następnie względem <jj, wtedy krańcami dla %• są: 0 i 2 rc,
dla <|i: 0 i TC; jeżeli całkujemy naprzód względem <Ji, potym względem $, krań-
cami dla <Ji są: O i 2n, dla •&: 0 i ic. Powtóre: jeżeli początek znajduje sio
zewnątrz ciała, wtedy krańce dla $ i <|i należy wyznaczyć zo stożka, stycznego
do powierzchni ciała i wystawionego w początku.

Z podanego twierdzenia o środku masy ciała jednorodnego wynika, że,
wrazie, gdy powierzchnia takiego ciała posiada płaszczyznę symetryi, środek
jego masy znajduje się na tej płaszczyźnie, albowiem moment jego masy
względem tej płaszczyzny jest widocznie równy zeru. Jeżeli powierzchnia
ciała jednorodnego ma oś symetryi, wtedy środek jego masy znajduje się na
tśj osi. A zatym środek masy jednorodnej bryły obrotowej znajduje się na
osi obrotu. Jeżeli ciało jednorodne ma powierzchnią, ze środkiem, wówczas
teri punkt jest zarazem środkiem masy ciała. To twierdzenie prowadzi bez-
pośrednio do wyznaczenia środka masy kuli jednorodnej, brył jednorodnych
foremnyeh, walca obrotowego i t. p, —

Aby wyznaczyć środek masy powierzchni, przyjmijmy, że g=zf(x, y) jest
jej równaniem. Uzut nieskończenie małej części rfU1 powierzchni na płaszczy-
znę Oxy jest równy dwdy, a jeżeli (N, s) oznacza kąt, który normalna N
w punkcie (x, y, z) tworzy z osią S, wówczas dxdy=. fZP. cos(N, g), więc

d IT == d x d y: cos (N, g). Wprowadźmy p = -^—, ą = -y-, wtedy cos (N, g) —

więc dF = ]/
środka masy będą:

(4)

(f• dxdy. Spółrzęd-nyrni więc

• dxdy,

2 . dxdy,
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gdzie m oznacza masę powierzchni. Krańce całek podwójnych zależą, od wia-
domego ograniczenia powierzchni. Dla powierzchni jednorodnej otrzymamy

x.d¥, ri = -¥(5)

Gdyby równanie powierzchni dane było w postaci f(x, y, &)•= 0, wtedy trzeba
cos(JST, z) wyrazić przez pochodne cząstkowe funkcyi /, aby otrzymać | , TJ, C.
Środek masy ciała jednorodnego nie jest, mówiąc wogólności, zarazem środ-
kiem masy jego powierzchni; dla ciał obrotowych i jednorodnych obadwa
środki znajdują się na osi obrotu. Środek gieometryczny jednorodnego ciała
foremnego jest zarazem środkiem masy jego powierzchni.

Aby wyznaczyć środek masy linii krzywej, oznaczmy przez ds element
łuku, przez o gęstość w punkcie (x, y, g) i nadto x'~ dx : dg, rf=.dy:ds,
wtedy

(6)

a dla krzywej jednorodnej

(?) = — / xds, 7] — — / yds, £ = — I sds.

Aby wyznaczyć środek masy jednorodnego pola płaskiego, obierzmy osi
Ox i O y na płaszczyźnie tego pola, a wtedy pierwsze dwa równania (5) •wy-
starczą do obliczenia spółrzędnych iii\. Podobnie wystarczają dwa pierwsze
równania (7) do wyznaczenia środka masy jednorodnej krzywej płaskiej.

W bardzo wielu zagadnieniach można środek
masy układu materyjalnego wyznaczyć zapomoca,
następującego twierdzenia, którego udowodnienie
pozostawiamy czytelnikowi: jeżeli układ matery-
jahiy iv dowolny sposób podzielimy na csgści i mctsg
każdej części skulimy w jej środku masy, to środek
masy układu tych punUótv jest sarazem środkiem

| _ masy danego układu materyjalnego.
/ Niech krzywa płaska a h (fig. 40) obraca się

Fig. 40. około osi Ox; wtedy linija a b utworzy powierz-

0

•S'
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chnią obrotową, figura zaś aa&p bryłę obrotową. Niech nadto P będzie
•wielkością, tak powstałej powierzchni obrotowej i oznaczmy a ^ O a , a;,=0(3,
wtedy

y.ds.

.Tożeli 7] jest odległością, środka masy S łuku ab od osi x, to

y. ds, S7j =
° Jxi

(8) P =

t. j . powierzchnia obrotowa, utworzona prees obrót krzywej płaskiej, równa si§
iloczynowi długości tćj krzywej i długości drogi, Morą opisuje środek masy tej

vej.
Niech V będzie objętością bryły obrotowej; wtedy

Odległość środka masy elementu ydx figury płaskiej a a i p od osi x wynosi

y: 2; a więc '-^rdx będzie momentem masy tego elementu względem osi $.

Jeżeli więc 7/ oznacza odległość środka masy S' figury E = aa&p od osi x,
wówczas

(9)

Objętość bryły obrotowej, utworsonij prute* obrót figury płaskiej, jest równa ilo-
czynowi jej pola i długości drogi, Morą środek masy tej figury opisuje. Podane
dwa twierdzenia nazywamy twierdzeniami Pappusa.

ĆWICZENIA. — (1). T r ó j k ą t . Niech będzie trójkąt ABC (fig. 41), któ-
rego Loki BC, CA, AB oznaczmy odpowiednio
przoz a, b, c, a spółrzędne wierzchołków przez

O*liyi)*i); (*a)2/aj«a)i Os3»3fe)*8> ^y wy-
znaczyć środek masy obwodu trójkąta, zważmy,
że środki: S,, (4i, % , Ci)i S a , ( | 2 , % , C2);
S3) (^3, 7j3, C3) jego boków są zarazem środ-
kami masy tychże boków, gdzie £ t = -:-^-^—-,

podobnie rb
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Jeżeli So jest środkiem masy obwodu, a (£0, 7]0, £0) oznaczają jego spółrżędne, to

0 a + J + c 2(aH-J + c) '

podobnie '/]„ i Co • — -A-by otrzymać środok masy jednorodnego pola trójkąta, po-
dzielmy to pole na elementy zapoinoeą prostych, równoległych do BC; wtedy środki
masy tjrch elementów leżą na prostej AS 4 , a wigo na tej prostej leży szukany środek.
Dzieląc pole równolegle do AC, otrzymamy BS2 jako drugą prostą, na której ten
środek również leży, azatym punkt przecięcia S obudwu prostych jest środkiem
masy pola trójkąta. Ponieważ prosta CS3 przechodzi także przez punkt S, przeto
okazuje się, że proste, łączące środki boków z przeciwległymi wierzchołkami trój-
kąta, przecinają się w środku masy. Z podobieństwa trójkątów ABS i S2S tS wynika,

że SS2 = - — BS 2 , żo zatym środek masy leży na prostej S2B w — odległości od

podstawy. Umieśćmy w wierzchołkach A, B, 0 trzy równe masy m, to S2 jest
środkiem mas, umieszczonych w A i C; skupiając przeto w punkcie S2 masę 2m,
znajdziemy środek tej .masy i masy m w B, jeżeli długość BS 2 podzielimy w stosunku
odwrotnym tych mas. Szukanym punktem jest właśnie punkt S, skąd wynika twier-
dzenie, żo środek masy pola trójkąta jest jednocześnie środkiem trzech równych mas, umiesz-

czonych w jeijo wierzchołkach. Z tego twierdzenia wynika, że spółrzędne £, 7], £ środka
masy S wyrażają się przez wzory

(2). W i e l o k ą t , Aby wyznaczyć śi-odek masy pola jednorodnego czworo-
kąta ABCD, dzielimy go przekątną AO na dwa trójkąty ABC i ADO i wyznaczamy
ich środki S t i S 2; wówczas szukany środok leży na prostej SjS a . Druga przekątna
BD dzieli czworokąt na dwa trójkąty DAB i DCB, których środki masy dają, drugą
prostą S'jS'2; punkt S leży na przecięciu się prostych S ^ i S^S'2. — Dany wielokąt
o polu F podzielmy na trójkąty Ft-, wyznaczmy środki masy S; tych trójkątów, na
płaszczyźnie tej obierzmy osi 0x i Qy; wówczas z obliczonych spółrzędnych £;, 7],-
punktów S; otrzymamy spółrzędne (C, vj) środka masy S, używając następujących

. wzorów:

Jeżeli a i i oznaczają boki równoległe trapezu, a li jego wysokość, to odpowiednie
odległości 7]a i •/]& środka masy pola trapezu od boków a i b wynoszą

__ + a +
V* — J • a + b ' ^ — 3 ' a + b '

Środek masy trapezu jest tym punktem, w którym prosta, łącząca środki boków
a i b, przecina prostą, łączącą środki mas dwu trójkątów, na które trapez może być
podzielony.
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(3). Mech l i n i j a ł a m a n a ABCDEP (fig. 42) będzie częścią wielokąta
foremnego, to jej środek masy leży na osi symetryi Ox. Oznaczmy przez S t, S2

Fig. 42.

odpowiednio środki boków AB, BG,... O tej Samej długości V, kładąc
S2T2 = 5 a , . . . , OS = | , będziemy mieli

= £ j ,

gdzie L = n. I oznacza całą, długość linii, składającej się z n części /. Na oś Oj,
prostopadłą do O z, rzućmy punkty A i B w A' i B', spuśćmy z A prostopadłą Aa
na BB' i połączmy S t ze środkiem O koła opisanego; otrzymamy dwa trójkąty
podobne ABn i SJOTJ, z których wynika, że | , : A'B':= r : I, gdzie r = OS 1=:
= OSo = . . . jest promieniem koła wpisanego. Mamy zatym

ij = r . A'B'; podobnie ij = r . B'C i t. d., męe

ih = (A'B'+ B 'C'+. . . + E'Ff)r,

a jeżeli przyjmiemy H = A'B'+ B'C'+ . . . + E'F' s= A'F', gdzie H oznacza długość
rzutu linii łamanej na oś 0 y, to

£ . L = H . r .
Ten wzór, niezależny od ilości boków n, pozwala wykreślić punkt S. W tym colu
wystawiamy prostokąt A'GKF' o polu Hr, odcinamy długość F'M t : L i zamieniamy
ten prostokąt na prostokąt równoważny, którego wysokość jost L, Bok PN nowego
prostokąta MNPF' przecina oś 0 a: w środku masy S.



238 MECHANIKA TEOBETSTCZNA.

Powyższy wzór może być zastosowany do łuku koła, Środek masy luku jedno-
rodnego ACB (fig. 43) leży na osi symetryi 00. Przez punkt C kreślimy styczną,,

odcinamy CD równe długości połowy łuku CA,
łączymy punkty D i 0, prowadzimy AE równo-
legle do OC aż do przecięcia się, z prostą, DO;
rzut punktu E na OC jest środkiem masy łuku

AB. Jakoż, AC =

Fig. 43.

ES = — , a ponieważ
2 2

z podobieństwa trójkątów OCD i OSE wynika,

że OS : r = . — :-—, przeto OS = ~i-

Powyższa konstrukcyja jest tylko przybliżona,
ponieważ łuk koła nie daje sig wyprostować.
Kładąc kąt A0B = 2(p, mamy II = 2r sin <p,
L = 21- cp, skąd

t
r .

smtp

2 vIz
Dla półkola jest if = —-, więc i =

Aby wyznaczyć środek masy wycinka koła ACBO, podzielmy łuk AB na elo-
menty; wówczas wycinek może być podzielony na trójkąty elementarne równoważne,
których wierzchołkiem spólnym jest środek O koła. Środki masy tych trójkątów leżą

2
na łuku A'Br, opisanym z 0 promieniem — r, a ponieważ masy trójkątów są równo,

przeto środek masy S tego wycinka jest zarazem środkiem masy jednorodnego łuku

A'B'. Odległość więc £' środka masy wycinka od środka koła jest £' = — . — =z
2 Ar 8 «p

=•—|. Dla połowy koła otrzymamy £!=-—.
3 O7t

Uważajmy wycinek OACB jako sumę trójkąta OAB i odcinka ACB, i oznaczmy
przez F', $ , F" pola odpowiednio wycinka, trójkąta i odcinka, przez X i S" środki
masy ostatnich dwu figur, a przez S i i" odległości tych punktów od środka 0, to

B — ~rco$<f, F = j - 2 . ( p , $ z = r sin"cpcostp), wigc
sin 3 tp

3 tp — sin tp cos cp '

(4). C z w o r o ś c i a n . Aby wyznaczyć środek masy czworościanu jednoro-
dnego ABCD (fig. 44), dzielimy go na warstwy płaszczyznami, równoległymi do
ściany ABC; prosta DS t , łącząca środek masy S t ściany ABC z wierzchołkiem D, jest
miejscem środków masy tych warstw. Gdy połączymy podobnie środek masy S2

ściany BOD z wierzchołkiem A, to środek masy czworościanu będzie się także znaj-
dował na prostej AS2, a zatym środkiem masy S czworościanu jest punkt, w którym

przecinają się prosto DSj i AS2. Z tego łatwo okazać, że S tS = — DSj, że zatym
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środek masy czworościanu leży na prostej DS t w jednej czwartej odległości od
ściany ABO. Podobnie jak w trójkącie, można okazać, że środek masy czworościa-
nu jest zarazem środkiem czterech równych mas,
umieszczonych w jego wierzchołkach. Jeżeli zatym
Xi, yi, Zi (i s=s 1) 2, 3, 4) są spółrzędnymi wierz-
chołków, to dla środka masy czworościanu

Środek równych mas, skupionych w wierzchołkach fl^~^ZZHZ-—1.1 \Q

A i C, leży w środku krawędzi AC, i podobnie dla
mas w B i D; prosta, łącząca te środld, przechodzi
przez punkt S; a ponieważ możemy w dowolnym jf
porządku dokonywać składu mas w wierzchołkach,
aby otrzymać S, np. możemy brać masy w A i D, g"
a potym w B i O i t. p., przeto otrzymujemy twier-
dzenie Monge 'a : proste, łączące środki przeciwległych krawędzi czworościanu, przecinają się

tu środku masy tego czioorościanu.

Środek masy piramidy znajduje się na prostej, łączącej środek masy pedstawy

z wierzchołkiem, w — odległości wierzchołka od podstawy. Toż samo zachodzi dla

stożka. Środek masy powierzchni stożkowej otrzymamy, dzieląc tę powierzchnią na
trójkąty elementarne; środld mas trójkątów leżą na krzywej, podług której płaszczyzna

przechodząca w •— wysokości i równoległa do podstawy, przecina stożek; szukany
o

środek masy powierzchni jest środkiem masy tej krzywej, jeżeli bierzemy gęstość
w każdym punkcie proporcyjonalną względem pola trójkąta elementarnego. Środek

masy stożka obrotowego leży na osi w — odległości od podstawy, a środek masy po-

wierzclmi stożka obrotowego leży na osi w — odległości od podstawy.
o

(5). Środek masy, dowolnie ograniczonej części powierzchni kuli jednorodnej,
daje się z łatwością wyznaczyć. Niech X1 -)- y2 -\- z1 = r 2 będzie równaniem kuli;
mamy tu ~ = p =. , -̂ — = 7 = —. będzie przeto, według równań (4)

ox z ay z
art. S8-go,

A ponieważż I \dx . dy =

$ • <••*=

jest rzutem powierzchni P na płaszczyznę Qxy, przeto

Odległość więc środka masy dowolnie ograniczonej części powierzclmi
kuli od płaszczyzny dowolnej jest czwartą proporcyjonalną do rzutu tej części
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powierzchni n a tę jiłaszezyznę, promienia kuli i powierzchni samej. Niech będzio

dana strefa na kuli o promieniu r, ograniczona płaszczyznami, których odległości od

środka są H i H + A. Kwadraty promieni kół, ograniczających strefę, będą wtedy

odpowiednio p t
2 = r 2 — I i 2 , p 2

2 = r 2 — (H + lif", nadto mamy F = 27trA, $ =

— ,: ( P l a _ p2z) = n [ ( I I 4 . A)2 — H 2 ] = lt [h2 + 2 H h], a zatym

<J>r IŁ
f — — TT 4- —

z czego wnosimy, że środek masy strefy leży w połowie je j wysokości n a osi symetryi.

(6). C y k l o j d a . Biorąo podstawę cyklojdy zwykłej za oś tt-ów, a p u n k t

zwrotu za początek, mamy równania cyklojdy

rc = r(cp — sincp) = 2 r ( a — s i n a cosa),

y = r(l — co8<p) = 2 r B i n 2 a , gdzie a = - ^ - )

a r jes t promieniem koła tworzącego. Z nich otrzymamy ds = 4-r . s i n a d a ,

s = — 4 r cosa; momenty więc dowolnego łuku będą

[ij. = I a;, rfs == 8 r 2 1 ( a . sin a — cos a s in 2 a) rfa = ; 8 r 2 f — a cos a + sin a =- s in 3 a j ,

\i,y = I ! / . rfs = 8 r 2 I s in 3 a . da =. — 8?' 2 ( COB a s in 3 a- | cos 3a ) .

Podstawiając w s, [>.x i [Ły obrane krańce, otrzymamy spółrzędne | , 7] środka masy

łuku cyklojdy. Dla połowy cyklojdy będą krańcami a m O i a = —̂•, a zatym

16 4
s = 4 r , [La = [Ły = - — ?-2, więc 5 = 7] = — r . Dla całego łuku cyklojdy będzie

o o
32

s — 8r, [ 1 , = 87tr2, | i y = — )-2,

Powierzchnia, utworzona przez obrót cyklojdy około podstawy,, wynosić- będzie, we-

dług twierdzenia Pappusa,
- 64 '

Dla wyznaczenia środka masy pola, ograniczonego łukiem cyklojdy, podstawą i dwie-

ma rzędnymi, mamy

F=\y .dx~8r2 l s in ł ar fa=2r 2 j —cosasin3a+-^-(« — cosasina) I,

\},,v= I xy. dx=z 16 ?'31 — a 2 (cosa s i n 3 a - | — cosa s ina 1 +

(sm 2a+3)
sin°

|jJ y:— I yi(ixz= ~-M — cos a sinBa+-j- {'— c o s ° B^n^+y ( a — c o s a s ^ n a ) •
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Dla łuku oyklojdy od tp = : 0 do (p = 2it wartościami krańcowymi a. będą 0 i 7t,
15 5

wskutek czego F :== 3TTI-2, y,x r = 3 ft2r3, ^ = — w i-3; a zatym 4 = : nr, 7) = — r.

Objętość bryły, utworzonej przez obrót pola cyklojdalnego około podstawy, wynosi

(7). E l i p s o j d a . "Wyznaczyć środek masy ósmej części elipsojdy trójosio-
x 2 v% z2

wej, ograniczonej płaszczyznami głównymi. Jeżeli — -f- S— _[_ _ = = i jest równa-

niem powierzchni elipsojdy, to całkując naprzód względem z, mamy

7/ ii? Z'

r"9'* C Cis + >
x.dx.dy I . dz = c I I a 1 / 1 — . dx . dy.

Jo J J *
Wielkość pod znakiem całkowania podwójnego przedstawia moment względem płasz-
czyzny Oyz słupka, mającego 2a podstawę prostokąt dxdy i ograniczonego powierz-

x 2 y%

clinią, eUpsojdy. Elipsojda przecina płaszczyznę Oxy według elipsy -y -\- yj- = 1;

1 — -^ j , a więc?
1 — -^ j , a wię

1 — ^ j . sintp, otrzymamy

/o
a kładąc ?/ = 6coscp, mieć będziemy

rb /0 /
_f)$ dy——i \ s;n*cp.d(p=;^ j |cos(psin3cp+-(<f-cos(psm(p)|=:

~~ 16 '

skąd
Xa 2Łc , . TCalfic Ttu&c-

(Ł, = — j g - ; podobnie ( i , = — ^ - , JŁ, = — j g -

Blbl.mat.-<z., S. IV, T. X.
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Ponieważ objętość ósmej części elipsojdy jest V = — — , przeto będzie

. [lw 8 3 3

(8). Środkiem trzech mas, umieszczonych w wierzchołkach trójkąta, a pro-
poreyjonalnych względem boków przeciwległych, jest środek koła wpisanego; środ-
kiem trzech mas, umieszczonych w wierzchołkach trójkąta, a proporcyjonalnych
względem wstaw podwójnych kątów przyległych, jest środek koła opisanego.

(9). Środek masy wielokąta, opisanego na kole, środek masy obwodu wielo-
kąta i środek koła leżą na jednej prostej; a stosunek odległości pierwszych dwu środ-
ków od środka koła jest 2 : 3 .

(10). Środek masy wiolościanu, opisanego na kuli, środek masy powierzchni
wielościanu i środek kuli leżą na jednej prostej; a stosunek odległości pierwszych dwu
środków od środka kuli jest 3 : 4.

(11). "Wyznaczyć miejsce gieometryczne środków masy trójkątów, wpisanych
W dane koło, mających spoiny wierzchołek i bok przeciwległy o stałej długości.

(12). Jeżeli w dany czworościan wpiszemy drugi czworościan, którego wierz-
chołkami są środki masy jego ścian; w ten czworościan wpiszemy trzeci, którego
wierzchołkami są środki masy ścian drugiego czworościanu i t. d., to wszystkie czwo-
rościany będą posiadały spoiny środek masy, który jest granicą tych czworościanów.

(13). Wyznaczyć środek masy wycinka paraboli, ograniczonego dwoma dany-
mi promieniami wodzącymi z ogniska.

(14). Wyznaczyć środek masy ćwiartki elipsy zapomocą spółrzędnych prosto-
kątnych i spółrzędnych biegunowych.

(15). Wyznaczyć środek masy wycinka i środek masy odcinka kuli, używając
spółrzędnych prostokątnych i spółrzędnych biegunowych.

* %. % %
(16). Wyznaczyć środek masy ćwiartki krzywej xs -j-y3 = a 3 .
(17). Wyznaczyć środek masy parabolojdy ściętej., tudzież środek masy hiper-

bolojdy obrotowej.
(18). Wyznaczyć środek masy bryły, ograniczonej powierzchnią stożka

a 2 z 2 —(j/ 2 -j-s2) — 0, płaszczyznami Oxz, Ozy i płaszczyzną, równoległą do Oyz.
(19). Wyznaczyć środek masy części walca j J = a;(2a — z), ograniczonej

dwiema płaszczyznami, przechodzącymi przez oś y-ów.
(20). Okazać, że środek masy łuku linii łańcuchowej leży na prostej, przecho-

dzącej równolegle do osi y-ó\v przez punkt, w którym przecinają się styczne w pun-
ktach końcowych tego łuku.

(21). Wyznaczyć środek masy bryły, utworzonej przez obrót krzywej
y'i=x2 . —7—) zwanej strofojdą, około osi x-ów. (Początkiem osi spółrzędnych jest

punkt podwójny krzywej,)
(22). Wyznaczyć środek masy strefy parabolojdy obrotowej.
(23). Wyznaczyć środek masy półkuli niejednorodnej, której gęstość jest

w każdym punkcie proporcyjonalna względem odległości tego punktu od podstawy.
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(24). Wyznaczyć środek masy spiralnej logarytmicznej, której gęstość jest
w każdym punkcie proporcyjonalna względem jej krzywizny.

(25). Elipsojda składa się z nieskończenie cienkich warstw, ograniczonych po-
wierzchniami elipsójd podobnych i podobnie leżących, a gęstość zmienia się od warstwy
do warstwy według danego prawa; wyznaczyć środek masy ósmej części tej bryły.

4(26). Elipsa, której mimośród wynosi ——. obraca się około różnych sty-

cznych; okazać, że objętość bryły, utworzonej przez jedne część, na którą oś mniej-
sza dzieli pole elipsy, jest odwrotnie proporcyjonalna względem objętości bryły, utwo-
rzonej przez pozostałą, część pola elipsy.

(27). Figura płaska porusza sig tak, że jej płaszczyzna jest ciągle prostopa-
dła do toru środka masy; okazać, że objętość bryły utworzonej równa się iloczynowi
pola figury i drogi jej środka masy.

(28). Jeżeli wlewamy płyn do naczynia, to środek masy naczynia razem z pły-
nem zajmie wtedy położenie najniższe, gdy znajduje się na powierzchni płynu.

99. MOMENTY BEZWŁADNOŚCI. Iloczyn inasy punktu materyjalnego
i kwadratu jego odległości od danej prostej, nazywamy momentem bez-
w ł a d n o ś c i p u n k t u względem p r o s t e j danej. Prosta, względem której
bierzemy ów moment, nazywa się osią m o m e n t u b e z w ł a d n o ś c i tego
punktu. Momentem bezwładności punktu względem p ł a s z c z y z n y nazy-
wamy iloczyn jego masy i kwadratu odległości tego punktu od płaszczyzny,
a momentem bezwładności punktu wzg lędem p u n k t u zowiemy iloczyn
masy punktu pierwszego i kwadratu jego odległości od punktu pozostałego.
Zagadnienia dynamiki wymagają głównie znajomości momentu bezwładności
względem prostej; dlatego tym ostatnim się zajmiemy.

Sumę momentów bezwładności wszystkich punktów układu inateryjalne-
go względem danej prostej nazywamy momentem b e z w ł a d n o ś c i u k ł a d u
tego względem owej prostej. Z tego określenia wynika, że moment bezwła-
dności układu jest sumą, wyłącznie tylko wielkości dodatnycb; ten moment
może być równy zeru tylko wtenczas, jeżeli układ jest prostoliuijowy, a osią.
momentu jest prosta, na której leżą, punkty układu. W każdym innym przy-
padku moment bezwładności ma wartość dodatną.

Niech prosta L będzie osią momentu bezwładności układu materyjalne-
go (»»,-); obierzmy na tej osi dowolny punkt O, poprowadźmy przez ten punkt
trzy prostokątne osi układu spółrzędnycb, O a;, Oy, Os i niech #,-, yt, »-, będą
spółrzędnynii punktu o masie ?«,-, należącego do układu (int). Jeżeli a, b, c

oznaczają dostawy kierunkowe osi momentu, to kwadrat odległości 5* tego
punktu od osi wyraża się zapomocą wzoru

Sii=ai(yit + 0(lj + I2(gi2 + x?) + ca(a;,-2 + y?)—2abXiiji—Ucy^

Moment bezwładności tego punktu będzie przeto mA". Kładąc

(1) B = £
G =Z

E r=S
F s=


