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jego wielko$¢ pozostaje ciggle zawarta migdzy @) i ¢,. Migdzy tymi krafi-
cami odbywa sie kazde wahanie sig w czasic r=r S
: ; 2 g

Z réwnania (2) mamy, kladge sing =g,

(18) gai=8198._, 0

c.dt __ ¢ di
P2 T g2t e ]
¥ 0,2 c0s ¢ ]/%—I—cpﬁ sin 2¢ ]/%

Stad otrzymamy, przyjmujge, ze 6 =0 dla ¢=0,

__ ¢ r : P4 ‘5)
— —arctg | = tet =]).
9001 l/sr g(% 7 l/?'

~ Poniewaz za§ z réwnania (11) wynika @9, = —]—/Ez, przeto
ry gr

(14) 6 = arctg (ﬂ tg ]/2),
%o r

a z tego rownania mozemy kat 0 obliczy¢ w funkeyi czasu. Widzimy wige,
ze kat 0 ro$nie nieustannie z czasem i ze plaszezyzna wahania, poprowadzona
przez wahadlo i pion CA, obraca sig w czasie © o kat prosty okolo pionu, Ze

przeto calkowity obrét téj plaszezyzny zachodzi w czasie 2 -:rl/% Caytel-

nik latwo sprawdzi, Ze rzut poziomy wahadla na plaszezyzng zy opisuje elipse
?&tp“ 5+ ??2 =1, ktoréj srodkiem jest punkt zawieszenia.

94, Tavrocurony. Tor punktu nazywamy tautochrong, jeZeli punkt,
poruszajacy si¢ po tym torze przy dzialaniu wiadoméj sily, przybywa do pe-
wnego danego na tym torze punktu O w tymie
samym czasie, niezaleZnie od tego, z ktérego
punktn tego toru ruch sig rozpoczyna. Niech ¥
M (fig. 39) bedzie dowolnym poloZeniem po-
czgtkowym punktu, w ktérym predkosé jest
réwna zeru, O za$ niech bedzie stalym poloze-
niem, do ktérego punkt zdgza, nadto m niech . 0
oznacza dowolne miejsce podezas ruchu; préez m\<
tego przez o oznaczmy luk OM, przez s do-
wolny Iuk Om, obadwa luki liczac od punktu ¥ig. 30.
stalego O. Jezeli P, oznacza skladowsg styczng
sity przylozonéj w punkcie m, wzieta dodatnie w kierunku ruchu, to zasada
pracy daje predko$é w punkeie m, gdy, dla uproszczenia, mase punktu przyj-
miemy jako réwng jednoSci. Mamy bowiém

o ﬁ —2[1& ds_.fP; ds,
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skad

dt = . 48 ;
R T 6 l £
) 2 (j.s P,. ds)*z

czas zatym dojécia od M do O wyraZa sig

0 g
: 1 7 1 d
oty [t | Ty
- ("’.SP,.ds)“ 0 (J’ISP,.d’s)‘2

Khadge

8§ [+
(3) u:f P;.ds, l:f Pods, ds=o¢@).du,
0 0

A

1 w) . du

otrzymamy T — l-/-_—gj Wﬁ’ a podstawiajge w—=»Az, gdzie z jest
0 (A—wup2

nowg, zmienng, miéé bedziemy

1 re— 1
= & o)/ Ns.ds 1 PAz).da
(4) ot — == —
V 2£ (2 — 22 ]/2\[; (2 — #2)2

przy ®(hz) =o(Az).}/ Xz, Gdy tor jest tautochrong, wéwezas T jest nieza-
leine od A, a zatym pochodna T wzgledem A jest réwna zeru. RoéZniczkujge
przeto rownanie (4) wzglgdem A, otrzymamy warunek dla tautochrony,

L @)z ds
SCNEE —p,
0 (e—#2

Powyisza calka, ktoréj krafice sg stale, moze byé réwna zeru tylko wtedy,
kiedy ®'(\z)=0; w przeciwnym howiém razie, rozwijajac ®'(A2) na szereg,
mogliby$my zawsze dla A obraé tak malg wartosé, izby ta funkeyja miala
stale znak dodatny migdzy powyZszymi kraficami, a przeto kaidy element
calki bylby dodatny, wskutek czego calka nie moglaby miéé wartoéei zero.
Z warunku ®'(\s) =0 wynika ®(Az)=-¢, gdzie ¢ jest stala dowolng, a za-
tym cp(lz):v%_, cayli np(u):ﬁ, fzs:i!;‘%i, skad o= 3¢5,
poniewaz =0 dla s=0. Z tego otrzymamy u=s2:4¢?, a wstawiwszy
t¢ warto§¢ w (5), miéé bedziemy

&

2

fga-= (P;.ds, stad zas -‘%:P‘-ds,'
Jo
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a przeto

s
(5) P; = ?Ei_ '
Mamy zatym twierdzenie gléwne o tauj:ochrbnie: sila styezna w Lazdym pun-
keie tautochrony jest proporcyjonalna wegledem dlugoSci tulu, ktéry punkt ma
jesacze opisaé do kovica swéj drogi (twierdzenie Newton’a). Poniewaz dla
§=0, P,=0, przeto widzimy, Ze w punkcie O sila przylofona jest réwna
zeru lub normalna do toru, ze zatym punkt kosicowy tautochrony jest micjscem
réwnowagi punktu ge wagledu na site prayloiong.

Z réwnania (1), po wstawieniu wartofei sity P,, wynika

ds\2 2, g2
(6) 1,:2:(?%) =25,
°
(7 T=—cl/§f =,
g (02_32)5 V2
T2 . 2
(8) = ZE , a4 wiee P,:%ﬁ.s.

Jezeli X, Y, Z oznaczajy skladowe prostokatne sily przylozonéj, to wedlug
(8) otrzymamy, jako réwnanie réZniczkowe tautochrony,

dw dy da _ =
®) X Gty gt =10
Gdyby ruch zaczynal sig juz z predkoscig v,, to byloby
o% — s* ds\? :
2 — 2 MRS g
V=0t g _(dt) ) & Wige

- 0
- 1s —=rT 1
10 T:—- 2 ’—__'_r——,.._-'—'_'—:: 2 ——arc —_———
e v
02

2¢%p
2

2
Na tautochronie jest T niezaleine od o, a zatym jest = o =1F, gdzie k

jest staly, czyli vy —

. lf’ — 6. To znaczy, ze for pozostaje tautochrong,
jezeli predkosé poczqtkowa punkiu jest proporcyjonalna wzgledem Iuku, ktdry
ten punkt ma jeszcze opisaé do kovico toru.

Niech na punkt materyjalny dziala tylko sila cigzkoci; wtedy punkt O
jest punktem najniZszym tautochrony, ktéra do styeznéj w tym punkeie bedzie
zwrécona strong wypukla. Obierzmy tg styczng za o 2, pion w O w gérg za
0§ y; wowezas P —= — g jest sily przylozons, ktoréj skladowa styczna wynosi

Pi==4g: %—%; bedzie wige, wedlug (8),
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2 ]
g {;Z‘ ETE.S, g.dy= P;E .8.ds, a zatym
2
(11) 32:81:5 .Y

Ten zwigzek miedzy lukiem a rzedng y cechuje cyklojde zwykls, a zatym
tautochrong punktu materyjalnego, spadajgeego w prodni, jest zwykla cyklojda

2
odwricona. Promieni kola, tworzgeego tg cyklojdg, wynosi » = g';li *

95. BraomistoonmroNy. Brachistochrong migdzy dwoma dany-
mi punktami nazywamy taks linija krzywa, po ktéréj punkt przy danych
warunkach ma sig poruszat, aby z jednego punktu do drugiego przybyl w cza-
sie najkrotszym, Wyznaczymy hbrachistochrong dla punktu materyjalnego,
ktéry z danego punktu @ bez predkoéci poczatkowéj spada do danego punktu
b, lezgcego ponizéj a, lecz nie na tymZe samym pionie. PoprowadZmy pla-
szczyzng pionows P przez obadwa punkty, obierzmy o jako poczatek osi z,
skierowanéj pionowo nad6l, prosts pozioma, przechodzgcy przez punkt o na
plaszezyinie P, jako of y; spolrzednymi punktu & niech bedg #, i y,. We-
dlug art. 92-go czas d¢ spadku na luku ds linii krzywéj wyraza si¢ wzorem

at.)/ 2g= ]/1 +$:f} : dw, gdzie 1':§l

da’

a stad czas ¢, potrzebny do opisania luku a b,

. - 4 T €y =
® V= { -I/L”_"_E')'_2 de=| V.d=z, gdze V:]/}.-l'_y
<0 & 0 @

Poprowadzmy od punktu ¢ do b na plaszezyZnie P inng linijg krzyws, nie-
skoficzenie bliskg téj linii, ktordj odpowiada czas ¢, i niech ¢4 3¢ oznacza
czas spadku po té] linii; wtedy

St-l/ﬁﬁzf eV~ da:_uf ; .371?;8?'1-1- )da;;
0

a poniewaz
aVv _ y' 2y 1

WV VT

przeto

Ty 1 £y
5 Y ] .
(2) at.V2g-“{ V—'—-‘TI__;_T;"j J x+ f Wayza dx'{'u.c

Jezeli czas ¢ odnosi sig do brachistochrony, to wtedy dla kaZdéj innéj krzy-
wéj, nieskoficzenie bliskiéj, jest 82> 0, hez wzgledu na znak waryjacyi dy'.
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Poniewaz znak waryjacyi 8¢ zalezy od znakéw dwu piérwszych wyrazéw sze-
regu (2), przeto dla brachistochrony jest

% ' #1
Y : 1
3 _______a '.d =10 —-:—:_._.8 2 da 0.
R N (= £ Vearry LT

Calkujgc piérwsze wyraZenie przez czefel, otrzymamy

1 y' 5 P Ty yl a8 Ty y;
3y . de = —— diy = [T /7 -
o Veusss™ o Vatlesm T | VatE

a Zze 0y =0 dla punktéw a i b, a wige dla £ =0 i =2, przeto

% i 2y
Y d Y
-—-————-__.__--_——51".[359:— ——‘.—;:af.
ﬁ Vol +y% [0- N VT =D e

Poniewaz 8y jest dowolne, przeto piérwszemu warunkowi (3) stanic sig
zadost, jezeli

d Y : Y 1
4 —_——e. =) ez 11 —_— = —
® dz )/ s (1+y?) T VEaES Ve
gdzie @ oznacza stala dowolng. Z ostatniego réwnania wynika réwnanie ré-
zniczkowe brachistochrony

(5) —g-g—z l/a;:ﬁ,

z ktorego widzimy, Ze linijg szukang jest cyklojda zwyczajna, kt6réj podstaws
jest of y, a punktem zwrotu poczatek a; cyklojda ta jest ku osi y zwrécona
strong wkleslg. Calkujac réwnanie (5) i nwzgledniajge warunek, ze brachis
stochrona ma byé poprowadzona przez punkty a« i b, mozna wyznaczyé pro-
mief kola tworzgeego cyklojde.

Zeby zachodzil drugi warunek (3), potrzeba, aby dla cyklojdy iloraz
1:)/2(1 + ¢ >0. PoniewaZ ciagle » >0, przeto pierwiastek jest rze-
czywisty, a biorge go, jak czyniliémy powyzéj, ze znakiem wigeéj, dopelnimy
warunku zadanego. A zatym cyklojda czyni zadoéé wszelkim warunkom dla
brachistochrony w powyzszym zagadnieniu.

Gdyby nie zachodzil warunek, %é brachistochrona ma byé¢ poprowadzona
przez punkt b, wowezas piérwszemu warunkowi (3) staloby sig zadosé tylko
wtedy, gdy

——-—-;E}'—_—_-— — )
] La (1™
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a zatym gdy y =0, poniewaz linija szukana ma przechodzié przez poczgtek
a. Brachistochrong bylaby w tym przypadku of .

Niech ¢ oznacza kat, ktéry styczna do brachistochrony tworzy z kierun-
kiem sily cigzkodci; wowezas, wedlug (5)

@ : z
tang ¢ Z]/a— —y  sing :]/-(-;,

sing  sing 1 ;

= — = —— —stalé

Vage v  V2ga f

a wiee predko§é punktu, spadajjcego po brachistochronie, jest proporcyjonal-
na wzgledem wstawy kata, ktéry kierunek ruchu tworzy z kierunkiem sily
cigzkosel.

a stad

96. Rucn wzeLpoNy. — 1. POZORNY RUCH WAHADEA PRZY UWZGLIL-
DNIENIU OBROTU zIEMI. Niech wahadlo waha si¢ na pélkuli pélnocnéj,
a punkt zawieszenia A obrany bedzie jako poczgtek prostokgtnego ukladu
spblrzednych, ktérego osig A z niech bedzie styczna do poludnika punktu A,
skierowana na pblnoc, osig za$§ Ay styczna do réwnoleznika, skierowana na
wschod, osig nakoniec Az pionowa ku §rodkowi ziemi. Jezeli » jest dlugo-.
§cig wahadla, to punkt wahajgey sie czyni zadobé warunkowi, zachodzgcemu
niezaleznie od sil, 2%+ g2+ 22— »2=0; sily zatym polgczen beda odpowie-
dnio p.z, py, pz, gdzie p jest spélezynnikiem niecoznaczonym. Jezeli A jest
szerokoSeig gieograficzng punkfu A, o predkoseig katows obrotu dziennego
ziemi, odcigtg na jéj osi od $rodka ku biegunowi pélnocnemu, to w cosk, 0,
— wsin) sy odpowiednio sktadowymi predkosei o w kierunkach osi z, ¥, #.
Poniewaz g przedstawia wypadkows przyciggania ziemi na punkt wahajacy
sig 1 sily odérodkowé], jezeli masa punktu jest r6wna jednostce, przeto réwna-
nia ruchu pozornego czyli wzglednego wahadla bedg, (art. 88) '

2'=pz— 20y sin},
(1) Y'=py+20 (2’ sink+ 2 cos)),
' =g+ pz— 20y cosk.

Mnozgc te réwnania odpowiednio przez 24/, 2y, 2¢, dodajgc iloczyny i na-
stgpnie calkujac, otrzymamy
(©)) vt —0g* =20 (2 — #),

jako r6wnanie energii, w ktérym v, oznacza predkosé poczatkows,.

Zastosujmy te réwnania do bardzo malych wahnigé wahadla, Przy ta-
kim zaloZeniu moZemy zamiast z przyjaé », a zatym odrzuci¢ wyrazy, zawié-

rajgee ¢. Poniewa’ za$§ o jest bardzo male, przeto moZemy iloraz —?— takze
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opuécié, zwlaszcza dla dostatecznie dlugiego W&]ladl'&. Kladace przeto w osta-

tnim réwnaniu = 0, otrzymamy p—= ; bedzie wiee
2= — ~ng— — 20y sink,

3)
Y= — _g%l_ + 204’ sink.

Te rownania okréélaja z dostatecznym przyblizeniem ruch rzutu wahadla na
plaszezyznie poziomé) (styeznéj do ziemi), przechodzgeé] przez punkt zawie-
szenia, albo, co na jedno wychodzi, przechodzacéj przez punkt, w ktérym pio-
nowa punktu A spotyka powierzchnig ziemi. Dla scalkowania tych réwnaf
wystawmy w punkeie A na poziomie nowy uklad spélrzednych, A§n, obraca-
jacych sig okolo pionu A g jednostajnie z predkoscia katows w sink w kierun-
I przeciwnym skiadowéj — wsink obrotu dziennego ziemi, wzigtéj wzglgdem
tego pionu i niech przy =0 o§ A& razem si¢ schodzi z osig A%, aof Aq
z osig Ay. Dla uskutecznienia zmiany spolrzednych mamy nastepujgce wzo-
vy, kladae # = sin},

z==E8cosnt—1n.sinnt; y=~Esinnt4-ncosnt,

Podstawiajac te warto§ei w (3) i opuszezajae kwadrat predkoSci katowdj w,
otrzymamy

£" cosnt— 7" sinnt = "E cosnf4 <L gn sinnt,
g" sinnt + 1" cosa?t:—-g;ésiunt q'q cosnl,
czyli
m Q_E__ o s
4) g+ =0, q+Ll=0

jako réwnania zmienione, z ktorych kazde zosobna jest calkowalnc. Mamy

przeto
£E=0, cost]/% 40, sint]/-%,
- 7 o aint]/ L
N=¢ cost]/’_ ~+ ¢y smt-l/r

Wyprowadsmy wahadlo ze spoczynku w plaszezyznie poludnika o bardzo maly
kat o, 1 przyjmijmy @ =1sina, to dla ¢=o0 mié¢ bedziemy § =a, =0,

=0, f=an. Wskutek tego C,=a, Cy=a, =0, ,=an V%
Bedzie zatym

(5) f=a. onqt]/ '—‘rm]/ smfl/
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Rugujge czas, otrzymamy

e'l -qn =
(6) Bt =1
— . A n"
g

jako réwnanie pozornego toru, jaki rzut punktu wahajacego sig opisuje na
plaszezysnie pozioméj. Rzut poziomy toru wahadla jest przeto elipsa, ktoréj

jedna of a jest styczng do poludnika, a druga of an ]/é jest styezng do

réwnoleznika; ta elipsa jest bardzo wydluZona, albowiém stosunek dlugosci

jéj osi wynosi n . ]/:7 = l/--;; sink, jest zatym wielkoSeig tegoi sa-

mego rzedu, co predkosé kgtowa o. Rzub poziomy wahadla opisuje owe
elips¢ pozornie w kierunku obrotu dziennego ziemi, podezas gdy clipsa zdaje
si¢ obracaé gkolo pionu w kierunku przeciwnym z predkoSeig katows wsinX,
proporcyjonalng wzgledem wstawy szerokoSci gieograficznéj. Czas potrzebny

do opisania elipsy wynosi 21:]/-;—. Pret, na ktérym punkt wahajacy sie

jest zawieszony, opisuje powierzchnig stofka eliptycznego, ktérego wiérz-
cholkiem jest punkt zawieszenia, a ktérego podstaws jest elipsa (6). Je-
zeli 0 oznacza kat, ktory pret tworzy z pionem, to najwigksza warto§é ka-
ta 0 wynosi a; jezeli za§ [ oznacza jego warto$¢ najmniejszg, to mamy

r.8inf = an ]/g, skad f=aw. ]/T;- sinA, gdzie z powodu malych

katéw bierzemy luki zamiast wstaw. Pozorne zatym wahnigeia wahadla na
ziemi sy stozkowe, a pozorny obrét plaszezyzny wahania stanowi jeden z naj-
wigeéj przekonywajacych dowoddw, ze ziemia obraca si¢ okolo swéj osi. Wia-
domo, ze fizyk francuski, T.. Foucault, sprawdzil powyzszg teoryjg dowiad-
czeniami, Wykonanymi w Panteonie paryskim w r. 1851.

2. RtCH PUNKTU NA OBRACATACET SIT PRASZOZYZNIE. Zastosujemy 16-
wnania Lagrange'a (art. 78) do nastepujgcego zagadnienia: wyznaczy6 ruch
punktu materyjalnego na plaszezyinie pochyléj, obracajacéj sig jednostajnie
okolo osi pionowéj. Obierzmy §lad osi obrotu na plaszezyZnie jako poczatek O
ukladu spélrzgdnych wzglednych z, g, 2; 0§ obrotu pionowo w gére jako of
#-0w; prostg, wedlug ktéréj plaszczyzna pozioma, przez O przechodzaca, prze-
cina plaszezyzne ruchu, jako o z-6w, a o y-6w prostopadle do obudwu po-
przednich osi. Slad ohracajacéj sie plaszezyzny na yOg obierzmy jako of
O+, a 0§ Oz jako o§ O&. Miejsce punktu na plaszezyZnie wyznaczajg spol-
rz¢dne (€, ), odniesione do ukladu O&v, tudziez spolrzedne 2, y, z, odnie-
sione do ukladu Oxyz; obadwa uklady spélrzednych obracajy si¢ razem
z plaszezyzng, ktéra z poziomem Ozy tworzy kat wiadomy &. Mamy tu 2=§,

y="ns08d, z=mnsind; &' =¢, y' =1 cosd, J=1sind; T:%‘-( 12 %),
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or L, 9T T 0T
75,—-‘—?}55, Tjﬁr«—?ﬁ-'ﬂ, —dE—_O, ?’Q_—O.

Skladowe sily cigzkoSci w kierunkach osi , y, # sg odpowiednio o, 0, —mg;
jezeli o jest predkoscig kgtows obrotu okolo osi 2, to skladowe sily odérod-
kowéj sq odpowiednio mw?E, mw?qcosd, o; a skladowe sily odérodkowéj zlo-
zonéj (art. 88) bedy 2mwvn cosd, —2mwt', 0. Mamy przeto sily

X=m(0%+2017.cosd); Y=m(0>)cos¥—2wtl); Z=—my.

Mamy wiee tu
oz dy 0z 5 ;
Q-E =X, _dm&j”-lﬂY ' —d—a——l-wz . E = m(w E+2(ﬂ‘q . COS’B’),
Q,=X. %—FY . -g-*;?i+z. g%: m (0. cos?d — 2wk . cost — g sind),
Podlug wzoréw Lagrange’a jest
j_(d'l‘) 0T —=Q d(d’l‘ 0T_Q_
dt\of /) 9 — % ¢ TJ?T)_‘E{— gk

otrzymamy przeto réwnania ruchu wzglgdnego

§' =0+ 207 cosd,
"' = 0?1 cos2d — 2wk cosd —g. sind.

()

Pomnézmy te réwnania odpowiednio przez & i 4, dodajmy do siebie iloczyny,
calkujmy tak powstale réwnanie i oznaczmy przez v predkosé wzgledng pun-
ktu; otrzymamy réwnanie

(8) 02 =% 4 1? = w?(§2 + 12 cos2Y) — 2g7 . sind +- ¢,
ktére wyrazZa zasadg energii. Z tego widzimy, Ze réwnanie
) o*(§* 47 cos?d) — 2971 . sind — A =0,

gdzie ) jest staly dowolng, przedstawia linije potencyjalne na plaszezyZnie
rucha punktu. PoniewaZ wyréinik *cos?d tego réwnania jest dodatny,
przeto linije potencyjalne sg elipsami; punkt przybiéra te same predkoSc
wzgledng, ilekroC tor jego na plaszczyZnie przecina te samg elipse. Spdl-
g sind
w? " cos?d
osi glowne sg réwnolegle do osi O& i O7. Obierzmy érodek 8 za nowy
poczatek spélrzednych &, v,, odpowiednio réwnoleglych do & i #; wdwezas
rownanie takiéj elipsy hedzie

. 2
(10) 02 (82 + 7,2 c0s29) — L tang 2 — A =0.

vzedne € i 7, spélnego rodka S tych elips sg & =0, 1, = , aich

Linije wige potencyjalne stanowig uklad elips spélérodkowyeh, podobnych
i podobnie lezgeych; stosunek osi tych elips jest staly, mianowicie r6wny sto«
Bibl, mwat.-Nz, 8 1V, T. X 15
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sunkowi cos®:1. Niech dla =0 bedzic & =&, ==y ¥ =7,; mo-
zemy whedy staly ¢ obliczyt i ofrzymamy predkosé wagledng punktu ze wzoru

(11) 02 = 9o 4 02 (4% — &) + 02 cos 2 . (12 — Ngo?)-
Przeksztalmjz;c podobnie réwnania (7), miéé bedziemy
(12) £'= 0%, +2wm ' cosd, =,"=0w?, cos?d —2wE,'. cosi,
jako zmienione r6wnania ruchu, Rugujac n, i jego pochodne, otrzymamy
(13) £V — w2(1— 3 cos2d) £, + 0t cos2d . &, = 0.
Kladae & = e, miéé bedziemy dla wyznaczenia p. réwnanie

pt— 02(1 — 3 cos2d) p2 4- vt cos2d =10,

ktbrego wszystkie pierwiastki sg rzeczywiste, jeZeli cos®d <:"_-;— Niech i B
oznaczajy pierwiastki dodatne tego réwnania; wtedy

(14) &, = A ™ + Ao~ 4 B,ePt 4 Bye— P,

Podstawiwszy to wyraZenie w piérwszym réwnaniu (12), otrzymamy

B — o

ol e —ol ¢ —t
(16 = W(Ai — Ay 0;)-I_%m o8 & (ByeP — Byo—F).

Staﬂ% Ay, A,, By i B, zalezg od warunkéw poczgtkowych. Z (14) i (15)
widzimy, Ze & i n, wzrastajg z czasem, dgZac do nieskoficzono§ci, Ze przeto
wogélnodci punkt weigz oddala si¢ od punktu S. Jezeli A, =0, B, =0, to
dla t =o0 jest §==0, 1,=0; w tym wigc przypadku zdaZa punkt asym-
ptotycznie do punktu 8, ktérego jednak w czasie skoficzonym dosiggngé nie
moze. Z danych warunkéw poczatkowych latwo wyznaczyé zwigzki migdzy
€107 Moy tudziez migdzy wielkocig i kierunkiem predkosei v,, takie, aby
powyiszy przypadek nastapil, co pozostawiamy czytelnikowi. Zalézmy, Ze
§0=0, =0, vo=0; wtedy A; =0, A,=0, B,=0, B,=0, a wigc
€, =0, 7, =0; jeZeli przeto punkt znajdowal si¢ na poczatku w spoczynku
w punkeie S, natenczas w tym miejscu ciggle pozostawaé bedzie. Punkt S
przeto jest miejscem réwnowagi wzglednéj punktu na plaszczyinie,

Jezeli cos%‘)}%
peryjodyczne czasu, z ktérych latwo mozna okazaé, Ze tor punktu dagzy do
przybrania ksztaltu linii spiralnéj. Punkt S moze byé w pewnych przypad-
kach granicg, do ktoréj punkt zdgza asymptotycznie.

, wtedy calki rownafi ruchu bedg zawieraly funkeyje

Cazytelnik przerobi zadanie w przypadku, gdy cos?d = % tudzie’ przy

zaloZeniu, Ze v=—1, ¢ ju %e ruch punktu zachodzi na obracajgcéj sig

2 b
plaszezyZnie pionowé;.
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CWICZENIA.

(1). Punkt rozpoezyna ruch po prostéj z danéj odlegloéci od érodka pray-
cingania, znajdujacego sig na tdjze prostéj, a prazycigganie jest odwrotnie propor-
cyjonalne wzglgdem szeScianu odleglogei: wyznaczyé czas dojécia punktu do tego
grodka.

(2). Punkt, przyciggany przez dwa punkty w stosunku odwrotnym kwadratéw
odleglosei, rozpoczyna ruch z danego punktu migdzy érodkami przyciggajacymi: wy-
znaczyd tak predkodé poczgtkows, zeby punkt przyszedl do spoezynku w rodku mig-
dzy tymi punktami.

(8). Jezeli punkb, wychodzaey ze spoczynku, od danego érodka doznaje
przyciagania, odwrotnie proporcyjonalnego wzglgdem kwadratu odleglosci, i w cza-
sie ¢, opisuje piérwszg, a w t, drugy polowe drogi do érodka, okazaé, Ze ¢, : t, =
=@+2):(x—2).

(4). Dwa punkty, bedace pierwotnie w spoczynku, przyciggajg sig wzajemnie
proporcyjonalnie wzglgdem odleglosei: wyznaczyé ich polozenia po uplywie danego
czasu.

(5). Wyznaczy¢ prawa ruchu punktu materyjalnego, wznoszacego sig pionowo
i doznajacego oporu, proporeyjonalnego wzgledem szedcianu predkosed. Obliezyé
wysokodé, do ktéréj punkt wzniesé sig moze przy danéj prediosei poczatkowé.

(6). Punkt, przyciggany od danego érodka sily niezmienns, porusza sig ku
niemu prostolinijowo ze spoezynku, doznajac oporu, proporeyjonalnego wzgledem
kwadratu predkosei, a odwrotnie proporeyjonalnego wzgledem odleglodei od érodka:
wyzmaczyé odleglosé punktu od érodka, gdy predkosé ruchu przybiéra warto$é naj-
wigkszaq,.

(7). Punkt swobodny, wyrzucony z pewng predkoseia, doznaje odpychania od
plaszezyzny, prostopadlego do miéj i proporcyjonalnego wagledem odleglodei od té)
plaszezyzny: wyznaczyé tor punktu i podaé warunki, zeby torem punktu byla linija
taricuchowa.

(8). Wyznaczyé elewacyja pocisku, wyrzuconego z dang predkoscia, aby po-
cisk z danego punktu przybyl w najkrétszym czasie do dandj plaszczyzny, nie praze-
chodzgeéj przez ten punkt.

(9). Wyznaczyé prawa ruchu centralnego, przyjmujgc przycigganie proporcy-
jonalne wzgledem odleglodei od $rodka.

(10). Punkt zostaje wyrzucony w danym kierunku z jednego korca prostéj,
ktéréj kazdy punkt przyciaga go proporeyjonalnie wzglgdem odleglosei: okazaé, Ze
punkt przejdzie przez drugi koniee prostéj.

(11). Przyjmujae, Ze tor §rodka ziemi okolo slorica jest kolem i ze kometa
opisuje parabolg okolo slofica na plaszezyZnie tego kola, okazad, Ze kometa nie moze

wewngbrz toru ziemi pozostawaé dluzdj, jak (—3—_;)-tl], czgst roku.
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(12). Punkty spadajg ze spoczynku ze szczytu kola wzdluz jego cigeiw,
a ol okrggu kola poruszajg sig swobodnie: okazaé, Ze miejscem gieometrycznym
ognisk ich toréw jest kolo, ktérego promicii jest réwny polowie promienia dane-
go kola.

(13). Punkt, wyrzucony z dang predkoscig i doznajacy przyciagania, odwro-
tnie proporeyjonalnego wzglgdem szedcianu odleglosei od danego punktu, opisuje
krzywa, ktéra nazywamy spiralng Cotes's. Podaé réwnanie téj spiralnéj i rozwazyé
jéj rozmaite ksztalty, zalezne od warunkéw poczgtkowych,

(14). Jezeli dwa pociski wyrzucimy z tego samego punktu z predkosciami
a i a, pod elewacyjami o i e, to ich parabole rzutu przetng sig jeszcze w dru-
gim punkcie: wyznaczyé czas migdzy przejéciem jednego i drugiego pocisku przez
ten punkt.

(15). Pod wplywem jak wielkiego przyciggania punkt opisuje lemniskatg Ja-
kuba Bernoulli’ego 7% = a®cos2¢?

(16). Okazaé, Ze jezeli predko§é punktu, prayciaganego przez staly érodelk,
jest odwrotnie proporeyjonalna wzglgdem jego odleglodei od $rodka, matenczas torem
punktu jest spiralna logarytmiczna,

(17). Okazat, #e czas spadku planety ze spoczynku do érodka slotica jest ro-
wny czasowi, w ktorymby planeta opisala polowg toru eliptycznego, o osi gléwnéj,
réwnéj wysokosei spadku (twierdzenie Santini’ego).

, (18). Punkt opisuje spiralng logarytmicang, ktéréj biegun przycigga go z sily,
odwrotnie proporcyjonalng wzglgdem kwadratu odleglodci: wyznaczyé czas dojécia
punktu z danéj odleglodel ze spoczynku do bieguna spiralnéj.

(19). Wyznaczyé linija, po ktéréj punkt materyjalny ma tak spadaé, aby jego
rzub na linija pionows poruszal sie jednostajnie. Ta linija, zwana podlug Leibniz'a
izochrong, jest paraboly pélkubiczna.

(20). Wyznaczyé takg linija, izby punkt, spadajacy wzdluz niéj ze spoczynku
z polozenia M do A, opisal luk MA w tymsamym czasie, co eigeiwg MA, — Krzywa
jest lemniskata J. Bernoulli'ego (twierdzenie Saladini’ego).

(21). 7 danego punktn M wykréslamy ulklad cyklojd zwyldych odwréconyeh,
o pozioméj podstawie, ktérych spélnym punktem zwrotu jest punkt M: wyznaczyé
synchrong tych eyklojd, to znaczy linija, do ktordj punkt, spadajgey z M ze spo-
czynku, przybywa w tym samym czasie, po ktéréjkolwiek spada cyklojdzie. (Syn-
chrona przecina kazdg eyklojdg pod katem prostym).

(22). Okazaé, ze epicyklojda jest brachistochrong punktu, przycigganego od
grodka sily, proporcyjonalng wzgledem odleglodei.

(28). Punkb, opisujacy elipse, doznaje od jéj ognisk przyciagan, odwrotnie
proporcyjonalnych wzgledem kwadratu odlegloéei, ‘podezas gdy érodek elipsy przy-
cigga go proporcyjonalnie wzgledem odleglosci: okazaé, Ze cifnienie na elipsg jest
odwrotnie proporeyjonalne wzgledem promienia krzywizny, i wyznaezyé tg predkosé
poezatkowa, dla ktoréj to cisnienie byloby réwne zeru.

(24). Wyznaczyé linijg stalego cidnienia na plaszezyinie pionowéj, to
rmaczy takg linijg, ktéraby od punktu, spadajacego po niéj, doznawala w kazdym
miejseu tego samego cignicnia,
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(25). Wyznaczyé brachistochrong punktu, poruszajacego sig na dandj po-
wierzehni,  Stosnjac wyniki do powierzehni obrotowych, okazaé, Ze poczatkowy ele-
ment brachistochrony jest styczny do odpowiedniego poludnika,

(26). Wyznaczyé réwnanie rézniczkowe tautochrony punktn, przycigganego
przez dany srodek sily, proporcyjonalng wzgledem odleglosed,

(27). Punkt spada po cyklojdzie zwykléj nieodwréconédj, doznajac oporu,
wprost proporeyjonalnego wzgledem kwadratu predkosei i odwrotnie proporeyjonal-
nego wzgledem odleglosci od wierzcholka: wyznaczyé czas dojéeia punktu do pod-
stawy cylklojdy.

(28). Wyznaczyé ruch punktu, spadajacego w rurze prostéj, ktéréj jeden ko-
niec obraca sig jednostajnie na plaszezyznie pozioméj, a drugi koniec jest nieruchomy,

(29). Okazaé, ze zwykla cyklojda odwrécona jest tautochrong w érodku, ktd-
rego opér jest proporeyjonalny wzgledem predkosel (fwierdzenie Newton'a).

(80). Okazaé, ze linija laicuchowa jest tautochrony wzgledem swego wierz-
cholka, jezeli sila jest réwnolegla i proporcyjonalna wzgledem rzgduych, liczonych
od kierownicy, i dziala ku téj kierownicy,
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