ROZDZIAL VIIL
ZAGADNIENIA Z KINETYKI PUNKTU.

89. SPADEK PIONOWY PRZY OPORZE POWIETRZA. Punkt m, bedacy
uprzednio w spoczynku, spada pionowo na ziemig i doznaje oporu powietrza,
proporcyjonalnego wzgledem kwadratu predkosei; mamy wyznaczyé jego ruch.
Obierzmy poloZenie poczgtkowe punktu za poczatek osi @, majacéj kierunek
pionowy ku ziemi, i oznaczmy przez v predko§é punktu; wowezas opér powie-
mguvr

k2
spolezynnikiem, zaleznym od gestoéei powietrza. Réwnanie rézniczkowe ru-
chu jest (art. 75)

trza mozemy wyrazié zapomoca wzoru — , w ktérym 7% jest pewnym

A poniewaz v = c;—::, przeto otrzymamy, po skréceniu przez m,

dv v?
) T =9 (1 = ﬁ) )
% czego wynika
k

; _ K dv k4+v\%
@) =5 | w1 (325)"
bez stalé), gdyz ¢=0 dla v =0. Z ostatniego réwnania mamy

20t

T

3) v==Fk. Eia:———l- , astad

e ¥ 41

Dyt

Phy. 2 8 _#

x:ﬁf%‘——[ﬁt*—"fd:%lﬁg( k+l’3 'L.)"f‘a;
¢t 41
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: 2 ol
poniewaz za§ =0 dla ¢=0, przeto ¢ =— T log 2; a wigd
w
o zjz e & + e &
(4) p= 3 log Sy

co przedstawia réwnanie ruchu w postaci skoficzonéj. Rozwigzujge to réwna-
nie wzgledem #, otrzymamy

(5) t:-g:—'-{-—;-log(l-{-]/l—gi").

2z v, dv

Wstawmy v F e b rownanie (1); otrzymawszy réwnanie
_ kB w.do
Io="g =
catkujmy je, przyjmujgc, ze # =0 dla » = 0; mié¢ bgdziemy
e & ( _m\}
5 2y I3
(6) x:log (w) 3 kakd v="Fk\l —e ) .

Z réwnania (3) okazuje sig, Ze zawsze v<Ck. Poniewaz za§ prawa
strona tego rownania przybiéra warto$t 4 dla ¢ — oo, przeto predko§é v prazy
nieograniczenie rosngeym ¢ zdaZa do granicy k. Z réwnania (1) zaé widoczna,
ze przySpieszenie punktu jest ciggle dodatne, a jego wielko§é maleje nieustan-
nie tak, iz to przySpieszenie staje sig réwnym zeru dla ¢=co. Azatym spadek
punktu zdqia w granicy, przy ¢= oo, do ruchu jednostajnego. Gdybyémy
po prawéj stronie wzoru (h) zamiast 2 wstawili pierwotng wysoko§é punktu
ponad ziemig, to otrzymalibySmy czas, po ktérego uplywie punkt spadnie na
ziemig. Biorac k= oo, mielibysmy spadek punktu w préZni.

90. Rzur uxoény. Pocisk, ktéry uwazamy za punkt, wyrzucamy w pré-
ini z predkoéeiy ¢, ktéréj kierunek tworzy z poziomem kgt o, zwany elewa-

¢yj4 rzutu; mamy wyznaczyé ruch po-

9, i 4 cisku. Przesufimy pionowsg plaszczyzne
ay (fig. 36) przez polozenie poczgtko-
we M pocisku, a osig y niech bedzie li-
nija pionowa w tym punkcie, od niego
w goérg. PoniewaZz na punkt dziala

L o tylko w kierunku osi y sila cigzkosci
" M — myg, przeto réwnania ruchu beds,
d’z . dy d?s
Fig. 5. 22=0 gp=—0h =0
Calkujge je, otrzymamy
dz dy ds

5= E%ZGV_’N’ 7
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poniewaZ za$§ dla t==0 (w M) rzuty predkoSci sg odpowiednio ¢.cosa,
¢.sina, 0, przeto ¢, =ccosa, ¢, = csina, ¢, =0, a wigce

dw dy . de
Q) g7 = ¢cosa, -R—t—._.csma-—gt, 73?_'0'
Calkujac powtornie, otrzymamy
w=C;+ ¢t cosa, y:Oz—}-ctsina—ﬁ;;, p—= Uy,

a poniewaz dla =0 mamy # =0, y==0, #=0, wigc C;,=C,=C; =0 i
. gt®
(2) &= c¢tcosa, y:ctsma-—T, 2=0.

7 ostatniego réwnania widzimy, Ze pocisk porusza sig na plaszezyZnie piono-
wéj, przechodzacé] przez predkodé poczgtkows; wystarczg zatym piérwsze dwa
réwnania ruchu. Rdéwnania (2) okazujg, Ze ruch poziomy punktu jest jedno-
stajny 2z predkoseig ¢ cosa, a ruch pionowy jest jednostajnie opéZniony z pred-
koscig poczgtkows c¢sine. Rugujge ¢ z wyrazei na « i y, otrzymamy 16-
wnanie toru

% el
(3) §=ninhp 2¢2cos 2o oy
z ktérego wynika, %e pocisk opisuje parabole, ktéréj o§ jest pionowa. Spol-
rzedne X 1 Y wiérzcholka C téj paraboli sg

(s c?
(4) X =5 —sin2a, ngg

m2
29 sin e,

Obierzmy C za poczatek nowych osi spélrzednych a' i g/, réwnoleglych do
poprzednich, z osig y' pionowo na dél; wiedy rownanie paraboli bedzie

- | g 2
(5) Y= 3¢ cosa ©

Wielko§¢ Y nazywamy wysoko§cig rzutu; ona przedstawia najwigkszg wy-
soko$é, do jakiéj pocisk sig wznosi. Kierownica paraboli znajduje sig nad
poziomem w wysokoSci %, a wige w wysokosei odpowiadajgeéj predkoseci
rzutu i niezaleznéj od elewacyi, Spélrzedne &, 1 ogniska paraboli sg

N B . &
(6) E_X._%sm}h, n_§-§(3111 o—C08%0) = -g—gcos.?oc.

Parabola przecina poziom w dwu punktach, M i M,, a pocisk padnie na zie-
mi¢ w punkeie M,. Dlugo§¢ X,=MM, nazywamy doniosloScig rzutu;

2
kladge w (8) y =0, otrzymamy X, = fg_ sin2u, 7 caego wynika, Ze donio-

2
slost rzutu jest najwigksza dla o= 45° i wynosi wtedy Ey_
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Poprowadzmy przez M linijg prosty, ktéra tworzy z poziomem kayt f.
Kladge y == . tang, otrzymamy czas 5, po ktérego uplywie pocisk znajdu-

je sig na téj prostéj, tg = %E (sino. — cosa . tangB), w punkeie o spélrzgdnych

22 cos o cosasing
Q) L he ?Sm(“'_ﬁ) cosf’ Jﬁ“ F)- “cos?f
donioslosé za$ rzutu na téj prostéj bedzie

e I 2e¥ coso,

(8) 63 = ]/x51+ E‘jB“' — -_‘;j_ sm (U. — B) . m i
; : ddg :
Zeby 9 bylo najwigksze, musi Dby¢ T = 0, co odpowiada elewacyi
o= % (% + [3), z czego wynika, Ze kierunek rzutu jest dwusieczng kgta,

ktéry dana prosta tworzy z pionem,

Jeteli 2 1 y sg spélrzgdnymi danego punktu, to, kladge y—= x. tangp
i wstawiajgo t¢ wartosé w (3), otrzymamy réwnanie
g%
2 0
ktére pozwala obliczyt elewacyjg o, aby przy predkodci ¢ pocisk trafil w punkt

(z, ¥). To réwnanie daje dwie wartosci o' i " na elewacyjy, dla ktérych

cos . sin (@ — B) = <— cosfl,

cose! sin(a' — @) = cosa"sin(a" — ), a wige m"—{i:%—a', ezyli
- 1 1 ;
o= gtp=g (5 ) g (FHE) v
I 1 /= _1l/= 1
(9) 9"——'2"(54-[3)—2(24—{3)—-&.

Z réwnaii (1) 1 (2), lub takze z zasady energii otrzymujemy wyrazenie
kwadratu predkosei » w dowolnym punkeie, v2=¢*— 2gy, a z tego wzoru
wynika, Ze predkosé pocisku zalezy tylko od predkosci poczatkowéj i od jego
wysokosci nad poziomenm,

Poniewaz réwnanie paraboli zawiéra przy danym ¢ parametr o, przeto
mozna_ wyznaczyG obwiednig parabél rzutu dla rozmaitych elewacyj, miejsce
gieometryczne wiérzcholkow, tudzieZ ognisk tych parabél i t. p. Te zagadnie-
nia pozostawiamy czytelnikowi.

91. RucH centrALNY. Najwazniejszym ruchem tego rodzaju jest ruch
centralny, gdy ma zastosowanie prawo Newton’a, t. j. gdy sila (przycigganie),
sprawiajgca przy$pieszenie punktu, jest odwrotnie proporcyjonalna wzgledem
kwadratu dlugoSci promienia wodzgcego. Wiadomo (art. 16), Ze przySpie-
szenie ruchu centralnego planet okolo slofica jest odwrotnie proporcyjonalne
wzgledem kwadratu odlegloei od érodka slofica, z czego wnosimy, Ze sila cen-
tralna slofica dziala wedlug tegoi samego prawa. Z prawa zatym Newton'a
mozna ofrzymat prawa Keppler'a.
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Obierzmy érodek ruchu jake poczgtek ukladu spélrzednych, a osi Oz
i Oy na plaszezyZnie ruchu i njech ,”:-;, wyraza przycigganie, ktorego punkt

(xz, y) o masie m doznaje od poczgtku osi, bedacego w odleglosci . Wow-
czas rownania ruchu tego punktu beda,

d*r J2 a2 k2
) E=

ar ™ ae P

Zasada zachowania pél i zasada energii prowadzg do dwu piérwszych calek
tych réwnan., Kladge 2 =r.cosy, y=1.sineg, gdzie ¢ jest kgtem, liczo-
nym od dowolnie obranéj osi biegunowéj O, mamy na mocy piérwszéj zasady

dn dx o @
(2) o Y _ ¢

"2

”{'ﬂ_y'ﬂ_? .—d?:%’a,

gdzie @ oznacza staly predkosé wycinkows. Mamy tutaj

X.ds+Y.d =d(*”f),

a zatym potencyjal U= : , skad otrzymamy
1 1

J— 1 —_——
(3) V2 — 2 =212 (.3 fn),
wyrazenie predkosei v, gdy dla ¢ =, mamy predkosé v,. Powierzchniami
potencyjalnymi sg kule, opisane ze §rodka ruchu, a kola spélérodkowe, zakré-
§lone z tego §rodka na plaszezyZnie ruchu, przedstawiajy na téj plaszezyimie
linije pofencyjalne. Predkosé wige otrzymuje tez samg wartosé, ilekroé punkt

znajduje sig w t6j saméj odleglosci od §rodka. Niech b____%z__E?k:; wiedy
0

) r= -2'7—" +1,

a poniewaz wedlug art. 10-go
dtp) [ di) -;] 4a*
(dt ) TT

= 22
U= ( at) T
przeto otrzymujemy nastepujace rownanie rézniczkowe toru punktu

] 2 2
[(ﬁ’,ﬁ)z -l"»"”] %‘IT = % + b, skad

de
dr
(5) de=2a. ,-,]/ it 92 P
. 2 =T z -+
Kladae
2a 2
o T _%a
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i calkujge réwnanie poprzednie, otrzymamy
(6) p — ¢y = arc cos P,

gdzie ¢, jest staly calkowania. DPoniewaz P roénie z ubywajgcym », i dla
pewnéj wartofei » = », przybiéra najwigkszg warto§é réwng jednoéei, przeto’
¢, oznacza t¢ warto§é kata ¢, ktéra odpowiada najmniejszemu » =17y. Obié-
rajac of biegunows w kierunku najmniejszego promienia wodzgcego 1y i liczge
od t6j osi kat ¢, otrzymamy ¢, =0, a zatym:

2a 2
o r 2a
tp.._-auccos.l/ =
bt (55)
czyli
4q?
(M

b — - Tj_,.,
Voo

Z tego rdwnania okazuje sig¢, ze punkt opisuje krzyws stopnia 2-go, kt6réj
ogniskiem jest §rodek ruchu, Parametr p i mimoéréd e téj krzywéj sg:

402 2a\%
®) P= T "-*l/l*(?) g

‘W art. 17-ym inaczéj dowiedziono tego twierdzenia i podano kryteryja rozpo-
znania natury téj krzywéj. Jekeli punkt opisuje elipsg, ktéréj o$ gléwna
jest 2A, to p=A (1 — ¢, a wige

- b 27 I*
(9) 2a=k} A(l—e2), b:_f’ vzzT—I.
dt
dr\2 4a> 2]
(G + =22 +b,

dr\*__  4a* 217
(10) - (@)=

" Dla ruchu centralnego mamy (art. 15) ¢? = ( )z—|— %ﬁ; bedzie wiee

Réiniczkujge to rownanie wzgledem £, otrzymamy

dr B 4 B 4a®  d¥

ar = g2 @) AT s ag’
% piérwszego przeto réwnania (1) mamy

d*z ( 40 a2y )
T ]
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czyli

r d%z d2r x 4a® rZ( da dr) z 4::-

B A v e g\ s ) Ty e

_d_[z_c_l_(x]a:éa ¥ d [+ d (= x
at " di ?) T %"ﬂ'[ﬁ“ﬂ(}‘)}r?:o’
albo nakoniec

dc92 ( ) +—=0, a podobnie
= e (1) +4 i
deg*
Mozemy wige réwnania pierwotne (1) zastgpié dwoma réwnaniami r6Zniczko-
wymi linijowymi. Calkujac te rdwnania, miéé bedziemy
2 =r(a,cos¢+ b, sing), y=r(a,cosp - b, siny),

a z tych réwnan moZna talkZe otrzymaé tor punktu,
7 réwnania (10) wynika

(12) dt= ar

]/ R LA

jezeli tu zamiast @ i b wstawimy ich wartoSci (9), stosujgce si¢ do ruchu po
elipsie, to otrzymamy rownanie

I/A r.dr
VEe—@A—rp

13) dt =

z ktérego przez calkowanie moZemy obliczyé czas w funkeyi promienia wodzg-
cego. W rachunkach jednak astronomicznych nie uzywa si¢ tego wzoru, lecz
wprowadza sie, dla uproszezenia rachunku,

inng zmienng, Niech O (fig, 87) przedstawia m?

§rodek §lofica, P punkt przysloneczny (peri-

helium), P' punkt odsloneczny (aphelium);

wtedy kat ¢ o wiérzcholku w O, liczony od

osi OP, nazywamy anomalijg prawdzi- 0 p
wa. Na osi PP, jako na érednicy, zakré- = ¥ N0
§liwszy kolo, z jéj $rodka wyprowadzZmy

do niéj prostopadly mN; ona przecina kolo

w punkcie m'. Kat u=PMm' nazywamy

anomalijg excentryczng, albo anoma- Fig. 37.

lijg érednig, i tego kata, jako zmiennéj,

uzywamy w rachubach astronomicznych. Z figury otrzymamy

ON=MN—MO, czyli ».cosg=A cosu— Ae=A(cosu—e);
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poniewaz za$ réwnanie elipsy jest

(14) r(l4-ccosyg) = A (1 —e?),
przeto, po wstawieniu powyzszéj wartoSei,
(15) r=A(—e¢.cosu).
Wikutek tego, wedlug (13),
Ve

eIt:A—IF;é (L—eccoswu).du.

oo : i . : -
Kladac jeszeze n = — i calknjge, miété bedziemy nf=2u — e sinu-}-C,,

ac ] AV A 8¢, € y I

Lecz dla =0, {=0, przeto C; =0, a zatym
(16) nt=1 — esinu.

To réwnanie wyraza czas przez anomalijg §rednig. Z tego wyrazZenia okazuje
., . : , T 2w . ;
sig, %e czas jest funkeyjg peryjodyczng anomalii, 1 Zze T =— jest wyrazoe-

niem czasu calkowitego obiegu planety okolo slofica. To wstawieniu tu war-
tosel », mamy

4m2A3
(17] I:I:J2 —_— -_}:'E_F_ )
o stad
a3
(18) =42, %

Biorye centymetr za jednostkg dlugodei, a sekundg za jednostke czasu,
mamy dla ziemi A —1487.10'%; T = 31558118, a zatym A?:T?= 33015
% 100, skad mamy nastepujacg warto§t spilezynnika przyciggania:

(19) I = 13084 x 1022,

Wiadomo, Ze masa slofica, wyraZona w gramach, wynosi 199.10%%; dzielae
k® przez ostatnig liczbe, ofrzymamy

13034, 1022 1

() C=—Tg9. 1007 = 1,503, 10" W

jako wielkoi¢ sily, jakg, wedlug prawa Newton’a, masa jednego grama przy-
cigga mase jednego grama w odleglosei jednego centymetra.

92. Wanapro ProsTE (MATEMATYCZNE). Tak nazywamy przyrzad
idealny: prosta sztywna jest w jednym koficu utwierdzona, a na jéj koficu
drugim znajduje sig punkt materyjalny, poruszajgcy sig na plaszczyZnie pio-
nowéj pod dzialaniem sily cigzkosci. Wskutek tego polaczenia punkt opisuje
kolo. Pomijajac masg prostéj i opér powietrza, wyznaczymy ruch wahadla,
Przez punkt zawieszenia C (fig. 38) poprowadZmy o§ pionowy y-6w, a przez
punkt najniZszy A kola poziomsg of w-6w. JeZeli » jest dlugodeig prostéj,
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zwang dlugoécig wahadla, to mamy warunek ruchu, niezaleinie od sily
zachodzacy, a? + y* — 27y =0, kiéry wyraza sztywnoS¢ prostéj. Na mocy
twierdzenia Galileusza, wyraZajacego w tym
zagadnieniu zasadg energii (avt. 84), pred-
ko§¢ » wahadla w dowolnym punkcie m
otrzymamy z réwnania

1) v*=1v,>+29(h—y),

gdzie v, oznacza predkoéé w dowolnym pun-
keie M, dla ktérego y="»h. Z tego wzoru
wynika, Ze podezas spadku od M ku A pred-
koS¢ wzrasta 1 ze wahadlo posiada w pun-
keie najniZzszym A, dla ktérego y = 0, naj-
wigkszg predko§é V2—=wv,2+2gh. Odtad
podnosi sig wahadlo i jego predko$é maleje,
a w punkcie m', lezgcym z punktem m na
tym samym poziomie, przybiéra ta predkosé
znown warto§é ». Predkos¢ bedsie réwna zern w tym punkeie, dla ktérego

Fig, 38,

2
v+ 29(h —y) =0, a wige gdy y =17 —|~~;°—g. Jezeli zatym wahadlo wznie-

sic sig ponad M o wysoko§¢, odpowieduig predkosei v, w tym punkceie, naten-
czas prgdkoéé bgdzie réwna zeru. Poniewaz gy << 2+, przeto ten pl‘?}'pndek

nastgpi dla - ——|—h << 27, albo, gdy wprowadzimy oznaczenie H = °- + Ty

dla H<<22. Jez.ah H << 27, natenczas wahadlo wzniesie si¢g do pewuego
punktu N, dla ktérego y = H, a odtad zacznie znowu spadaé ku A, podnie-
sie si¢ znowu do punktu N’ w tym samym poziomie, co punkt N, spadnic
do A it.d. bez konca. Taki ruch nazywamy wahaniem sig, czyli oscy-
lacyja; wahanie sig jest ruchem okresowym, a czas, potrzebny do opisania
luku NAN', zowiemy trwaniem wahnigcia.

Jezeli H =27, to punkt m przychodzi do spoczynkn u szczytu kola;
a jezeli H > 2#, to punkt nie przyjdzie do spoczynku, lecz bedzie opisywal
kolo nieustannie w tym samym kierunku. W tych obudwu wypadkach niéma
wige wladciwego wahania sig. — Zastanowimy si¢ nad oscylacyjg wahadla,
przyjmujae H << 20,

Wedlug (1)
(2) (r?s) =224 29(h— ).
To réwnanie, wyrazajace zasade energii dla ruchu punktu po jakiéjkolwiek
krzywéj przy wylacznym dzialaniu sily cigzkodci, pozwala wyznaczyl czas,

dx\? »

jezeli uwzglednimy réwnanie danego toru. Kladae ds*= [1 - (EIT;) ] .y
i wyrazajae da:dy z réwnania kola, otrzymamy dla wahadla
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dy
®) giz el 2 —.
Vs 1@]/1—-3; Vo T 20— )

Poniewa? zawsze d¢ > 0, przeto nalezy po prawéj stronie bra¢ znak -+, jezZeli
wahadlo si¢ podnosi (dy > 0), za§ znak —, jezeli spada (dy <<0). Kladgc
warto§é za H i uwazajge ruch od N ku A, otrzymamy

]/“_ dy :
Y
V' Hy—2. Vl— o
a jezeli £ oznacza czas, potrzebny na spadek od N do A, to

w =3 f 7=

Biorge w (3) znak + i calkujge od 0 do H, ofrzymamy ten sam czas, po-
trzebny do opisania luku AN', z czego sig okazuje, %e trwanie jednéj oscyla-
¢yl wynosi

' 7 I dy gy Y=
b T=8= 2 —————-(1__ 7,
v 9[ VHy—y? 2")

0

gt

Poniewa? y << 2+, przeto moZemy ( 1 — == rozwingt na szereg podlug

poteg argumentu g, tak iz

: (_.;.) fII
6 P — 1y _y.dy
© 9 HEO( L @y Jo |/ Hy—qy2’
gdzie
-5 1.8.5...(an—1)
2 ) —=({—1\n 2 L0
(n)_( 1 2.4.6...2n
Wiadomo z rachunku calkowego, e
H 1
y* . dy =153.5 : (2n—1) Hr o dy .
, VE—p 2aegn ) PHy—gp
1.




KINETYKA PUNKTU, — 92, 204

mamy zatym

Hy2  (1.8.5\2 (Hya
™ T_“l/_l +( .ar ) (E;) +(2.4.6) (27-] Tk
.1__',:_}‘5‘ ..(2*.&3-«3)(2*.'a~-~1))2 (H 4
""( 5.4.6...0n—2)2n /" '2?) e
Kat ¢=A Cm, ktéry wahadlo w danym poloZeniu tworzy z pionem, zo-
wiemy odchyleniem wahadla, a najwigkszg wartos¢ tego kgta, a—=ACN,

. f . y f o
nazywamy obszernofcig wahania, Poniewa H:2r.sm“-§—, przeto

(8) T:ﬁ—l/-;':;11+(%)z ssmv—-{-(;J i) siu‘%—{—...—k

1.3.5...@n—1) )2 L
+( 2.4.6...2n saind §+'"$’

a to rownanie pozwala trwanie wahnigeia obliezyé w funkeyi jego obszernoSei,
Jezeli obszernoéé wahania jest dostatecznie mala, nie przekraczajgca 3°,
to moZemy przyjaé

sini———a—-——-l— (d 3___a(1 &

2 g2 3l E) — 2 _'2'74")'

Wstawmy te wartoé w (8) i rozwifimy szereg, to otrzymamy z wystarczaja-
cym przybliZeniem

9) . Tex

7 LR L i
LR TR A

Dla o << 1° wystarczg dwa piérwsze wyrazy, a wtedy bedzie

~)/ 504

Dla nieskoficzenie malych obszerno§ei bedzie w granicy =0, co daje czas
wahnigeia

(10) T,,znl/g.

7 tego wzoru okazuje sie, Ze w wahadle nieskoiiczenie male wahnigeia 8¢ nie-
zaleéne od obszernodei, czyli sy réwnoczesne (twierdzenie Galileusza).
Trwanie wahniecia zaleZy od dlugo§ei wahadla i od przyépieszenia spadku,
a zatym od miejsca na powierzehni ziemi, w ktérym je obserwujemy. Z r6-
wnafi (9) i (10) mamy

T 1 1 1

-T"-:l-l_ i i1 J“I*-f-:l-—ﬁag-l'md*-—--.-:

16 3072 '

BiLblL wat,-fz, 8 IV, T. ¥. 14
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a stad

10’ T —T(l 8

(e) o=T(1— 5+ )

Obserwacyje pozwalajg wyznaczyé czas T dla dostatecznie malych wa-
hnigé; nie mozZna z nich' jednak bezpo§rednio otrzymaé czasu T, dla wahnigé
nieskoficzenie malych. Wzér (10') pozwala z obserwowanego czasu T obli-
czyé T.

MozZemy zagadnienie o wahadle rozwigzaé takze zapomocg rozkladu sily
na sile styczng i na silg normalng (art. 87). Rozkladajgc sile cigzkoSei myg
na sife styczng P, 1 na silg¢ normalng P,, otrzymamy

P,=mg.sing; P,=mg.cosg;
bedzie przeto

v .
(11) —7 =9+ sing.
; . de dv d*p
Podezas spadania wahadla od N ku A mamy v=—1 T T =g

powyzsze zatym réwnanie prowadzi do réwnania

(12) dtz+{g-.sintp:0,

jako réwnania ruchu wahadla. JeZeli wahadlo podnosi si¢ od A ku N, na-
tenczas sila mg.sing dziala w kierunku przeciwnym predkosei v; ofrzymamy
zatym %;i = — g sing; poniewaz jednak dla tego ruchu mamy v =r. —f{i—,
przeto réwnanie (12) pozostaje niezmienionym. MnoZgce to réwnanie przez

2, % i calkujge, otrzymamy calke piérwszg

(—di)gz —2-;'9-'- cosyp--¢,

dt
o poniewaz %-{g =0 dla =@, przeto c=— %‘g cose, wige
dey: 2
a9 () =2 ose—comm,

co wyraZa zasadg energii, Z tego réwnania wynika =

d
14 a=%]/ . 2%
a9 29 " ) cosp — cosa’

co pozwala czas wyrazié przez calke eliptyczng.
Dla bardzo maléj obszerno§ci wahania mozemy polozyé tuk ¢ zamiast
sing i otrzymamy z dostatecznym przybliZeniem

d . g9 _
(15) qe - = 0

¥
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jako réwnanie ruchu wahadla. PoniewaZ dla ¢ =0, mamy ¢ =a, %EE =
przeto z ostatniego réwnania ‘

_ T 5T |
(16) :p_a:.cost.l/r, t_Vg arc cos — -
Dla ¢ =0 otrzymamy t:%-_l/—;u, a stad T, _—:f:cl/—;—, jak wyzéj.

Styczna do kola, poprowadzona w punkeie »i, tworzy z poziomem kat ¢,
a z réwnania (11) widoezna, Ze przySpieszenie ruchu wahadla w kierunku té&j
stycznéj wynosi g.sing. Jeicli punlkt materyjalny spada po prostéj pochylé),
to jego ruch gest jednostajnic praySpicszony, a prayspieszenie tego ruchu jest
roune rzutowt prayspicseenia pionowego g na ig prostg.

‘Wahadlo, czynigce w prézni nieskoficzenie male wahnigeia, z ktorych
kazde trwa jedng¢ sekundg, nazywamy wahadlem sekundowym. Kladge
wréwnaniu (10) Ty =1, r=1, otrzymamy

(7 1=

?

0!

jako dlugos§é wahadla sekundowego w tym miejscu na powierzchni morza,
w ktérym g jest przySpieszeniem spadku. PrzySpieszenie spadlu jest propor-
eyjonalne wagledem diugoSei wahadle selkundowego; mozemy wiee zapomocs
wabadla wyznaczyé w kaZdym miejscu na ziemi przy§pieszenie spadku, Wa-
hadlo sekundowe jest najkrétsze na réwniku, najdiuzsze za§ na biegunach
ziemi, a jezeli I, oznacza dlugo§t wahadla sekundowego na réwniku, to pod
szerokofcig gieograficzng A otrzymamy odpowiednig dlugo$é ! wahadla se-
kundowego ze wzorn (art. 63)

(18) =1+

w:R .
2
5 Sin?A,

T
z ktérego, po wstawieniu wartosei z art. 63-go, mamy w metrach
(19) 1 =10,99182 4 0,00344 sin 2.

Niech wahadlo waha sig w $rodku, ktérego opér jest proporcyjonalny
wzgledem n-té] potegi predkoSei. Oznaczajac opdr przez Amaw®, otrzymamy
viwnanie ruchu,

dv

7 =0 sing — k",
ezylf, po podstawieniu wartosci,
d'a"P il gin—1 n (dlp}ﬂ _-9_ 3 s
(20) -di,}-+(—1) AR & + 2> sing =0.

Dla malych wahai w powietrzu moZemy przyjaé n =1, a whedy

a?o L
(21) Pr +X. w Ty sing =0



212 MECHANIKA TEORETYCZNA.
lub, piszge luk zamiast jego wstawv,

&9 g
(5 Y p—=0.
(22) a5 T + ;=0

(Calka ogélna tego réwnania jest

l{( V)\‘J‘— e l/li—"‘!"?
(23) p=e 2\C,e ? +023— T ;

gdzie stale C; i Cp wyraZamy z warunku, Ze dla piérwszego wahnigeia ma
byé przy t=0 tak ¢ =1p, jak i dti =0, gdzie ¢, jest obszernofcig tego
wahnigeia, Wedlug wartoSei wyraZenia pod znakiem pierwiastka kwadrato-
wego W réwnaniu (28), nalezy rozr6znié trzy przypadlki.

a) Gdy 13—479:_0, lzB-I/%-, wihedy cp:Ce_'V%, G =iy,

a wiec B
[

(24) VS tple_’V'r’.
Aby wahadlo doszlo do poloZenia pionowego, potrzeba, izby ¢ =0, a wtedy
t=oco., Przy takim zatym oporze nie dojdzie wahadlo do poloZenia piono-
wego, ruch przeto jego nie bedzie wahadlowy.

b)) Gdy A? _j;fq_ >0, czyli A> 2]/-%, to kladge p2=»A2— 49

r~

i wyznaczajae C; i C,, otrzymamy

o o= M
@ e=dfetns —o—w |
Poniewaz zawsze { >0, przeto ¢ =—=0 dla
A=, M,
¢ * =0 i * =0,

a poniewaz A — .= 0, przeto znowu {—=oco. Nie otrzymamy zatym takzZe
wladciwego ruchu wahadlowego.

4g
¢) Gdy l“»—’—: <0, czyli A << 2w, a zatym pierwiastki w (23)

sg urojone. Kladae 6= -I/é} — A2, otrzymamy
At

w7 loss2E o X "_t)
(26) v=¢e (cos 3 o 5 Sin5- ),

co przedstawia funkcyjg peryjodyezng czasu, okazujgea, %e ruch wahadlowy
zachodzi, Mamy tu

At
(@7 a__ 2% 3

. ot
dt — ] oy
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Jezeli sin 8 = 0, to otrzymamy a¢ = 0, co nastapi dla LT 0, =,

2 di 2
2%, ..., nm; trwanie zatym jednego wahnigcia wynosi
oL, e Py 1
ngﬁzh(ﬁ—p) pp— —L(l—ﬁ) B
q r 4y 4g

= NipA—o
T=mx L(l———) B-
g 49

Jezeli rozwiniemy dwumian i zatrzymamy tylko wyraz tego rzedu co 22, to
miéé bedziemy

(28) __ﬂ]/~ 3_21

A wige nieskoficzenie male wahnigcia trwajg plzy tym oporze nieco dluzéj,
niz w prézni, i sy takze réwnoczesne. Po n oscylacyjach uplynie czas

di== 21: ~—— podstawiajac tg wartosé w (26), otrzymamy
_ . whn
(29) pp=tqe 9,

jako wielko§¢ kata, ktéry wahadlo po » wahnigciach tworzy z pionem. Z tego
widzimy, Ze obszernofci wahafi tworzq malejacy postep gieometryczny.

93. Wanapro sreryezye, Udzielmy punktowi m predkosei poezgtko-
wé) v,, ktordj kierunek nie przypada na plaszezyZnie pionowé) mC A ; naten-
czas torem tego punktu bedzie krzywa skoéna, leZzgea na powierzchni kuli
o promieniu », ktéréj frodkiem jest punkt zawieszenia C. Takie wahadlo
nazywamy wahadlem sferycznym.

Zastosujemy og6lne réwnania rézniczkowe Lagrange’a (art. 78), aby
zbadat ruch takiego wahadta, Obierzmy punkt zawieszenia C jako poczatek
osi, pion CA, z géry na dél, jako o§ #-6w, a plaszezyzng 2Cy poziomo; miej-
sce punktu okréslimy przez katy: ¢, ktory wahadlo tworzy z pionem, i 6, ktory
plaszezyzna mCz tworzy z plaszezyzng 2Cz.  Wtedy otrzymamy

g=7rcoslsing, y=1rsinlsing, z=rcosyp,
a réwnania ruchu beda

d 7oT
dt(ae*)‘“‘ T+, mlGe ( )

Poniewaz

= _’;"_ (@24 414 #2) =

ﬂw —— (¢"2+02sin2y), U=mgz=mgr cosy,

T+U=m [? (¢ + 0%sin2g) + g7 cosp |,

ﬁ({P—I—U):O, dilp(T-{-U):nrw'.(r.ﬁ’2 cos® — g) sing,
0T = 26 gin? 9T — s 2l
Sg = mrt0 . sin*g, —a—@—_m? ¢
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przeto otrzymamy réwnania ruchu

(1) r2(8"sin3¢+2¢'0'singcosp) =0, »2'"—»(r62cosp—g)sing=0.
Calka piérwszego réwnania,

R de .
(@) 720 .sm-:p:&'*.ﬁ?smﬁcp:c,
gdzie ¢ jest wielkoscig staly, wyraza zasadg pdl ze wzgledu na plaszezyzng
20y, a 2 t& calki wynika, Ze ruch rzutu poziomego wahadla jest ruchem
centralnym wzgledem punktu C. Podstawiajge 6' z (2) w drugim réwnaniu
(1), otrzymamy

7 S e e N T
P T 9 e TR
a mnozge to réwnanie przez 2. %—;ﬁ i calkujgc je, miéé bedziemy
o [G9\ _ ¢* :
(3) 42.(-ﬁ) _.2.&——@?2—(?-{—291 cosq,

gdzie 2h oznacza staly. Rugujae ¢ z (2) i (3), otrzymamy réwnanie

de\*, rdB\? .
v R ) 2 — v
) UL [( 7t +(dt sin :p]_.‘a(ga cosp +h),

ktére wyraza zasadg energii. Niech dla =0 bedzie 6=0, p=1,, ¢'=9',,
'=0,; wowvezas

(5) e=120',sin%py, 2h=r3(¢'%, +0'2, sin2epy) — 21 €O, = v%2— 2 g7 COS P,
Kladge

(6) R=2+2(gr cosg +h) sin?¢ — ¢?,
z réwnai (2) i (3) otrzymamy
4 ginpd c.d
7 Pt TR gomt  2oOF
9 { /'R J sing]/ R

Piérwsze 2 tych réwnai pozwala obliczyé czas w funkeyi kata @, a drugie jest
réwnaniem rézniczkowym toru wahadla. Crzas ¢ i kat 6 dajg sig wyrazié
przez calki eliptyczne. Nie obliczajge tych calek, moZemy z powyzszych ré-
wnafl poznaé glowne wlasnoéci ruchu wahadia.

W tym celu zwazmy, Ze z =1 cosp moZe praybiéraé tylko takie warto-
§ci, ktore znajdujg si¢ migdzy —» 1 + r; tudziez, Ze tylko takie wartoSci
kata ¢ uwzglednié nalezy, dla ktorych wielomian R = 0. Wstawiajge w R
wartoé z = cosy, otrzymamy

®) R=2(2— &) (g5 +h)— &

a z powyZszych uwag wynika, Ze nalezy przedewszystkim zbadaé pierwiastki
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réwnania R=0 w granicach 4 =—1 i z=+r. Kladge kolejno za #
wartosci nastepujace:
4=—o0, —7r, Z=rcosyP,, -+, otrzymamy odpowiednio
R=+oco, —¢ rigy'® . sin%qy, —c?

z czego sig okazuje, ze wszystkie trzy pierwiastki réwnania R =0 sg rzeczy-
wiste i znajdujg sig miedzy krafcami: —eoo i —», — 12, 2,1 4.
Piérwszy pierwiastek, jako ujemny i liczebnie wigkszy od #, nie ma dla nas
znaczenia; trzeci pierwiastek, kitéry przez o oznaczymy, jest zawsze dodatny
i mniejszy od #, drugi pierwiastek § bgdzie dodatny lub ujemny wedlug tego,
czy RS0 dla =0, a zatym, wedlug tego, czy 2r2h—¢*S0. Jeteli
29%h—¢*<<0, to 0 <<B<<o, wielomian zatym R przybiéra wartoSci do-
datne dla B<<z<<a, a R bedzie rowne zern dla z=p i dla z=oa. Po-
niewaz ¢>>0 oznacza, %e wahadlo znajduje si¢ na dolnéj pélkuli, przeto wi-
dzimy, Ze w przypadku, gdy 2+*h — ¢*<<0, wahadlo pozostawaé hedzie na
dolnéj p6lkuli, a tor jego bedzie zawarty miedzy tymi dwoma réwnoleznikami,
w ktérych plaszczyzny 2—@ i # =a przecinajg ie potkule. W przypadku,
gdy 2#%h — 2> 0, bedzie R >0 dla # migdzy kraficami —f i «; waha-
dlo moze sig przeto wzniésé do gérnéj pélkuli, a jego tor sferyczny bedzie sig
znajdowal miedzy dwoma réwnoleznikami, z ktérych jeden znajduje sig na
gbérnéj, a drugi na dolnéj poltlkuli.

Moze zaj§é przypadek, Ze o=f; wtedy 2=« jest pierwiastkiem po-
dwdjnym, a R =0 jest jedynym rozwigzaniem, ktére odpowiada ruchowi wa-
hadla migdzy danymi kraficami. Wahadlo bedzie wtedy opisywalo kolo na
dolnéj polkuli, ktérego promief zalezy od predkosci poczgtkowéj. Poniewaz
w tym przypadku bedzie ¢' =0, przeto takZe jest ¢,'=0; nalezy zatym wa-
hadlu daé predko§é poczatkows poziomg. Mamy wtedy v, = #26,"%sin%g,,
a z (2) widzimy, Ze 0'=0,'; ruch wige wahadla bgdzie jednostajny. Takie
wahadlo nazywamy wahadlem stoZkowym w S§cislejszym znaczeniu,

W tym przypadku bedzie dla s =ea, R=0 i a5 = 0; rézniczkujge przeto

réwnanie (8) wzgledem 2, otrzymamy ds

3982 —2hz—gr*=0, czyli 3g cos“tpo+21—fﬁ' cospy, —g=20,

a podstawiajge 274 = 720, sin®p, — 2g» cosg,, miét bedziemy
2 vﬂz n 2
g o8 Qo =g — — . SN "o COS Py,

skad
0) PR . )

cosp,

jako drugi warunek dla wahadla stoZkowego. Rozlézmy cigzar mg wahadla
na skladowe, jedng w kierunku promienia » i drugg w kierunku prostopadiym
do r; ta ostatnia skladowa bedzie myg sing,. Sila od$rodkowa wahadla, opi-
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sujgcego kolo o promieniu »sing,, wynosi mwvy?:r sing,; rozlézmy jg na
dwie sily, jedng w kierunku promienia », drugg prostopadly do #; ta druga
skladowa bedzie muv,? cosg, : # singy. Poniewaz, wedlug (9), mamy
. muteosty, )
Mg Singy = — %
przeto otrzymujemy twierdzenie: wahadlo sferycane opiswje Lolo, jeieli jego
predkosé poczgthkowa jest pozioma i jedele skludowe sily odsrodkowd) i cigiaru
wahadla, prostopadle do preta, na kidrym wahadlo zawieszono, sq sobie réwne.

Z predkosei v, otrzymamy czas wahnigeia T :Enl/’ﬂ;i{—?ﬂ =Aan Zo

% czego wynika, e wahadlo stozkowe obraca sig raz okolo pionu w tymize sa-
mym czasie, w ktérymby wahadlo proste o dlugosci 2, wykonalo wahnigcie
podwdjne, 5

Jezeli kgt ¢ jes? dostatecznie maly, to, kladge sing=g, cose=1 —-f% -
otrzymamy z réwnania (7)

1

(10) At =k ro_ %49 -
[4
]/~cp*+2 1+_ ¢

2
Obliczmy pierwiastki réwnania — ¢*--2 (1 + -;T p? -——-g—;-— =0 i lczmy ¢
od chwili, kiedy ¢ przybiéra wartosé jednego z tych pierwiastkow. Niech g2
bedzie jednym z pierwiastkéw tego véwnania; drugi pierwiastek oznaczimy
przez ¢,% Wtedy bedzie

(11) ~—(P-;+2(1 -|—§"‘f"-) z_%:_(tFaw?ug)(‘P,_tPlu): |
=(S5 ) - (-2,

& wige

dt:il/:{. ; p.de¢
4 /(%2__%2 2 . %2_]_%2)2'
) "‘(‘P =3

2

Calkujgc to wyrazenie z uwzglednieniem warunku poczgtkowego, otrzymamy

] H 2
=~ /—alccos tpﬁ(i’fcpj_%)’

bo|

a stgd

(12) 2 = ©,2 cos 3#]/%-!—%'" Sinztl/%

7 tego rwnania okazujo sig, e kat ¢ jest funkeyja peryjodyczng czasu, i Ze
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jego wielko$¢ pozostaje ciggle zawarta migdzy @) i ¢,. Migdzy tymi krafi-
cami odbywa sie kazde wahanie sig w czasic r=r S
: ; 2 g

Z réwnania (2) mamy, kladge sing =g,

(18) gai=8198._, 0

c.dt __ ¢ di
P2 T g2t e ]
¥ 0,2 c0s ¢ ]/%—I—cpﬁ sin 2¢ ]/%

Stad otrzymamy, przyjmujge, ze 6 =0 dla ¢=0,

__ ¢ r : P4 ‘5)
— —arctg | = tet =]).
9001 l/sr g(% 7 l/?'

~ Poniewaz za§ z réwnania (11) wynika @9, = —]—/Ez, przeto
ry gr

(14) 6 = arctg (ﬂ tg ]/2),
%o r

a z tego rownania mozemy kat 0 obliczy¢ w funkeyi czasu. Widzimy wige,
ze kat 0 ro$nie nieustannie z czasem i ze plaszezyzna wahania, poprowadzona
przez wahadlo i pion CA, obraca sig w czasie © o kat prosty okolo pionu, Ze

przeto calkowity obrét téj plaszezyzny zachodzi w czasie 2 -:rl/% Caytel-

nik latwo sprawdzi, Ze rzut poziomy wahadla na plaszezyzng zy opisuje elipse
?&tp“ 5+ ??2 =1, ktoréj srodkiem jest punkt zawieszenia.

94, Tavrocurony. Tor punktu nazywamy tautochrong, jeZeli punkt,
poruszajacy si¢ po tym torze przy dzialaniu wiadoméj sily, przybywa do pe-
wnego danego na tym torze punktu O w tymie
samym czasie, niezaleZnie od tego, z ktérego
punktn tego toru ruch sig rozpoczyna. Niech ¥
M (fig. 39) bedzie dowolnym poloZeniem po-
czgtkowym punktu, w ktérym predkosé jest
réwna zeru, O za$ niech bedzie stalym poloze-
niem, do ktérego punkt zdgza, nadto m niech . 0
oznacza dowolne miejsce podezas ruchu; préez m\<
tego przez o oznaczmy luk OM, przez s do-
wolny Iuk Om, obadwa luki liczac od punktu ¥ig. 30.
stalego O. Jezeli P, oznacza skladowsg styczng
sity przylozonéj w punkcie m, wzieta dodatnie w kierunku ruchu, to zasada
pracy daje predko$é w punkeie m, gdy, dla uproszczenia, mase punktu przyj-
miemy jako réwng jednoSci. Mamy bowiém

o ﬁ —2[1& ds_.fP; ds,




