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(KINETYKA PUNKTU.)

80. Rozwiazania océnNe rROWNAK ruchu. Otrzymawszy wedlug po-
danych metod réwnania ruchu, nalezy sig zajaé ich calkowaniem. Jezeli ruch
punktu jest prostolinijowy, # oznacza odleglosé punktu od punktu stalego,
obranego na prostéj, m mase punktu, a X sile dzialajaecq wzdluz prostéj, to

d*x
1) Mo = X
jest jedynym réwnaniem rézniczkowym tego ruchu, w ktérym X jest wogdlno-
4ei funkeyjg wielko§ci —i%'—, 21 f. To réwnanie mozemy napisa¢ ogdlnie pod

postaciz)

1% d
@) PG, 22, 2, t)=0,

7z ktoréj sie okazuje, Ze rozwigzanie zagadnienia o ruchu prostolinijowym pun-

ktu sprowadza sig do calkowania jednego réwnania réZniczkowego zwyezaj-
. : : < dz ’

nego rzedu 2-go migdzy dwiema zmiennymi @ 1 ¢, Kladge x'zﬂ, moze-

my powyisze réwnanie zastapié przez uklad réwnowaizny dwu réwnafi rzgdu
1-go miedzy trzema zmiennymi,

ded .., dx __ ,
(3) ?t‘-—‘f(ﬁ, Z, tJ, —(—”—__x.
Calka ogélna réwnania (1) lub (2), czyli tak zwana calka druga tego ré-
wnania, ktérg mozemy wyrazié w postaci
(4) J (e e 62) =10,
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jest wyraZzeniem z w funkceyi zmiennéj niezaleznéj ¢, zawiérajacym dwie stale
dowolne ¢, i ¢,, ktére mozina tak wyznaczy¢, izby zmienna @ i jé pochodna a'
przybraly dane wartoci dla pewnéj wartoSci czasu ¢. Dla wyznaezenia tych
stalych, a zatym dla rozwigzania podanego zagadnienia, musimy znaé miejsce
i predko&é punktu dla pewnego czasu. Zadanie o ruchu uwazamy za rozwig-
zane, jezeli wyznaczymy calke ogolng i wartoéei stalych, Warunki, pozwala-
jace wyznaczyé owe stale, nazywamy wogélno§ei warunkami poczagtko-
wymi ruchu, one wyrazajg bowiém zwykle z i 2' dla ¢ =0.

Uzywajge ukladu réwnan (3), uwazamy zadanie za rozwigzane, jeZeli
wyznaczymy odpowiedni uklad rownai calkowych, czyli tak zwanych rozwig-
zan zupelnych, t. j. réwnan

(5) Sil@, 2, ¢, Cy, Gy) =0, _ﬁ;(m',a;, ‘JOHOE):D:

w ktéryeh C, i C, oznaczajy stale dowolne. Za rozwigzania zupelne uwazamy
takze dwa réwnania

(6) z={,(¢, Cy, C), &'={(, Cy, Cy),

wyrazajgce droge i predko§é w funkeyjach czasu, w ktérych obliczono stale
stosownie do warunkéw poczgtkowych. —

Rownania rézniczkowe ruchu krzywolinijowego punktu swobodnego sg

P d*y d*%
(7) m.TH—g__X, m.—(w—__Y, m.—d-ﬁ_z,
w ktérych jako X, Y, Z nalezy wziaé rzuty prostokatne sily przylozonéj, be-
dace wogélﬁoéci funkeyjami wielkoSci %—":, g'g : g’;, @, 9, 2 1 t. Podsta-
dt’ dt’ dt
mozemy powyZszy uklad trzech réwnan rézniczkowych rzedu 2-go zastapic
przez uklad réwnowazny szeSeiu réwnan rézniczkowych rzedu 1-go,

wiajace zamiast pochodnych odpowiednio nowe zmienne ', 9/, #/,

da Yy = dd
1 ‘?ﬁ-—ﬁ_—-x, ﬂl—d'"z—-—-&, lw-—zl
®) de — , dy ., dz

A )
I iamat B Dinat i T ity
Przez calkowanie ukladu (7) lub (8) otrzymamy skladowe predkosci punktu,
tudziez spolrzedne jego w funkeyjach czasu. Rozwiazania zupelne tych ro-
wnah bedg zawieraly sze§é stalych dowolnych; nalezy zatym zagadnienie nwa-
zaé za rozwigzane, jezeli warto§ci tych stalych zostaly wyznaczone. W celu
wyznaczenia stalych potrzebujemy znaé wartoSci-spodrzgdnych i ich pocho-
dnych dla pewnéj wartoSei #, t. j. z warunkéw poczatkowych wyznaczymy
spolrzedne punktu i rzuty jego predkoSei dla danego czasu.

81. Zasapa pon. Jezeli rownania ruchu (kazde z osobna) nie sg cal-
kowalne, natenczas, dla scalkowania ukladu



180 MBOIANTRA TREORETYCZNA.

d*x

(1) m.]—u—g:X, n Cr

3
"El_iﬁ':Y’ Il L5

,.W:Z)

tworzymy z tych réwnaf przez pewne ich polgczenia trzy inne réwnania, mo-
ggce je zastapi¢, ktorych lewe strony sq pochodnymi zupelnymi pewnych fun-
dz dy ds
dt’ dt’ ai’
Jezeli takie polgczenia sg mozebne, jezeli zatym uklad (1) moZemy zastapic
przez uklad nastepujacy:

dd
@) y

keyj wielkoSei x, Y, £ 1 t, a ktérych prawe strony sg zerami.

i®,
Sdt

AP,

=0 -7 =%

to calkujac te nowe réwnania, otrzymamy
(3) o, =0, ®u=0, D9,=0C;,

gdzie C,, C, i Cy oznaczajy stale, Rdwnania (3) przedstawiajg tak zwane
calki piérwsze rownaf (1). Rozwiazujac je wzgledem 2, #' i #, otrzymamy
rzuty predkoSei punktu w funkeyjach zmiennych @, y, 2, ¢ i stalych C,, C,
i O3, Jezeli z tych rozwigzafi wzgledem «', ¢', ' mozna podobnie utworzyé
trzy nowe réwnania, np.

aw aw, aw,
(4) —-d31 == -—dtl-:O, -———-f“a —8

to przez catkowanie tego ukladu otrzymamy calki drugie réwnan ruchu
(5) Ui=¢, Yo=c, ¥y=@,

w kibrych ¢q, ¢, i ¢; oznaczajg nowe stale. Rozwigzania (5) zawiérajgy szesSt
stalych dowolnych, ktére z wartoSei poczgtkowych na 2, y, #, ', ' i 2' moga
by¢ obliczone.

Takie postepowanie z tatwoscig prowadzi do celu, jezeli funkeyje ®; 1 W
latwo wyznaczone byt moga. Pewne grupy zagadnieii o ruchu punktu moga
byé rozwigzane na podstawie t&j metody, ktéra prowadszi do waznych a cieka-
wych twierdzef o ruchu, wynikajacych z rozwazania powyZzszych calek. —

Mozemy otrzymaé jeden taki uklad trzech réwnan (2), mnozac ostatnie
z réwnadi (1) przez ¥ i dodajge do niego drugie, pomnoZone przez — z, mno-
zge nastepnie piérwsze przez z i dodajac do niego trzecie, pomnoZone przez
— «, nakoniec, mnozgc drugie réwnanie przez @ i dodajac piérwsze, pomno-
zone przez — g. Tym sposobem otrzymamy nastepujace trzy réwnania:

d2z d*
m(y aE ?t‘:— =Zy—Yz,

dz %
m(z - —dt_?] =Xz—Zz,

dy az .
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ktére mozemy tak symbolicznie przedstawié;

__-?u(J Iz-—:.d"’) Zy—Yz,

dt
(6) Iz:: m(z fzz"i: _x_rlz) Xs—Zux,
d dy da\
Wm( - ram =Yz—Xy.

Prawe strony tych réwnaii wyrazajy odpowiednio momenty sily (X, Y, Z)
wzgledem osi spolrzgdnych (art. 71), a ich lewe strony sg pochodnymi zupel-
nymi wzgledem ¢, JeZeli skladowe sily zado§é czynig warunkom

(7 Zy—Yz=0, Xzg—Zz=0, Yao—Xy=0,
wtedy
d ds rZJ
at\Y @i~ *a) =0
. du dz .
®) r A Gl Ry T

d d,; d.z.) 0;
a\"at— i)~

otrzymamy zatym nastepujace calki piérwsze rownai ruchu;

df:_z.c_lg,izou

Y-t dt
dx da
(9) S.H—x.m: 2y
dy dz __
sl =%

Roéwnania (7), wyrazajace warunki istnienia tych calek, sg od siebie zaleine;
jezeli bowiém ktorekolwiek dwa z tych warunkéw zachodza, to trzeci bedzie
takze spelniony. Wedlug wige tego, czy tylko jeden, czytéz wszystkie trzy
warunki (7) sg spelnione, otrzymamy tym sposobem albo jedng albotéz trzy
calki piérwsze.

Kazdy zosobna z warunkdw (7) wyraZa, ze moment sily wzgledem jednéj
z osi ukladu spolrzednych jest r6wny zeru, ze zatym sila przecina odpowiednig
of. Jezeli sita, nie lezgca na plaszezyZnie spblrzednych, przecina dwie osi, to
ona przechodzi przez poczgtek ukladu, a zatym przecina takie of trzecig,
Sile, do punktu przylozong, ktoréj promien dzialania przechodzi stale przez
pewien punkt, nazywamy sita centralna, a to z tego powodu, Ze przyspie-
szenie punktu swobodnego, do ktérego taka sila jest prayloZona, przechodzi
przez punkt staly, a zatym ruch punktu jest ruchem centralnym (art. 15).
Dla ruchu przeto centralnego mozemy hezpoérednio podaé trzy calki piérwsze
(9). Jezeli sila stale przecina tylko jedne z osi ukladu spélrzednych, naten-
czas otrzymamy tylko jedng calke piérwszg, odpowiadajacy téj osi.
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Niech m, (z, y, 2), i W', (x+dz, ytdy, 2+4dz), bedg dwoma nieskoi-

¢
czenie bliskimi polozeniami punktu; wtedy wielkosei d I, = -;— (ydz— zdy),

dr, _—_% (z.de—ux.dzg), dF.= —;r (z.dy—y.dx) oznaczat bedg odpo-

wiednio rzuty prostokgtne pola (wycinka) dF = Omm', ktérego wiérzchol-
kiem jest poczatek osi O, na plaszezyzny yOs, 202 1 0y, Pochodng %]f—
nazywamy, jak wiadomo, predkoécig wycinkows ruchu punktu (art. 15).
Razucajae punkt podezas ruchu na plaszezyzny spbélrzednych, otrzymamy
—{21%"5, %, %gi, jako odpowiednic predkosci wycinkowe ruchu tych rzu-

tow, prayezym

dF AR, \? dF,\2 dF.\2
(20} m_zl/(rlt)+((?t)+(dt)'
Calki zatym piérwsze wyrazajg, Ze predkoéé wycinkowa ruchu odpowiedniego
rzutu punktu jest stala; jezeli wszystkie trzy calki istniejq, natenczas predkosé
wycinkowa ruchu punktu bedzie stala. I nawzajem, jezeli predkosé wycinko-
wa punktu jest stala, to zachodzg powyzsze trzy calki piérwsze. Calki zatym
piérwsze wyrazaja zasadniczg wlasno§é ruchu centralnego, ktérg okazalismy
w kinematyce w art. 15-ym.

Twierdzenie, ktére przedstawiaja réwnania (7) i (9), mozemy tak wyslo-
wit: gedels sila, prayloiona do punltu swobodnego, zado$é ezyni jednemu lub
dww z warunkéw Zy—Yz=0, Xz—Zz=0, Yo—Xy=0, to moina mié¢
odpowiednio jedng Wb trzy calla picrwsze rownai ruclhw tego punktu. Z po-
wodu zwigzkéw, zachodzaeyeh miedzy tymi calkami a polami, ktére promien

wodzgey, wychodzgey ze Srodka O opisuje podezas ruchu punktu, nazywamy
to twierdzenie zasadg pél.

; o i i ; ; dx
Lewe strony réwnai (6) maja znaczenie dynamiczne. Iloczyny m . a7

" . —{3?"2'—, m. %-;:— wyrazajg odpowiednio impulsy (czyli sily chwilowe, art. 69),
jakieby na punkt o masie m wywrzéé nalezalo w kierunkach osi, aby mu ze
spoczynku udzielié t¢) predkosei, jakg on rzeczywiscie posiada; wielkofel za§

m sgf-"@g n ( e a8 n (1@_1‘3&

e~ a) Nl Pant ™M\ a

wyrazajy, odpowiednio ich momenty wzgledem osi spélrzednych. Z réwnan
wige () okazuje sie, ze dla kazdego ruchu moment sily przylozonéj wagledem
ktoréjkolwick osi spolrzednych jest réwny pochodnéj wagledem czasu momentu
impulsu wzgledem téj osi. Jezeli zatym moment sily przyloZonéj wzgledem
jednéj z osi spélrzednych jest réwny zeru, uatenczas moment impulsu wzgle-
dem té) osi jest wielkoseig staly. Takie znaczenie ma kazda z catek (9). Dla
ruchu centralnego moment impulsu wzgledem Srodka ruchu jest staly.



KINETYKA PUNKTU,— 82, 183

Mnozge réwnania (9) odpowiednio przez x, y, z i dodajac iloczyny,
ofrzymamy
(1) Cie+Cuy+Ciz=0
jako réwnanie plaszezyzny ruchu centralnego. Stale C,, C,, C, sg odpowie-
dnio proporcyjonalne wzgledem dostaw katow, ktore prostopadla do téj plasz-
czyzny tworzy z osiami spélrzednych.

82. Zasava pracy. Otrzymamy inne polgczenie réwnafi ruchu, pro-
wadzgee takze przy pewnych warunkach do calki piérwszéj, mnoZae te r6wna-
nia odpowiednio przez %?, %, %—i i dodajge iloczyny. Tym sposobem
ofrzymamy réwnanie

- (dz d*x dy d¥y  dz d"z) dz dy dz
" (mfﬁ aaetaas) =%ty attw
A poniewaz
dz\? (dy)ﬂ (dz 3
2 — 1 __ = i
e=(g) + (@) + (@
gdzie v jest predkoscig punktu, przeto
14, do do dy &y Az &
2t T at ae Catar Ta e
Bedzie wice
1 d do | d
T =X 5+Y3 +Z el
a zatym takze
) a —nw) X.de+Y.dy+%. s

Jezeli X, Y, Z sy skladowymi sily P, do punktu przylozonéj, ktoréj dostawy
kierunkowe sg a, b, ¢, a punkt wskutek dzialania téj sily w elemencie czasu
dt przejdzie z polozenia m, (x, y, z), do polozenia nieskoficzenie bliskiego ',
(x+dz, y+dy, z+ dz), opisujac droge ds, ktoréj dostawy kierunkowe sg
o, B, 1, natenczas

(2) X.dz+Y.dy+Z.ds=(aetbB+cr)P.ds=P.ds.cos(P, ds),

gdzie (P, ds) oznacza kat, ktéry sila tworzy z kierunkiem ruchu punktu.
Tloczyn wielkosei sily i prostokatnego rzutu nieskoficzonie malego przesunie-
cia jéj punktu przyloZenia na kierunek sily, nazywamy pracg elementar-
ng sily té. Oznaczajac prace elementarng sily P przez dII, mamy

(3) dll=P.ds.cos(P,ds)="P.cos(P,ds).ds,
a zatym, wedlug (2),
(4) dll =X .de+Y .dy+7Z.dz.

RozwazaliSmy w art. 73-im tak zwang pracg przygetowang sily; jezeli w tam-
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tym okrésleniu zamiast przesunigcia przygotowanego podstawimy nieskori-
czenie male przesunigeie rzeczywiste tego punktu, to otrzymamy pracg cle-
mentarng sily., Twierdzenia o pracy praygotowané] stosujg sig takze do pracy
elementarnéj. Praca elementarna sily réwna si¢ takze iloczynowi elementu
drogi punktu i rzutu sily na kierunek téj drogi. Znak pracy elementarné;
otrzymujemy wedlug takiéjze saméj reguly, jaka sluzy dla pracy przygotowa-
néj.  Praca elementarna sily jest réwna sumie jednoczesnych prac clementar-
nyeh jéj sit skladowych.

Jezeli sile P rozlozymy na sile styczny P, i na silg normalng P,, to
P,=P cos(P.ds), a zatym dll =P,.ds. Praca zatym elementarna sily .
réwna sig takze pracy jéj skladowéj styeandj do toru punktu przylozenia.

Jezeli m, 1 m, oznaczajy dwa dowolne poloZenia punktu na torze (m),
ktorych odleglodei od dowolnego poczatku, na torze obranego, sa odpowiednio
§; 18y, to calkujge rownanie (3) migday kraficami s; i 8., otrzymamy

) 1= f "P.ds. cos(P, ds).
&

Wielko§é II, tym sposobem wyznaczong, t. j. calke prac elementarnych sily,
wzigty migdzy kraficami, odpowiadajacymi dwu danym poloZeniom j&j punktu
przyloZenia, nazywamy pracg sily, albo takie pracg mechaniczng
sily, wykonang podezas ruchu na torze (m) od punktu m, do punktu m,.
Poniewaz wartost téj calki zalezy od warto$ei funkeyi P . cos(P, ds) migdzy
kraficami calkowania i od tych kraficéw, a wartoSei owéj funkeyi zalezg od
sily 1 od drogi opisanéj, przeto praca sily zaleZy od prawa jéj dzialania, od
drogi jéj punktu przyloZenia i od poloZenia obudwu punktéw, wyznaczajgcych
kratice calkowania. Wedlug (4) bedzie takze

(6) H:j'(x Ao+ Y. dy+%Z.d2),

gdzie calke naleZy wzigé miedzy odpowiednimi kraficami, Znajgc réwnania
toru =f(2), y=1(»), otrzymamy de=f"(z) .dz, dy=0'(z).dz; jest wiec

(7) II—_-f [X.f'e)+Y .92+ Z]da.

Z tego wyrazenia pracy, w ktérym zamiast X, Y, Z nalezy podstawié ich
wartoSel, okazuje sig zalezno$¢ pracy od drogi punktu migdzy kraficami
calkowania. Wyrazamy te zaleno§é, méwige, Ze calkujemy wzdluz toru
punktu migdzy danymi kraficami, aby obliczyé prace sily. Jezeli sila jest
stala co do kierunku i co do wielkoSei, wtenczas

Lo
(8) N=p f ds.cos(P, ds).
1
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Poniewaz ta calka wyobraZa rzut prostokgtny drogi punktu miedzy danymi
kraficami na kierunek sily, przeto w tym praypadku praca sily jest iloczynem
jéj wielkosei i rzutu drogi punktu na sile. Razut drogi na sile zalezy tylko od
polozenia punktéw kraficowych, mi, i m., i od kierunku sily, a nie jest zaleiny
od ksztaltu ani od dlugoSel toru (m); praca wiec sily nie zalezy w tym pray-
padku od linii, po kt6réj punkt porusza sig od my, do m.,. Ten przypadek
zachodzi np. dla sily cigzko$ci, Praca sily cigzkodci jest iloczynem té] sily
i rzutu pionowego drogi opisanéj; jezeli punkt spada, praca sily cigzkodci jest
dodatna, a jezeli punkt podnosi si¢, natenczas praca téj sily jest ujemna,
Jezeli ruch punktu jest prostolinijowy, a sila niezmienna dziala w kie-
runku ruchu, to jé praca jest iloczynem sily i drogi, przez punkt opisanéj.
Na podstawie podanych okréleni, wynika z réwnania (1), Ze praca ele-
mentarna sily jest réwna rigniczce energii kinetyczndj jéj punktu przylozenia.
Calkujac to rownanie migdzy dwoma kraicami, dla ktérych o, i v, sq predko-
§ciami punktu, otrzymamy

(9) o — o) = f (X.da+Y .dy+%.ds),

co przedstawia twierdzenie: praca sily jest réwna réénicy encryii kinetyczndj
punktu migdzy dwoma odpowiedwini jego pologeniami. To twierdzenie wyraia
tak zwang zasade pracy. Jezeli praca sily jest dodatna, natenczas warasta
energija punktu, a zatym i predkosé jego; jezeli praca sily jest. ujemna,
zmniejsza sig energija i predkosé punktu. Jezeli v, =0, a zatym sila zostala
przylozona do punktu spoczywajgcego, to energija nabyta przez punkt, jest
réwna pracy sily.

83. ZAsADA ENERGII I ZASADA ZACHOWANIA ENERGIL. Roéwnanie (1)
art. 82-go daje sig scalkowaé, jezeli znamy droge punktu; nie mozemy zatym
otrzymaé z niegn calki réwnaf ruchu, jeZeli prawa strona tego réwnania za-
lezy od wartoSei funkeyi miedzy krancami calkowania, t. j. jezeli X.dz+4
+Y.dy+Z.dz nie jest véiniczky zupelng pewnéj funkeyi spélrzednyeh,
hoz wzgledu na zwigzki, migdzy tymi spélrzednymi zachodzyce. JeZeli zas
X.da+Y.dy+2Z.dz jest rozniczks zupelng, niezaleznie od zwigzkéw,
zachodzacych miedzy spélrzednymi, a zatym jezeli

1) X.de+Y.dy+7%.ds=al,

gdzie U jest funkeyja spolrzednych, nie zawiérajaca czasu wyraznie, wtedy
otrzymamy réwnanie

) d (—512— ﬂlﬁ"‘) =aU,
z ktérego wynika, po scalkowaniu,

3) %mv“:U—l—H,
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gdzie H jost staly dowolng. To zatym rdwnanie przedstawia calke réwnan
rozniczkowych ruchu, Réwnanie (1) zachodzi wylgeznie wtedy, kiedy silu
(X, Y, Z) posiada potencyjal (art. 77), nie zawiérajacy czasu wyraznie, a U
jest wlasnie potencyjalem sily. W tym praypadku rézniczka potencyjalu sily
jest réwna pracy clementarnéj téj sily. Przy tym zaloZeniu, mamy (art. 77)

oU ouU du
o Ry == Ld==0
réwnania za$ rézniczkowe ruchu sg
5 @z 40 . &9 00 a4 390
®) S A PR R R T T

a réwnanie (3) przedstawia ich calke piérwszg. Mamy zatym nastepujace
twierdzenie: jezeli sila posiada potencyjal, mic zawidrajocy czasw wyrainie,
wowezas %mvﬂ‘: U+ H jest callq picrwszeq véwnwi ruchu. MoZemy to
twierdzenie takze tak wyslowié: jegeli sily posiada potencyjod, nie zawiérajgey
caasu wyraznie, wowezas encrgija kinetycena punkiv 16éni sig od poteneyjalu
sily o wielko$é stafq. W téj postaci to twierdzenie przedstawia tak zwang
sasade energii.

Stosujge rownanie (3) do dwu polozen punktu, w ktérych », i v, ozna-~
czaja jego predkosei, a Uy 1 U, odpowiednie wartoSei potencyjalu sily, otrzy-
mamy

(6) ‘J;' (0 —v) =0, — U,

bez wzgledu na droge punktu, migdzy tymi poloZeniami opisany. Rdénica
energis punkbi migdzy dwoma jego polozeniami jest rdwna odpowiednidj rosnicy
wartoSei potencyjatu sily. Preyrost cnergii punktu nigdgy dwoma jego poloze-
niami zalezy tylko od tych polozen, a nic zaledy od drogi, migdzy niemi opisa-
néj.  Praca sily jest réwna réénicy wartosci jéj polencyjadu migdzy dwoma po-
lozeniams punktu.

Poniewaz potencyjal sily U jest funkcyjg spélrzednych jéj punktu przy-
lozenia, przeto miejscem gieometrycznym takich punktéw, w kitérych poten-
cyjal sily posiada tg¢ same wartosé C, jest powierzchnia, ktéréj réwnanie jest -
U—C=0, gdze C jest stalyg. Takg powierzchnig nazywamy powierzchnig
potencyjalng, albo takiec powierzchnig poziomu. Ta ostatnia nazwa
powstala przez wzglgd na zastosowanie tych powierzechni w mechanice cieczy.
Jezeli potencyjal jest funkeyjy doskonaly spélrzednyech, natenczas w kazdym
punkeie moze posiadaé tylko jedng wartosé, z czego wynika, Ze dwie powie-
rzehnie potencyjalne nie przecinajg sie. W réwnaniu powierzehni potencyjal-
néj stala C moze przybiéraé wszelkie wartosei rzeczywiste od —oo do 49,
a réwnanie yézniczkowe kazdéj takié) powierzelmi jest:

(7 X.dz+Y.dy+2Z.dz=0,
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z czego wnosimy, ze sita w kaddym punkeie jest normalna do odpowiedniéi po-
wierzchni potencyjalndj; przy$pieszenie wige punktu jest takie normalne do téj
powierzchni. Lewa strona tego réwnania jest pracg elementarng sily, a zatym
jegeli punkt porusza sig na powicrzchni potencyjalnéj, to praca sily jest réwna
zeru. 7 tego wynika, Ze ruch punkin na powierzchni potencyjalnéj jest jedno-
stajny, Ze zatym punkt pozostaje w réwnowadze w kazdym miejscu na téj
powierzehni. Dlatego powierzchnig potencyjalng nazywamy takze powie-
rzchnig réwnowagi punktu.

Obierzmy na powierzchni potencyjalnéj punkt dowolny (z, #, z) i po-
prowadZmy przezei prosty o dostawach kierunkowych a, b, ¢. Wowezas

ouU ouU ouU . o !
aX+0Y el =ua. T +b. I +e. B bedzie rzutem sily na te pro-
stg. Jezeli na té) prosté) obierzemy punkt nieskoiiczenie bliski (z+ dz,

- 1 fr —_— /I__E':_-__-‘__u._g_ - —f?f —-‘d‘j i—.r?_ﬁ-
y4-dy, 24-dz) i gdy ds=)" da*+dy* + d2, to a=ac bﬁds, =

a zatym skladowa sily, wzigta w kierunku clementu ds, jest

0U doe  0U dy , 0U dz _ dU
®) F i TR T e R P T

Otrzymujemy wige rzut sily na dowolny kierunek podobnym sposobem z po-
chodnéj potencyjalu, jak rzuty téj sily na osi spélrzednych.

Niech powyzszy element ds ma kierunek normalnéj do odpowiedniéj po-
wierzchni potencyjalnéj, a dn niech bedzie dlugoscig tego elementu normal-
néj; wedlug (8) wielkost sily w punkeie (z, y, 2) wyrazi sig przez pochodng
dU i ; : 5 : 5 : : A
el Poniewaz dn jest grubodcia warstwy, ograniczonéj dwiema nieskoi-
czenie bliskimi powierzchniami potencyjalnymi, przeto sila jest odwrotnie pro-
porcyjonalna wzglgdem gruboci té] warstwy. Jezeliby sig zatym dwie po-
wierzchnie potencyjalne przecinaly, to w kazdym punkeie przecigeia byloby
dn=0, sila zatym przybiéralaby w takim punkcie warto§¢ nieskoiiczenie
wielka.

Niech punkt przy dzialaniu sily, potencyjal posiadajacéj, po uplywie
jakiegokolwick czasu i po opisaniu jakigjkolwiek drogi wraca do swego polo-
Zenia pierwotnego, lub nicch przybywa do punktu, lezgcego na powierzchni
potencyjalnéj, temn poloZeniu odpowiedniéj, wiedy w rownaniu (6) U, —U,=0,
a zatym energija tego punktu odzyska pierwotng wielkosé, czyli, jak mowimy,
zostanie zachowana, Mamy wige twierdzenie: jezeli sila, do punktu prayloio-
na, ma potencyjal, nie zawidrajgcy ceasu wyrainie, natenczas energija kine-
tycana tego punktv zostaje zachowana, ilekroé punkt przechodzi podezas ruchu
preez teisamq powierzehnig potencyjalng. To twierdzenie wyraza tak zwang
zasade zachowania energii.

Poniewaz ta zasada stosuje sig tylko do sil, majacych potencyjal, przeto
takie sily nazywamy czestokro¢ silami zachowujgeymi. Sily, nie majace
potencyjalu, zowiemy silami rozpraszajgeymi. Przy dzialaniu sily roz-
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pLasa'tJ&LéJ puu]d; nie przybywa do miejsca pierwotnego z pierwotng energijy,
lecz energija jego zmienia sig, stosownie do pracy sily, ktora zalezy od {110g1
po jakiéj punkt powrdeil do polozenia pierwotnego. Jezeli calke, wyraiajacy,
prace sity, obliczymy dla krzywéj zamknigtéj, natenczas wartoSt téj calki jest
rowna zeru dla sily zachowujgeéj; za§ dla sily rozpraszajgeéj ta calka nie
bedzie réwna zeru, lecz zalezy od przebiegn calkowania, czyli od opisand)
drogi.

84. PrzyxrADY SIE ZACHOWUJACYCH. Zagadnienia o sitach, majacych
potencyjal, nalezy do najwazniejszych zagadnien kinetyki; dla tego podamy
niektére rodzaje takich sil. Sily zachowujgce zaleZy tylko od miejsca, jakie
punkt podezas ruchu zajmuje w przestrzeni, a sg niezaleine od czasu. Wszy-
stkie zatym sily, zaleine od predkosei punktu, jak np. opér powietrza Iub
innego §rodka, w ktorym ruch zachodzi, naleza do sif rozpraszajgcych. Jezeli
wige podezas ruchu uwzgledniamy opdr $rodka, natenczas nie istnieje calka,
wynikajaea z zasady energii.

@) Zasada energii zachodzi dla sily, niezmiennéj co do wielkosci i co do
kierunku. Jakoz, majac taka sile P, obierzmy of z-6w réwnolegle do 16j sily;
jako jéj skladowe otrzymamy X =10, Y =0, Z=2DP; a wigc

X.dz+Y.dy+Z.dz2=P.dz=d(P2),
z czego okazuje sig, ze U=Pz - staléj jest potencyjalem t&j sily. Z sasady
wige energii wynika caltka réwnan ruchu
my*
2

ktora pozwala obliczy¢ predkost » hez poprzedniéj znajomosei toru punkiu,
skoro tylko stala H wyznaczong zostanie.

Jezeli w malych odlegloSciach od ziemi uwazamy sile ciezkoSei za stala,
to dla niéj zachodzi powyZsza zasada. Dla punktu o masie m bedzie myg sily
cigzkosei, a zatym U=mgz+ ¢ bedzie potencyjatem téj sity, gdzie # oznacza
pionowg, odleglosé punktu od dowolnéj plaszczyzny pozioméj i staléj. Ta
odleglo§t jest dodatna, jeseli punkt znajduje sie pod tg plaszezyzng, za§
ujemna, jezeli punkt znajduje sig nad tg plaszezyzng. Ruch punktu przy
wylgeznym dzialaniu sily cigzkosci zowiemy wogélnosei spadkiem; mamy
zatym dla spadku nastepujgca catke réwnan ruchu:

=Ps+H,

2
(1) —”—?—— =mgz+ H.

Biorge za$ predkosei vy i v, w dwu punktach, ktérych pionowe odleglosci od
plaszczyzny @y sg odpowiednio #, i #,, otrzymamy

m
o (P — o) =myg(n— ),

a stad, kladge h =1z, —2,,
(2 0t =0+ 29(ds — 21) = v* + 2gh.
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Znajae wige predkost poczgtkows v, i wysokodt spadku , moZemy
obliczy¢ predko&t koficows v,, nie znajgc krzywéj, po kt6réj punkt spada.
Réwnanie powierzchni potencyjalnéj dla sily ciezkoSci jest mgez=C, czyli
#z =\, gdzie A jest staly dowolng, z czego sig okazuje, Ze tg powierzchnig
jest plaszezyzna pozioma. Uklad zatym plaszezyzn poziomych przedstawia
uktad powierzehni potencyjalnych. Jeieli punlit spadajgey przybywa do téj
saméj plaszezyeny poziomdé), nalenczas energija @ zatym @ predlosé jego jest
zachowana.

b) Zasada energii zachodzi dla kazdéj sily centralngj, ktoréj wielko§é
jest funkeyja dlugoSci promienia wodzgcego, nie zaleZy za§ ani od kierunku
tego promienia, anitéz od czasu. Jezeli sila centralna ma kierunek ku $rod-
kowi ruchu, to nazywamy jg pospolicie przycigganiem (sila prazyciaga-
jaca), a jezeli ona ma kierunek od $rodka ku punktowi, nazywamy ja odpy-
chaniem (sily odpychajgey).

Niech §rodek ruchu hedzie poezgtkiem spélrzedunych, P sily centralng,
» promieniem wodzgeym, kt6rego kierunek dodatny liezymy od $rodka ku
punktowi, i niech P =f{#). Jezeli z, y, z sg spélrzednymi punktn, X, Y, Z
skladowymi sily centralnéj, to

) H

(3) X:-_—ti_‘ﬁii] Y:im Z__“ig-ﬂ"ﬂ.
r N » '

gdzie znaki wiecéj stosnjg sie do odpychania, a znaki mniéj do przyeiggania.
Mamy zatym

X.odae+Y.dy+ 2. cZz:i‘ﬁ:—) (x.dey. . dy+4z.dg).
A poniewaz 9* = a4 y*+ 2%, wiee r.dr==.de+y.dy+2.dz, wskutek
czego
@ X.de+Y.dy+Z.de==£f0r).dr.

‘Wprowadzajgce przeto nastepujace oznaczenie calki nieokréglonéj:

®) [0 ar =0,
" miéé bedziemy
(6) X.dae+Y.dy+7%.de == ddm).

z czego wynika, Zze == ®(r) 4 stala jest potencyjalem sily centralnéj, a réwna-
nie powierzehni potencyjainéj jest ®(r) — staléj.

85. ZASADA ENERGII DLA RUCHU NIESWOBODNEGO. Zasada energii,
ktérg rozwazaliémy dotad dla ruchu swobodnego, zachodzi takZe pod pewnymi
warunkami dla ruchu nieswobodnego. Aby to okazaé, zal6Zmy, Ze punkt
przy dzialaniu sily (X, Y, Z) opisuje dang linijg krzywg, kt6réj rownania
Pz, y, 2)=0 i gz, y, 2) == 0 nie zawiérajy czasu wyraZnie, Roéwnania
ruchu bedg wtedy (art. 76)
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dx JF e
df’g —X+ll‘_ +}”2 dx?
s dy _ dI‘ dy
(l) dtz Y + li + }‘2 09‘ H
d* 99
iﬂra.—‘:”—,‘a,_Z+7k1 -[-12 v
3 ; st de dy dz
Mnozac te réwnania odpowiednio przez T di adt 1 dedajge, otrzymamy
1 d dz rl_j 0F da o0F dy dF dz
—*—E‘E(‘?RUE):K —=4Y. +Z dt-l—ki —[‘j}—m-*--—'—-—.—{z—t F—;m){-

t)tp dz 0y df/kr)ap ds
Fha At oy dt 0z dt.]

co mozemy tak napisaé:
5 A0 =X . Aot Y . dy+% . deth, - AT+, . g,

Poniewaz dla ruchu punktu mamy wskutek danych warunkéw ciggle d F =0,
do =20, przeto

@) d(-;— ma) SR T BT

Otrzymujemy zatym takiez samo réwnanie rézniczkowe, jak dla ruchu swo-
bodnego, a z niego wynika jedna calka réwnai ruchu, jezeli sila (X, Y, Z)
posiada potencyjal. Mamy zatym waine twierdzenie: zasada energii zachodzi
dla ruchu punkiu wieswobodnego, jedeli réwnania warunkowe nie sawitrajq
ceasw wyrainie, i jezels sita prayloéona posiada potencyjad, od czasu wyraénie
niezaleiny.

Otrzymaliémy réwnania ruchu punktu nieswobodnego z réwnai ruchu
punktu swobodnego, hiorge, pricz sily praylozonéj, jeszeze sily polgczen, wyni-
kajace z danych warunkow. Okazaliémy w art. 76-ym, Ze sily polyczen sa
zawsze normalne do téj powierzchni Iub do téj linii, po ktéréj punkt sig porun-
sza, % czego wynika, %c praca elementarna kazdéj z tych sit jest réwna zeru,
Okazuje si¢ wige, Ze sily, przez warunki ruchu okréslone, nie pojawiajg sig
weale w rownaniu, wyraZajacym zwigzek miedzy energija a pracg; a zatym:
Jezeli zasada energii zachodzi dla sily prayloiond przy ruchu swobodnym, to
ona zachodzic bedzie lalkze dla ruchu nieswobodnego, jezeli tyllo warunki ruchu
sq niezaleéne od czasu.

Z tego twierdzenia otrzymujemy wazny wynik dla sily cigZkosei. Jezeli
punkt wazki (ciezki) pray wylaeznym dzialaniu sily cigzkoSei spada z punktu
A z predkoSeig poczgtkows vy, to, bez wzgledu na to, cay on spada swobodnie
w kierunku pionowéj AB, czytéi on spada nieswobodnie po jakiéjkolwiek linii
krzywéj Amy, Am,,..., to do kazdego punktw, lezgcego z punktem B na
tymsamym poziomie, punkt wazki przybedzie z ta samg predkoseig (bwierdze-
nie Galileusza). Niech 2= AB wyobraza wysoko$¢ spadku; wéwezas, hez



KINETYKA PUNKTU, — 86, 191

wzgledu na droge opisang, predkosé » w punktach m,, B, m,,..., wedlug
wzoru (2) art. 84-go, bedzie

(5) v=)"v2+ 2g1;
jezeli punkt spada ze spoczynku, to v, =0, a wige

(6) v=)"2gh.

Ostatnie ré6wnanie okazuje, Ze spadek punktu ze spoczynku z danéj wysokoSei
wytwarza pewng, tylko od té] wysokoSci zalezng, predkosc koncows, tudziez,
Ze aby punkt wazki nabyl pewndj predkosci okréslonéj, powinien po jakiéj-
kolwiek krzywéj spadaé z pewnéj dokladnie oznaczonéj wysokosci. Z powodu
tego §cislego zwigzku miedzy v i / nazywamy predkosé v, wedlug wzoru (6)
v'l

29

obliczong, predkoscig odpowiadajacq wysokosei &, za§ wysoko$é h = na-

zywamy wysokoScig odpowiadajacg predkosei .

86. ZASADA NAJMNIEJSZEGO DZIABANIA. Dla takich ruchdw punktu swo-
bodnego lub punktu weigz pozostajacego na danéj powierzehni, do ktérych stosuje sig
zasada energii, zachodzi jeszeze inna zasada, nie prowadzgea wprawdzie do calki
réwnaii ruchu, pozwalajaca jednak, podobmie jak zasada Hamilton's, wyprowadzic
owe réwnania.

Jezeli v jest predkoseiy punktu o masic m, a ds elementem jego drogi, to calke

A :5 mv.ds =1 5' v.ds, waziety wzgledem s miedzy dwoma stalymi kraicamni,
nazywamy dzialaniem sily, odpowiednim tym kraricom. Jezeli zachodzi zasada
3
5 - mu= . .
energii, to réwnanie 5= U+ H pozwaln wyrazié predkodé przez spélrzgdne

punktu bez pomocy ezasu; owéz przy obliczaniu dzialania ma byé predkodé wyrazona
tym sposobem, a calka ma byé brana wzdluz toru, jaki punkt opisuje migdzy uwaza-
nymi krafeami,

Przez réwnania ruchu, przez polozenie poczatkowe punktu i przez jego pred-
Jogé poczatkows, tor punktu jest dokladnie okréélony. Calki réwnaii ruchu pozwalajy
jednak wyrugowaé predkosé poczatkows i okréslic ruch przez dwa polozenia punktu,
z ktorych jedno nwazamy za poczatkowe, a drugie za koicowe. Migdzy tymi dwoma
polozeniami punktu tylko jeden for rzeczywiscie opisany zostanie, chociaz migdzy
tymi poloZeniami mozna poprowadzié jeszeze inne nieskoriczenie bliskie linije, ktére
zadodé ezynig warunkowi, niezaleznie od sil i od ezasu zachodzié majacemu, Obliczmy
waryjacyjy dzialania, jezeli z toru rzeczywideie opisanego migdzy danymi kvaicami,
przejdziemy do innéj linii, nieskoriczenie Dliskiéj, ktéréj kazdy punkt czyni zadosé
tukze danemu warunkowi. Gdy np. punkt porusza sig na pewnéj powierzehni migdzy
punktami a i b, obliczmy dA dla krzywéj, rézniged] sig nieskoficzenie mato od torn
punkfu a, poprowadzoné] takze na powierzchni migdzy tymi punktami. 7% powodn
stalych kraticow otrzymemy wtedy

azk:m.aj.u. de—= 'mj‘ag'u.rh),
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a poniewaz 8(».ds)=28v.ds+v.8ds, przeto

(1) : B:L__—.m‘lav.rls-l-mjlv.ﬁds.

[ 1

% m2
m 6v.ds—=—nm 1».59.(“::[5( 5 ){lh

a nadto %": = U-H, zatym

m 3».rln.....ff3'U r?:"‘—f []US +%U []}U Oz)u’e‘.

7 zasady energii wynika jednak tak dla ruchu swobodnego, jak i dla rucha na po-
wierzehni:

agU 0U . ol ( W @y ri“- )
: é‘z

Poniewaz

a—at-l- JJ“I"—'a.\ —- 1 Tl ox I 3y+

gdzie 8z, Oy, 8z oznaczaja przesunigeia przygotowane; bedzie wiece

@) fa., as—f 6::) dt.

Mamy daléj

S @y Ay
ar

oy -+

dt3

ds® = da® 4 dy? 4 d2?,

{a {
a zatym Sds :.'r—dr-i—5:!.'.c—|—-—(-1i Bdy —I——- Bdz,
8
da Z .
skad v.ﬁrfs_—_.-r—a'-dﬁa:--}--(-irlﬁy+—"i—rtia=, wiee
{i

(3) fﬂ 3cls_f —-—do:c—{-—;fo;—k-—dc-z)

Calknjge czgdeiowo, otrzymamy

dx d 2,
[—-{(?33::—{—3-:-39:—— Lj—f—am.d!;
di d dt=

podobnie dla y i z; wstawinjac zaé te wartosei w (3), miéé bedziemy

r!r_.',\ dz 2 %
(4) n, 348_—-— -|-—--w +-— — ({}?‘-:-Ox-l-r J5J+Wa~)dh
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Kladge wartodel z (2) i (4) w (1), otrzymamy ostatecznie

) dh=m (25 +dJ3y+——az),

przyczym wyrazenie po prawéj stronie ma byé wzigte migdzy danymi kraticami.
Poniewas te kratice sq z zaloZenia stale, przeto dla kazdego z nich jest dz =0,
0y =0, 8z=0; otrzymamy zatym

(6) 5.&:35?}10.:&_—_0.

Jegeli punkt porusza sig swobodnie lub na dunéj powierzchni, a zasada energii zachodzi, i fe-
Zeli z toru punktu, opisanego wmigdzy dwoma stalymi punklami, przejdziemy do krzywéj nie-
skonczenie bliski€j, ktorq migdzy tymi punktumi, stosownie do danego warunku, mozna popro-
wadzié, natenczas waryjacyja calli, wyratejoed] dxialanie sily, jest réwna zeru.

Z tego twierdzenia wynika, e calka j.u . ds jest najmmiejsza lub najwigksza,

jezeli jg obliczymy dla torn, jaki punkt migdzy stalymi kraticami rzeczywiscie opi-
suje. Jezeli punkt jest swobodny, natenczas réwnanie A =— 0 moze wskazywaé
tylko na najmniejszg wartodé calld; skoro bowiém tylko dwa punkty skrajne sg dane,
a tor zresztgy dowolny, to calka powyZsza moze ro$¢ bez granic, a zatym wartosé
najwigksza jest miemozebna. Jezeli punkt porusza sig na danéj powierzchni, to
réwnanie 0A = 0 wskazuje wogdlnosei takze na minimum dzialania, atoli wiadomo
z rachunku waryjacyjnego, e w talkim przypadku minimum zalezy takze od oddale-
nia krariedw i Ze poza pewnymi kraicami minimum calki miejsca miéé nie bgdzie,

Zasadg, powyzszym twierdzeniem wyraZong, nazywamy zasadg najmniej-
szego dzialania, jakkolwiek ta nazwa nie odpowiada dokladnie tresei tego twier-
dzenia. Czy réwnanie (6) wskazuje rzeczywiscie na dzialanie najmniejsze, o tym
rozstrzyga, jak wiadomo, znak drugié] waryjacyi calki, a gdyby ta waryjacyja byla
réwna zeru, natenczas rozstrzygnjg znaki waryjacyj rzgdow wyzszyeh.

Zalézmy, Ze na punkt podezas ruchu nie dziala Zadna sila, lub Ze nan dziala
sila normalna do powierzchni; wtedy predkosé v jest stala (art. 85); bgdazie zatym

j.ds =0, a wige s bgdzie wogélnodei minimum, Punkt przeto opisze migdzy dwoma

punktami linijg najkrétszg na powierzchni,

Z zasady najmniejszego dzialania mozemy ofrzymaé rdwnania ruchu, a zatym
okazaé, Ze linija, dla ktéréj waryjacyja dzialania jest réwna zeru i ktéra przechodzi
przez dane punkty, jest istotnie torem punktu. Jakoz, z powodu stalych kraicow
mamy

v.0ds = — Sx-l-

d:“

aE 8J+_m8)

; . omy?
o % rownania

=T +H wynika

Bibl. mat.-fiz, 8. IV, T, X. 18
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1 [ U,  0U, , 90U _
fﬁv.ds:;:f(?)-;ﬁz-}-v&;ay—l—aaz)dﬂ,

m.aj‘u.ds::mjav.ds-l—mjiu.ads:
- oU d*z 0U d“_;) (“___ fﬁ) | Phee
ﬁf[({}—x_m'd_t;)a -i-(d—J——m oy - mldt"’ 3..](“.__0.

Przyré\.my\mjo,c wyraz pod znakiem calkowania do zera, otraymujemy réwnanie, wy-
razajgee zasadg d’Alembert's w praypadlu istnienia zasady anergu, ktére, jak windo-
mo, prowadzi do réwnaii ruchu,

87. Rucm puNkTu NA ToRrzZE DANYM. Okazali§my w art. 76-ym, Ze
ruch punktu na torze danym moze byé uwazany za ruch swobodny, jezeli
tylko do sily przylozonéj dodamy jeszcze tak zwang silg polgezen, przedsta-
wiajges warunek, aby ten punkt opisywal pewng dang linija. Ze’ny dokladniéj
zrozumiéé znaczenie tego warunku, przyjmijmy, Ze (m) (fig. 85) jest danym
torem punktu o masie m, do ktérego jest
przyloZona sila P, i Ze ten punkt w miejscu
m posiada predko§é ». Poprowadimy pla-
szezyzug przez kierunek sily P i przez kieru-
nek predkodei, 1 rozléZzmy silg P na dwie
skladowe prostokatne, z ktorych jedna P,
ma kierunek stycznéj do toru, a druga P,
kierunek odpowiedniéj normalnéj do tegoz
torn. Jezeli przyjmiemy, Ze punkt nie do-
znaje Zadnego oporn w kierunku ruchu, to
sila P, udzieli punktowi przyépieszenia sty-
cznego, jakgdyby 6w punkt byl swobodny, i otrzymamy réwnanie

bedzie wige

Tig. 35.

dv
dat

Gtdy p jest wiadomym promieniem krzywizny toru w punkcie m, to punktowi

M Py=m.

2
nalezy udzieli¢ przy$pieszenia doSrodkowego 1:; w kierunku normalnéj gléwnéj

do toru, aby on ten tor opisywal; do tego za§ potrzeba sily dosrodkowéj
mo>

Skladowa normalna P, sily P nie moze punktowi udzieli¢ tego przy-

§pieszenia, bo ona nie posiada wogdlnosei ani kierunku, ani wielkoéci, potrze-
bnéj sile dosrodkowéj; widzimy zatym, Ze opréez sily P, koniecznie dziala na
punkt jeszeze inna sita, ktéra razem z P, wywoluje przy§pieszenie doSrodkowe.
Ta druga sila jest wlaSnie owsy sila polgczef, ktéra zastgpuje dany warunek
ruchu.  Aby jg wyznaczyé, odetnijmy wielko§é sily dosrodkowéj na normalné;
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glownéj do toru od punktu m do d, i rozlézmy te silg na takie dwie skladowe,
zeby Py byla jedng z nich; wéwezas drugg skladows N bedzie przedstawial
odeinek me, majacy kicrunek normalny do danego toru. Ta druga sklado-
wa N wyobraza owy, sile polgezen. Z tego postepowania okazuje sig, %e jéj
kierunek jest normalny do danego toru, chociaz nie ma kierunku normalnéj
gléwnéj. Biorge sile P, w kierunku przeciwnym, otrzymamy réwnoleglobok,
ktorego przekatna jest me, z czego wynika, Ze sila polgczen jest wypadkows
sity doSrodkowéj i skladowéj normalnéj P, sily praylozonéj, wzigtéj w kierun-
ku przeciwnym.

Z prawa wzajemnoSei dzialania wynika, e skoro polaczenia fizyczne,
sprawiajace, iz punkt opisuje tor dany, wywiéraja na ten punkt dzialanie N,
to sila — N przedstawia oddzialywanie punktu na te polaczenia. To oddzia-

lywanie jest wigc wypadkowa sily — ﬂ;”:, réwnéj lecz wprost przeciwnéj sile

2
dosrodkowéj, i skladowéj normalnéj P, sily przylozonéj. Silg — ﬁf{%—, rowng,

lecz wprost przeciwng sile doSrodkowéj, nazywamy silg odérodkowas.
A zatym oddzialywanie punkiu na polgezenia jest wypadlkowq sity odsrodkowd]
i skladowé] normalnéj sity, do tego punltu przyloéondj. Poniewaz sila odérod-
kowa wystepuje wskutek polgezen, przeto w zadaniach o ruchu swobodnym
nie okazuje sig potrzeba utworzenia pojgcia téj sily.

Jezeli skladowa normalna P, sily P réwna sig sile dosrodkowéj, wtedy
znika sila polgezen, a ruch punktu staje sig swobodnym; w fakim miejscu na
torze nie doznajg polgczenia fizyczne Zadnego dzialania od poruszajacego sig
punktu., —

JeZeli sila przyloZona ma potencyjal, natenczas z réwnania 2 -U +H

mozemy takze obliczyt predkosé punktu. Kladge v = f—i%, otrzymamy

®  (&)=lo+m, a=x)/2

88. ROWNANIA ROZNICZKOWE RUCHU WZGLEDNEGO. Podaliémy w roz
dziale V sposoby, wedlug ktérych moina wyznaczyé przySpieszenie wzglgdne
punktu, znajac jego ruch bezwzgledny i ruch ulkladu odniesienia. Jezeli
réwnania (6) i (7) art. 62-go pomnozymy przez mase m tego punktu, to otrzy-
mamy bezposrednio réwnania kinetyczne ruchu wzglednego, gdy rich bez-
wzgledny tego punktu jest swobodny. Oznaczajac wiee przez Xy, Yy, Z,
odpowiednie rzuty sily przyloZzonéj na osi ruchome ukladu M&4C i uZywajac
takiego, jak w rozdziale V, znakowania, ofrzymamy nastepujace réwnania
rézniezkowe ruchu wzglednego:
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e dt d
Wi =Xy iy — 2 (Q-TH ——r.——d’g),
K] - dg ae
(I) m. dt;i :Y1 mTun—2?n(‘?’.}?—t-_-P__c.ﬁ_)’

2
m.%zzl -—m*{,,;-——?m(p.%——q %i—) .

Tloczyn masy punktu i jego prazyépieszenia unoszenia (art. 61) nazywamy
odpowiednio silg unoszenia tego punktu; iloczyn za§ masy punktu i jego
przyépieszenia od$rodkowego zloZonego (art. 62) nazywamy silg odérodko-
wg zloZong tego punktu. JeZeli uklad odniesienia obraca sig jednostajnie
okolo osi staléj, natenczas trzeba wyznaczyt tak zwane prayépieszenie odsrod-
kowe punktu (art. 62), aby obliczyé jego przySpieszenie wzgledne. W tym
przypadku iloczyn masy punktu i jego przy§pieszenia odérodkowego nazywamy
silg od§rodkows tego punktu; ta sila jest prostopadia do osi obrotu ukla-

_du odniesienia i ma kierunek od téj osi ku punktowi rozwazanemu. Czytelnik
z latwodcigy wyrazi wszystkie twierdzenia kinetyczne, wynikajgce odpowiednio
z twierdzen kinematycznych art. 62-go. Silg unoszenia, silg od$rodkowy i silg
odsrodkows, zlozong nazywamy silami pozornymi ruchu wzglgdnego; one
bowiém stuzg do tego, aby zagadnienia o tym ruchu sprowadzi¢ do zagadnief
o ruchu hezwzglednym,

Jezeli uklad odniesienia obraca sig jednostajnie z predkoscig kgtows o
okolo osi staléj, to obierzmy te 0§ jako 0§ §; wtedy p=0, ¢ =0, r = o,
a skladowe przySpieszenia odérodkowego punktu (¢, 1, §) beda odpowiednio
0%, w?n i 0, skladowe wige sily odérodkowéj beda mw?, mwe?q i 0, a wicl-
ko¢ téj sily wyrazi sig wzorem mo? |/ 8 + 2 = mw?p, gdzie p oznacza odle-
glo&é tego punktu od osi obrotu. Réwnania rézniczkowe ruchu wzglgdnego
bedg wiedy, wedlug (1),

2
m. %::Xl + mw 2?}30).%?—,
d* . d
(2) ml. d—g—:Yi-{- mo—2mo . —d—%,
a2
m . -&-té- _—_Zl'

Jezeli ruch ukladu odniesienia jest postgpowy, wtedy réwnania réinicz-
kowe ruchu wzglednego bedg,

ax*

m . wzxi'—m'ﬁtg!
dﬂ

(3) m.—é?szl — Ty
d*

\ﬂa.—a?é-:'- Z‘ —"m'{“c;
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jezeli nakoniec uklad odniesienia ma ruch postepowy, jednostajny i prostolini-
Jowy, wtedy bedzie ‘e =0, ‘;,‘.q:(), tug =0, i réwnania ruchu wzglednego
punktu (&, 7, €) bedy takiez same, jak réwnania ruchu bezwzglednego.
7 ostatniego wiec wyniku okazuje sig, Ze, jeZeli teoryja ruchu bezwzglednego,
w ktoréj uklad odniesienia przyjmujemy w spoczynku, ma byé stosowana da
ruchéw w przyrodzie, to natenczas nalezy prazyjaé, ze uklad- odniesienia posia-
da ruch postepowy, prostolinijowy i jednostajny.

Gdyby punkt nie byl swobodny, t. j. gdyby zachodzily warunki miedzy
jego spolrzednymi wzglednymi &, 7, £, natenczas nalezy po prawych stronach
powyzszych réwnai dodaé odpowiednio sily polgezefi, zastgpujace dane wa-
runki, —
dag ﬂ . g
at’ dt ~ at’
otrzymane iloczyny i oznaczmy przez v, predko$¢ wzgledng punktu; otrzy-
mamy réwnanie

Pomnézmy réwnania (1) odpowiednio przez dodajmy

@ (nww) =X+ Y dn+ZdC—m (Yug . Aé+Yug AN+Tug - AL),

Wyraz pod znakiem réZniczkowania po stronie lewéj przedstawia wzgledng
energijag kinetyczng punktu, t. j. energija, odpowiednig jego predkosei
wzglednéj; trojmian X,d¢ 4 Y,dn+ Z,d¢ przedstawia pracg elementarng sily
przylozongj, a tréjmian m (.. A&+ (I dn+Tu - dC) wyraZa prace elemen-
tarng sily unoszenia, Praca elementarna sily odérodkowéj zloZonéj jest réwna
zeru, poniewaz ta sila jest prostopadla do predkoéci wzglednéj. Calka ré-
wnania (4) jest

%
(5) ?"-!";i-_—-f[(xi———?n'ruﬁ)dE”*‘(Yt"‘-"?JiT;;ﬂ)d'q‘}“(Zl—?n.{u{)dﬁ]*{_Staléj;

pozwala ona wyznaczy¢ energija wzgledng punktu. Ostatnie dwa réwnania
wyrazaja zasadg pracy dla ruchu wzglednego.
W przypadku, gdy uklad odniesienia obraca si¢ jednostajnie okolo osi
staléj, otrzymamy z réwnafi (2)
d (j'%-“’—f):dei—{-Yldq-i-Zldﬁ—I-mm?(E. d&+n.dm),
ezyli

(6) c(ﬂﬁ'i) X, dt+Y,dn+Z, dt—m[%(& 2)].

Przypusémy teraz, Ze sila przylozona posiada potencyjal Uy, bedgey funkeyja
spélrzgdnych €, 7, € i nie zawiérajacy czasu wyraZnie; kladge

(M U=T0, + (aa + %),
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z réwnania (6) otrzymamy przez calkowanie

2
(8) ﬂ%ﬁ.:U—i—H,

co wyraZa zasade energii dla ruchu wzglgﬂnego. Wielkoéé U jest sumg po-
tencyjatow sily przylozonéj i sily odérodkowéj. Sila odsrodkowa ma zawsze

2
potencyjal, ktéry wyraZa sig wzorem E;— &2+ 1%).



