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warunek F=0; mozemy wtedy réwnania (1) takZe otrzymat, rugujac spol-
czynnik nieoznaczony A z nastepujacych trzech réwnaf:

3) X+1. 920, Y42, %_o Z+1. 22 o,
albowiém dwa réwnania (1) wyrazaja warunki konieczne i dostateczne, aby te
trzy réwnania jednoczeénie zachodzily, Kladae X, =X, 3P Y= %?I;

Zg=X: o widzimy, Ze réwnania (3) wyrazajg waruuki réwnowagi punktu

uwazanego, gdyby on byl swobodny wrazie, jezeli do niego, oprécz sily
(X, Y, Z), bylaby jeszcze praylozona pewna sila (X,, Y,, Z,), normalna
do powierzchni F=0. Wielkos¢ atoli téj ostatniéj sily nie jest oznaczona,
poniewaZ A ma warto§¢ nieoznaczong. Te ostatnig sile nazywamy oporem
danéj powierzehni, a ona wlasnie znosi wypadkowy, sil przylozonych. QOkazuje
sig wige, Ze warunki réwnowagi punktu, pozostajacego ma danéj powierzchni,
dajg, si¢ takze wyznaczyé przez to, Ze punkt uwazamy za swobodny, lecz do
sil, rzeczywiScie praylozonych, dodajemy jeszeze opdr powierzchni w kierunku
normalnym. Wypadkowa sil, rzeczywiScie praylozonych, przedstawia wtedy
ciénienie, ktérego powierzchnia od tych sil doznaje.— W przypadku danéj
linii krzywéj, okréslonéj zapomocy réwnania F=0 i » =0, mozemy po-
dobnie otrzymaé¢ odpowiedni warunek réownowagi, rugujac dwa spolezynniki
nieoznaczone, h, i A,, z nastepujgeych réwnan:

oF de -
XMoot Dy 5 =20,
= ()I‘ do
) Yt Gtk gE =0,
]
Z kg ” U ;f:n.

Sily dodane, ktérych rzuty przedstawiajy si¢ jako iloezyny odpowiedniego
spélezynnika i pochodnéj czgstkowéj danéj funkeyi, wyobrazaja opory dwu
powierzehni, przecinajacych sig podlug danéj linii krzywéj, a wypadkowa tych
oporéw wyobraza op6r téjze linii krzywéj. Wypadkowa sil przyloZonych
przedstawia wtedy ciénienie, ktore te sily wywiéraja na dang linijg w punkeie
uwazanym.

73. ZAsADA PRAC PRZYGOTOWANYCH. Nieskoficzenie malg droge, po
ktoréj opisanin punkt przenosi sie z miejsca pewnego do nieskofiezenie bliskie-
go w przestrzeni, nazwaliSmy w art. 24-ym przesunigeiem tego punktu. Jezel;
ruch punktu podlega pewnym warunkom, od sil niezaleZnym (art. 72), to ta-
kie przesuniecie punktu z dancgo miejsca, wskutek kt6rego punkt zajmuje
w przestrzeni miejsce nieskoficzenie bliskie, odpowiadajgce danym warunkom,
nazywamy przesunigciem przygotowanym (albo nickiedy przyspo-
sobionym) tego punktu. Przymiotnik «przygotowany» odnosi sie tylko do

Eibl, mot.-0z, 8.1V, T. X, il
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warunkéw, kiére pewne przesunigeie czynig moZebnym, bez wzgledu na to,
czy ono punktowi istotnie udzielone zostalo. Jezeli np. punkt ma pozostawaé
na powierzchni, to kazde nieskoficzenie male przesuni¢cie punktu z danego
miejsca na téj powierzchni, zachodzgce na plaszezyinie stycznéj do powie-
rzchni, jest wlaénie przesunigciem przygotowanym; jezeli punkt ma pozosta-
wal na pewndj linii krzywéj, to przesunigeie przygotowane z danego punktu
na t6j krzywé) ma kierunck stycznéj do téj linii, Dla punktu swobodnego
nalezy kazde przesunigcie uwazaé za przygotowane.

Tloczyn wielkoSci sily, do punktu przyloZonéj, i rzutu prostokatnego
przesuniecia przygotowanego tego punktu na promieri dziatania sily, nazywa-
my pracg przygotowans, lub takie momentem przygotowanym
téj sily. Na oznaczenie przesunigcia przygotowanego uzywamy symbolu z ra-
chunlku waryjacyjnego, 6, aby wyraZnie zaznaczyé, Ze to przesunigcie nalezy
odr6inié od rzeczywistego przesunigcia punktu, przy ktérym takze czas ma
hy¢ uwzgledniony; do tego ostatniego stosujemy symbol z rachunku rézniczko-
wego, d. Oznaczmy wiec przez s przesunigeie przygotowane punktu, do kté-
rego jest przyloZona sila P; rzut ép tego przesunigcia na sile bedzie dp —
=10s.cos(P, ds), a zatym P.8p="P.ds.cos(P, 9s) bedzie pracg przygo-
towang téj sily. Z tego wyraZenia okazuje sig, Ze prace przygotowang sily
mozemy takze okréslic jako iloczyn przesunigeia przygotowanego punktu
i rzutu prostokatnego sily na kierunek tego przesunigcia.

Rzut 8p przesunigcia &s moZe miéé kierunek sily saméj lub kierunek
jéj przedluzenia; w piérwszym przypadku uwazamy rzut 8p za dodatny, a za-
tym prace przygotowany za dodatng; w drugim za$§ przypadku uwazamy rzut
8p za ujemny, a zatym prace przygotowang za ujemng. Praca wige przygoto-
wana sily jest dodatna, jeZeli kierunek przesunigcia 8s tworzy z kierunkiem
sily P kgt ostry; ta praca jest ujemna, jeZeli te dwa kierunki tworzg z sobg
kat rozwarty. Praca przygotowana sily jest rowna zeru, jezeli przesunigcie
praygotowane punktu przylozenia jest prostopadle do sily.

Niech do punktu bedzie przyloZonych ilekolwiek sil P;, a temu punktowi
nadajmy przesuniecie przygotowane 8s, ktérego rzut na sileg P; niech bedzie
op;; latwo okazat, Ze praca preygotowana sily wypadkowéj jest réwna sumie
algicbraiczndj odpowiednich prac praygotowanych sit skladowych. Oznaczmy
bowiém przez P sile wypadkows; wtedy P . cos (P, 85) =EP;. cos(P;, 8s); po
pomnoZeniu tego réwnania przez s, otrzymamy, kladge 8p =8s. cos(P, 8s),
réwnanie

(1) P.op=23P,.0p,

wyraZajgce wladnie powyzsze twierdzenie,

Niech do punktu (@, g, 2) bedzie praylozona sila (X, Y, Z), a dz,
8y, 8z niech beda, rzutami przesunigeia przygotowanego 8s tego punktu na
osi spélrz¢dnych, czyli przesunigeciami przygotowanymi tego punktu w odpo-
wiednich kierunkach osi spélrzednych; wtedy wielko§é¢ X .824Y .8y+Z .0z
wyraza, wedlug powyZszego twierdzenia, prace praygotowang téj sily. Jezeli
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XX, XY, ¥Z; oznaczajy odpowiednie sumy rzutéw n sil P;, przyloZonych
do punktu, na kierunki osi spélrzednych, to da . EX+3y. XY 4-82. X Z; jest
sumg prac przygotowanych tych sil P;.

74. Z pojecia pracy przygotowané] mozna wyprowadzi¢ ogélng metode
wyznaczenia warunkow réwnowagi sil, przylozonych badéto do punktu swobo-
dnego, bad#téz do punktu nieswobodnego. T'a metoda polega na nastepujaeym
twierdzeniu ogblnym: aby ilekolwick sil, do jednego punktu prayloionych, bylo
w rownowadze, potrzeba i wystareza, aby suma algicbraiczna prac przygotowa-
aych tyeh sil byla réwna zerw dla kagdego przesunigeia preygotowanego tego
punkty. To wazne twierdzenie wyraZa tak zwang zasade prac przygo-
towanych, albo zasadg momentow przygotowanych dla jednego
punktu.

Aby okazaé prawdziwost téj zasady, przypuéémy, Ze do punktu (z, ¥, 2)
jest praylozonych ilekolwiek sit P,, ktérych wypadkowa jest P; wtedy

(1 P.op=23P,.0p=0z. X +0y. LY, +0z. 5%

bedzie sumg prac przygotowanych tych sil dla pewnego przesunigcia przygo-
towanego tego punktu.

Jezeli ten punkt jest swobodny, wéwezas do réwnowagi tych sil potrzeba
i wystarcza, aby bylo P =0, czyli, wedlug (1), aby suma prac przygotowa-
nych tych sil byla réwna zeru, jakiekolwick przesuniecie temu punktowi
nadamy. Poniewaz w tym przypadku przesunigein dx, 8y, 8z sa dowolne,
przeto ostatnie wyraZenie w réwnaniu (1) bedzie réwne zeru, jezeli EX; =0,
2Y; =0, £Z,=0, a te warunki, jak wiadomo z art. 70-go, sq konieczne
i wystarczajgce dla réwnowagi.

Niech punkt pozostaje na pewnéj powierzehni; wtedy kaZde przesuniecie
punktu na plaszezyZnie stycznédj jest przygotowane, Poniewaz za§ dla réwno-
wagi ma byé wypadkowa P normalna do powierzchni, prz:ato bedzie p =0
dla kaZdego przesunigeia- przygotowanego, a zatym w przypadku réwnowagi
bedzie £P;. dp; = 0. I nawzajem, jezeli ten warunck zachodzi dla kaidego -
przesuniecin przygotowanego, to 8p =0, a zatym wypadkowa P bedzie nor-
malna do powierzchni, eo zapewnia réwnowage. — Podobnie mozZna okazat
prawdziwo§é podandj zasady dla punktu, pozostajacego na pewnéj linii
krzywéj. —

W zastosowaniu téj zasady nalezy w kazdym jprzypadku szezegbélnym
wyznaczyé zwigzki miedzy przesunigeiami przygotowanymi punktu, zaleine
wylgeznie tylko od warunkoéw jego ruchu, a niezalezne od sil. Te zwigzki
otrzymamy, rézniczkujac réwnania warunkowe przy pomoey symbolu &
i opuszczajac nieskoficzenie male rzedow 2-go i wyzszych. Zapomocg tych
zwigzkow nalezy nastepnie wyrugowaé z réwnania (1) tyle przesunigé przygo-
towanych, ile jest tych zwigzkéw; otrzymamy tym sposobem pewne réwnanie,
w ktérym przesunigeia pozostale sg dowolne. Przyréwnywajac do zera czyn-
nik kazdego z tych ostatnich przesunigt, otrzymujemy Zgdane warunki r6-
wnowagi. L
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Jezeli np. zachodzi jeden warunek F(z, y, 2) =0, to dla poloZenia
przygotowanego (z+da, y40y, 24902) punktu (z, J, #) mamy warunek

IR

F+oz, y43y, z+‘o‘.z)._F+6F—F+ -{-——o =0.

8 &t t)f;
A poniewaz F =0, przeto szukany zwigzek mlgdzy przesunigeiami przygoto-
wanymi jest

IF oF
() OF = 8a g B = a,;+—-az 0.

Jezeli X, Y, Z sy rzutami wypadkowéj sil, przyloZonych do punktu, to za-
sada prac przygotowanych wyraza si¢ zapomocy réwnania Xdw+ Yoy
+Z82z=0. Wyrugujmy 8z z tego réwnania i z warunku (2); otrzymamy

. 0F f)F) ~ ( JF dI‘) .
(3) (E.—E-——Z.% Ox—"‘ Y.WF—Z.‘)?} 0y =

Poniewaz 8« i 8y sg teraz dowolne, przeto wyrazeniem réwnowagi sg naste-
pujace dwa warunki;

or oF or o
(4) X.W——Z.W__O Xs ey —7Z. ¥ =0,
ktore otrzymali§my innym sposobem w art. 72-im.

Do uskutecznienia rugowania moze takie posluzy¢é metoda spélezynni-
kéw nieoznaczonych. Niech np. zachodzg dwa réwnania warunkowe, F =0
i p=0; wtedy przesunigcia 8z, 8y, 8z czynig zado§¢ dwu warunkom,
8F=018p=0. Aby z tych réwnaf iz réwnania Xdz+4Yoy+Zdz=0
wyrugowaé dwa przesunigeia, dodajmy do lewédj strony ostatniego réwnania
wyrazy A, 8F i)y, 8¢, wktorych A, 1 A, sq spélezynnikami nieoznaczonymi.
Otrzymamy wtedy X3z +Yay+Zdz4 A . 8F4A, . 59 =0, czyli, po rozwi-
nigeiu,

6 (X0 Gy 40 ) sat (YHn Gt g o+
’ 25
+(/J+m1 L f"f’)az_n
a w tym rownaniu naleZy teraz przesunigcia uwazaé za dowolne. Réwnania
zatym réwnowagi bedg

(6) X+k,%+12%:0, Ve d‘P_#n Ziin e, |~Lz d‘P_.O

1 d v +
Jezeli z tyeh rownan wyrugujemy A, i)y, to otrzymamy jeden zwigzek migdzy
silami i spélrzgdnymi punktu, ktéry wyraza, Ze wypadkowa sil jest normalna
do linii krzywéj F' =0, © =0.

Gdyby réwnania warunkowe zawieraly czas wyrafnie, to wtedy naleza-
Toby przesunigcia przygotowane obliczaé przy staléj wartoei na czas ¢, a za-
tym rézniczkowaé przy pomocy symbolu & przy stalym argumencie .
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75. ROWNANIA ROZNICZKOWE RUCHU. ZASADA D'ALEMBERTA. JeZeli
sily, do punktu przylozone, nie sg w rdwnowadze, natenczas ruch punktu be-
dzie skutkiem dzialania tych sil. Zalézmy naprzdd, Ze punkt prayloZenia sit
jest swobodny. Aby pray tym zaloZeniu wyznaczyé ruch punkfu, obierzmy
w przestrzeni nieruchomy prostokatny uklad spélrzeduych, rzuémy kazdy sile
przylozong na kierunki osi tego ukladu i oznaczmy przez X, Y, Z odpowie-
dnie sumy rzutéw sil na te osi. RozléZmy podobnie przyépieszenie punktu
(x, y, z) na trzy skladowe w kierunkach tychze osi. Wtedy z dwu piérwszych
praw dynamiki wynika, Ze kaZda z sil X, Y, Z nada temu punktowi przy-
épieszenie w swoim kierunku, ktére bedzie réwue ilorazowi z podzielenia wiel-
koéci téj sily przez masg tego punktu. Jezeli zatym przez m oznaczymy masg
punkéu, to otrzymamy nastepujace trzy réwnania:

2 2 2
(1) X:m.%, Y:m.%, sz'%t_:’
ktére nazywamy réwnaniami rézniczkowymi ruchu punktu swobo-
dnego. (idyby punkt poruszal si¢ na plaszcezyZnie zy, to dwa piérwsze réwna-
nia wystarczylyby do okréslenia jego ruchu; gdyby punkt poruszal sig po linii
prostéj, obranéj jako o§ @, to piérwsze réwnanie wystarezyloby do okréélenia
ruchu.

Niech punkt przylozenia sil nie bgdzie swobodny, lecz niech miedzy jego
spolrzednymi zachodzg, zwigzki, ktérym ruch punktu ezyni zadosé bez wazgledu
na sily. W tym przypadku prayépieszenie punktu nie hedzie mialo kierunku
wypadkowéj P sil przyloZonych, a wielkosé tego przyépieszenia nie bedzie r6-

; T , o A% Adry A%

wna ilorazowi téj sily przez maseg punktu. Jezeli TE dE gE 5 by
¢pieszeniami skladowymi przyépieszenia punktu, to punkt porusza sig tak,
jakgdyby byl swobodny wrazie, jezeli do niego w kierunkach osi ukladu spél-
rzgdnych przyloZono sily odpowiednio m.%, n. Td?t_z’ n. %’% Oznaczmy
przez Q wypadkows tych trzech sil, i rozlézmy silg przylozong P na dwie
sktadowe, z ktérych jedna niech h¢dzie Q ; wowezas druga skladowa Q' bedzie
dokladnie okréslona. PoniewaZ przyspieszenie punktu pochodzi tylko od skla-
dowéj Q, jakgdyby ten punkt byl swobodny, przeto skladowa Q' nie wplywa
weale na ruch punktu. Gdyby zatym sila Q' zostala sama przyloZona do tego
punktu, to zachodzilaby réwnowaga wskutek danych warunkéw.

7 tego'wige rozumowania wynika nastepujgca prosta zasada wyznacze-
nia ruchu pynktu nieswobodnego: rozléémy silg, praytozong do punktu nieswo-
bodnego, na takie dwie skladowe, 12by dla jednéj & wich zachodzila réwnowage
punktu pray danych warunkach; natenczas ruch punktu bedzie taki, jakgdyby
on byl swobodny, a druga skladowa byla dot przyloZona. To twierdzenie wy-
raza tak zwang zasade d’Alembert’a dla jednego punktu.

Gdy X!, Y', Z' sy rzutami sily Q' na osi ukladu spélrzednych, to z roz-
kladu sily P na sily Q i Q' mamy
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d*z T i/ = dzs

Et—'-;’ Y—Y'—.mu dtz, A-—é'—'-‘ﬂl.w.

Jezeli wige dx, oy, 62 sy preesunigeiami przygotowanymi punktu (z, y, 2),
to dla réwnowagi tego punktu pray dzialaniu sily Q' otrzymamy zwigzek

(3) (X——m.—d-f'—x—)a-u—i_(Y— )6J+(Z — L )35_0
) di di?
ktory wyraza analitycznie zasadg d’Alembert’a. —

Sile Q', ktoréj odpowiednie rzuty na osi ukladu spélrzednych wyznaczajg
rownania (2), nazywamy silg stracong dla ruchu punktu nieswobodne-
go, Jezeli sile P przylozymy do punktu swobodnego, to cala sila wywrze dzia-
lanie na punkt i sprawi jego ruch; jezeli zaé przylozymy jg do punktu nieswo-
hodnego, to tylko jedna skladowa Q t&j sily sprawi ruch punktu, a druga
skladowa Q' bedzie stracona z powodu nieswobody tego punktu.

Zasada d’Alembert’a pozwala otrzymaé réwnania rézniczkowe ruchu
punktu nieswobodnego zapomocs, postepowania podobnego do tego, ktére slu-
zylo do rozpoznania réwnowagi takiego punktu (art. 74). Z danych warun-
kéw, wigZacych spolrzedne punktu, wyznaczamy zwigzki miedzy éx, oy 1 0z,
ktdre nastepnie stuzg do rugowania pewnéj ilo§el tych przesunieé z réwnania
(3), poczym pozostajy w tym réwnaniu przesuniecia dowolne, JeZeli czynnik
kaZdego przesunigeia dowolnego przyréwnamy do zera, to otrzymamy Zgdane
réwnania ruchu punktu.

76. ROWNANIA ROZNIOZKOWE LAGRANGE'A. ZaldZmy, Ze ruch punktu
poddany jest jednemu warunkowi F(z, y, 2) ==0. Wtedy z zasady d’Alem-
bert’a, uzywajac metody spétezynnikéw nieoznaczonych (art. 74), otrzymamy
nastepujgee rownanie:

(2) X'=X—m.

(1) ( g dt&)a»gﬁu(\f " ?zz_";)aJ |—( —m. f:ﬁ)ﬁz-}-l.ﬁl?‘:o,

albo, po wprowadzenin wyrazenia dla o F,

s JF 1% F
(2) (X-Ht e —m.—f{i—g) (Y—l—l —07——-41 c{gg)&;q-

OF
(z+x dt,)az_o

gdzie przesunigeia sg dowolne, poniewaz warunek =0 zostal uwzgledniony.
Przyréwnywajac wiee kazdy czynnik do zera, otrzymamy nastgpujgce rowna-
nia rézniczkowe:

m . T;: _X-}-JL dF

d*y ()F

(3) . Tg;._Y—I-l—y
Mo die =Z+) dF'

ar
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okréélajgce ruch punktu na danéj powierzehni F=0. Z tych réwnaf oka-
zuje sig, Ze ruch punktu na powierzehni moze byé badany w przypuszczeniu,
ze punkt jest swobodny, jezeli do.sily przylozonéj dodamy jeszeze sile, nor-
malng do powierzchni, o nieoznaczonéj wielkoSci, a wyobrazajgea opér téj po-
wierzchni (art. 72). Ten opor zastepuje wlagnie warunek F—0. Rugujge
z réownain (3) spélezynnik A, otrzymamy dwa réwnania réiniczkowe rzedu 2-go
migdzy @, ¥, & i ¢, ktérych calki ogélne pozwalajy rozpoznaé ruch punktu
na powierzehni. Obliczywszy nakoniec spélezynnik X, otrzymamy ciénienie,
ktérego powierzchnia w kazdym punkeie doznaje.

Postepujae podobnym sposobem w praypadku, gdy dany jest tor (m)
punktu, a zatym gdy zachodzg dwa warunki, F =0 i ¢ =70, ofrzymamy
réwnania

d*x JF de
‘”‘-W—X+"*7a"+"=ﬂ=

ary 0F do

(4) lm.'m‘a—_—-Y-}'ll-a—y--l—lzﬁ,
d* __ IF d¢

me g =AMyt

ktére, po wyrugowaniu spélezynnikédw nieoznaczonych Xy i k,, dajg jedno ré-
wnanie rézniczkowe miedzy x, 4, # 1 £. W tym przypadku zastepujemy dane
warunki oporem linii krzywéj (m), normalnym do niéj w kazdym punkcie, kto-
rego wielko§é obliczyé mozemy z wartoci spotezynnikow A, i 2, .

Réwnania (3) i (4), pozwalajgce zbadaé ruch punktu zapomocy spél-
czynnikéw nieoznaczonych, podal piérwszy Lagrange; dlatego nazywamy je
réwnaniami rézniczkowymi Liagrange’a.

Ruch punktu, dla ktérego dane sg warunki, niezaleznie od sil zachodzié
majgcee, nazywamy ruchem nieswobodnym tego punktu. Wtedy punkt
albo pozostaje ciggle na pewnéj powierzchni, albotéz tylko na pewnéj linii
krzywéj porusza¢ sig moze. W kazdym razie moze by¢ swoboda tylko tym
sposobem ograniczona, Ze punkt jest polgezony materyjaluie z innymi punkta-
mi, stalymi lub ruchomymi. Wedlug powyiszéj metody zastepujemy te ogra-
niczenia swobody pewnymi, niezupelnie oznaczonymi silami, ktére sluZg po-
érednio do ustawienia réwnan rézniczkowych ruchu; po scalkowaniu za$ tych
réwnf, mozemy owe sily dokladnie obliczy¢. Poniewaz te sily uwidaczniajg
w toku rachunku polgczenia, wskutek ktorych zachodzi wlaénie ograniczenie
swobody, przeto nazywamy je czesto silami polgczen. Te sily naleiy
uwazat za przyloZone do punktu, a stosownie do zachodzgcych polyczen,
mozna tym silom dawaé rozmaite nazwy szczegélne. JeZeli np. punkt znaj-
duje sig na koficu nici nierozciggliwéj i wskutek tego polgczenia opisuje pewny
linijg, krzywa, to silg polaczeii przedstawia napigcie nici. Jezeli w innym
przypadku pret sztywny sprawia, iz punkt pozostaje na powierzchni pewnéj
kuli, to natezenie tego preta przedstawia sile polgezen. Wedlug trzeciego
prawa dynamiki, zachodzi nietylko dzialanie polgczen na punkt, lecz takze
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oddzialywanie punktu na te polgezenia, rowne i wprost przeciwne odpowie-
dnigj sile polaczen, Wyznaczywszy przeto sily polgcezen, otrzymujemy tym
samym sily, ktore materyjalne polgezenia punktu wytrzymujy, a znajomosé
tych sil w wielu razach jest potrzebna.

Do utworzenia rownan ruchu mozna takze uzyé rozkladu sily na sily
styczng 1 normalniy, postugujie si¢ wiadomymi (art. 70) wzorami,

dv e

(5) Pr=- i Po=m. =t

i wyrazajge w nich predkosé jako pochodny, %-:— Atoli powyZsze réwnania

nie nadajy si¢ do rachunku, zwlaszeza dla punktu swobodnego, poniewaz kie-
runki sit P, 1 P, zalezg od clementéw toru, ktére wlaénic wyznaczone hyé
majy; stosowniejszy uzytek mozna z tych réwnan zrvobic w praypadku ruchu
na danéj krzywéj. W niektéryeh zadaniach, np. przy ruchu centralnym,
mozna uzyé takie spélrzednych biegunowych, aby za ich posrednictwem otrzy-
ma¢ réwnania ruchu. .

77, Zasapa Haminron'a, PoreNcysaw sipy.  Réwnania rézniczkowe
ruchu moZna takie wyprowadzi¢ z innéj zasady, ktéry podal W, R, Hamilton.
Ziwaimy, ze wielkosci 82, 8y, 82 przedstawiajg nieskofnczenie male przyrosty
spélrzgdnych punktu, zado§¢ czynigce warunkom jego ruchu, a ktére zresazty
sy najzupelniéj dowolne. MozZemy wige te przyrosty uwazaé ogélnie za wary-
jacyje spolrzednych, bedgce funkeyjami czasu £, i obliczaé je tak, jak poste-
pujemy w rachunku waryjacyjuym, t. J. uwazaé je za nieskonczenie male
funkeyje argumentu ¢, ktéry sam zZadnéj zmiany nie doznaje. Ta uwaga
pozwala przcksztaleié réwnanie d’Alembert’a (art. 75) i wyprowadzi¢ nows
zasade dla ruchu.

Réwnanie d’Alembert’a mozemy tak napisaé:

(1) m(‘?’; St if; 51 +‘§t§ .«)::Xﬁa‘*}-Yﬁy-l-Zaz;
kladge
(2) Xow+ Yoy +Zds=Uw,
gdzie UV przedstawia pracg 1:1‘3}'gotowauak sin (X, Y, Z), mié¢ bedziemy
O (et o

de dy

Wprowadzajae oznaczenia &' = mozemy ostatnie
J

) g A — ﬁ
PR TR T
rownanie napisaé w postaci ’

) (d:c 6:0—}-6; By-l-d—s 5_,) oo,
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Mamy tu

G e x A o v déz A o A%

m (355.13) M_EH o ‘i"x . "-(-!—t'-' = —L:g‘-t—- 6..!;+J?8 —d?! albo

}% (2'6x) = % Sw-a'. 8, skad

i I
(5) %—6.&: :—ga (2'92) — o' . 8,
I !

i podohnie dla Eg— oy i %‘1—6# Podstawiajge te wyrazenia w (4), otrzymamy
(6) };Zt m(2'r 4 y'dy 4 292) — m('8x'4- y'dy' + #'82") = UM,

Wprowadzmy oznaczenie

v ‘=_£r._ 1o 4 12 1 2y — muv?

() ,l 9 ("L I -'i} + ) 2 H

gdzie v oznacza predko$é punktu. Te polowe iloczynu masy punktu i kwa-
dratu jego predkosci nazywamy energijg kinetyczng, albo takie sily
zywyq tego punktu. Energija kinetyczna punktu jest zawsze wielkoseig do-

datng i ma warto§é r6wng zeru dla punktu w spoczynku. Waryjacyjg energii
kinetycznéj punktu jest :

(8) ST =m(z .02 +9 .84 + 24 .84,
co podstawiajac w (6), otrzymamy

?% m(x . dx+y 8y +2.08)— 0T =UW, czyli
(9 5T+Ui‘):%m(x'.S;B—I-y'.'o‘y-{-z'.Sz).

To réwnanie zachodzi w kazdéj chwili podezas ruchu, jezeli tylko éx, oy, 02
zostaly wyznaczone wedlug danych warunkéw. Mnozge to réwnanie przez di
i calkujgc je nastgpnie migdzy dowolnymi lecz stalymi krancami ¢, i £,, otrzy-
mamy dla kazdego ruchu:

. '13 ty
(10) f (BT 4 Um) dt:/ m(a' .oz . 0y+4.002),
{ t

1 1

gdzie symbol podstawienia oznacza, jak wiadomo, Ze po prawéj stronie mamy
podstawié naprzod ¢ =t,, nast¢pnie za§ ¢ =1¢,, i od wartosci tego wyrazenia
dla 1, odjac jego wartosé dla ¢,. Zalézmy teraz, Ze waryjacyj dx, oy, 04
dla ¢ i #, niéma, t.j., ze dla t =¢, i dla t==1, dane sg poloZenia punktu;
wtedy prawa strona réwnania bedzie réwna zeru i otrzymamy przy tych zalo-
zepiach dla kazdego ruchn

; Ly
(11) f BT+ UW) dt =0.
4y
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To réwnanie wyraZa analitycznie tak zwang zasadg¢ Hamilton'a. Wyslo-
wienie téj zasady na podstawie powyZszego réwnania byloby tylko opisaniemn
tego réwnania i dlatego mozemy je pomingg.

Zmaczenie powyZzszego réwnania staje si¢ zrozumialszym, gdy wyraz
8T 4 UM pod znakiem calkowania jest waryjacyjg pewnéj funkeyi spolrze-
dnych punktu, otrzymang wskutek nieskoficzenie malego przyrostu tych spol-
rzednych przy niezmiennym argumencie ¢, Ten prazypadek zajdzie widocanic
wtedy, kiedy wielkosé UW, t. j. praca przygotowana sil przyloZonych, jest wa-
ryjacyja pewnéj funkeyi U= F(z, y, z), ktora takie czas wyraznie zawiérad
moze. Kiedy zatym
(12) XBa:+YSy+Z§z_—_6U=—?}% 6»4—%‘3 6y-}-§£— 0a.
Poniewa? to réwnanie ma zachodzié przy jakichkolwiek warto§eiach nieskoi-
czenie malych, nadanych waryjacyjom 8z, 8y, 8z, od siebie niezaleznym,
przeto

19) el o G0 . W

do’ Y= dy ’ A= iz *
Wuzigwszy pochodne obu stron piérwszego z tyeh réwnan wzgledem y, a dru-
giego wzgledem » i odejmujge je od siebie stronami odpowiednimi, otrzymamy

0X _dY _ .. oY 97 . 9% dX _
(14) & -~—r-E-__O, taksamo —EE-—_?J?_U i o=

Poniewaz te réwnania wyrazajg zwigzki, ktore niezaleznie od funkcyi U za-
chodzg migdzy pochodnymi czgstkowymi sil X, Y i Z wrazie, gdy majq miej-
sce réwnania (18), przeto one przedstawiajy zarazem warunki konieczne i wy-
starczajgce, aby UM =48 U,

Jezeli sila, do punktu przyloZona, ma te wlasnosé, Ze jéj rzuty prosto-
kgtne na trzy osi ukladu spélrzednych sg odpowiednio réwne pochodnym
czgstkowym pewnéj funkeyi spélrzednych tego punktu, wzigtym wzgledem tych
spolrzednych, natenczas t¢ funkeyjs nazywamy funkeyjg sily lub takie
potencyjalem sily. Potencyjal U jest funkeyjg spélrzednych punktu;
jego wyraZzenie moZe takic czas ¢ zawiéraé wyraZznie; nie zalezy on atoli od
pochodnych tyeh spélrzednych wzgledem czasu. Z réwnan (12) widzimy, Ze,
gdy istnicje polencyjal sily, prace prazygotowana téj sily jest réwna waryjacyi
lego potencyjadu, jezeli przy obliczaniu téj waryjacyl nie zmieniamy czasu.

‘Wrazie wigc, kiedy istnieje potencyjal sily, jest

3T+ UM =8T+8U=28(T+ D),

z réwnania (11) zaé otrzymamy nowe réwnanie,

0.

ly
(15) 5[ (T+4+U).dt=0,
b

wyraZajgce zasadé Hamilton’a w przypadku istnienia potencyjatu sily, Miedzy
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dwoma danymi poloZeniami punktu jest nieskonczenie wicle ruchéw wog6lno-
$ci mozebnych; atoli jeden tylko ruch tego punktu rzeczywidcie zachodzi, Je-
zeli dla rzeczywiScie zachodzgcego ruchu punktu wyznaczymy warto§é calki

ly
f (T4 U) . d? migdzy danymi krancami, to waryjacyja téj calki bedzie ro-
1 :

wna zeru, jezeli z tego ruchu przejdziemy do jakiegokolwiek innego, miedzy
tymiz samymi krafncami mozebnego ruchu, ktory rézni sie nieskoficzenie malo
od tego ruchu rzeczywistego. Wiadomo, %e réwnanic (15) wyraza warunek
konieczny, aby powyzsza calka posiadala warto§é najmniejsza lub najwigkszg;
zasada wige Hamilton'a to wyraza, iz dla reeczywislego ruchw punktu migdzy

by
dwoma danymi kravcemi calla f (T4 U) dt ma wogdlnosci wartosé naj-
4y
mniejszg, lub najwigkszq, jedeli sita praylozona posiada potencyjad.

W celu okazania, Ze zasada Hamilton’a prowadzi istotnie do réwnan
ruchu, podstawmy w réwnaniu (11) warto§ei dla 8T i U®; wowczas

ty
(16) f [m(z'ea'+y8y' +482" )+ (X8aA-Yoy+Zdz)| di=0;
, ly
a poniewaz I , -
ds v G da' e ___"U i
aaxﬂth (r'éx) — = == ” (x'dx) — P10 ox,

i podobnie dla y i z, przeto, wedlug réwnania (16),

ly
d2r\ ; d*y ( diz) ] i
(17) [ [(X—m.m_f)axqt(Y_ w)afHL Z—m. 5 ) b | dr=0,
1

gdyZz waryjacyje spélrzednych sg réwne zeru na krafcach calkowania. Mo-
Zemy widocznie waryjacyje zawsze tak obraé¢, Zeby wyraz w nawiasach pod
znakiem calkowania stawal sig réwnym zeru dla kazdego, z wyjatkiem jedne-
go, elementu czasu od ¢, dofy,. Aby wige powyisza catka byla réwna zeru,
potrzeba, izby

dz d*y d%s .
(X_ zze)a +(Y m) a“’+( dse)a”“o’

co wyraza wlaénie zasade d’Alembert’a, dajacg bezposrednio réwnania ruchu,
jakeSmy powyzéj okazali. Zasady d’Alembert’a i Hamilton'a sg przeto r6-
wnowazne, a obiedwie prowadzg do ogblnych réwnah réZniczkowyeh La-
grange’a.

78. InNa posTAG ROWNAN Lacranew'A. Zasada Hamilton’a nadaje
sig bardzo korzystnie do przeksztalcenia rownai réZniczkowych ruchu, jezeli
zamiast splrzednych prostokatnych z, y, # cheemy wzyé innych zmiennych,
majaeych okréslic poloZenie punktu w przestrzeni. Niech punkt bgdzie swo-
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bodny, zamiast za§ spélrzednych @, y, # uzyjmy innych trzech zmiennych
Qyy Qs G, ktére, uwazane za funkcyje czasu, majg sluzy¢ do okréslenia miej-
sca, a zatym 1 ruchu punktu. Wyrazajae w, y, 2 przez qq, (s, gy, miét be-
dziemy

_de g dw dqi__y dw el T
(l) J’"""RE' (}Q‘ it L'a_ﬁa':{l, a"'-—"‘dmaq!! (3“—‘1:‘3: 3)
i podobnie #', &' i 6y, dz. Podstawiajac te wartosei w T, otrzymamy na T
funkeyjg, kwadratows, i jednorodng pochodnych ¢/, ktérych spolezynniki heds,
funkeyjami zmiennych ¢;. Bedzie zatym

©) 51 = z(ﬂ Bt "; bal).

Nastepnie otrzymamy

: - L - 0% o < 0¥
(3) Utu,_X.S.r:{—Y.oy—i—t].ﬁz_Z(X.-aaﬁqd—Y. SLog 2. 58 ﬁrp),
a kladge
R o _r}_z_) 5 :
(1) Q=2 (X Fre +Y. dq; +Z. i) miéé bedziemy
(5) W = XQ;d ¢,

gdzie sumowanie odnosi si¢ do wskaznikéw. ¢, Podstawiajge wartoéei z ré-
wnafi (2) i () w réwnanie

Iy
f @T+ UMdi=o0,
ty
otrzymamy

() f;z [(;_g'l + Q,.) Squ + {%‘- Bq;'] dt=0.

Poniewas

oT . , 0T .dg T déq .
qu'ﬁq dtb[dqi" ay = friq, tTdt Q=

JT (dT

przeto, gdy wezmiemy krance ¢ 1 f,, dla ktérych waryjacyje 8¢; sg réwne
zeru wedlug zaloZenia, to

dT d (0T)
I 6Q' SQ' dt—n—[ -EZ_- -a? Sq.-.dt.
1
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_Z réwnania zatym (6) mamy

)
o A ; d (dT )]«
7 S ] (e T e
% _f:z[dfli @ dt \ dg/ e dr=0;

1

poniewaz waryjacyje 8¢; sy dowolne, przeto spélezynnik kazdéj zosobna wary-
jacyi jest rowny zeru i otrzymamy réwnania rézniczkowe ruchu w postaci
nastepujgeéj :
: d (0T T
8 —fm——— ) — . — (). y —

(8) dt(dq;’) dq.-'_Q” i=1,2,3.

Jezeli zachodzi potencyjal U, ktory wyrazamy takze zapomoeg nowych
zmiennych g;, to zamiast UM nalezy wziat 8 U, gdzie

; ol

U =% T 30i=XQi%¢.

bedzie wiee Q; = , & zamiast réwnain (8) otrzymamy w tym przypadku

oU
d Qi
nastepujace réwnania ruchu:

d (0'1‘) 0T _ odU

at\og) do T dg’
ezyli
ad 0T\ _ oT+U) .
(9) Tt(aq;)— A L

Réwnania rézniczkowe ruchu w postaci (8), a odpowiednio (9) Lagrange
piérwszy podal. Roéwnania Lagrange’a pozwalajg ruch punktu okréslié za
podrednictwem jakichkolwiek wielkosei, ktére ogélnie za spélrzedne tego pun-
ktu uwazaé mozemy, a ktérych szezegdloym przypadkiem jest uklad spéirze-
dnych prostokatnych. Aby zapomocy takich spélrzednych o znaczeniu ogdl-
niejszym wyrazi¢ ruch punktu, nalezy przcksztalcié wyraZenie energii kine-
tycznéj punktu, tudzieZ wyraZenie potencyjalu sily, i podstawit je w réwnanie
(9), aby tym sposobem otrzymaé réwnania ruchu. JeZeli potencyjal nie za.
chodzi, natenczas trzeba prace przygotowang sily wyrazic przez dane spolrze-
dne, aby wedlug (8) otrzymaé réwnania ruchu,

JezZeli punkt nie jest swobodny, lecz migdzy jego spolrzednymi zachodzi
jedno réwnanie, F =0, ktére takie czas zawiérat¢ mozZe, to najkorzystniéj
wprowadzi¢ takie dwie nowe zmienne ¢, i ¢,, od siebie niezaleine, aby, po
wyrazenin spélrzednych prostokgtnych przez ¢, i ¢, i wstawieniu tych ich
wyrazefi w réwnanie warunkowe, otrzymaé tozsamo§¢. Niech np. punkt poru-
sza sig na powierzehni kuli 2?4 y* + 22 =% wprowadzajgc takie dwie nowe
zmienne, §, i ¢,, 7eby x=1c08q,, ¥ =1r8inQ,C0SQy, #=71 Sing,sing,,
przywiedziemy dany warunek do tozsamoSei. Uzywajge takich zmiennych
dla przeksztalcenia réwnania Hamilton’a, ofrzymamy zamiast réwnania (7)
réwnanie



174 MECHANIKA TEORETYCZNA.

T da (0T 07T d (0T
f l Q— "(I—E(TJEIT)] (IS F[éq +Q, — g W)]th(dt_-o,

z ktorego wynikaja dwa réwnania rézniczkowe ruchu,
d (0T 0T d (oT oT

(10) m(aq—g)“‘:}z"% m(aq;) =
o mozliwie najmniejszéj iloSei zmiennych. W przypadku za$ istnicnia poten-
cyjadu U, otrzymamy
1) i(c_}fg_ _oT+U) 4 0’1‘) B(T+U)
( w0 ) =0 @) T " oe
Podobnym sposobem mo’na otrzymaé jedyne réwnanie ruchu, jeZeli punkt
porusza sig po danéj linii krzywéj. W tym przypadku moZzemy spélrzedne
punktu @, g, # wyrazié w funkeyjach jednego parametru ¢, ktéry wystarcza
do okrélenia ruchu tego punktu.

Chege np. otrzymaé réwnania rézniczkowe ruchu punktu swobodnego we
spolrzednych biegunowych », 0, ¢, wprowadzonych w art. 10-ym, mamy

w=rcosfising, y=rsinlsing, z-—rws*p

(5" 50 3= G0 (B0 (5,

(12) T= 1’2.‘. [r2g2 4 12 5in2¢p . 02 4 972],

aT : , 4T T i
W:ma"“ .singcosg. 0% w:o, 5r= m (@ +sin%p, 6'2),
0 T - oT
—d-?..;:#m'ztp', w::i‘i&?‘gﬂlll“tp.ﬂ', -J;,-zmi",

_wdz 0y dz
Q?_XW"FS- gzpj'l'z Wu

podobne wyrazenia otrzymamy dla Q, i Q,. Podstawiwszy wartosei pocho-
dnych spélrzgdnych «, y, # wagledem ¢, 0, 7, mié¢ hedziemy

Q, =X cosp cosd — Y siny sin — Zsing),
Qy = r(— X sing sinf 4 Y cos ¢ cos ),
Q- = X sing cosf + Y cosg sin + Z cos o,

gdzie X, Y, Z oznaczajy sily, dzialajgce na punkt w kierunkach osi spélrze-
dnych. Wedlug (8) zatym szukane réwnania ruchu dla punktu swobodnego sg

d 7. & do
m'?l_t- ("L'}Ttg] — my* sin ¢ cos P ( ) err

d de
(14) m. ‘ﬂ—(‘l sin2g ) QB:

2

m. %—— mr [(%%,_);_l_ sininp(}—ﬁ)z] =Q..

(13)
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79. ROwNANIA RUCHU HAMILTON'A (ROWNANIA KANONIOZNE). Niech
2 =VFu(q1, @)y ¥y =Fla1s )y, 2="TF.(qg, 95) Dbeda réwnaniami powierzchni, na
ktéréj sig punkt porusza, a (X, Y, Z) niech bedzie sily przylozona. Wyraziwszy
vzuty predkodei o, 3, 2' punktu (z, y, z) linijowo zapomocy pochodnych ¢,' i g,'
i podstawiwszy te wartosel w wyraZenie energii T, otrzymamy

(1) T=Ty.0*+2 T 00 + Toy . 0%
gdzie Tyy, Tyy, Ty sg funkeyjami zmiennych g i g,. Rézniczkujae T ezgstkowo

wzglegdem ¢, i ¢, ofrzymamy

a7

=—=2(Tyy . 9 + Tps + @)y
@) Oas

0T _

dq =2(Ty . g +T2.'. '?2):
a kladge

aT aT

(3) Pl-—mr Pz—a;u

mozemy, wedlug (2), wyrazié p; i p, linijjowo zapomocs, ¢, 1 ¢/, przyezym spélezyn-
niki tych wyrazen beds funkeyjami zmiennych g, i¢gy. Podstawiwszy wyrazenia (3)
w (2), mozemy nawzajem g,' i g;' wyrazié linijjowo zapomocy py i py, przyezym spél-
czynniki tyeh wyrazed bedy take funkeyjami zmiennych ¢, i ¢,. Tym sposobem
mozemy py 1 p, uwazaé za nowe zmienne zamiast ¢,' i ¢,'. Podstawiajac wyrazenia
©g,"1q, zapomocy py, puy @ 1 0y W wyraZenie energii T, & ujmujac dla odréznienia
w nawiasy pochodne czgstkowe tak przeksztalconego wyrazenia energii T, miéé be-
dziemy

T T ( ) aT
4 =|-— [/
( ) dT ((}Pl) pl+(0}g)‘}’2+ dql ll+(dq)d’
Wzigwszy jednak pierwotne wyrn.ﬁania (1) energii T, mamy
: JaT 0T

‘)]_‘ d'}"h +‘o}‘,|' Q),

ezyli
- ()T T

(5) T= i '+ =— TR 2! — T.

Rézniczkujmy to réwnanie wzgledem wszystkich zmiennych gy, 92, 0 i 9,'; otray-
‘mamy

or g B B
dTqu dy,' i‘d dgy' + 9y odd‘h.‘f"fz 'ddqz'
oT aT a7
— (G am o+ e G+ 5 a0l
ezyli, po nwzglednienin réwnan (3),
. A .
(6) dT =q, dpy G + dpy — dgy — — diy.

E-Q_l- 09,
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Z poréwnania wyrazen (4) i (6) wynika

aT
(o l_
‘?1 _(dp (

=) —= ( )
0-‘;1 do ' day \du

Podstawmy te wyrazenia w réwnaniach ruchu (10) artykulu poprzedzajycego, wyra-
zajae wezystkie wielkofei zapomocg nowych zmiennych py, py, ¢4 1 955 natenczas

(7)

nawiasy bedy zbyteczne i otrzymamy réwnania ruchu w nowych postaciach, a mia-

nowicie:
dd_ 0% d%, o1

@ dt — dpy’ dt — 0py

g dpy 0T dpy aT
——=—— ;. = Q.
dt doy + Qs dt day T

Tym sposobem przedstawiamy ruch punktu na danéj powierzehni zapomocs, cztérech
rownan rézmiezkowych rzedu 1-go miedzy pigcioma zmiennymi py, py, 4y, 95 i t.
Te réwnania nazywamy réwnaniami Hamilton’a, albo réwnaniami kano-
nicznymi ruchu. MoZemy jo bowiém uwazaé za réwnania typowe, nadajyce sie
do wezelkich badaii ruchu na powierzchni.

Jezeli sila (X, Y, Z) posiada potencyjal U, ktéry zalezy od x, y, z (zawierajac
lub nie zawierajae @), a zatym zalezy tylko od g, i ¢,, i nie zawiéra pochodnych
9 1 g4/, & wige jest niezalezny od p, i py , to bedzie, jak wiadomo (art. 78),

U= (EH) (aq.,] aq{,

dwa ostatnie przeto z réwnai (8) hgdq,

dpp . d(T—=T) dp,  Id(T—N)

dt - d‘?l 2 dt = d'rf?_ ;

Kladac g

(9) H=T T,

i zwazajac, Ze g OL o8 otrzymamy, w dku istnienia pot
ZWaznjac, Pame SURE T zymamy, w przypadku istnienia poten-

cyjalu sily, nastepujace réwnania kanoniczne ruchu na powierzchni:

(dg; _ 0H dg, 0H
dr dap,’ dt H'()_p.;’

dpl . f)H (IP?, . f)H
dt - dgy At T dgy

(10)

Podobnym sposobem mozna takze otrzymaé dwa réwnania kanoniczie ruchu punktu
po danéj linii krzywéj.
Dla punktu, poruszajacego sig na kuli, bedzie (art. 78)

«=r.cosfsing, y=r.sinbsing, z==r.cosy,
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gdzie  jest wielkoscig stala,.

Jest wiec

mr2 [ /de dl
re A H S o ()]
dt ol di
Kladge zatym
JT 0T dy
0y =— =mr? ==t
ST al’ T T
i uwazajge 0, i ©; za nowe zmienne p, i q;, bedziemy mieli
b 0, u’(p
T mr""sin“fp’ dr :rm2
0.2
= w2 2 )
2mr? (P’ +c.in°q; ?
aT 0, 0T 4y
a0, —"mr‘".sin"*tp’ rh.pl mr
Réwnania zatym kanoniczne ruchu punktn na kuli sa
a0 0, g &y
A s gin 2 Yot T ome?
df d abN\? |
T!I =0y 70;:1 = — mr® (ﬁ) sin g cos® 4 Q,,
gdzie
iz 0z . da dy 0z
X / Q=X.— Y. =47, -—
V= ) it 1 rJﬁ g+Z 06 b dy t d +7 dy
il mat-fz., 8.1V, T, X,
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