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ROZDZIAL VI

DYNAMIKA PUNKTU.

66. PrAWA zASADNICZE DYNAMIKL. Poggcie siny. Dotad rozwazaliémy
ruch w ten sposéb, iz, majac w danym przypadku warunki kinematyczne ko-
nieczne i dostateczne, mozemy podaé wszystkie cechy ruchu kazdego punktu
ukladu sztywnege. W zagadnieniach atoli o ruchu ciala materyjalnego nie
sg warunki kinematyczne bezposrednio dane, lecz wiadome sg dzialania, kto-
rych cialo poruszajace si¢ doznaje od innych cial, a z nich mamy dopiéro wy-
prowadzié réwnania, okréslajace ruch kazdego punktu, jezeli znamy ustroj
ciala, tudziez wszelkie warunki, ograniczajace swobode ruchu jego punktéw.
W innych zaé przypadkach znamy ruch ciala materyjalnego, a zagadnienie
polega na tym, aby rozpoznaé dzialania, jakie w danych okolicznosciach moga
ten ruch wywolaé,

Przedewszystkim naleZy okréslié dzialania, ktérych skutkiem jest ruch
cial materyjalnych. Wszelkie wiadomoSci, pozwalajgce okré§li¢ owe dzialania,
polegajg na do§wiadczeniu, ktérego wyniki streszczamy w pewnych prawach
zagadniczych, stanowigeyeh podstawe dynamiki,

Od czaséw Newton'a przyjmujemy nastepujace trzy prawa zasadnicze
dynamiki, po raz piérwszy przezefi sformulowane:

1) Kazde ciato trwa dopéty w stante spoczynku lub ruchu jednostajnego
¢ prostolinijowego, dopdks wskutek sit praylozonych nie amient tego stamr. (pra-
wo bezwladnofci materyi).
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2)  Zmiane ruchw jest proporcyjonalna wzgledem sily prayloionéj © ma
miejsce w kierunku prostéj, btora jest kierunkiem dzialania sily (prawo nie-
zaleznosei sil).

8)  Waajemne dzialania dwu cial sq zawsze réwne @ majg kierunli wprost
preeciwne (prawo wzajemno$ci dzialania), —

Aby zrozumiéé znaczenie 1 wyniki tych praw, wypada przytoczyé niekté-
re pojecia pomocnicze, wynikajiyee z ogélnégo pojecia ciata materyjalnego,

Jak punkt gieometryczny, sluZgcy do wskazania miejsca w przestrzeni,
stanowi granicg w pojeciu przestrzeni, tak punkt materyjalny stanowi
granicg w pojecin weigz malejgcego elementu ciala materyjalnego. To pojecie
nie jest w zwigzku z kwestyja podzielnosci materyi; gdybyémy bowiém z ja-
kichkolwiek powoddw przyjeli, Ze rozmiary linijowe najmniejszych czeéci ma-
teryli majg pewne granice skoficzone, to mozemy zawsze jeszcze wyobrazit
sobie czgstke o mniejszych jeszcze rozmiarach. Nie naleZy przeto pojecia
punktu materyjalnego mieszaé z pojgciami atomu lub molekuly, ktére majs
inne znaczenie i stuZg do innych celéw,

Z pojecia punktu materyjalnego tworzymy pojecie linii materyjal-
néj i pojecie powierzehni materyjalnéj. Mozemy takie odwrotnie
postepowaé, rozwaZajge naprzéd powierzchnig materyjalng jako granicg ciala,
potym linijg materyjalng jako granicg powierzchni, a w koficu punkt matery-
jalny jako granicg linii.

Piérwsze prawo dynamiki wyraza, ze punkt materyjalny, samemu sobie
zostawiony, a wige nie pozostajgey pod wplywem innych punktéw materyjal-
nych, nie zmienia predkosei swego ruchu, ani pod wzgledem wielkogei, anitéz
pod wzgledem kierunku. Nalezy jednak §cisle okréslic uklad odniesienia;
ruch bowiém jednostajny i prostolinijowy wzgledem ukladu A moze byé cal-
kiem inny wzgledem ukladu B. Rozumiéé tu zatym winniémy rozwazanie
ruchu punktu wzgledem ukladu zasadniczego (art. 1), samemu sobie zostawio-
nego, a wigc odbywajgcego ruch postgpowy, prostolinijowy i jednostajny,
Uzupelniwszy w ten sposéb piérwsze prawo dynamiki, nazywamy je prawem
bezwladnodei materyi, upatrujge hezwladnoéé w trwaniu kazdego pun-
ktu materyjalnego w stanie spoczynku lub ruchu niezmiennego, jezeli ten
punkt samemu sobie jest pozostawiony. Z samego wytlomaczenia tego prawa
okazuje si¢, ze bezwladnoéci nie nalezy mieszaé z oporem, jaki ciala stawiajg
innym cialom, dgzgeym do ich poruszenia. :

Przyczyng zmiany w stanie spoczynku lub w stanie ruchu punktu ma-
teryjalnego nazywamy silg. Z kinematyki wiadomo, Ze ruch punktu
w przestrzeni i w czasie jest okréSlony przez predkoss, tudziez, Ze zmiana
predkoSci jest okréslona przez przy$pieszenie. Wedlug zatym podanego okré-
§lenia nalezy silg uwazZat za przyczyne przyfpieszenia ruchu punktu mate-
ryjalnego.

Wedlug piérwszego prawa dynamiki zmiana predkoéci moZe zachodzié
tylko wskutek dzialania pewnéj sily, atoli z tego prawa nie wynika, aby
wskutek dziaYania sily miala zawsze wynikngé zmiana predkosci,
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Jezeli cialo materyjalme zmienia swdj ruch, natenczas kazda czgstka
ciala wogélnosei doznajo odpowiedniéj zmiany swego ruchu, a przeto nalezy
w kazdéj czgstee ciala wogdlnoSci przyjaé dzialanie pewnéj sily.

67. Masa 1 epsTo8é. Wedlug drugiego prawa zasadniczego kierunek
przy$pieszenia jest zarazem kierunkiem sily, a wielko§¢ przySpieszenia jest
proporcyjonalna wzglgdem wielkodei sily, Te zwigzki zachodzg, gdy punkt
materyjalny jest swobodny, t. j. bez wszelkiéj przeszkody i bez wszelkiego
ograniczenia poddany dzialaniu sily, Gdy istniejg jakiekolwiek ograniczenia
swobody, natenczas sila jest proporcyjonalna wzgledem takiego przySpiesze-
nia, jakieby$my otrzymali, gdyby owe ograniczenia usunigto.

Z proporcyjonalnosei sily wzglgdem przySpieszenia wynika, ze dwie sily
sq rowne, jezeli temuz samemu punktowi swobodnemu udzielajy tegoZ samego
przy$pieszenia; tudzies, ze stosunek przySpieszen, ktorych dwie sily udzielajg
temuz samemu punktowi swobodnemu, jest réwny stosunkowi tychze sil. Mo-
zemy wige dang sile wymierzyé zapomocy innéj sily, za jednostke obrandj,
jezeli do pomiaru sil uzywamy tegoZ samego punktu materyjalnego.

Doéwiadezenie uczy, Ze jezeli dwic réwne sily przylozymy do dwu r6-
znych punktéw swobodnych, natenczas przy$pieszenia ruchu tych punktéw
bedg, wogdlnosei rozne.  Z tego wynika, ze, cheac ustanowié taki spos6b mie-
rzenia sil, przy ktérego zastosowaniu moznaby uzyé jakiegokolwiek punktu
materyjalnego, nalezy koniecznie uwzglednié te wlasno§é punktu, wskutek
ktéré) 6w punkt przy dzialaniu pewnéj sily otrzymuje pewne przyépieszenie
w kierunku téjze sily. '

W tym celu wprowadzamy stosunek, ktéry zachodzi migdzy sily a przy-
§pieszeniem, udzielonym przez te¢ sile swobodnemu punktowi materyjalnemu;
0w stosunek nazywamy masg punktu tego. Jako jednostke masy przyj-
mujemy te, ktéréj jednostka sily udziela jednostke przy$pieszenia. Jezeli
zatym sila, réwna n-krotnéj jednostce sil, udziela punktowi swobodnemu a
tegoZ przyépieszenia, co jednostka sily innemu punktowi swobodnemu b, na-
tenczas masa punktu @ jest s-krotnoécig masy punktu b. Dwa punkty gieo-
metryczne roznig sig od siebie tylko pod wzgledem miejsca, ktore one w prze-
strzeni zajmuja; za$ migdzy dwoma punktami materyjalnymi zachodzi réznica
tak pod wzgledem miejsca, jak i pod wzgledem masy, a dwa punkty o réwnych
masach nalezy uwazaé za réwnowazne pod wzglgdem dynamicznym, t. j. mo-
gace sig wzajemnie zastqpicé ze wzgledu na skutki dzialania sil.

Doswiadezef nie dozwala ani hezpogrednio dostrzega¢, ani hezpoérednio
mierzy¢ dziatania sil na punkty materyjalne, lecz tylko na ciala o rozmiarach
skoficzonych, chociazby bardzo malych. Z do§wiadezenia jednak wiadomo, Ze
na cialo materyjalne winny dzialaé sily skoficzone, Zeby punktom jego udzielié
przyspieszen skonczonych, a z tego wunosimy, ze w kaZdéj nieskoficzenie maléj
czgsei ciala naleZy przyjaé sile nieskoriczenie malg tegoz samego rzedu, co
nieskoficzenie mala przestrzen, przez tg czes¢ zajeta. Masa punktu bedzie
wige wyrazona przez liczbg dodatng i nieskoriczenie maly tegoz samego rzgdu,
co przestrzen, zajgta przez element cialta, ktérego granicg jest punkt uwazany.
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PoniewaZ element przestrzeni jest zajety przez element materyi ciala
tegoz samego rzgdu, co masa i przestrzen, przeto masa punktu bywa czgsto
okréflana jako gramica iloSci materyi, w elemencie ciala zawartéj, a zatym
masa ciala o skonczonych rozmiarach jako ilo§é materyi tego clala. Takie
okréslenie moznaby uwazaé za cisle, gdybyémy mogli przyja¢, Ze wszystkie
ciala sg utworzone z té) saméj materyi; wtedy bowiém poréwnywanie réznych
ilogci t6j saméj materyi byloby bezposrednio zrozumiale. Poniewaz takie
przypuszezenie nie zgadza sig ze znanymi wlasno§ciami cial, przeto podane
poprzednio okréélenie masy nalezy uwazaé za jedynie Scisle.

Sume mas wszystkich nieskonczenie malych elementéw ciala materyjal-
nego nazywamy masg ciala tego. Masa ciala materyjalnego jest wielko-
§cig skoficzong i dodatng,.

Aby poznaé rozmieszczenie masy ciala w przestrzeni, szukamy stosunku
migdzy masg a objetosciy kaidego z elementéw ciala. Granicg, do kiéréj
zdgza stosunek masy do objetosei elementu ciala, jeZeli wymiary linijowe tego
elementu dgzg nieograniczenie do zera, nazywamy gesto§cig ciata wtym

punkcie, ktéry uwaZzamy za granicg elementu. Aby to okréSlenie mialo do-
kladne znaczenie, mleﬁy znaé sposdéb dzielenia ob_]gtoﬁm ciala na elementy;
obrawszy wtedy pewien punkt wewngtrz lub na powierzehni ciala, znamy
tymsamym element ciala, ktérego granicg jest ten punkt. PoniewaZ masa
i objetosé elementu sg wielkosciami dodatnymi i nieskoficzenie malymi tego
samego rzedu, przeto gestost jest wielkoScig skofezons i dodatng.

Wyznaczywszy gestosé w kazdym punkeie ciala, ktérego miejsce okré-
glamy przez jego spélrzedne, moZemy wyrazié gestosé jako fankeyjg spélrze-
dnych kazdego punktu. Jezeli gestosé we wszystkich punktach ciala jest taz
sama, to cialo nazywamy jednorodnym; kiedy za§ gesto§¢é nie posiada
stadéj wartosei, zowiemy je niejednorodnym. Z okréslenia jednorodnoSei
wynika, Ze gesto§é ciala jednorodnego réwna sie stosunkowi masy tego ciala
do jego objetosci; do wyznaczenia wige gestoSci ciala jednorodnego wystarcza
uwazanie stosunku dwu wielkosci skoficzonych. Znajac ustrdj gicometryczny
ciala i jego gesto§é w kazdym punkcie, znamy rozmieszezenie masy wewnairz
tego ciala i na jego powierzchni.

Jezeli z, y, z sy spolrzegdnymi prostokgtnymi punktu, w ktérym gestosé
wynosi o, jezeli M oznacza masg ciata, V jego objetosé, to w tym punkcie

_am
—av’

a poniewaz dV =dazdydz, przeto ogblnie:

M:j'jja.dxdyds,

gdzie calkowanie rozcigga si¢ na caly objetost ciala. Uzywajac innego ro-
dzaju spélrzgdnych, nalezy element objgtosci ciala odpowiednio obliczyé i wy-
razité gestosé o w funkeyi tych spélrzednych, aby otrzymaé masg ciala.

dM:a. dVl
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68. MIARA SIEY 1 MIARA MASY. W bardzo wielu zagadnieniach dyna-
miki, jak sig to pozniéj okaze, otrzymujemy dokladny obraz ruchu cial, a na-
wet ukladdéw cial materyjalnych, uwazajge ruch pewnego punktu, w ktérym
skupiamy wszystkie sily, na oddzielne punkty cial dzialajace. Aby przy§pie-
szenie takiego punktu, na ktory dzialajg sily skoficzone, mialo wartosc skon-
czong, nalezy temu punktowl przypisaé masg skofczong. Tym sposobem
otrzymujemy pojecie punktu materyjalnego o masie skoficzondj, ktore, lubo
nie odpowiada rzeczywistoéei, dla dalszego uzytku w badaniach dynamicznych
przedstawia znakomite korzyéei, Ze wzglegdu na wielks dogodno$é tego poje-
¢ia opieramy nawet dynamike cial materyjalvych na dynamice punktu o masie
skonczonéj.

Jezeli, wedlug art. 67-go, za jednostke masy obierzemy mase takiego
punktu, ktéremu jednostka sily nadaje przySpieszenie réwne jednostce, to
miarg masy bedzie stosunck sily do przyépieszenia. Jezeli zatym sila P na-
daje punktowi materyjalnemu przy$pieszenie «, natenczas masa punktu bedzie

(@] m= —? ’

% czego wynika udpow'iednic wyrazenie sily
2) P=m.y.

To wyraZenie sily polega na zaloZeniu, wynikajacym ze sposobu mierzenia
masy, t. j. na tym, Ze za jednostke sily obieramy tg sile, ktéra punktowi
o masie réwnéj jednostce udziela przyspieszenia réwnego jednostce.

Do wykonania pomiaru masy mozemy uzyé jakiéjkolwiek sily, na t¢ ma-
se dzialajacéj. Najkorzystniéj uzywamy w tym celu- tak zwanéj sily ciez-
kosgei, pod wplywem ktéré) wszystkie punkty ciala, spadajacego bez obrotu
swobodnie na ziemie, doznaja tego samego przy$pieszenia.  Wielko$é téj sily
wyobraza tak zwany ciezar ciala. Poniewaz pray$pieszenie kazdego punktu
ciala, spadajacego na ziemig, jest toz samo, przeto sila cigzkodei jest propor-
cyjonalna wzgledem masy spadajacéj, a wielkos¢ liczby, ktéra ich stosunck
przedstawia, zalezy tylko od miejsca spadku na powierzchni ziemi. Jezeli Q
jest cigfarem masy m, a g przySpieszeniem spadku w tym samym miejscu na
ziemi, gdzie cigzar Q wyznaczono, to
(3) ‘ = —E’T, skad Q =myg, m= % .

Ten zwigzck jest podstaws postgpowania przy mierzeniu masy. Stosu-
nek cigzaréw dwu mas w tym samym miejscu na ziemi réwna sig stosunkowi
tychZe mas; mierzenic cigzaru zapomocg wagi jest przeto mierzeniem masy.
W jakimkolwiek punkcie na ziemi mierzymy tym sposobem mase, zawsze
otrzymamy ten sam wynik, mimo, iz przyépieszenie spadku nie jest stale na
powierzchni ziemi. CigZar 1 przyépieszenie spadku zmieniajy sig jednocze$nie
bez zmiany ich wzajemnego stosunku. Z powodu Scislego zwigzku miedzy
masg a cigZarem nie uzywamy nawet osobnéj nazwy dla jednostki masy, lecz
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mianujemy te jednostke tym samym wyrazem, jakiego uzywamy dla jednostki
cigZaru, .

W ukdadzie jednostek, ktorvy, za przykladem fizykow angielskich, coraz
wigedj sig rozpowszechnia, przyjmujemy centymetr za jednostke dlugosel, se-
kundg za jednostke czasu, a gram, t. j. masg jednego centymetra szefciennego
wody czystéj przy najwiekszéj gestosci (4° C.), za jednostke masy. Jednostks
sily w tym ukladzie jest przeto sila, ktéra, dzialajac na jeden gram, udziela
mu v jednéj sekundzie przyépieszenia jednego centymetra. Te jednostke sily
nazywamy dyng. Uzywajac dla wyznaczenia sily wzorn P =7, wyrazamy
wielko$é sily w dynach jako jednostkach bezwzglednych, t. j. takich jedno-
stkach, ktére nie zalezg od miejsca na powierzehni ziemi, w ktérym dzialanic
sily zachodzi.

Pospolicie uzywamy jednak innéj metody mierzenia sil, poréwnywajae je
z sily cigzkosel.  Jezeli sila P udziela masie m przy$pieszenia 7, to

— S 1
%) P—ml’—?f—-?-Qs

Czynnik ._;, jest liczbg bezwzgledng; moZemy zatym sile wyrazi¢ takie w tych

samych jednostkach, w ktérych wyrazamy cigzary cial. Sila P gramow, pray-
YoZzona do masy P gramoéw, udziela téj masie przyépieszenia g; praylozona za§

do masy P' graméw, nadaje téj masie przyspieszenie = w9

Mierzenie sily jednostks cigzaréw nie jest bezwzgledne; wynik bowiém
tego mierzenia zaleZzy od miejsca na ziemi, w ktérym pomiar uczyniono, nalezy
zatym dla dokladnego zrozumienia liczby, dajycéj wielko$é sily, wymieni¢
miejsce pomiaru. 7 tego powodu nie nadaje si¢ ta metoda do ogdlnych badan
naukowych, chociaz jest przydatna i wystarczajyca w zagadnieniach natury
praktycznéj.

Ziemia przycigga masg jednego grama sily g dyn, z czego sig okazuje,
70 przy§pieszenie spadku, wyrazone w centymetrach, przedstawia w kazdym
punkcie na ziemi czynnik zamiany wzglednéj miary sil na miarg hezwzgledng.
Jezeli przy mierzeniu sil w gramach chcemy zachowaé znaczenie réwnania
P—=mry, to dla P=1, y=1, winni§my braé m:% =1, a zatym win-
niémy za jednostke masy uwazaé t¢ mase, ktoréj ciezar jest wyrazony przez
tyle graméw, ile centymetréow wynosi przyépieszenie spadku, W érednich
zatym szerokosciach gicograficznych nalezaloby masg okolo 981 centymetrow
szesciennych wody czysté] przy 4° C. braé za jednostke masy; ta jednostka
zmienialahy si¢ stosownie do szerokoSci gieograficznéj miejsca. Przedstawia
wiec niedogoduosei wzgledna miara sil,

69. Sty cIAGEE I siky POPEDOWE. Drugie prawo dynamiki daje nie-
tylko miare sily, ale wyraZa nadto, Ze kierunek przyépieszenia, ktorego sila
udziela punktowi swobodnemu, jest kierunkiem sily. Bez wzgledu na swg
predko§é, punkt otrzymuje przyépieszenie w kicrunku dzialania sily; a gdyby
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zachodzilo jednoczesne dzialanie na punkt wigkszéj iloéci sil, natenczas kazda
z tych sil wywolalaby przy$pieszenie w swoim kierunku, niezaleZnie od dziala-
nia sil pozostalych. W tym pojeciu nazywamy drugie prawo dynamiki pra-
wem niezaleznoéci dziatania sil.

Na podstawie dwu piérwszych praw okréslamy wszystkie cechy sily, kto-
re pozwalajg wprowadzié jg w rachunek. Punkt materyjalny, na ktéry sila
dziala, zowiemy punktem przyloZenia sily; prosty, wzdluz ktéré] ma
wmiejsce dzialanie sily, jéj promieniem dzialania. Punkt przyloZenia,
wielkost sily 1 kierunek promienia dzialania okréslajg silg dokladnie. Odei-
najge wielko§é sily wedlug pewnéj, zreszty dowolnéj, jednostki miary od jéj
punktu przylozenia na promieniu dzialania, moZemy silg przedstawié gieome-
trycznie, podobnie jak predkosé, przy$pieszenie i t. p.

Jezeli sila dziala w kierunku predkoSei punktu, natenczas ruch punktu
pozostanie prostolinijowym, a poniewaz sila o niezmiennéj wielkosci daje
przySpieszenie stale, przeto ruch punktu bedzie jednostajnie przyS$pieszony.
JeZeli v oznacza predko§é punktu, to mamy

P —=my, a poniewas 1= %— , przeto bedzic takie:

(5) P=m.%=%(mv).

Tloczyn masy i predkoéei punktu nazywamy iloécig ruchu albo mo-
mentem ruchu tego punktu. Wedlug Newton’a uwazamy ilo§¢ ruchy m»
za dynamiczng (kinetyezng) miare ruchu punktu. Ostatnie réwnanie oka-
mje, e jezeli sila dziala w kierunku ruchu (lub w kierunku wprost przeci-
wnym), natenczas miarg sily jest pochodna ilo§ci ruchu wzgledem czasu,
czyli—jak sig takie wyrazié mozemy —zmiana ilo§ei ruchu w jednostce czasu.
W tym znaczeniu pierwotnie Newton podal drugie prawo dynamiki,

Réwnanie (5) daje ogélnie dla jakiéjkolwiek sily, dzialajgcéj w kierunkun
ruchu punktu

P.dt=d(m.v).
Przyjmujac wogdlnosei silg zmienng, calkujmy to réwnanie miedzy dwoma
wiadomymi kraficami #, i f,, ktérymto czasom odpowiadajg predkosei v, 1 v,;
i otrzymamy

ly
(6) f P.dt=m(v, — vy).

Zeby calka po lewéj stronie tego réwnania mogla byé obliczona, przyjmujemy,
ze znamy wielko$é sily w funkeyi czasu.

Zaloimy, Ze przedzial czasu v=={, —#, trwania dzialania sily nieogra-
niczenie maleje, daZgc do zera, a wielkoéé sily nieograniczenie wzrasta; wéw-
czas powyisza calka dgZy¢ bedzie wogdlnosci do pewnéj skoficzonéj granicy T,
otrzymamy
(7) F =m (v, —vy).
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W nieograniczenie malym przedziale czasu © predkosé v, prazybrala wartoéé
vy, jezeli przypudcimy, Ze predkosé posiadala ciggle wartosci skoficzone, Je-
zeli 'V jest najwigkszg wartoscig skoficzony, jukg predkosé przybrala w prze-
dziale ©, to punkt opisal droge mniejszg, niz Vr; jezeli wige ¢ zdgia do zera,
to droga punktu takze do zera zdgzat bgdzie. MoZzemy przeto powiedziéé, ie
predkosé vy przybrala nagle warto§¢ v,, podezas gdy punkt nie poruszyl sig
weale,

Takich sil, ktéreby- w nieograniczenie malym czasie wywolywaly skoii-
czone zmiany predkoSei puunkbu, niéma wprawdzie w przyrodzie; zdarzajy sig
Jednak przypadki, Ze dzialanie sily trwa przez czas bardzo maly, a skutek jest
tak znaczny, Ze do wywolania jego trzebaby przez czas dluzszy dzialaé bardzo
wielks, silg. Takie sily nazywamy silami popedowymi, a niezupelnie
wlasciwie takZe silami chwilowymi. PoniewaZ wielkosé sily popedowéj
nie daje sig wyznaczyé przez pomiar stopniowyeh zmian predkosei, a to z po-
wodu, Ze j6j dzialanie trwa bardzo krdtko, przeto stosujemy do takiéj sily
réwnanie (7), polegajgce na skupieniu dzialania sily w znikajgcym elemencie
czasu. Miarg wigc sily popedowéj jest calkowity przyrost ilo§é ruchu punktu,
Jezeli punkt byl w spoczynku, a zatym v, =0, a v, =wv, to miarg sily po-
pedowéj F' jest ilo§¢ ruchu mw, nabyta przez punkt, gdy przyjmiemy F—1
dla m=11iv=1. Sily, ktérych miarg jest iloczyn masy i prazy$pieszenia,
ktére zatym wytwarzajg zmiany predkofei tego samego rzedu, co czas ich
trwania, nazywamy silami cigglymi; zapomocy takiego okréélenia odré-
zniamy je wyraZnie od si} chwilowych.

Réwnanie (6) moze by takze zastosowane do sily ciggléj. Iloczyn sily
P i elementu czasu df nazywamy popedem chwilowym, albo impulsem,

ty
lubtéz popedem elementarnym sily, calke zaéf P.dt nazywamy po-
&

pedem sily w czasie #, —¢,. Rdéwnanie wigc (6) wyraza twierdzenie: poped
sity réwna sig jednoczesnemu prayrostows ilosei ruchw jéj punktn praylozenic.

70. SkrAD I ROzZKEAD sth. Jezeli ilekolwiek sil na punkt jednoczesnie
dziala, to kazda z nich nadaje punktowi przy$pieszenie w kierunku swego
dzialania, a wielko§¢ tego przySpieszenia otrzymamy, dzielge wiclko§é owéj
sily przez masg punktu. Dokonywajge skladu oddzielnych przySpieszen zapo-
mocq wieloboku, otrzymamy przySpieszenie wypadkowe punktu. To jednak
przySpieszenie mozemy zawsze uwazaé za nadane punktowi przez jedng sile,
dzialajgcqy w kierunku tego przySpieszenia, a wielko§¢ té] sily wyrazi sig przez
iloczyn masy punktu i jego przySpieszenia wypadkowego. Z tego wynika, Ze
jednoczesne dzialanie ilukolwiek sil na ten sam punkt jest wogélnosSci rowno-
wazne dzialaniu jednéj sily, ktorg z tego powodu silg wypadkowsq nazywa-
my. Dane sily sg téj wypadkowéj silami skladowymi.

Z dwu piérwszych praw dynamiki wynika, Ze sile wypadkowg moina
bezposrednio wyznaczyé t94 samg metods, ktéra stuZy do skladu przyspieszef.
Kréslae bowiém wielohok, ktérego nastgpujgce po sobie boki przedstawiaja,
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co do wielkoScei i co do kierunku, sity skladowe, otrzymujemy figure podobng,
do wieloboku przyspieszen i podobnie leZgeq, a ktéréj kazdy bolk ma m-krotns,
dtugosé odpowiedniego boku wieloboku przyfpieszen, jezeli m jest masg pun-
ktn. Ostatni zatym bok téj figury miéé bedzie kierunek przySpieszenia wy-
padkowego, a dlugosé tego boku bedzie réwna m-krotnéj dlugosci boku, przed-
stawiajgeego to prayépieszenie; 6w zatym bok bedzie przedstawial Zgdang, silg
wypadkows. Taksg figur¢ nazywamy wielobokiem sil. Ona rozwigzuje
postawione zadanie o wyznaczeniu wypadkowéj sil, ktére skifadem silt na-
zywamy.—Nawzajem moZemy dang sile rozlozye na inne sily, do tegoz samego
punktu przyloZone, stosujac postepowanie, podane przy rozkladzie predkosei
i przyépieszenia. Sklad sit moZzemy takZe uwaZa¢ za przeksztalcenic
czyli zmiang ukladu sil, do tegosamego punktu przyloZonych, ktére po-
zwala uklad sil zastgpié jedng sila, ukladowi sil réwnowazng, a zatym spro-
wadzié go do postaci najprostszéj.

Jak przy$pieszenie punktu przy ruchu krzywolinijowym rozkladamy na
przy$pieszenie styczno i przySpieszenie normalne czyli doSrodkowe (avt., 11),
tak sile, sprawiajgey to przySpieszenie, rozkladamy na sile styczng i na
silg normalng, czyli doSrodkowy, Sila styczua nadaje punktowi przy-
épieszenie styczne w kierunku ruchu, skutkiem ktérego predkosé v przyrasta
w tym kierunku o dv w elemencie czasu d¢; sila normalna nadaje punktowi
przy$pieszenie normalne w kierunku normalnéj gléwnéj, ku érodkowi krzywi-
zny, wskutek czego punkt zbacza w tym kierunku, a ruch przestaje byé pro-
stolinijowym. Jezeli P, oznacza silg stycang, P, sile normalng, to

2 P

P,:m.—i%:m.gt—z, P,.:m.%,
gdzie inne litery majg, takie znaczenie, jak w art. 11-ym. Sila styczna wywo-
luje tylko przySpieszenie styczne, sila za$§ normalna wywoluje tylko przyépie-
szenie normalne, a kaZda z tych sil dziala niezaleznie od drugiéj. Jezeli
P,=0, to sila P ma kierunek predkosei, a przeto ruch zostanie prostolinijo-
wym i predko$é zmieni sig tylko pod wagledem wiclkoéei. JeZeli P, =0, to
sifa P jest normalna do kierunku ruchu; w tym praypadku zajdzie zmiana
predkosei tylko co do kierunku, a ruch bedzie jednostajny. W kazdym prazy-
padku plaszezyzna, przechodzgca przez predkosé i promiefi dzialania sily P,
jest Sciglestyczna do toru punktu; znajac sile normalng i predkosé punktu,
mozemy obliezy¢ krzywizne toru.

Dwa uklady sil, do fegoz samego punktu przylozonych, majgce tez same
wypadkows, nazywamy réwnowaznymi, one howiém nadajg punktowi toz
samo przy$pieszenie. Takie dwa ukltady sil moga sig wzajemnie zastqpi¢ pod
wzgledem skutku, wywartego na punkt przyloZenia.

Jezeli wielobok sil skladowych jest zamknigty, uklad sil nie udziela
punktowi Zadnego przyépieszenia, a zatym punkt hedzie sig tak poruszal, jak
gdyby tyeh sil weale nie bylo. Ze taki skutek jest mozebny, o tym wspomi-
naliSmy przy piérwszym prawie dynamiki (art. 66). O takich sitach méwimy,
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e nawzajem sig znosza, lub Ze sg w réwnowadze. Wypadkowa takich
sit jest rowna zeru, a ten warunek jest zarazem dostateczny, aby sig te sily
znosily. — Dwie sily r6wne i wprost przeciwne, do tego samego punktu pray-
loZone, znoszg si¢. Jezeli do ukladu sil dodamy sile, znoszgeq wypadkows
tego ukladu, lub dodamy uklad sil, ktérego wypadkowa jest r6wna i wprost
przeciwna wypadkowéj danego ukladu, natenczas zniesiemy 6w dany uklad
sit. Do kazdego ukladu sit moZemy dodaé¢ ukiad sil, znoszacych si¢ nawza-
jem, a skutek dzialania danego ukladu sil na punkt w niczym sig nie zmieni.
Roéwnowaga stanowi jedyny praypadek, w ktorym dzialanie ukladu sit na
punkt nie daje sig zastapi¢ dzialaniem jedndj sily.

Z powyZszego wynika, Ze sila daje sig jednym tylko sposobem rozlozyé
na trzy sity w kierunkach trzech osi ukladu spélrzednych, ktére nie sg réwno-
legle do jednéj plaszczyzny (art. 4). Obierzmy prostokatny uklad spélrze-
dnych z, ¥, z i oznaczmy odpowiednio przez X, Y, Z skladowe sily P w kie-
runkach tych osi; wowezas - :
(1) X —aP, Ye=>bP, Z=eP,

gdzie (a, b, c¢) oznaczajy dostawy katéw, ktére kierunek sily tworzy z doda-
tnymi kierunkami osi spélrzednych.

Nicch na punkt dziala jednoczeénie » sil P; (i =1, 2, 3,...,n), stano-
wigceych uklad sil, ktory oznaczymy przez (P,); moZemy kaZda sile rozloZyé na
trzy skladowe X,;==a;P;, Y;=0P;, Z;= ¢/P;, gdzie «;, b;, ¢; sa dosiawa-
mi kierunkowymi sily P;.  ‘Wypadkows sil X, bedzie sita X =2X;, dziala-
jaca w kierunku osi z; podobnie otrzymamy wypadkowe Y'—=2XY,, Z =X%,
w kierunkach osi i osi 2. Sumy X, Y, Z przedstawiaja odpowiednio rzuty
wypadkowéj na osi spélrzednych; a wige wypadkows mozemy wyrazic:

® P=)/ X YT 2.
Jezeli przez a, b, ¢ oznaczymy dostawy kierunkowe téj wypadkowéj, to

X Y Z
3) a=%, b=, c=3

Sily znosza sig, gdy ich wypadkowa P jest rdwna zern, t. j. gdy
(4) EX{ = 0’ E Y,‘ = U, EZ; =1 n;

poniewaz, nawzajem, z tych réwnafi wynika P = 0, przeto one wyrazaja wa-
runki konieczne i dostateczne réwnowagi danych sil. JeZeli w réownaniach
art. 5-go zamiast predkoSei v; podstawimy sile Py, to otrzymamy twierdzenie
ogdlne: aby ilekolwiek sil, do jednego ypunktu przylozonych, znosito sig nawza-
Jjem, potrzeba i wystarcza, éeby suma algiebraiczna ich rzutow prostokatnych na
kazdg 2 treech dowolnych prostych, nieréwnoleglych do jednéj pluszezyzny, byla
réuna geru. W tym twierdzeniu jest takZe zawarte twierdzenie, ktore przed-
stawiajg réwnania (4).—Jezeli do punktu przylozymy drugi uklad (P/) sil P/,
to warunki konieczne i dostateczne rownowaznodci obudwn ukladéw sil sg

(5) EX;:EX;{, EY,':EY;’, E.u-zf.'.zi’.
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71. Momexty siw. lloezyn wielkodei sily i odleglosei danego punktu
od promienia dzialania t& sily nazywamy momentem sily téj wzgledem
tego punktu. Punkt 6w zowiemy hiegunem tego momentu. To okréslenie
jest réwnobrzmigee z okréSlenicm momentu obrotu wzgledem punktu (avt. 25),
jezeli wyraZenia: «predko§é katowa obrotus i «o§ obrotu» zastgpimy odpo-
wiednio przez wyraZenia: «wielko§¢ sily» i «promien dzialania sily». — Po-
niewaz sklad sil o spélnym punkeie przyloZenia dokonywa sig zupelnie tak,
jak sklad obrotéw chwilowych, ktérych osi przecinajg si¢ w jednym punkcie,
przeto mozemy twierdzenia o momentach obrotéw bezpoérednio przeniésé na
momenty sil. Moment sily wzglgdem punktu przedstawiamy gieometrycznie
talkim samym sposobem, jak moment obrotu wzgledem punktu.

Weimy dowolny punkt (z, %, #) na promieniu dzialania sily, a X, Y, Z
niech oznaczajg rzuty sily w kierunkach osi spélrzgdnych; moment p. 6] sily
wzgledem poczatku osi bedzie, wedlug art. 25-go, i
©) b= [y — o) + (X o — Zap 4 (Yo — XgpT°.
Poprowadzmy plaszczyzne przez poczitek osi i dang sile, wyprowadZzmy do
niéj prostopadly z poczgtku osi, odetnijmy na téj prostopadléj diugosé p (we-

dlug art. 25) i rzuémy te¢ diugos$é na osi spélrzednych; wielkosei L, M, N
tych rzutéw beds odpowiednio:

@) L=2y—Ys, M=Xi;—Zz, N=Yz—Xy.
Z tych réwnan wynikajg, dwa zwigzki nastepujgee:
(3) XL+ YMA+ZN=0, zL+4+yM+42zN=0.

Niech do punktu (2, y, 2) hedzie przyloZonych  sil P;, stanowigcych
uklad sil (P;); migdzy rzutami L;, M;, N; momentdw p; tych sil P; wzgledem
poczatku osi, a rzutami L, M, N momentu p wypadkowéj P tego ukladu,
zachodzg, zwigzki nastepujace (art. 25):

@) L=3L;, M=XM;, N=23N;

wyrazajgce twierdzenie: moment wypadlkowéj sit, majqcych spélny pumlet préy-
dozenia, wegledem dowolnego punlitu, jest réwny wypadkowdj momentéw tych sit
wegledem tego punktu. Sklad momentéw sit o spélnym punkeie przyloZenia
daje sig wykona¢ zapomocg wieloboku momentéw tych sil (art. 25).
Jezeli sily lezg na gedndj plaszczyinie © majg spélny punkt praylozenia, naten-
czas moment sity wypadkowéj wegledem punltu, obranego na té] plaszczyénie,
Jest rowny sumie algiecbraiczndj momentow tych sit wagledem tego punktu (twier-
dzenie Varignon’a).

Jezeli #,, yy, #, sy spblrzgdnymi dowolnymi punktn, a Ly, M, N,
oznaczajg odpowiednio rzuty momentu sily P wzglgdem tego punktu, to
(art. 25)

Ly =20y —y)) —Y(¢ — 2) =L — (Zy, — Y 2,),
(5) My=X(g—2) — Z(x—2,) = M — (X2, — Zuz,),
N, =Y(@—u)—X(y—y)=N— (Y2, —Xyy),
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a zatym moment ., sily P wzgledem punktu (z,, 9y, #,) wyrazi sie zapomocy,
wzoru

pe =} L2+ M2 + N2

Tloczyn wielkosci sily i momentu (art. 26) jéj promienia dziatania wzgle-
dem danéj prostéj nazywamy momentem sily té wzgledem téj prostéj, te
za§ prostg nazywamy osia momentu. To okréSlenie jest réwnobrzmigce
z okrésleniem momentu obrotu wzgledem prostéj (art. 26) przy odpowiednié)
zmianie wyrazefi. Z tego wnosimy, ze wielkoci, oznaczone poprzednio przez
Liy M, N, oznaczajg odpowiednio momenty sily (X, Y, Z) wzgledem osi sp6l-
rzgdnych 2, y i 2. Moment sily wegledem prostéj jest réwny rautowi na wig
momentu téjze sily wzgledem dowolnego jéj punlitu. Moment sily wzgledem pun-
ktw gest wypadkowq momentow 1éj sily wzgledem trzech prostych, przecinajqeych
sig prostokqtnie w tym punkeie. Moment wypadkowéj whladu sit o spélnym
punkcie praylozenia wzglgdem dowolnéj prostéj jest réwny sumie algicbraicand)
momentéw sit skladowych wzgledem téj prostéj. Te twierdzenia wynikajg bez-
pofrednio z art. 26-go.

Aby wyznaczyé moment sily wzgledem prostéj, ktéra nie jest osig spél-
rzednych, obierzmy na téj prostéj punkt (z, y, 2) i obliczmy, wedlug (5),
odpowiednie rzaty L,, M,, N, momentu sily (X, Y, Z) wzgledem tego pun-
ktu. JeZeli a, b, ¢ oznaczajy dostawy kierunkowe danéj prostéj, to moment
p' té) sily wzgledem prostéj wyrazimy zapomoeg réwnania

p'=aly+0M, +¢Ny,

a jezeli wstawimy wartodei za Ly, M,, N, i oznaczymy przez ¢, @, 7 odpo-
wiednie momenty danéj prostéj wzgledem osi spélrzednych (art. 33), to

(6) pl=aLi4+tM+¢N +aX +8Y +7Z,

gdzie I, M, N oznaczajg odpowiednio momenty danéj sily wzgledem osi spél-
rzednych.

JezZeli sily, do jednego punktu przyloZone, znoszq sig, natenczas wielo-
bok ich momentéw wzgledem kaZdego punktu jest zamkniegty.

72. ROWNOWAGA PUNKTU NIESWOBODNEGO. Jezeli ilekolwiek sil przy-
Idadamy do punktu swobodnego, natenczas do réwnowagi tych sil potrzelia
i wystarcza, aby ich wypadkowa byla réwna zeru (art. 70). Jezeli jednak
punkt przyloZenia sil nie jest swobodny, t. j. jeZeli on z danego poloZenia nie
moze przyjat wszelkich nieskoficzenie bliskich poloZef w przestrzeni (art. 42),
to dla réwnowagi sil przyloZonych nie potrzeba koniecznie, Zeby wypadkowa
tych sil byla réwna zeru.

Analitycznym wyrazem nieswobody punktu sg pewne réwnania, zacho-
dzgee migdzy jego spélrzednymi, ktére majg byé dopelnione, niezaleZnie od sil
przylozonyeh. JeZeli poloZenie punktu okré§lamy zapomocs trzech spélrze-
dnych, to migdzy tymi spélrze¢dnymi mogg zachodzi¢ conajwigeéj dwa réwna-
nia, aby jeszcze ruch punktu byl moZebny. Niech jedno takie réwnanie bedzie
F(z, y, 2) =0; punkt z danego polozenia (x, y, z) moie zajaé tylko takie
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poloZenie sgsiednie, ktérego spélrzedne z+dz, y +dy, 2+ dz przywodzy
funkeyjg F do zera. Mozemy wtedy powiedziéc, Ze punkt pozostaje ciggle na
pewnéj powierzchni, okré§lonéj przez réwnanie F =—=0. W przypadku dwu
takich réwnafi, F =0 i ¢ =0, moéwimy, ze punkt pozostaje na linii krzywéj,
przez te vownania okréSlonéj, bez wzgledu na sily przyloZone. Do réwnah
warunkowych moze takZe czas wchodzié wyraZnie, moZe byé zatym og6lnié;
¥, y, 2z, t) =0 takim réwnaniem, a wtedy punkt pozostaje na pewnéj po-
wierzcehni, poruszajacéj si¢ w przestrzeni, za§ w praypadku dwu takich réwnan
na pewnéj poruszajacéj sig linii krzaywéj.

W kazdym z tych przypadkéw nieswobody punktu zachodzi réwnowaga
sit przyloZonych, jeieli wypadkowa tych sil jest normalna do powierzchni lub
do linii krzywéj, na ktoréj punkt ciagle pozostaje. — Jakoz, w przypadku
piérwszym, gdy wypadkowa sil nie ma kierunku normalnéj do powierzchni,
mozemy jg rozlozyé na silg normalng i na sile, styczng do powierzchni w pun-
keie uwazanym. Skladowa normalna téj sily nie moze miéé Zadnego wplywu
na ruch punktu, gdyz w jéj kierunku ruch punktu jest niemozZebny wskutek
danego warunku; tylko wige skladowa styczna moZe punktowi udzieli¢ przy-
§pieszenia, gdyz ruch punktu jest jedynie mozebny na plaszezyinie stycznéj
do powierzchni. W razie zatym réwnowagi znika ta ostatnia skladowa,
a przeto wypadkowa jest normalna do powierzchni. — Podobnie okazuje sie
prawdziwo§c twierdzenia dla linii krzywéj.

Poniewaz dostawy kierunkowe normalnéj do powierzehni F =0 w pun-
keie (2, 9, #) sg proporeyjonalne wzgledem odpowiednich pochodnych eczgstko-
wych funkeyi F wzgledem spéhrzednych 2z, y i 2z, gdy w tych pochodnych
podstawimy wartoSei spélrzednych punktu, i poniewaz dostawy kierunkowe
wypadkowéj danych sil sg odpowiednio proporcyjonalne wzgledem jéj rzutow
X, Y, Z na osi spélrzeduych, przeto w przypadku piérwszym warunki réwno-
wagi sil sg

e Al

M X: Wiz 28, 08 08
dx " dy  dz
W przypadku za§ danéj linii krzywéj zalézmy, Ze jéj réwnania sy o = F,(1),
y=F,1), e=Fy(), gdzie / jest pewnym parametrem; wéwezas szukany
warunek rownowagi wyrazi sie zapomocg rdwnania

da dy dz __
(2 X'E&'JFY'?{*‘Z'W‘”'

Powyzsze wlasnoSei prawdziwymi pozostaja, gdy warunki zawiérajg czas
wyraznie; wystarczy bowiém do rownowagi, %eby wypadkowa sil byla normalna
do powierzehni lub do linii krzywéj w tym polozenin, kiére ta ostatnia chwilowo
zajmuje w przestrzeni, Przy véZniczkowaniu nalezy zatym za czas podstawit
wartos¢, odpowiednig uwazanemu poloZeniu punktu, t. j. wyznaczyé kierunek
sily, jakgdyby powierzchnia lub linija krzywa byla chwilowo nieruchoma. —

Zagadnienia o réwnowadze punktu nieswobodnego mozZemy takie roz-
wigzaé zapomocy metody spélezynnikéw nieoznaczonych. Niech zachodzi
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warunek F=0; mozemy wtedy réwnania (1) takZe otrzymat, rugujac spol-
czynnik nieoznaczony A z nastepujacych trzech réwnaf:

3) X+1. 920, Y42, %_o Z+1. 22 o,
albowiém dwa réwnania (1) wyrazaja warunki konieczne i dostateczne, aby te
trzy réwnania jednoczeénie zachodzily, Kladae X, =X, 3P Y= %?I;

Zg=X: o widzimy, Ze réwnania (3) wyrazajg waruuki réwnowagi punktu

uwazanego, gdyby on byl swobodny wrazie, jezeli do niego, oprécz sily
(X, Y, Z), bylaby jeszcze praylozona pewna sila (X,, Y,, Z,), normalna
do powierzchni F=0. Wielkos¢ atoli téj ostatniéj sily nie jest oznaczona,
poniewaZ A ma warto§¢ nieoznaczong. Te ostatnig sile nazywamy oporem
danéj powierzehni, a ona wlasnie znosi wypadkowy, sil przylozonych. QOkazuje
sig wige, Ze warunki réwnowagi punktu, pozostajacego ma danéj powierzchni,
dajg, si¢ takze wyznaczyé przez to, Ze punkt uwazamy za swobodny, lecz do
sil, rzeczywiScie praylozonych, dodajemy jeszeze opdr powierzchni w kierunku
normalnym. Wypadkowa sil, rzeczywiScie praylozonych, przedstawia wtedy
ciénienie, ktérego powierzchnia od tych sil doznaje.— W przypadku danéj
linii krzywéj, okréslonéj zapomocy réwnania F=0 i » =0, mozemy po-
dobnie otrzymaé¢ odpowiedni warunek réownowagi, rugujac dwa spolezynniki
nieoznaczone, h, i A,, z nastepujgeych réwnan:

oF de -
XMoot Dy 5 =20,
= ()I‘ do
) Yt Gtk gE =0,
]
Z kg ” U ;f:n.

Sily dodane, ktérych rzuty przedstawiajy si¢ jako iloezyny odpowiedniego
spélezynnika i pochodnéj czgstkowéj danéj funkeyi, wyobrazaja opory dwu
powierzehni, przecinajacych sig podlug danéj linii krzywéj, a wypadkowa tych
oporéw wyobraza op6r téjze linii krzywéj. Wypadkowa sil przyloZonych
przedstawia wtedy ciénienie, ktore te sily wywiéraja na dang linijg w punkeie
uwazanym.

73. ZAsADA PRAC PRZYGOTOWANYCH. Nieskoficzenie malg droge, po
ktoréj opisanin punkt przenosi sie z miejsca pewnego do nieskofiezenie bliskie-
go w przestrzeni, nazwaliSmy w art. 24-ym przesunigeiem tego punktu. Jezel;
ruch punktu podlega pewnym warunkom, od sil niezaleZnym (art. 72), to ta-
kie przesuniecie punktu z dancgo miejsca, wskutek kt6rego punkt zajmuje
w przestrzeni miejsce nieskoficzenie bliskie, odpowiadajgce danym warunkom,
nazywamy przesunigciem przygotowanym (albo nickiedy przyspo-
sobionym) tego punktu. Przymiotnik «przygotowany» odnosi sie tylko do
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