ROZDZIAL V.
RUCH WZGLEDNY.

58. Crtay RUCHU wzerppyeco. Polegajac na prawie niezaleznoci
ruch6w (art. 1), przyjmowaliémy dotad, Ze uklad odniesienia jest zasadniczy
i ze punkt lub uklad niezmienny punktéw, ktérego ruchem sie zajmujemy,
posiada ruch postepowy prostolinijowy i jednostajny wraz z ukladem odniesie-
nia, a nadto porusza sig wzgledem tego ostatniego uklado. ‘W zagadnieniach,
ktére hedg stanowily przedmiot tego rozdzialu, nie uczynimy powyzszych za-
tozen, lecz przyjmiemy, Ze uklad odniesienia ma jakikolwiek wiadomy ruch
bezwzgledny, tudziez, Ze uklad niezmienny, ktérym si¢ zajmujemy, posiada
takZe wiadomy ruch beawzgledny, a zadaniem naszym bgdzie rozpoznanie ru-
chu tego ostatniego ukladu wzglgdem tkladu odniesienia.

Aby okréslicé ‘cechy ruchu wzglednego, rozwasmy naprzéd ruch jednego
punktu # wzgledem ukladu odniesienia. Jako uklad zasadniézy obierzmy
prostokatny uklad spélrzediiych o osiach Az, A#, Az, wystawionych w'do-
wolnym punkeie A w przestizeni, a co do tego ukladu przyjmujemy, stosowiie
do art, 1-go, Ze jest nieruchomy. Dla krétkosei, bedziemy ten uklad oznaczali
symbolem Azyz. W poriiszajgeym si¢ ukladzie odniesienia obierzmy'dowol-
nie punkt M za poczgtek ukladu prostokatnego spolrzednyeh o osiach ME,
M, M, kiory sig razem z tym ukladem porusza. Ten uklad sp6lrzgdnych,
ktéry ‘oznaczymy symbolem MEnt, moZe przedstawiaé uklad odniesienia.
Punkt m, nie naleZgdy 'do ukladu odniesienia, bedzie mial podczas ruchu
dwojakiégo rodzaju spélrzedne, mianowicie spolrzedne z, y, 2 wzgledem
Aiyz, ktore okréélajg jego miejsce 'w prazestrzeni, a zatym jego ruch bez-
wzgledny, tudziez spélrzedne €, 4, £ wzgledem MExL, ktére wladnie okréslajg
‘flich ‘fogo punktu wzgledem ukiadu odniesienia. W dotychezasowyeh zaga-
dniéniach byly sp6lezedue &, 7, & punktu m wielko§ciami stalymi; w zagadnie-
niach tego rozdzialu musimy te spolrzedne uwazat za funkeyje czasu.

Niech punkt s zdjiiuje 'w ezasie ¢ pewne wiadome miejsce w prazestrzeni;
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wyznaczmy taki punkt p, ktérego poloZenie wzgledem ukladu Azyz byloby
to samo, co poloZenie punktu m wzgledem ukladu MénE. Niech po uplywie
czasu t-dt punkb m zajmie w przestrzeni miejsce m'; wyznaczmy znéw taki
punkt p!, ktérego poloZenie wzglegdem Azyz byloby toZ samo, co poloZenie
punktu m' wzgledem MEqC w czasie ¢ + dt. Postapiwszy podobnie w kaZdéj
chwili, polgczmy nastepnie z sobg punkty p, p/, p',...; otrzymamy pewng
linijg krzywa (p), ktora, pod wzglgdem ksztaltu i wymiaréw linijowych, przed-
stawiaé bedzie tor wzgledny punktu m wzgledem ukladu MEqL. Jezeli
przedstawimy sobie, Ze punkt p. porusza sig po t&j krzywéj, podezas gdy punkt
m porusza sig po swoim torze bezwzglednym (m), i Ze obadwa punkty przyby-
wajg jednoczesnie do punktéw odpowiednich . i m, p' i m/, p/' i m", 1 t. d,,
to cechy ruchu bezwzglednego punktu p. bedg wlasnie cechami ruchu punktu
m wzgledem uldadu odniesienia.

Predkosé punktu p. w miejscu p., odpowiadajgcym miejscu m na torze
bezwzglednym (m), nazywamy predkoécig wzgledng punktu m w miej-
seu o, przySpieszenio za§ punktu p w miejscu p. nazywamy przySpiesze-
niem wzglednym punktu m w miejscu m — wzgledem uktadu odniesienia.
Okréglamy wige ruch wzgledny punktu zapomocg cech podobnych, jak ruch
bezwzgledny; rozmaite przeto okréslenia innych pojeé kinematycznych, podane
dotgd dla ruchu hezwzglednego, mozemy stosowaé do ruchu wzglednego.

Jezeli zamiast ruchu jednego punktu rozwazamy ruch ukladu niezmien-
nego wzgledem pewnego ukladu odniesienia, to otrzymamy dla kazdego pun-
ktu ukladu odpowiednio tor wzgledny, predkosé wzgledng i t. d., a te ce-
chy, wzigte dla wszystkich punktéw ukladu, okréSlajg ruch wzgledny tego
ukladu. .

59. Prypro§é wzengpNa., Wyobrazmy sobie, Ze punkt, poruszajacy
sig wzgledem ukiadu odniesienia, jest podezas elementu czasu stale polgczony
z tym ukladem (a zatym nie posiada ruchu wzglednego); natenczas predkose,
ktoréjby punkt przy tym stalym polgczeniu nabyl wskutek ruchu chwilowego
ukladu odniesienia, nazywamy pre¢dko§cig unoszenia tego punktu (art. 4).
Poniewaz znamy ruch bezwzgledny ukladu odniesienia, tudzieZz polozenie
punktu w przestrzeni, przeto mozZemy, wedlug regul, podanych w rozdziale
IIT-im, wyznaczyé predkosé unoszenia tego punktu.

Niech dlugosé ma (fig. 32) przedstawia predkosé unoszenia v,, a dlu-
g0§¢ mb predkosé wzgledng v, punktu 2 w czasie ¢. Stosujge postgpowanie,
podane w art. 4-ym przy skladzie dwu predkosei, widzimy, Ze, gdyby punkt
m nie posiadal ruchu wagledem ukladu
odniesienia, po uplywie jednostki czasu
znajdowalby si¢ w przestrzeni w miej-
scu ¢; poniewa’ atoli ten punkt poru-
sza sig wzgledem ukladu odniesienia
z predlkoécig m b, przeto, gdy do dlugo-
§ci ma dodamy dlugosé am', przedsta-
Fig. a2, wiajacg predkose wzgledng, otrzymamy
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punkt m' jako miejsce punktu w przestrzeni po uplywie jednostki czasu.
Przekgtna wige mm' réwnolegloboku mam'b przedstawia predkosé bezwzglg
dng » punktu. Mamy zatym twierdzenie: predkosé bezwzgledna punktu jest
wypadkowq jego predkoSci unoszenia ¢ jego predkose wzglednéj.

Przesufimy przez punkt b prosty bd, réwnolegly do praekatnéj m'm
i réwng té) przekytnéj; otrzymamy réwnoleglobok mm'bd, ktérego przekatna
mb przedstawia predkosé wzgledng. Poniewaz, jak wynika z figury, dlugosé
md jest réwna predkoSci unoszenia ma i posiada kierunck wprost przeciwny
kierunkowi téj predkosci, przeto otrzymujemy nastepujace twierdzenie, pozwa-
lajace wyznaczyé predkost wzgledng punktu: predkosé wzgledna punkiv jest
wypadkowg jego predkosei beawzglednéj @ jego predkodei unoszenia, wzigté]
w lierunlw preeciwnym.

Na podstawie wige tego twierdzenia wyznaczamy predkosé wzgledng
punktu zapomocs wiadoméj metody skladu dwu predkosei. Zieby zrozumiét
wladciwe znaczenie podanego twierdzenia, zwazmy, zé bezwzgledny ruch chwi-
lowy ukladu odniesienia jest wogdlno§ci skretem okolo pewnéj osi S z pewng
predkoseig katows @ i z pewng predkoseig V ruchu postgpowego. Aby pun-
ktowi udzielic jego predkoSci unoszenia w kierunku wprost przeciwnym, po-
laczmy go stale z ukladem odniesienia, i ukladowi razem z punktem nadajmy
skret chwilowy okolo osi S z predkoseiami — @i — V. Wskutek tego ruchu
uklad odniesienia przyjdzie chwilowo do spoezynku, a punkt nabgdzie predko-
§ei —w,. Jezeli do téj predkosei —w, dodamy we wlasciwym kierunku
predkoéé bezwzgledng o tego punktu, to ze skladu tych dwu predkosei jedno-
czesnych wyniknie predko$é wzgledna v, tego punktu, Widzimy zatym, Ze
powyzsze twierdzenie wyraza wlaSciwie nastepujaca regulg wyznaczenia pred-
koécl wzglednéj: aby wyznaczyé predhosé waglgdng punlitu, polgcamy go & ukta-
dem odwiesienia © ukladows wraz & tym punktem nadaymy taki ruch éhwilowy,
2eby wlidad odniesienia prayseedt chwilowo do spocsynku; wiwesas, shiadajge
predlosé, ktordj punkt nabywa wskutel takiego ruchu, z jego predkosciq bes-
weglgdnag, otreymany predkosé waglgdng tego puniitu.

Kierunek predkodei wzglednéj jest kierunkiem styeznéj do toru wzgle-
dnego (p.) punktu m (art. 58). ‘W praypadku, gdy punkt m jest w spoczynku
bezwzglednym, predkosé wzgledna tego punktu jest rowna i wprost przeciwna
jego predkosci unoszenia. Jezeli predkos$t bezwzgledna punktn jest rowna
jego predkosei unoszenia (co do wielkosci i kierunku), to punkt bedzie w spo-
.czynku wzgledem ukladu odniesienia.

60. Podana wyzéj regula ogélna pozwala bezposrednio wyznacayC ruch
chwilowy ukladu niezmiennego wzgledem ukladu odniesienia, jeZeli znamy
bezwzgledne ruchy chwilowe obudwu ukladéw. Oznaczmy symbolicznie przez
R, ruch chwilowy ukladu A,, a przez R, ruch chwilowy ukladu A,; wedlug
powyzszaJ reguly, ruch ukladu A, wzgledem A, jest wypadkows ruchéw R,
i —R,, a ruch ukladu A, wzgledem A, jest wypadkowa ruchéw — Ry i Ra.
Symbole R; i — Ry aznaczaja wogélnosci dwa skrety chwilowe, znoszice sig
nawzajem, a zatym dwasskrety okolo téj saméj osi, przyczym obiedwie predko-
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§ci jednego skretu s odpowiednio réwne i wprost przeciwne predkoéciom
drugiego skretu.

Wedlug wige tego twierdzenia oftrzymujemy ogélnie wzgledny ruch
chwilowy ukiadu przez sklad dwu chwilowych skretéw tego ukladu, z czego
wnosimy, %e ruch chwilowy wkladu niczmienncgo wzglgdem poruszajgcego sig
whladu odniesienia jest wogdlnosci skrgtem. 0§ tego skretu nazywamy osig
chwilowg ruchu wzglegdnego tego ukladu; ona moZe byé uwaZana,
popiérwsze, za prosty ukladu, ktérego ruch wzgledny wyznaczamy, i po-
wtére, za prosty poruszajacego si¢ ukladu odniesienia. Miejscem gieome-
trycanym tych osi w piérwszym ukladzie jest pewna powierzchnia skoéna;
a miejseem gieometrycznym tych osi w ukladzie odniesienia jest takie pewna
powierzchnia sko$na, styczna do piérwszéj wzdluz osi chwilowéj ruchu
wzglednego. Powierzehnia osi chwilowych w ukladzie, ktérego ruch wzgledny
wyznaczamy, toczy sie po odpowiedniéj powierzchni w ukladzie odniesienia
i lizga sig na téj powierzehni wzdluz osi chwilowéj. Przez taki ruch obudwu
powierzchni wywolujemy ciggly ruch wzgledny ukladu rozwazancgo.

Ruch chwilowy ukiadu A; wzgledem ukladu A, moZemy rozmaitymi
sposobami rozloiyé na trzy obroty okolo osi pewnego uldadu spélrzednych
i na trzy ruchy postepowe w kierunkach tychze osi. Obrawszy w przestrze-
ni nieruchomy uklad osi spilrzednych, mozemy spélrzedne ruchu wzglednego
w kazdéj chwili wyznaczyé wzgledem tych trzech osi; mozZemy takZe czyto
z ukladem A, ozytéz z ukladem odniesienia A,, polaczyé te trzy osi spolrze-
dnych i bra¢ spéhrzedne ruchu chwilowego wzgledem ‘jednego Iub drugiego
z tych dwu ukladéw osi.

61. PrzvSpmmszents wzeLyone. Niech (art. 58) trzy osi prostokgtne
Az, Ay, Az przedstawiajg uklad zasadniczy, a trzy inne osi M§, My, M¢
poruszajqey sig uklad odniesienia; punkt s, nie nalezgey do tego ukladu, ma
spolvzgdne bezwzglgdne @, y, # i spélrzgdne wzgledne £, 4, £. Jezeli ay,
byy Cij tay bay Gy ag, by, €y Oznaczajy dostawy kierunkowe osi odpowiednio
M¢, Mn, MC wzgledem osi ukladu Azyez, a 2,, y,, 4, spélrzedne punktu
M, to migdzy obydwoma rodzajami spélrzednych punktu m zachodzg zwigzki,
podane w art. 43-im. Piérwsze pochodne 2, 3/, ' spéhrzgdnych z, y, z wagle-
dem czasu przedstawiajg odpowiednio rzuty predkodei bezwaglednéj v punktu
m na osi ukladu Azyz, za8 piérwsze pochodne &', 1, ¢ spélrzednych €, 7, {
tegoZ punktu wzgledem czasu przedstawiajg odpowiednio rzuty jego predkoseci
wzglegdnéj v, na osi ukladu MénL. Prgdkofé zatym wazgledna tego punktu
jest

0 =)/ ETPIE.
Réiniczkujae réwnania (2) art. 43-go wzgledem czasu, przyozym wszystkie
wielkosei, wehodzgce w te réwnania, zmieniajg, sie, atrzymamy
' =y 4+ @'+ oy + agl! 4 @' & + alan + alyt,
(2) Y =90+ bt + bz”]; + byl + V& + bl + U'sE,
# =+ o + e + 6l 4 ¢4 + e+ ¢yt
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Aby otrzymaé rzuty v, Vuy, Ve predkoSei unoszenia v, tego punktu na osi
ukladu Azyz, nalezy réwnania (2) art. 43-go rézniczkowaé wzgledem czasu,
uwazajge w tych réwnaniach spélrzedne &, 1, € za stale. Otrzymamy wige

Vuz=—= mra + a'§ + Grz"? - alt,
(3) Vuy=Y'y + 04§ + by 4 0'sC,
Ve =2'g + 1§ + ¢an + gt

Poniewaz &', 7, {' oznaczajg odpowiednio rzuty predkosci wzglednéj v, na osi
ukladu MEnE, przeto rz2uty Vue, Vuy, ve: téjze predkodei na osi ukladu Azyz
beds odpowiednio

(4') Veex :aie"‘}'azﬂl'}'aﬂt]t Vyy — b;&'"!-bz?}'—f'baﬁ’: Vs = 31£'+c£1?'+cacI:
Z réwnah (3), (4) i (2) wynika
(5) - Vg — 55"—' Vnzy Vuy = ,y' == vnyl? Vipr = &' — Vs

Te réwnania wyrazajg analitycznie twierdzenie, poprzednio okazane, %e pred-
ko§é wzgledna punktu jest wypadkows predkoSci bezwzglednéj i predkosei
‘unoszenia, wzigtéj w kierunku przeciwnym.

Drugie pochodne 2", 3", 2" spélrzednych z, y, # waglgdem czasu wy-
razajg rzuty przySpieszenia bezwzglgdnego punktu m na osi ukladu Azye,
a drugie pochodne £", 7", " spélrzednych &, 7,  wzglgdem czasu wyrazajg
odpowiednio rzuty jego przySpieszenia wzglednego na osi ukladu MénE.
Wyobrazmy sobie, Ze punkt m jest polgczony z ukladem odniesienia i bierze
udzial w ruchu tego ukladu; wéwezas przySpieszenie, ktéregoby ten punki
nabyl wskutek polaczenia z ukladem odniesienia, nazywamy przyépiesze-
niem unoszenia tego punktu. Mozemy to przy§pieszenie okréslié takie
jako przyépieszenie bezwzglgdne tego punktu w ukladzie odniesienia, z ktérym

punkt m chwilowo sig schodzi. RéZniczkujge réwnania (2) wzgledem czasu,
otrzymamy
wll: $”0+31£"+Gz'ﬂ"+ﬂrac"'}"ﬂina+az”'f]+ﬂs"§+2(31'5"1‘02"-‘]'+ﬁarc')}'
(6) y”z'?Jno"l'b1&”+b_27]"+bscﬂ+b1”£+bz"ﬂ+bsnc+g(bf&r‘{'bzf'ﬂr'{"bs:tr);
2= 5"0'{"01'5"4‘"&7]”"" Ca_t”"l"‘ﬂ1"a+6’2”"‘l+¢3”C+2(01IE'+‘ 03'7]""" Gal'tr)-
Przyépieszenie wzgledne 1, punktu m wyrazi si¢g zapomocsg, wzoru

(7) Tw= VW}
a jego rzuty Yuzy Yuyy Tus D& 0si ukladu Azyz beds odpowiednio
(B)  fue=af"+a+ aat_": Yoy =bs8"+bo1" +3L"y fuwe =08 0" + Gst’.’_—

RzutY Yuz, Tuy, Tus: PrzySpieszenia unoszenia 7, na osi ukladu Azyz otrzy-
mamy wedlug danego okréSlenia, réZniczkujge réwnania (3) wzgledem czasu
przy stalych warto§ciach na §, x, {; bedzie wige

M = 33”0 + a’j,“& + aan.q + aa”':;
9) Tuy == Yo 4 046 + o' + 04''C,

T = zrl"} +'01”E _'!_ 52”71 _'l_ ﬂ:;"t-
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Kladge jeszeze

Ie=2(a,t + a1 + &'0"),
Iy=2(0,¢ 4 b," + Z'alcf):
I, =2(c)'¢' + e + ¢i'C),
z rownai (8), (9), (10) i (6) otrzymamy

"‘{,m—.‘l _Tu.z—rz, -

(10)

(11) oy =Y “—Tuy—ly:

wa _5;— Tuz_]-

Z tych réwnai okazuje sig, Ze przySpieszenie wzgledne nie sklada sig z sa-
mych tylko przyépieszenia bezwzglgdnego i przyépieszenia unoszenia, lecz Ze do
tych dwu pray§pieszen trzeba jeszeze dolgezyé, w odpowiednim kierunku wzie-
te, pewne przyspieszenie I') ktérego rzuty I'y, I'y, I'. dajg réwnania (10).

62. Aby rozpoznat znaczenie przySpieszenia dodatkowego TI', rzuty
&, 1, ¢ predkosei waglednéj punktu m na osi ukladu M&7¢ obliczmy z rzutéw
Vuxy Vuyy Vux t6] saméj predkosei na osi ukladu Azyz., Mamy do tego ré-
wnania nastgpujgcee:

§ = awu+ bﬂ-’wy —+ C1Vus,y
(1) ,qr = taVuz + bz’va '+' cszz,
U = agus + baVuy 4 CsVuse

Pomnézmy obie strony tych réwnaf naprzéd odpowiednio przez ay, ay', ag
nastepnie przez by, by, by, a nakoniec przez e, cz, ¢y, 1 za kazdym razem
dodajmy je do siebie; otrzymane sumy, po pomnoZeniu przez 2, przedstawiaé
beda odpowiednio Iy, Iy, I'..  Obliczmy nadto podlug réwnan (4) art. 43-go
skladowe E, H, Z predkoéei kytowéj @ obrotu chwilowego ukladu odniesienia
i 11\\zg1(,(11113my wartosei tych skladowyeh, tudziez zwigzki migdzy dostawami
iy iy ¢, podane w art. 43-im; dojdziemy w ten sposéb do réwnan nastepu-
jacych:

D=2 vy — 17 ﬂwy),
2) Ly =2(2 . 0pe—E . 01),

I =2E v —H.vw)
Z nich wynika

(3) 2 = D212 412 = 4[0%,% — (B . Vet H . 00y +5 . 005)?].

Oznaczmy przez S 0§ chwilowy ruchu bezwzglednego ukladu odniesienia,
a przez (S, ve) kat, ktory ta of, wzigta w kierunku odeigtéj na niéj predkosei
Q, tworzy z kierunkiem predko$ei wzglednéj v, punktu m; wéwezas

E. vt H. 0472 0= Qvy. cos(S, vu),
a zatym, wedlug (3),
(4) I'=2Qu,.sin(S, vu).
Gdy za§ pommozymy obie strony r6wnaf (ﬁ) naprzéd odpowiednio przez
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B, H, 7, a nastgpnie przoz v, vuy, ves, i za kazdym razem dodamy je do
siebie, to otrzymamy

(5) c x+IIFy+ Zrz: 0: Dipie » rx+1?roy . F;.r""‘vm . Fz= 0.

Z r6éwnania (4) przedewszystkiem wynika, Ze nie byloby przy§pieszenia T,
gdyby @ = 0, t. j. gdyby chwilowy ruch ukladu odniesienia by? tylko ruchem
postepowym. W tym zatym przypadku z réwnaf (11) art. 61-go otrzymujemy
nastgpujace twierdzenie: jezeli ruch chwilowy ukladu odniesienia jest ruchem
postgpowym, natenczas prayspiessenic waglgdne punktu jest réwnowasne jego
praydpieszeniu bezwaglgdnemu © jego praydpieszeniu unoszenia, wziglemu w kie-
runku preeciwwnyn,

Z tego przeto twierdzenia wynika, Ze tylko ruch obrotowy ukladu odnie-
sienia przyczynia sig do wytworzenia przy$pieszenia I'. Z réwnain nadto (5)
okazuje sie, Ze przySpieszenie I' jest prostopadle do osi skrgtu chwilowego
ukladu odniesienia, a zarazem prostopadle do kierunku predko$ci wzgledné)
punktu. Jezeli wige przez punkt m poprowadzimy prosty O, réwnolegly do
osi chwilowéj 3, i wyprowadzimy z tego punktu prostopadly do O i v, to ta
prostopadla bedzie réwnolegla do przyspieszenia I'. Zeby rozstrzygngé, ktéry
z dwu kierunkéw téj prostopadléj jest kierunkiem przyépieszenia I', poréwnaj-
my réwnania (2) z réwnaniami (8) art. 24-go; otrzymamy stad nastepujgca
regulg: obierzmy na kierunku predkodci wzglednéj punktu s dowolny punkt
w1 obréémy ten punkt okolo prostéj O w kierunku obrotu  ukladu odniesie-
nia okolo osi S; kierunek predkosci punktu p. wskutek tego obrotu bedzie kie-
runkiem przyépieszenia I'.

‘Wedlug réwnan (11) art. 61-go otrzymamy przyspieszenie wzglgdne 1.,
jezeli do przySpieszenia bezwzglednego 7 i do przyépieszenia unoszenia, wzigte-
go w kierunku przeciwnym, — v,, dolgezymy przySpieszenie — I, t. j. powyz-
sze przyspieszenie dodatkowe I', wzigte w kierunku przeciwnym. Przy§piesze-
nie — I, ktérego wielko§é wyznacza réwnanie (4), a ktérego kiernnek okré-
§lamy wedlug podanéj dopiéroco reguly jako przeciwny kierunkowi prgdkoSci
punktu p., nazywamy przy§pieszeniom od§rodkowym zloZonym.
Mamy tedy nastgpujace twierdzenie ogélne: przyspicszente wzgledne punktu
jest wogblnodes réwnowaine trzem przyspiesseniom, mianowicie: pray$pieszenit.
beﬁwsglgdnmu lego pumktu, jego praydpieszeniu wnoszenia, waziglemu w kic-
runkw przeciwnym, i pray$pieszeniu odSrodkowemu zloZonemu (twierdzenie
Coriolis’a). _

Przyépieszenie odérodkowe zloZone jest réwne zeru nietylko wtedy, kiedy
Q =0, lecz takize w przypadku, gdy kierunek predkosei v, jest réwnolegly do
osi 8, i w przypadku, gdy v»,=0, jak to wynika z réwnania (4). Jezeli
wige predkoéé wzglgdna punktu jest réwnolegla do osi skretuuktadu odniesienia,
lub punkt jest chwilowo w spoczynku wzgledem tego ukladu, to przy$pieszenic
wzgledne wyznacza sig wedlug twierdzenia zczegélnego, podanego poprzednio.

Wstawmy w réwnania (11) art. 61-go dla I, T, I'. wyraZenia (2);
otrzymamy
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# Twx = o — Tua — E(H o Vygz — Z. ’PJ,W),
([i) Ty = y"'— Ty — 2 (Z O — B 't'?m);
?Trrz =3 — Tisi=— Q(E « Oy — H. vm).

Wedlug tych réwnai mozemy takze podaé wartoéei skladowych §", 7", ¢" przy-
§pieszenia wzglgdnego, odniesionych do osi ukladu M§nE. Oznaczmy w tym
celu przez g, Ty, 1o TZULY przySpieszenia bezwzglednego punktu na odpowie-
dnie osi uldadu MEnL, przez Tug, Yug, Tu; 120ty jego przySpieszenia unoszenia
na tez osi, & przez p, ¢, » rzuty predkosei katowéj @ na tez same osi; otrzy-
mamy, wedlug (6),

§' =g — 1ue — 2(¢¢' — 1),
™ 'y Yug— 2(r€' — ),

U= — w20 a%)
przyczym

®) 1 = a@"+by " fody 1= w0y ey 1= a0 byt e0d"
(9) Tug = Cifuzt0y (r:y+517f-'21 Tw = a:’.’frw';'bﬂ'frdy [‘027"23 Tug = aSTW“I"

bsTuy"F CaTuzy
(10) p=aE+bHtcl, ¢=aE+bl4-cl, »=aE+bH+cl.

Jezeli uklad odniesienia obraca sig jednostajnie okolo osi staléj w przc

strzeni, wtedy przySpieszenie unoszenia punktu uwazanego hedzie przyépiesze-
niem dofrodkowym (art. 11), poniewaz przy§pieszenic styczne jest r6wne zeru.
PrazySpiészenie zatym unoszenia, wzigte w kierunku przeciwnym, — v, bedzie
mialo kierunek prostopadléj, spuszczonéj z tego punktu na o§ obrotu, jednak
od osi obrotu ku temu punktowi; z tego powodu nazywamy je w tym pray-
padku przyS§pieszeniem od§rodkowym tego punktu. Jezeli jeszcze
przyjmiemy, Ze v, =0, to bedzie I' =0, ofrzymamy wigc nastepujace twier-
_dzenie szczngoluc Jezeli ulklad odwicsienia obraca sig jednostajnie okoto osi sta-
ij, a _pami’at nie posiada P gdr'cosca wegledné), to prz _}wac‘szomc ws _;Eg&ue punietu
Jest réwnowaine jego prayspiesseniv beswzglednemu & przyspieszéniv odsrod-
Towemat. ' ' .

03. Przv$rIEszENIE SPADKU PIONOWEGO.. Do najwainiejszych zaga-
dnien o ruchu wzglgdnym naleZzy spadek cial na ziemig pfzy uwzglednieniu
obrotu dziennego ziemi. Przyjmiemy w tych zagadnieniach, Ze ziemia ma,
ksztalt kuli. h =S

Jezeli mamy na powierzchni morza punks m (fig. 33), bedgey w spoezyn-
ku wzgledem ziemi, to dostrzegane w tym miejscu i:1'zyépie§zénie g ‘spadku
pionowego jest przySpieszeniem punktu m - wzgledem obracajacéj sig ziemi.
Poniewaz predkosé wzgledna punktu jest réwna zeru, przeto przyépieszenie g
bed.f,le wypadkowym przyspieszenia bezwzglednego i plzyépleszema, odérodko-

Wego (art. 62). W teoryi przyciggania dowiemy sig (art. 123), e pray$pie-
szenie plmktu m mialoby dokladnie kierunek ku §rodkowi ziemi, gdyby ziemia
byla W spoczynku, to zatym przy$pieszenie G przedstawia przy§pieszenie bez-
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wzgledne punktu, a tymsamym G przedstawia wielko§é pray$pieszenia spadku
na biegunach kuli ziemskigj. Obrot dzienny ziemi okolo j&j osi NS jest je-
dnostajny, a przyépieszenie odsrodkowe
punktu ma kierunek promienia réwno-
Jeznika tego punktu i jest zwrdcone od
osi NS nazewngtrz. Skladajgc przy-
$pieszenie G z przyépieszeniem odérod-
kowym punktu m, otrzymamy Zgdane
przyspieszenie g w tym punkeie.

Niech o bedzie predkoscig kato-
wi, obrotu ziemi, A szerokoScig gieogra~
ficzng punktu s, R promieniem ziemi,

p promieniem réwnoleznika, przez ten ~_|
punkt przechodzgcego. Przy$pieszenie Y

g2k Ky
odsrodkowe punktu m wynosi w’p (art.
22); jezeli wige na promieniu mO ode- Fig 8.

tniemy dlugosé ma = G, a na prosto-

padiéj do osi NS dlugoéé mb = w?, i wystawimy réwnoleglobok mabe, to
przekgtna me bedzie przedstawiala przyépieszenie spadku punktu m. Oka-
zuje sig przedewszystkim, Ze przy$pieszenie g nie ma wogélno$ei kierunku ku
érodkowi ziemi; w biegunach N i S przyépieszenie odérodkowe jest rowne zeru,
a na réwniku EW ma kierunek promienia ziemi; w biegunach zatym i na
réwniku przySpieszenie spadku ma kierunek ku $rodkowi ziemi, a zresztg nie
ma go w Zadnym innym punkcie.

Z réwnolegloboku wzmiankowanego wynika

9* =G+ o' —2G 0% . cosh, a poniewas

p = Rcosk, przeto
(1) G? — 2Gw?R cos*) 4 w*R? cos*A — ¢ = 0.
To réwnanie daje dwie wartoci na (; poniewaz jednak dla k= :7 jest G=y,
przeto nalezy brat tylko tg wartosé, ktora odpowiada pierwiastkowi dodatne-
mu. Mamy zatym

G = R cos2) + |/ g* — w*R? cos®A sin?],

czyli
—
(2) G:m”R.coszl-}-]/gz—w—é‘R—' sin22k.
Promiefi ziémi wynosi 6878.10%m, a dlugos¢ duia gwiazdowego wynosi

o= wiR?

—ee— | T ; y "L i "‘2
56 164_0’000073' Wyraz sin22x

86 164 sekundy; jest przeto w=

- -iR!
przybiéra najwiekszg wartosé przy k:—z—, a ta warto§é wynosi = =

0,00029 m. Poniewaz w Srednich szeroko§ciach przy§pieszenie g Wwynosi prze-
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iR2
szto 9 metréw na sekundg, przeto mozemy wielkoéé mf‘ sin?2X, bardzo ma-

Iy wzgledem g2, zaniedbad, t. j. rozwin'sgf: G az do wyrazéw tego rzedu co w?
t. j. wziat z wystarczajacym przybliZeniem

(3) G =g+ o*R.cos?A,

a podstawiajae tu wartosé m2R i biorge metr za jednostke diugodei, prayjaé
4 G =g+ 0,03399 cos 2.

PoniewaZ G jest przy§pieszeniem spadlu na biegunach ziemi, przeto z réwnania
(%) g =G —«®R . cos®\

okazuje sig, ze przySpieszenie spadku rofnie jednocze$nie z szerokoScig gieo-
graficzng, przybiérajac na biegunach najwigkszg warto§é G. Niech g, bedazie
przySpieszeniem na réwniku; odpowiednio wowezas A =0 i

(6) go=0G— 'R,
zatym
M g =4y, + 0*R .sin2A.

To réwnanie pozwala obliczyé przyS$pieszenie g z wiadomego przyépieszenia
na-réwniku i okazuje, Ze prayrost preySpieszenia spadkw od réwnika ziems ku
J6j biegunom jest proporeyjonalny wzgledem Iwadratu wstawy szerokode: gico-
graficandj.

Przyépieszenie g wyznaczamy zapomocg wahadla, o czym pézniéj bedzie
mowa. Na podstawie takich do$wiadezen z wahadlem, czynionych przez bar-
dzo wielu fizykéw w rozmaitych miejscach na ziemi, okazala sig dla szero-
koSci gieograficznéj A = 45° najprawdopodobniejszg wartos¢ przyépieszenia

g =19,80590 metra na sckunde. Kladge przeto m545°=siu45°:—1—

Ve’

otrzymamy
na biegunach G =9,82290m; na réwniku g, = 9,78891m.

Obliczajge przeto g w metrach na sekundg, mamy dla kazdego miejsca na

ziemi

(8) g = 9,78891 + 0,03399 sin2A.

Poniewaz w strefie umiarkowanéj to przySpieszenie malo sig¢ zmienia, przeto

dla przybliZonego rachunku przyjmujemy zwykle g — 9,81 m.

Z réwnania (6) widzimy, Ze przySpieszenie g, na réwniku bylobyby r6-
wne zeru, gdyby predkos¢ katowa obrotu ziemi wynosila, 9:]/% —
= 0,00124. Stosunek téj predkosci do rzeczywistéj predkosei obrotu jest

Q 1240

e G
B =g ¥ przybliZeniu T’;:l?,
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z czego sig okazuje, Ze spadanie na rdwniku byloby jednostajue, gdyhy sie
ziemia obracala 17 razy predzéj. Poniewaz praybliZenie

G G
R RN
OB =177 = 555"
przeto mozemy z dostatecznym przybliZeniem przyjac
; cos 2k
0 =a (1),

64. ZBOCZENIE CIALA, SPADAJACEGO NA zIEMmg. Jezeli punkt spada
swobodnie na powierzchnig ziemi, bez predkosci poezgtkowéj, to jego torem
bezwzglednym jest prosta, gczaca poloZenie poczatkowe tego punktu ze érod-
kiem ziemi. PoniewaZ ziemia obraca sig okolo swéj osi, przeto punkt nie
spadnie na ziemi¢g w punkcie, w ktérym powyisza prosta (pionowa) spotyka
Jéj powierzchnig, lecz w innym punkcie, ktéry wlasnie cheemy wyznaczyc.

Niech m, (fig. 34) bedzie polozeniem poczgtkowym punktu spadajgeego,
m,0 pionem tego punktu, ktory powierzchnig ziemi spotyka w M,. Punkt
M, opisuje wskutek obrotu
ziemi obw6d réwnolezmika;
niech M bedzie dowolnym
poloZeniem tego punktu pod-
czas spadku. Uklad osi sp6l-
rzednych MEnE, obracajacy
sie razem z ziemig, obierzmy
jak nastepuje: osig ME niech
bedzie przediuZenie promie-
nia réwnoleinika, od M
nazewnatrz; osig M7y sty-
czna do réwnoleZnika, wazig-
ta w kierunku obrotu dzien-
nego ziemi, a zatym od za-
chodu na wschdd, osig zad
M niech bedzie prosta, vd-
wnolegla do osi ziemi, a skie-
rowana na pélnoe. Przyj- Fig. 34,
mujemy przytym, ze punkt
m spada na pélkulg polnoeng. Niech M E 106, 0znacza polozenie poczgtkowe
powyiszego ukladu spélrzednych, a A\ niech hedzie szerokoscig gieograficang
punktu M. Przyépieszenie g, odpowiednie téj szerokodei, jest wypadkowym
przyépieszenia bezwzglednego i przySpieszenia od$rodkowego; poniewaZ wyso-
kot spadku h = Mym, jest bardzo mala w poréwnaniu z promieniem ziemi,
przeto moZemy g uwazaé za stale podczas spadku. W piérwszym przyblize-
niu moZemy takze pomingé zmiang kierunku tego przySpieszenia wzgledem
ukladu M§&q¢, przyjmujge, ze g posiada kierunek mO. Otrzymamy zatym,
zachowujace znakowanie wprowadzone do réwnai (7) art. 62-go,
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Te— Tug =—g COSA, "y —"fuy =0, T¢—Tug="—gsink.
Odetnijmy predkosé katows o obrotu ziemi od O ku biegunowi pélnocnemu N,
uwazajge ten kierunek osi za dodatny (widzimy obrét z punktu koficowego
odeinka o w kierunku przeciwnym obrotowi wskazéwki na zegarze); miéé be-
dziemy p=0, ¢=0, »=w; skladowe przy$pieszenia odsrodkowego zloZonego

£
bedg przeto odpowiednio 2m'.£'—.3:2»;, — 2'0).%, 0. Réwnania réZniczkowe
ruchu wzglgdnego punktu m bedg zatym, wedlug art. 62-go,
' [/ dn
\aa= Jcosl+2w.-&—t
d¥ a8
(1) Agp = —20. =,
"2
% TR e

Jezeli &, 1y, & oznaczajg spéhzedne punktu m,, to mamy dla 1=0:
E=¢§ =hcosh, n=1,=0, { =¢ =h.sink; a skladowe predkoSci po-
czgtkowdj sg réwne zeru, Calkujge ostatnie réwnanie dwukrotnie, otrzymamy

= (h_g-‘";i) sin k.
Kladge zas & = %i;, = i—?, mamy z réwnai (1)
d'tf
dat

Ré:&niczkujmy ostatnie réwnanie i podstawmy warto§é z piérwszego réwnania;

'
A T
__goeosh sin2wi D ] 5

%% t— 5 . Jezeli podstawimy te warto$§¢ w piérwszym r6-

wnaniu (1), to otrzymamy dla punlktu

gcosl+2m'q’, ———2m&'.

otrzymamy =—20(—gcosh 4 2w1'). Calka tego réwnania jest

A : ,
ci:_,z (1 —cos20?), z czego wynika

§=h.cosh—g

(&) WEY _c:s__m_lk_ (2wt —sin2wt), a poprzednio otrzymalidiny

sktadowe za$ predkosei ‘wzglednéj punktu wyrazajg'sie wzorami

fég —gt. cosl—f-?m'q,

(3) ( % =2uw (h cosh —¢),

dg _
¥ fan —gt.sin},
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ktére dajg kwadrat predkoei wzglednéj v, punktu spadajacego
(4) vo? = 2g[(hcosh — &) cos A+ (h sink — {) sin}].

Dwa piérwsze réwnania (2) dajg rzut toru wzglednego na plaszezyzng réwno-
leznika, przechodzgcego przez punkt M. Z tych réwnafi latwo okazaé (co
pozostawiamy czytelnikowi), Ze ten rzut toru wzglednego jest eyklojdg zwykly,
ktoréj podstawa jest réwnolegla do osi Myn,; kolo tworzgce o promieniu
g :0 } toczy sig po t&j podstawie W@Wﬂ%ﬁlz réwnoleznika, a cyklojda jest zwr6-
cona stronyg wypukly ku érodkowi réwnoleznika. Poniewaz o Jest bardzo
male, przeto promiefi kola tworzacego jest bardzo wielki. Kolo toczy sig
z predkoseig 2w po swéj podstawie od zachodu na wschod.

‘Wystawmy w punkcie M nowy uklad prostokatny osi Mzyz, a miano-
wicie osig Mz niech bedzie pionowa od §rodka ziemi ku M, osig My o§ M,
a osig Mz niech bedzie styczna do poludnika, od punktu M ku biegunowi
poludniowemu S. JeZeli %, ¥, # sg spélrzednymi punktu m wzglgdem tych
osi, to mamy

@=§,sin\ —{.dosh, y=1, #=&.cosh+C.sin,

& zatym _ .
r= Qil‘zﬁﬂ—cﬂ’i [2622 — (1 — cos2i)],
c0s A :
(5) y=%§3—~(2mt-—mn2wt),

2=h— %5- [2 w2 . sin®\ 4 (1—cos2wi) cos2A].

Rozwifimy cos2wf i sin2w¢ na szeregi, zwazajgc, %e o jest bardzo male.
Jezeli obliczymy spolrzedne punktu az do wyrazoéw tego rzgdu co w? to
otrzymamy

g 1
L= 31 wcosh sind,
) —i_'
(6) y=-3 . CosN,
P ='h——-+ 9 m‘t*cds"‘l

7 tych réwnaf widzimy, Ze ‘punkt spadajgcy zbacza od pionu, a to zboczenie
jest wypadkowym zhoczenia 2 w kierunku poludnika na poludnie i zbocze-
nia, y w kierunku réwnoleznika na wschéd. Piérwsze zboczenie jest rzedu w?,
drugie za$ rzedu w; zboczenie wige na poludnie jest znacznie mniejsze od zbo-
czenia na wsehéd.  Obliczajiac spélrzedne tylko do ‘wyrazow tego rzedu co'w,
otrzymaliby$my

gt
)] _ p=0; y—_--—'g—mt"cosl, z:h-—T
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Punkt przybedzie na ziemig, skoro stanie si¢ 2=0, a zatym w czasie
T:VQ—;. Podstawiwszy t¢ wartosé w (7), otrzymamy spélrz¢gdne pun-
ktu, do ktérego punkt spadajacy przybedzie na ziemig

(8) wiz=0, J.__—ﬂ—k- %Emcosl 2=0,

Spélrzedna y tego punktu daje tak zwane zhoczenie wschodnie punktu
spadajgcego, t. j. odlegloS¢ miejsca na ziemi, do ktérego przybywa punkt spa-
dajaey, od punktu M, liczong na stycznej M,y do réwnoleznika. Zboczenie
wschodnie jest proporcyjonalne wzgledem dostawy szerokosei gieograficznéj
i zalezy od wysoko§ci spadku. Dla érednich szerokoSei gieograficznych zho-
czenie poludniowe jest tak male (mamy bowiém 2= 0,0000000053), %e nie
daje sig dostrzegad.

J. Newton piérwszy (w r.1679) zwrécil uwage na zboczenie wschodnie,
a J. Guglielmini w Bolonii (w r. 1790 i 1791), Benzenberg w Hamburgu (w r.
1802) i w Schlebusch (w r. 1804), a nastgpnie I, Reich w kopalni we Freiber-
gu w Saksonii (w r. 1831), czynili spostrzeZenia, aby sprawdzié i wymierzy¢é to
zhoczenie, a tymsamym otrzymaé dowdd oczywisty obrotu ziemi. Wysoko§é
spadku wynosila w dofwiadezeniach Reich’a 7 —158,60m, szerokoS§¢ gieo-
graficzna A = 50°53'23"; zboczenie wschodnie wynosilo, podlug obserwacyj,
y = 28,306 milimetra. Podstawiwszy % i A w réwnaniu (8); otrzymamy
% mchunku y =27,612mm, co okazuje znakomity zgodnodé temyL z obser-
WaCyjg.

Rugujge czas z réwnadh (7), otrzymamy

9) y=-§-mcosl.‘/£.(h~z)g,

jako przyblizone réwnanie rzutu toru wzglednego na plaszezyzng poludmka.
Ten rzut jest paraboly pélkubiczng, zwang takie paraboly Neil'a.

65. JeZeli punkt zostaje wyrzucony pionowo w gére z punktu M,

z predkoscig poezatkows vy, a obierzemy teZ same osi spélrzednych, to 1éwna.-
nia ruchu zostajq niezmienionymi, lecz warunki pocﬂgtkowe beda dla t =20

- dg ! dq df
§=0; 71=0, {=0; T = 0 COSA, 7=% a7

ofrzymamy zatym spdlrzedne punktu spadajacego

=1, SinA;

A
= C:SR [20, sin2wt — g(1 — cos2wi)],

@) h = c"“ e [9@ot—sin20t) — 20w, (1 — cos2wb)],

9

L= (v‘, ____%L) sind,
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tudziez skladowe jego predkoSei wzgledné;

d
TZ% = (v, — gt) cosh + 2w,
dq _
(@) a7 = 208,
d

—%:(ﬁg—gt) sin k.

Postgpujac podobnie, jak w ustgpie 64-ym, otrzymamy spélrzedne punktu
w ukladzie osi Mayz

m:il—ll%&pmﬁgt*—y(l—costt)EQwvo(th—-ainﬁmt}],
(8) = —40-5%- [9Qwt—sin20f) — 2wr,(1 — cos2wt)],
r=gs [2m (2v,t —gt*.8in%)) — g cos 2k (1 — cos200f) —

— 202, cos? A (2nf—sin2wt)].

Rozwijajge cos2wi i sin2wi na szeregi i obliczajac spélrzedne a% do wyra-
z6w tego rzedu co w?, otrzymamy

_ :%(gi*—-hﬂof“) sin cosh,
3
4 y=uo (%L —1, i*) cosA,
& = vyt — _Qﬁi_' +'§I’ (gt* — 4v,1°) cos 2,

Pionowa predko&é punktu wynosi

(5) %%—% g!—l»——m*(g(“-——.‘lfl 1%) . cos?\,

rézni sig zatym od téj predkodci, jakaby punkt posiadal wzgledem nierucho-
méj ziemi, o wielkos¢ tego rzedun, co w® Jezeli w rozwinieciach ograniczymy
sig do wyrazow tego rzedu co w, to hedzie

ds _

¥ 3 ]
(6) ax=0, y:m(%——vnzi)cosl, 3:1-01‘-—2-£— =v,—gt.

2 dt

dz :
m—..o, co nastgpi

w czasie T = %”. Podstawiwszy te warto$é w drugim réwnaniu (6), otrzy-

Punkt dosiggnie najwiekszéj wysokoSei, skoro bedzie

mamy dla najwyZszego polozenia punktu

2 p,0
y:-—-mg—g"—{mmsl.

Bibl. mot.-fiz., 8 IV, T. X. 10
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Punkt przeto podezas podnoszenia sig zbacza na"zachéd; zboczenie w kierunku
poludnika jest tego rzedu co w?, jest zatym poza obrgbem obserwacyi.

Literatura kinematyki (Rozdz. I—Y).

M. Cuasrtrs: Sur les propriétés générales du systéme de deux corps semblables
entre eux, et placés d'une maniére quelconque dans ’espace; et sur le déplacement fini
ou infiniment petit d’un corps solide libre (Bulletin do Frrussae, t. XIV, Paris,
1831); Propriétés géométriques relatives an mouvement infiniment petit d'un corps
solide libre (Comptes rendus, t. XVI, 1843); Construction des rayons de courbure des
courbes déerites dans le mouvement d’une figure plane qui glisse sur gon plan (Journ.
des mathém., t. X, 1845); Propriétés relatives au déplacement fini quelconque, dans
Pespace, d'une figure de forme invariable (Comptes rendus, t. LI 1 LLIT, 1860, 1861).—
A, I, Mogsius, Ueber die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen (Journ. v.
Crenie, t. XVII, 1838). — 0. Rooricurs, Des lois géométriques qui régissent le
@éplacement d'un systdme solide dans Vespace, et de la variation des coordonnées
provenant de ces déplacements, considérées indépendemment des causes qui peuvent
les produire (Journ. des math,, t. V, 1840).—A. Transon, Méthode géométrique pour
les rayons de couwrbure dune certmne classe des courbes (Journ. des math., t. X,
1845). — L. Porysor, Théorie nouvelle de la rotation des corps (Journ. des math.,
t. XVI, 1851). — Cn. Bresse, Mémoire sur un théordme nouveaun concernant les
mouvements plans, et sur application de la cinématique A la détermination des rayons
de courbure (Journ. de I’école polytechnigie, t. XX, 18538). — Scuinmmany, Ueber
die Construction von Normalen und Normalebenen gewisser lkorummer Flichen und
Linien (Monatsberichte der Akademie zu Berlin, 1855; przedrukowane w Journal v.
Crurue, t, XC, 1881). —Manwasim: Constructions des centres de courbure des lignes
décrites dans IB mouvement d’une figure plane qui glisse sur son plan (Journ. de Iéc.
polyt., t. XXI, 1858); Etude sur le déplacement d’une figure de forme invariable;
nouvelle méthode des normales, applications diverses (Mém, des savants étru.ngarﬂ,
t, XX, 1872); Propriétés relatives aux trajectoires des points d'une figure de forme
1nva.r1a.hla (Cpts. rendus, t. LXXVI, 1873); Sur les surfaces trajectones des points
d'une figure de forme invariable, dant Te déplacement est assujetti & quatre condi-
tions (Journ. des math., 1875); Cours de géométrie descriptive de l’ecole polytech-
nique (Paris, 1880, 1886). — E. »p Jonquibrms, Mélanges de géométrie pure
(Paris, 1856; rozdz. I). — H. Resan, Traité de cinématique pure (Paris, 1862). —
E. Hasion: Sur le mouvement conchoidal (Les mondes, t. XIII, 1866); Sur le mou-
vement d'une figure plane dans son plan (w 4-ch czgdciach; tamze, t. XIV, 1867);
Sur le centre instantané de rotation et ses applications géométriques (tamze, t. XVIIT
i XIX, 1870); Etudes cinématiques (Paris, 1879). — I'. Kugry, Notiz betreffend den
Zusammenhang der Liniengeometrie mit der Mechanik starrer Kérper (Mathematische
Annalen, t. IV, 1871). — J. N. FrankE: Przyczynek do ogélnéj teoryi kol zazgbio-
nych {Pzt.mlgtmk tow. nauk scislych w Paryzu, t. IV, 1874); Studyja analityczne nad
ruchem cial stalych (Pamigtnik akad. umiejgtnosei w Krakowie, t. I, 1874); O niekto-
rych zagadnieniach kinematylki na podstawie ruchu powierzchni skoSnych (tamze,
t IIT, 1877); Sur la courbure des surfaces réciproques (Journ. des mathém.,, 3-e sér.,
t. III 1877); Ueber geometrische Figenschaften von Krifte-und Rotatlonaaystamen
in Vﬁrbmdung mit Liniencomplexen (Sltzungsbermhta der Akad. d. Wissenschaften
zu Wien, t, LXXXIV, 1881); O inwolueyi szesciu prostych, uwazanych jako osi skre-
tow chwilowych (Pa.m. ak. um., t, VII, 1881); Teoryja a.nalityczua komplexéw $rub
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chwilowyel (tamze, t VII, 1882). — Cm. Brisse, Sur le déplacement fini queleonque
d’'une figure de forme invariable (J. des math. 3-e sér., f. 1, 1875). — R. St. BALy,
Theory of serews, a study in the dynamics of a rigid body (Dublin, 1876). — W. K.
Crrrrorp, Elements of dynamic; part I, kinematic (London, 1878), — K. Cavani,
Elementi di cinematica teorica (Milano, 1882). — L. Burmusregr, Lehrbuch der Kine-
matik (Leipzig, 1886). — G. ScmorNrLiEss, Geometrie der Bewegung in sinthetischer
Darstellung (Leipzig, 1886).—M. A. Tmivexer, Itude analytique sur lo déplacoment
infiniment petit d'un corps solide libre (Paris, 1886).

C. I. GaAvuss, Fundamentalgleichungen fiir die Bewegung eines schweren Ior-
pers auf der votirenden Erde (1803; Werke, t. V, Gottingen, 1867), — Corrons:
Mémoire sur le principe des forces vives dans les mouvements relatifs des machines
(Journ. de Vec. polyt., t. XIIT, 1832); Mémoire sur les équations du mouvement
relatif des systémes de corps (tamze, t. XV, 1835); Traité de la mécanique des corps
solides (Paris, 1844).




