
ROZDZIAŁ IV.

RUCHY SZCZEGÓLNE UKŁADÓW NIEZMIENNYCH.

48. KRĘCENIE SIĘ OKOJBO PUNKTU. Określiliśmy (art. 21) kręcenie się
układu około punktu jako taki ruch układu, podczas którego jeden punkt tego
układu, zwany ś r o d k i e m k r ę c e n i a się, pozostaje w spoczynku. Jeżeli
na fig. 19-tej art. 38-go punkt m{ jest środkiem kręcenia się, to każdy
z pozostałych dwu punktów, »?2 i m3, będzie się mógł poruszać tylko na
powierzchni kuli, zakreślonej z punktu mu jako środka,- promieniem odpo-
wiednio «j,łM2 lub TO,?M3. Jeżeli więc trójkąt m^.^3 jest nieskończenie bliskim
położeniem trójkąta OT,MJ2»H3, to z dowodzenia, podanego w art. 38-ym, wynika,
że ohrót chwilowy około osi O! przywodzi układ z położenia, jakie on zajmuje
w czasie t, do położenia nieskończenie bliskiego, odpowiadającego czasowi
tĄ-dt. Mamy przeto twierdzenie: ruch cJnviloivy układu niezmiennego, krę-
cącego się około punktu, jest obrotem olooh pewnej osi, przećhodeąctj przez środek
kręcenia się, które możemy także tak wysłowić: jeżeli %o uMadzie znajduje si%
jeden punkt w spoczynku, to iv leażdćj chwili znajduje się iv tym uMadsie pewna
prosta to spoczynku, Mora przechodzi przez óiv punlct.

Z tego twierdzenia wynika, że płaszczymy normalne do torów, które
punkty kręcącego się układu jednocześnie opisują, przecinają się podług osi
chwilowej obrotu.

Obierzmy środek kręcenia się za spoiny początek dwu układów spółrzę-
dnych x, «/, 0 i £, TJ, C, z których pierwszy niech będzie w przestrzeni nie-
ruchomy, a drugi niech się kręci wraz z poruszającym się układem niezmien-
nym. Wtedy, stosownie do znakowania art. 43-go, będzie X = 0, Y = 0,
Z = 0; X' = 0, Y' = 0, Z' = 0, z czego wynika, że A.=.O, M = 0, N = 0.
Spółrzędne ruchu postępowego są równe zeru, a pozostają tylko spółrzędne
S, II, Z obrotu chwilowego. Ponieważ z sześciu spółrzędnych ruchu trzy
mają wartości naprzód określone, przeto możemy powiedzieć (art. 42), że
układ niezmienny, kręcący się około punktu, ma sioobodę rzędu 3-go.
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Równania osi chwilowej ruchu układu są,

Osi chwilowe w przestrzeni są tworzącymi stożka [O], który zowiemy stoż-
kiem c e n t r a l n y m w p r z e s t r z e n i , a miejscem gieometrycznym tych pro-
stych kręcącego się układu, które stają się kolejno osiami jego obrotu chwilo*
wego, jest drugi stożek [oj, zwany s t o ż k i e m c e n t r a l n y m u k ł a d u . Środek
kręcenia się jest wierzchołkiem spólnym obudwu stożków. A więc: ruch cią-
gły układu, kręcącego się około punktu, może być wywołany przez toczenie się
stożka centralnego układu po nieruchomym stożku centralnym iv przestrzeni.
Obadwa stożki są do siebie w każdej chwili styczne wzdłuż osi chwilowej
obrotu układu.

Przetnijmy obadwa stożki centralne powierzchnią dowolnej kuli, mającćj
środek w środku kręcenia się, np. powierzchnią kuli o promieniu równym je-
dnostce; otrzymamy na tej kuli dwie krzywe, do siebie styczne, z których, pod-
czas ruchu układu, jedna toczy się po drugiśj. Takie dwie krzywe kuliste na-
zywamy c e n t r o d y j a m i r u c h u rozważanego. Stożek [O] daje centrodyją,
w p r z e s t r z e n i , a stożek [oj c e n t r o d y j ą u k ł a d u . Jeżeli obie centrodyje
są wiadome, to ruch układu jest określony ze względu na przestrzeń; tocząc
bowiem centrodyją układu po nieruchomej centrodyi w przestrzeni, nadajemy
układowi ten sam ruch, jaki przez toczenie się obudwu stożków centralnych
wywołany został. Płaszczyzna, przechodząca przez punkt dowolny m, przez
środek kręcenia się i przez punkt styczności obu centrodyj, jest normalna do
toru punktu m\ prostopadła zaś do niej w tym punkcie wyznacza kierunek
ruchu tego punktu.

Jeżeli wiadomą prędkość jednego punktu układu podzielimy przez
odległość tego punktu od osi chwilowej, to otrzymamy prędkość kątową obrotu
chwilowego. Z tego wynika, że kręcenie się nieładu około punktu jest określone
ze względu na przestrzeń i na czas, jeżeli znamy prędkość jednego jego punktu
i kierunek prędkości drugiego, albo, co wychodzi na jedno, jeżeli znamy równa'
nia ruchu jednego jego punktu i tor kulisty punktu drugiego. Te dwa punkty
i środek kręcenia się nie powinny leżeć na jednej prostej.

Możemy ruch ciągły kręcącego się układu jeszcze inaczej wywołać.
Niech O będzie osią chwilową w czasie t, VLO' osią chwilową w czasie tĄ-dt,
zaś ds niech oznacza kąt między tymi dwiema osiami, a d<f niech będzie od-
chyleniem obrotu chwilowego około osi O. Wyprowadziwszy ze środka kręce-
nia się prostopadłą L do prostych O i O', obróćmy naprzód układ niezmienny
około osi O o kąt dy, a następnie oś O około prostopadłej L o kąt ds, tak
iż oś O przyjmie położenie O'. Jeżeli O" jest następną osią chwilową, ds' ką-
tem między O' i O", a dy' odchyleniem obrotu około O', to wyprowadziwszy
ze środka kręcenia się prostopadłą L' do O' i O", obróćmy układ około O'

' o kąt d<?', a następnie oś O' około L' o kąt ds!, tak iż O' zejdzie się razem
Z O". 11, d. Taiim sposobem także wywołamy ruch żądany układu. Miej-
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scem gieometrycznym prostych L jest powierzchnia stożkowa, której tworzące
są, odpowiednio prostopadłe do płaszczyzn stycznych stożka centralnego
w przestrzeni.

49. Spółrzędne S, H, Z obrotu chwilowego, odniesionego do układu
spółrzędnych o początku w środku kręcenia się, mogą byó innym sposobem
obliczone, niż w art. 43-iin, sposobem, który w późniejszych zagadnieniach
z kinetyki okaże się bardzo przydatnym.

Niech M (fig. 23) będzie środkiem kręcenia się, Ma;, My, Mg osiami
nieruchomego układu spółrzędnych, a Mi, Mrj, MC osiami układu spółrzę-

dnych, kręcącego się razem z układem roz-
Avaźanym. Niech nadto Mit będzie śladem
ruchomej płaszczyzny Mirj na stałej płasz-
czyźnie Ma:?/, a tp kątem tego śladu M i ,
z osią x ów, liczonym w kierunku obrotu do-
datnego około osi M#. Kąt osi M£ ze śla-
dem M i t oznaczmy przez t|>, licząc go w kie-
runku obrotu dodatnego około osi MC, a kąt
płaszczyzny Miv) z płaszczyzną Mxy, równy
kątowi, który dodatna oś MC tworzy z do-
datną M*, nazwijmy 0. Przyjmujemy przy-
tym, że obadwa układy prostokątne osi są
zgodne (art. 43), przez co sposób liczenia

każdego z trzech kątów <p,, ij>, 0 jest dokładnie określony. Wiadomo z gieo-
inetryi, że położenie układu spółrzędnych o osiach M i , MYJ, MC względem
układu o osiach Ma;, My, Mg może być określone przez powyższe trzy kąty;
można zatym spółrzędne obrotu chwilowego i ich pochodne względem czasu
wyrazić w funkcyjach tych kątów. Układ osi M i , MYJ, MC możemy przy-
wieść do nieskończenie bliskiego położenia, które mu nadaje obrót około osi
chwilowej, obracając go o kąt cZ6 około Mi,, następnie o kąt dy około osi
Mz, a nakoniec o kąt dty około osi MC. Prędkości kątowe tych trzech

obrotów są odpowiednio:

Fig. 23.

j -j,-, -s~| a one przedstawiają składowe obro-
dv dt

tu chwilowego, brane odpowiednio w kierunku prostych M£,, M#, MC.
Ponieważ S, H, Z są składowymi tego samego obrotu względem osi Ma?,
My, M^, przeto

H =
it'Ci

Ponieważ
cos (ii, oc) = cos <p,

cos(C, aj) = si

•-=3l.cos(*, «) + -=!-. cos(Ć, a:),

di}
dt

. cos(C,

cos ($,, y) — sin (f>,
C 0 8 ( J S , ^ ) = 0,

cos (6,, «) = 0,
COS(0,0) = 1;

inG, cos(C, ^) =
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przeto, po wstawieniu tych wartości w równania (1), otrzymamy

113

(2)

cZ6 d<b . , .
a = -^-r . cosec + -^-. sino sin®,

dt ' dt ''

T T dQ . d<b . 0

II = -jT-. sm cp r i . sin o cos <p,

Z = -jŁ + -=J-. cos6.
dt dt

Możemy podobnie obliczyć spółrzędne obrotu chwilowego w kierunkach osi
układu ruchomego, Mi, MTJ, MC, które oznaczymy odpowiednio przez j), q, r.
Otrzymamy bowiem

dQ fŁ .. . tZtp , .. di . ,„ ,N
P~~dt' C 0 S ^ " ^ + i ł " C 0 S ^ ' ^ + di ' C O S^' ^'

<2 — ^ - • C O S ( £ 1 , Y ] ) + - ^ - . C O S ( ^ , 7J) + -^ .COS(C, 7]), .

a ponieważ

cos(!,, | ) = cos(|>, cos(4,, Y)) = —sint|), cos(4„Ci) = 0,
cos(^, I) = sin6 . sin<J), cos(«, 7]) = sin6 . costjj, cos(»,
cos(C, S ) ~ 0, cos(C, 'ł]) = 0, cos(C, C) = l )

c76 , , d<9 • „ • .
= - r - . cost}> + - ~ , sino SUK}' ,

cl t dt

= cos6,

(3)

cl t
dd .

= s ' jr • sm i
df . fl

— - . sm 8 cos (

+.—f .COSt).

50. Aby obliczyć przyśpieszenie dowolnego punktu układu kręcącego
się, obierzmy środek kręcenia się za początek osi spółrzędnych, oś chwilową O
za oś g-ów, przyjmując kierunek odciętej na tej osi prędkości kątowej Q obro-
tu chwilowego jako kierunek dodatny tej osi, a prostopadłą L (art. 48) do osi
O i Or obierzmy za oś a;-ów. Stosownie do znakowania art. 44-ego, pochodna

— - =• to oznacza teraz prędkość kątową obrotu osi O około prostej L . Dla

kręcenia się mamy -y- = 0, Y = 0; składowe więc xu, y", a" przyśpieszenia
CL t

punktu (x, y, z), według równań (5) art. 44-go, są

(1) y" s= Q!x —

Klbl. uint.-Iiz., 9. IV, T. X,
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Wypadkowa F przyśpieszeń %" i y" przedstawia rzut przyśpieszenia punktu
rozważanego na płaszczyznę, prostopadłą do osi chwilowej. Jeżeli wię p
oznacza odległość tego punktu od osi chwilowej, a zatym p2 = # 2 -f ?/2, to
otrzymamy

(2) P = a;"2 + 2/1'2 = fi2tóV —2Sw«(Q z * + fi'2/) + p2(Q*

a kwadrat przyśpieszenia tego punktu wyrazi się wzorem

(3) f = V + s"* = (x2 + *2) Q2w2—2 Q w g (Q2* + tty) + p2

Jeżeli (|i oznacza kąt, który przyśpieszenie T tworzy z promieniem p,
wystawionym W punkcie (x, y, g) prostopadle do osi chwilowej, to z powyż-
szych wzorów wynika

Dla punktów, leżących na płaszczyźnie, przechodzącej przez dwie sąsiednie osi
chwilowe, a zatym na płaszczyźnie stycznej do stożka centralnego w prze-
strzeni, jest %~0, a zatym g"=0; przyśpieszenie f tych punktów jest więc
równoległe do płaszczyzny my. Dla każdego innego punktu otrzymamy przy-
śpieszenie, którego rzut g" na oś chwilową nie jest równy zeru.

Rozłóżmy T na dwie składowe, Tp w kierunku promienia p i TTC w kie-
runku prostopadłym do tego promienia; wówczas

r p = r . cos<j)=i
(6)

Tym sposobem rozkładamy przyśpieszenie każdego punktu na trzy przyśpie-
szenia wzajemnie prostopadłe, T , 1\ i e", z których dwa pierwsze są pro-
stopadłe do osi chwilowej, a ostatnie jest do tejże osi równoległe. Podane
wzory pozwalają rozwiązać wszelkie zagadnienia, tyczące się krzywizny torów
kulistych, przez punkty układu opisywanych.

51. RUCH POSUWISTY. Okazaliśmy (art. 45), że gdy trzy punkty ukła-
du niezmiennego, nie leżące na jednej prostej, poruszają się równolegle do
tejże samej płaszczyzny, to wówczas każdy punkt układu porusza się równo-
legle do tejsamej płaszczyzny. Taki ruch nazwaliśmy (art. 21) r u c h e m
p o s u w i s t y m . Wyobraźmy sobie układ, który takiego ruchu dokonywa,
przecięty płaszczyzną kierującą (art. 21); wtedy punkty układu, leżące na
tej płaszczyźnie, utworzą pewną figurę, którą jako przekrój układu uważać
łnożemy. Podczas tego ruchu owa figura będzie się posuwała na swojej
płaszczyźnie, i nawzajem, jeżeli taki przekrój płaski układu niezmiennego
posuwa się na swojój płaszczyźnie, to ruch całego układu jest posuwisty.
Ruch posuwisty można także uważać jako kręcenie się około punktu, znajdu-
jącego się nieskończenie daleko w kierunku prostopadłym do płaszczyzny
kierującej (art. 21), a przeto ten ruch jest określony gieometrycznie, jeżeli
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znamy tory dwu punktów układu, posuwających się na płaszczyźnie kie-
rującej.

Niech M?, i in2 (fig. 24) oznaczają położenia dwu punktów, ruch wyzna-
czających, na płaszczyźnie kierującej w czasie t, a m\ i m\ niech będą odpo-
wiednimi położeniami tych punktów w czasie
t + dt. Wyprowadźmy ze środka a prostej
inim\ do niej prostopadłą i podobnie ze
środka (3 prostej mtm'a prostopadłą do tejże
prostej, a te dwie prostopadłe niech się prze-
cinają w punkcie O. Z równości trójkątów
OM«,M?2 i O«t'i»'2 wynika, że kąty }K]Om2

i m\Om't s§ sobie równe, wskutek czego kąt
««,Oi«', jest równy kątowi m2Om'2. Jeżeli
przeto z punktu O wyprowadzimy prostopa-
dłą do płaszczyzny i obrócimy układ około
tej prostśj o kąt dtf = mi0m'l = mi0in'i,
to przywiedziemy układ do położenia, które
on ma zająć po upływie czasu dt. Gdy dt
staje się nieskończenie małą, granicami pro-
stych m^m\ i maw

fa będą. styczne do odpowiednich torów punktów mx i ?»2,
a granicami prostopadłych a O i (30 będą normalne do tych torów w tychże
samych punktach; granicą więc punktu O będzie punkt przecięcia się tych
dwu normalnych. Mamy zatym następujące twierdzenia, jedno: ruch chwilo-
wy układu, poruszającego się. równolegle do płaszczyzny, może być wywołany
przez obrót około prostej, prostopadłej do tej płaszczymy; ta prosta jest os ią
chwilową o b r o t u tego układu; drugie: płaszczyzny normalne do torów,
które podczas rucliu posuwistego punkty układu jednocześnie opisują, przeci-
nają się podług osi chwilowej obrotu.

Jeżeli rozważamy ruch figury płaskiej na swojej płaszczyźnie, to punkt
O, w którym przecinają się normalne jednoczesne do torów dwu punktów, ruch
wyznaczających, nazywamy ś r o d k i e m c h w i l o w y m o b r o t u tej figury.
Obróciwszy figurę w jej płaszczyźnie około tego środka, wywołujemy jej ruch
chwilowy, przez dane warunki określony. Normalne do torów, Móre opisują
jednocześnie punkty figwry płaskiej, poruszającej się na swej płaszczyźnie, prze-
cinają sig w środku clitviloivym. Prędkość ruchu każdego punktu figury jest
proporcyjonalna tozględem odległości tego punktu od środka chwilowego. Z osta-
tniego twierdzenia wynika, że ruch posuwisty jest zupełnie określony pod
Względem przestrzeni i czasu, jeżeli znamy wielkość i kierunek prędkości
jednego punktu układu, oraz kierunek prędkości punktu drugiego.

Obierzmy płaszczyznę kierującą jako płaszczyznę wy, a z dowolnego
punktu stałego A tej płaszczyzny wyprowadźmy do niej prostopadle oś z.
Ponieważ rucli chwilowy układu jest obrotem około prostej, równoległej do
osi z, przeto spółrzędne S, II i N ruchu chwilowego będą ciągle równe zeru,
z czego wnosimy, podobnie jak w art. 48-ym, że układ niezmienny, poruszający
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się równolegle do płaszczyzny, ma swobodę ruchu rzędu 3-go. Ten ruch należy
więc, pod względem rzędu jego swobody, do ruchów tegoż samego rodzaju, co
kręcenie się około punktu.

52. Oś chwilowa jest jedyną, prostą w układzie, która w chwili uważa-
nej pozostaje w spoczynku. W każdej chwili znajduje się w układzie taka
prosta, która nieustannie zmienia miejsce swoje i w przestrzeni i w porusza*
jącym się układzie. Miejscem gieometrycznym osi chwilowych w przestrzeni
jest walec, którego tworzące są prostopadłe do płaszczyzny kierującej. Jeżeli
ślad tego walca na płaszczyźnie kierującej przyjmiemy jako jego podstawę, to
możemy wywołać ciągły ruch posuwisty układu, nieustannie obracając układ
około tworzącej tego walca, podczas gdy ta tworząca posuwa się równolegle
do siebie wzdłuż podstawy walca. Walec [O], którego tworzące są kolejno
chwilowymi osiami obrotu układu, nazywamy walcem c e n t r a l n y m
w p r z e s t r z e n i .

Oś chwilowa atoli zmienia jednocześnie położenie swoje względem ukła-
du, t. j . coraz inna prosta układu staje się kolejno jego osią chwilową. Miej-
scem gieometrycznym tych prostych o w układzie, które stają się jego osiami
chwilowymi, jest drugi walec [o], który zowiemy walcem c e n t r a l n y m
układu. Obadwa walce są do siebie styczne wzdłuż osi chwilowej. Jakoż,
skoro prosta O jest w czasie t osią chwilową, z którą razem się schodzi pro-
sta o w układzie, to sąsiednia tworząca o' walca [o] wskutek obrotu około O
razem się zejdzie z sąsiednią tworzącą O' walca [O], aby w następnej chwili
stać się osią obrotu. Obadwa więc walce mają spólne dwie sąsiednie tworzące
O i O', są przeto styczne wzdłuż prostej O, będącej właśnie osią chwilową.
A zatym ruch ciągły uldadu, poruszającego si§ równolegle do płaszczymy, może
być wyivołany pi-gen toczenie się walca centralnego ulcładu na walcu centralnym
w przestrzeni.

Jeżeli rozważać będziemy ruch ciągły figury płaskiej na płaszczyźnie, to
zamiast powyższych walców otrzymamy dwie linije krzywe na płaszczyźnie,
cechujące ruch tej figury. Miejscem gieometrycznym środków chwilowych na
płaszczyźnie (uważanej za nieruchomą), na której ruch zachodzi, będzie pewna
linija krzywa [O], którą nazywamy centrodyją, w płaszczyźnie figury;
a miejscem gieometrycznym tych punktów o posuwającej się figury, które stają
się kolejno jej środkami chwilowymi, będzie druga linija krzywa [o], którą
nazywamy centrodyją figury. Obie krzywe są do siebie w każdej chwili
styczne w tym punkcie, który jest właśnie środkiem chwilowym, a ruch ciągły
figury, poruszającej się na płaszczyźnie, może być imjioołany przez toczenie si§
centrodyi tej figury po centrodyi w płaszczyźnie figury. Prosta, łącząca do-
wolny punkt m figury z punktem styczności obu centrodyj, jest normalna do
toru (m) tego punktu w punkcie m,

Określenie gieometryczne ruchu posuwistego figury płaskiój przez tory
dwu punktów tej figury nie jest jedyne; można ten ruch także innymi sposo-
bami okrćślić. Mech będzie dana pewna prosta L tej figury, a na tej prostej
punkt «.; ruch figury będzie określony, jeżeli mieć będziemy pewną liniją
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krzywą (L), do której prosta L ma być wciąż styczna, tudzież tor (a) punktu a.
Jakoż, poprowadźmy w punkcie a normalną do toru (a), a w punkcie I, w któ-
rym prosta L jest styczna do linii (L), poprowadźmy normalną do krzywej (L);
punkt przecięcia się tych normalnych będzie widocznie środkiem chwilowym.
Niech będą dane dwie proste L, i L a tój figury, linija krzywa (Lj), do której
prosta L, ma być wciąż styczna, i krzywa (L2), do której L 2 ma być ciągle
styczną; wskutek tego ruch posuwisty figury będzie także określony. Zamiast
prostych L^ i L 2 mogą być dane dwie linije krzywe M| i M 2, mające być
styczne odpowiednio do krzywych (M,) "i (M?,), a przez to ruch figury będzie
określony.

53. ANALIZA RUCHU POSUWISTEGO. Możemy teoryją tego ruchu roz-
win.ąć także sposobem analitycznym. Używać będziemy spółrzędnych pro-
stokątnych.

Przez punkt A, obrany stale na płaszczyźnie kierującej, poprowadźmy
dwie nieruchome osi prostokątne Aa; i Ay, a w dowolnym punkcie M poru-
szającej się figury-(w punkcie ruch wyznaczającym) obierzmy na tej płaszczy-
źnie drugi układ osi spółrzędnych prostokątnych M4, MYJ, które poruszają
się razem z figurą. Jeżeli x0, y0 oznaczają spółrzędne punktu M względem
osi Ax, Ay, zaś «,, bt i a%, b2 oznaczają dostawy kierunkowe osi odpowie-
dnio M | , MYJ względem Aa; i Ay, to między spółrzędnymi zmiennymi x, y
dowolnego punktu względem tych osi, a spółrzędnymi stałymi 4, YJ tegoż sa-
mego punktu względem osi M4 i MYJ, zachodzą związki

(1)

przyczyni

x, = x0 + aii + a2-q, U = a, O — x0) + bt(y -^ y0),
V — Vo + hć + h'n, \t\ • = cti(x — xQ) + b2(y — yQ),

Oznaczając pochodne względem czasu zapomocą kresek u góry, kładąc;

(3) Q = axb\ +.a2V2 = — (dj?! + a'A),

i różniczkując równania (1) względem czasu, otrzymamy

(4) a ' = £ ' „ -

Kładąc zaś jeszcze

(5) A =

mieć będziemy
(6) x' =

Przy a?' = 0 i y' = G otrzymamy spółrzędne X o , Y o środka chwilowego,
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Wyraźmy z tych równań Ą i M przez Xo i Yo i wstawmy te wartości w ró-
wnania (6) otrzymamy

(8) 0 ' = _ S % - Y o ) , 0 ' = B ( 0 - X o ) .

2 ostatnich równań okazuje się (art. 24), że każdy punkt układu obraca się
około osi, przechodzącej przez punkt (Xo, y o ) i prostopadłej do płaszczyzny
kierującej, oraz że ii jest prędkością kątową tego obrotu. Wielkości A, M i &
przedstawiają spółrzędne obrotu chwilowego względem osi Aa?, Ay i prostej
Ąz, poprowadzonej przez punkt A prostopadle do płaszczyzny xy.

Oznaczmy przez £0 i Y]0 spółrzędne względem osi M£ i MTJ tego pun-
ktu na płaszczyźnie, który jest środkiem chwilowym. Z równań (1) i (7)
otrzymamy

(9) ś (bx' fl2/') '1 =

Gdy w równaniach (7) wyrazimy spółrzędne X o i Yo w funkcyi czasu
(z wiadomych ruchów dwu punktów ruch wyznaczających) i z tych równań
wyrugujemy czas, to otrzymamy F(X0, Yo) = 0, jako równanie centrodyi [O]
w płaszczyźnie kierującej. Jeżeli podobnie wyrazimy wielkości po prawych
stronach równań (9) jako funkcyje czasu i wyrugujemy z nich czas, to otrzy-
mamy równanie <l>(£0, VJ0) = 0 centrodyi [o] figury. Sprawdzenie tego, że
obie centrodyje są do siebie styczne w środku chwilowym, pozostawiamy czy-
telnikowi.

• 54. W celu obliczenia przyśpieszonia dowolnego punktu, obierzmy śro-
dek chwilowy o jako początek osi spółrzędnych, styczną spoiną do centrodyj [O]
i [o] w kierunku od środka chwilowego O do środka sąsiedniego O1, jako oś %,
a normalną spoiną do tych krzywych, braną w takim kierunku, żeby oś x po
obrocie o kąt prosty około punktu O w kierunku prędkości Q zajęła położe-
nie tej normalnej, obierzmy jako oś y. Wtedy z równań (4) art. 44-go otrzy-
mamy następujące składowe x' i y' prędkości punktu (x, y) w kierunkach
powyższych osi:

(1) x'= -$>/, y'=Qx.

W równaniach (5) art. 44-go cl8 oznacza najkrótszą odległość dwu są-
siednich osi chwilowych; w naszym więc przypadku dd przedstawia długość
elementu 00 ' centrodyi [O]. Jeżeli długość tego elementu oznaczymy tu

przez da, i nazwiemy V = -jr, to możemy z przytoczonych równań otrzy*

mać składowe przyśpieszenia punktu (x, y), kładąc Y zamiast -%? i biorąc
Cv tt

odpowiednio do warunków ruchu posuwistego, -=- = O, g" = 0. Tym sposo-

bem otrzymamy składowe przyśpieszenia,

(2) * " = — Q*x — Q'y, p"=Q's6 — &y — Y&.
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Kładąc a)"= O i y"z£ O, otrzymamy na płaszczyźnie kierującej pewien punkt,
którego przyśpieszenie w chwili uważanej jest równe zeru, który zatym pod-
czas dwu elementów czasu, po sobie następujących, posuwa się, na tej płasz-
czyźnie z tąż samą. prędkością. Ten punkt nazywamy ś r o d k i e m przy-
ś p i e s z e n i a . Oznaczywszy jego spółrzędne w tymże układzie przez X( i Y u

otrzymamy z równań (2), kładąc x"=i 0 i y" = Q,

Poprowadźmy przez środek przyśpieszenia osi nowego układu spółrzędnych,
równoległe do poprzednich, i oznaczmy przez a?, i «/, spółrzędne punktu (x, y)
w tym TiklacTzie; wówczas a! = X 1 + a?1, y = Y, + 2/i- Podstawiwszy te war-
tości w równaniu (2), otrzymamy inne wyrażenia x{", y" składowych przy*
śpieszenia uważanego punktu*,

Kwadrat zatym przyśpieszenia Y tego punktu będzie

(5) t — *i"2 f 2/i"2 = (& + S'2) (a,2 + 2/,2) = (fił + ^'2) 8,2,
gdzie §i oznacza odległość tego punktu od środka przyśpieszenia. Z tego
równania okazuje się, że miejscem gieometrycznym punktów, posiadających
w pewnej chwili toż samo (co do wielkości, a nie co do kierunku) przyśpieszę-^
nie, jest koło, którego środkiem jest środek przyśpieszenia. Przyśpieszenie
każdego punktu jest proporcyjonalne ivff[/l§dem odległości tego punJetu od środlcą
przyśpieszenia.

Jeżeli przypuścimy, że punkt (#,, y^ obraca się chwilowo około środka
przyśpieszenia z takąż samą prędkością kątową fi, z jaką obraca się, rzeczy-
wiście około środka chwilowego, to składowe i,', y,' jego prędkości wskutek
tego obrotu byłyby, według (1),

(6) £ , ' = — Qy„ yl'=zQxl,

Niech punkt obraca się także w następnym elemencie czasu około środka
przyśpieszenia z takąż samą prędkością kątową Q~\-9Jdt, z jaką obraca się
rzeczywiście około środka chwilowego, temu elementowi czasu odpowiedniego;
składowe jego przyśpieszenia x" i y" otrzymamy, różniczkując równania (6)
względem czasu. Będzie więc:

O yl"=Qxl' + Q'xl — Q'xi~Q%.

Otrzymujemy zatym 5,":=:a;/', yl":=yl". To wyraża następujące twierdze-
nie : Jcażdy punkt otrzymuje takie przyśpieszenie, jak gdyby podczas dwu elemen-
tów czemu obracał sig około środka przyśpieszenia s taUmiś samymi prędkościa-
mi kątowymi, s jakimi ohraca sig około środków chwilowych, tym elementom
czasu odpowiednich
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Jeżeli przez T oznaczymy przyśpieszenie punktu, brane w kierunku pro-
mienia S, ku środkowi przyśpieszenia, a przez I\ oznaczymy przyśpieszenie
tego punktu, brane w kierunku prostopadłym do dl} to powyższe równania
dają.

(8) r=—*£w,, r,=flr8,.
mniej w pierwszym równaniu oznacza, że składowa V jest skierowana

ku środkowi przyśpieszenia. Jeżeli przez (Y, §I) oznaczymy kąt, który przy-
śpieszenie f tworzy z prosta, 8], braną od środka przyśpieszenia ku punktowi
uważanemu, to

) = = ^

co oznacza, że przyśpieszenie każdego punktu tworzy kąt stały s promieniem,
tyczącym ten punkt &e środkiem przyśpieszenia. Ponieważ, według (3),

(10) Y,'

przeto widzimy, źe ów kąt równa się kątowi, który prosta, łącząca środek
chwilowy ze środkiem przyśpieszenia, tworzy z normalną spoiną do centrodyj
[O] i [o] w środku chwilowym, braną, w kierunku ujemnych y-ów. Otrzymu-
jemy zatym kierunek przyśpieszenia każdego punktu podobnym sposobem za
pośrednictwem środka przyśpieszeń, jak prędkość za pośrednictwem środka
chwilowego.

55. WYKREŚLENIE ŚRODKA KRZYWIZNY. Niech krzywa [O] (fig. 25)
będzie centrodyj a, w płaszczyźnie, a krzywa [o] centrodyją figury, poruszającej

się na tej płaszczyźnie; obie krzy-
we są do siebie styczne w środku
chwilowym O. Obierzmy w figu-
rze punkt dowolny m; prosta «»O
jest normalną do toru (m) tego
punktu w punkcie m. Jeżeli O'
oznacza sąsiedni środek chwilowy,
a m! sąsiednie położenie punktu
m, to prosta m'O' jest normalna
do (m) w punkcie ml, a przeto
punkt [x, w którym przecinają się
proste mO i m'Q', jest środkiem
krzywizny toru (m) w punkcie m.
Punkt m przyjmie położenie m',
wskutek obrotu chwilowego około
punktu O o kąt nieskończenie
mały df = mOm', a ponieważ,
wskutek tego obrotu, punkt o',
nieskończenie bliski punktowi^ O
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na centrodyi figury, zejdzie się razem z punktom O', przeto kąt obrotu tZcp
około środka chwilowego O jest równy kątowi, który styczna do centrodyi
figury w punkcie o' tworzy ze styczny do centrodyi w płaszczyźnie w punkcie
O'. Niech S będzie środkiem krzywizny centrodyi [O] w punkcie O, a s środ-
kiem krzywizny centrodyi [o] w tymże samym punkcie, a zatym s S normalną
spoiną do tych krzywych w punkcie O; wtedy kąt o'sO będzie kątem, który
styczna do [o] w punkcie o' tworzy ze styczną spoiną do centrodyj w pun-
kcie O, a O'SO kątem, który styczna do [O] w O' tworzy z tąż samą styczną
spoiną. Jeżeli więc centrodyj o są do siebie styczne zewnętrznie w O, to kąt
tZ(p = o'sO + 0'SO. Gdy oznaczymy przez da długość elementu OO' = O o'
centrodyi, przez B i r promienie krzywizny centrodyj odpowiednio. [O] i [o]
w punkcie O, to

(1) d ł

Oznaczmy przez ds długość elementu nim' toru (tu), a przez § odległość Om
punktu ni od środka chwilowego; wówczas

(2) ds = 8-.dy=i&(Jjr+ — )

Zakreślmy ze środka krzywizny [i promieniem p,0 łuk, który normalną m'\>.
przecina w punkcie p, i oznaczmy przez Aif kąt krzywizny ni[i.m' toru (ni),
a przez p promień krzywizny tego toru w punkcie ni; otrzymamy Op =
= (p — 8) . di). Trójkąt nieskończenie mały Q'Qp jest prostokątny przy p,
a kąt Q'Qp jest równy kątowi a, który normalna mO tworzy z normalną sS
do obudwu centrodyj; mamy więc z tego trójkąta Op = dc , cosa, a zatym

(3) da. cosa = (p — 5)rZ<|>.
A ponieważ ds = p . dfy, przeto, według (2) i (3),

= P C 0 8 a ,
p — o

któreto równanie możemy tak napisać:

,., 1 . 1 (1 . 1 \

(4) _ + _ = ^ _ + _ _ j c o s « .
To równanie pozwala obliczyć promień krzywizny p i wyznaczyć środek krzy-
wizny [L toru dowolnego punktu posuwającej się figury.

56. Według ostatniego wzoru można środek krzywizny wyznaczyć za-
pomocą wykreślenia linijowego, a to na podstawie pewnej własności prostej,
przecinającej ramiona kąta, którąto własność naprzód udowodnimy. Niech
będzie dany kąt AvB (fig. 26) i między jego ramionami dowolnie obrany
punkt O; przez ten punkt prowadzimy w dowolnym kierunku poprzeczną ab,
która tworzy z prostą v O kąt a', a z prostopadłą AB do v O kąt a. Spuśćmy
z punktów a ib prostopadłe aa' i bb' na vO i oznaczmy odpowiednio prze?,
a, i a2 kąty avO i ?>vO. Mamy tu
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t a n g a i aa bb'-r, tangaa^-^r

-aa'. cotgWi^: vO + Oar, bb'. cotga2 = vO —O5'.

Z figury wynika, że

Oa' = aa'. cotga', Ob' = bb'. cotga', a zatym
1 _ cotgaj—•cotga' ] _ cotga2-|-cotga'

aa vO
1 cotgaj + cotg«2

W~ ~vO
Ponieważ strona prawa ostatniego równania jest stała dla wszystkich po-

przecznych, przechodzących przez punkt O,
przeto strona lewa jest wielkością stałą. Po-
nieważ a a' = O a . sin a', b V = O b . sin a',
przeto

A więc, gdy poprowadzimy przez punkt O
poprzeczną AB prostopadle do vO, to

1 i-
OB' c z y i l

pp
( 1 1 \ 1 1
V0^ t-Ob) • "sSY — OA

Fig. 26.
OA"1"OB~VO«+ 0&/1 cosa

Grdyby punkt O znajdował się zewnątrz danego kąta, należałoby w obudwu
stronach tego równania zamiast sum brać różnice odwrotności odcinków odpo-
wiednich.

Porównywając wzór ostatni z równaniem (4) artykułu poprzedzającego,
dostrzeżemy, że środek krzywizny |), można tak wyznaczyć. Wyprowadźmy
z punktu O (fig. 25) prostopadłą Ov do normalnej mO, i szukajmy punktu v,
w którym ta prostopadła przecina prostą ms, łączącą punkt m ze środkiem
krzywizny s centrodyi figury; połączmy następnie prostą punkt v ze środkiem
krzywizny S centrodyi w płaszczyźnie. Ta prosta vS przetnie normalną « O
w środku krzywizny JŁ toru (m) w punkcie ni. Jakoż proste »JIŁ i sS odpo-
wiadają powyższym poprzecznym, przecinają bowiem ramiona kąta mvS,
przechodząc obie przez punkt O, a z nich prosta m\h jest prostopadła do vO.
Stosuje się więc do tych prostych tylkoco wyprowadzony wzór, wyznaczający,
według związku (4) art. 55-go, środek krzywizny. Powyższe wykreślenie podał
L. Euler, a wznowił je Savary. — W równanie (4) art, 55-go, wprowadźmy,
dla krótkości,

_L JL JL
- K ~ E + r '

wskutek tego owo równanie możemy tak pisać:
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(1)
1
8 — § K.cosa'

Przyjmując w tym równaniu p = co, będziemy mogli na prostej mO wyzna-
czyć ten punkt, który jest punktem przegięcia swego toru. Między odległo-
ścią, A tego punktu osobliwego od środka chwilowego, a nachyleniem a te
prostej względem prostej sS, zachodzi, według (1), związek

(2) cosa
K'

Obierzmy punkt O (fig. 27) jako początek układu osi spółrzędnych; niech
styczna do centrodyi w kierunku toczenia się
centrodyi [o] będzie osią Ox, a normalna
spoina do obudwu krzywych w kierunku Os

• r\ -ni-, n COS a X

osią Oy. Wtedy —£- = x,2 + yi>
 a

y

miejsce gieometryczne punktów, które w chwili
uważanej są punktami przegięcia swych to-
rów, według (2), przedstawia równanie

(3)

KJest więc ono kołem o promieniu — , a sty-

cznym do obudwu centrodyj w środku chwi-
lowym. Punkt P, w którym normalna sS Fig, 27.
to koło przecina, znajduje się na tej normal-
nej po stronie środka krzywizny s centrodyi figury. To koło nazywamy
k o ł e m p r z e g i ę c i a figury, a punkt P nazywamy b i e g u n e m p r z y ś p i e -
s z e n i a . Punkty na kole przegięcia nie mają przyśpieszenia normalnego,
a prosta » P , łącząca dowolny punkt m na tym kole z biegunem przyśpiesze-
nia, wyznacza kierunek chwilowego ruchu tego punktu. .Równaniu (1) może-
my nadać jeszcze postać

v J 8 p — S A

Obierzmy następnie na prostej O m (fig. 27) dowolny punkt n w odległości 5
od środka chwilowego i oznaczmy przez 7,, przyśpieszenie normalne tego pun-
ktu; ponieważ Q oznacza prędkość kątową obrotu około środka chwilowego,

A gdy, według (4), S2 = p(S — A), zatymprzeto Y» =

(5) T» = fl2(8-A)»

co wyraża następujące twierdzenie: pruyśpies^mie normalne Jcażdego punktu
jest proporcyjonalne iv#gl§dem jego odległości od tego punMu, iv Ictórym normalna
do jego toru yrgecina Icofa p-gegięcia.
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57. RUCH LINII PEOSTEJ NA PŁASZCZYŹNIE. Jeżeli L jest dowolną, pro-
stą, figury, poruszającej się na płaszczyźnie, to promienie, łączące punkty tej
prostej ze środkiem chwilowym O, przedstawiają pęk normalnych do torów,
które te punkty jednocześnie opisują. Niech L' będzie nieskończenie bliskim
(sąsiednim) położeniem prostej L; promienie, łączące sąsiednie położenia tych
samych punktów na prostej L' z sąsiednim środkiem chwilowym O1, stanowią
także pęk jednoczesnych normalnych do torów tychże punktów. Ponieważ
obadwa pęki normalnych są jednokreślne, a punkt, w którym przecinają się
dwie sąsiednie normalne do toru tegoż samego punktu, jest środkiem krzywi-
zny tego toru, przeto mamy twierdzenie: środki krgyioizny torów, które punkty
•poruszającej sie prostej jednocześnie opisują, tworgą Icrsywą rzędu 2-go. Ta
krzywa przechodzi przez dwa sąsiednie środki chwilow.e jako wierzchołki dwu
pęków jednokreślnych; jest ona zatym styczna do obudwu ceutrodyj w odpo-
wiednim środku chwilowym. Ponieważ punkty, w których prosta L przecina
koło przegięcia, opisują tory, których promienie krzywizny AV tych punktach
są nieskończenie wielkie, przeto krzywa środków krzywizny będzie elipsą, hi-
perbolą, lub parabola, stosownie do tego, czy prosta L przechodzi mimo koła
przegięcia, czy przecina je, czyteż jest styczna do niego. Jeżeli prosta jest
styczna do koła przegięcia, to promień, łączący punkt styczności ze środkiem
chwilowym, będzie równoległy do osi paraboli; jeżeli ta prosta przecina koło
przegięcia, to promienie, łączące punkty przecięcia ze środkiem chwilowym,
będą równoległe do assymptót hiperboli. Dla każdej prostej, przechodzącej
przez środek koła przegięcia, krzywa środków krzywizny będzie hiperbolą
równoboczną.

Jeżeli L jest prostą w nieskończoności płaszczyzny figury, to otrzymamy
pęk normalnych o wierzchołku O', przesuwając pęk normalnych o wierzchołku
0 w kierunku 0 0 ' aż do punktu Or i obracając go w tym położeniu o nieskoń-
czenie mały kąt obrotu figury. Obadwa pęki normalnych będą więc przysta-
jące, z czego wynika, źe odpowiednia krzywa środków krzywizny będzie kołem,
stycznym do obudwu centrodyj w środku chwilowjTn.

Łącząc każdy punkt m dowolnej prostej L ze środkiem chwilowym O
1 wystawiając w punkcie m prostopadłą do promienia w O, otrzymamy styczną
do toru tego punktu; łącząc zaś punkt m ze środkiem przyśpieszenia O! i pro-
wadząc przez m drugą prostą, która z promieniem mO, tworzy takiż sam kąt,
jaki prosta OO t tworzy z normalną spoiną do obudwu centrodyj, otrzymamy
kierunek przyśpieszenia punktu ni (art. 53). Ponieważ obwiednią jednego
ramienia kąta stałego, którego wierzchołek porusza się po linii prostej, a któ-
rego drugie ramię przechodzi przez punkt stały, jest parabola (twierdzenie
Maclaurin'a), przeto mamy twierdzenie: obwiednią stycznych do torów wszy-
stkich punktów poruszającej si§ linii prostej jest parabola, której ogniskiem jest
środeJc chwilowy; a obwiednią prostych, wskazujących kierunki przyśpieszenia
wszystkich punktóiv poruszającej si§ linii prostej, jest także parabola, której
ogniskiem jest środek przyśpieszenia.
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PRZYKŁADY I ĆWICZENIA.

(1). S t a w H o o k ' a składa się z krzyża prostokątnego i równoramiennego,
którego ramiona A ^ , (fig. 28) i A2B2 są osadzone w dwu kabląkach, stale z osiami
O, i 0 2 połączonych. Osi przecinają się .
w środku krzyża M. Jeżeli oś O| obraca się,
to ramię krzyża A(B, obraca się na płaszczy-
źnie, przechodzącej przez M prostopadle do
O,, wprawiając ramię A2B2 w obrót na pła-
szczyźnie, przechodzącej przez M prostopadle
do 0 2 , Avskutek czego przenosi się obrót na
oś 0 2 . Oś O, nazywamy osią pędzącą, zaś O2

osią pędzoną. Ponieważ każda oś jest stale
osadzona w panewce, przeto płaszczyzny obro- Fig. 28.
tu ramion A,B, i A2B2 tworzą pewien kąt
stały 8. Staw kręci się około punktu M, a mamy wyznaczyć stosunek prędkości
kątowych co-,, co2, z którymi obracają się odpowiednio obie osi. Obierzmy prostą,
podług której przecinają się płaszczyzny obrotu
ramion (fig. 29), jako oś i-ów, punkt M jako po-
czątek, płaszczyznę obrotu ramienia A,B, jako
płaszczyznę M I J , a oś O, jako oś s-ów. Licząc 0,
odpowiednie kąty obrotu tpt i <p2 osi 0 t i 0 2 od
osi x, mamy

1 dt ' a dt

Ponieważ kąt A,MA2 jest prosty, przeto z trój-
kąta sferycznego A,A2C wynika

oos<p(. coscpij-l-siiKp, sintp2cos8 = 0 , czyli
tangtf,. tang(f2 . cos 8 = — 1.

Różniczkując to równanie względem czasu i rugując 6, otrzymamy

df2 w 2 _ sin«p2 coscpa _ sin2<p2

dfi o)| sintp, costp,

Fig. 29.

sin2<p,"

Z równania zaś poprzedzającego otrzymamy"

cos 8 . tfftp.
cos cp4 = ,

Y\ + cos28 . tang^tp,
rugując przeto kąt (fS) mieć będziemy

s m (P» :

cos 8

J/ l +cos 28 . tang^tp,

to, 1 — sin'z(p[ . s in 2 8
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Z tego równania okazuje się, że gdy oś pędząca obraca się jednostajnie, to obrót osi
pędzonej będzie niejednostajny. Dla <pj = 0 lub TC otrzymamy min. toa = to, cos0;

zaś dla cp, = — lub - — będzie max. co2 s = — L - . Między więc tymi dwoma
2i 2 cos o

krańcami zmienia się prędkość kątowa obrotu osi pędzonej.
Osią, chwilową obrotu tego mechanizmu jest prosta, podług której płaszczyzna,

przechodząca przez ramię MA, prostopadle do płaszczyzny obrotu tego ramienia,
przecina płaszczyznę, przechodzącą przez ramię MA2 prostopadle do jego płaszczyzny
obrotu. Osi chwilowe utworzą stożek centralny [O]. Niech P, i P 2 oznaczają od-
powiednio powyższe dwie płaszczyzny, przecinające się podług osi chwilowej; równa-
nia tych płaszczyzn są

IP, = a; sin cp, — y cos cp, = " 0,

( P 2 3 — x sincp2 + y coscp2 cos9 -j- z coscp2 sin 6 = 0.

Wyrażając coscp2 i sincpa przez cos<pi i sincp,, i podstawiając te wyrażenia w 2-gim
równaniu, otrzymamy

P, = x sincp, — y cos cp, = 0,

P 2 = x cos cp, -|- (y cos 8 Ą-z sin 8) cos 6 sin cp, — 0,

jako równania osi chwilowej. Rugując z tych równań kąt cp,, otrzymamy równania
stożka centralnego w przestrzeni,

Ten więc stożek jest rzędu 2-go, a obie osi O, i O2 są jego tworzącymi. Płaszczyzna,
przechodząca przez ramiona MA, i MA2, jest styczna podczas ruchu do stożka
rzędu 2-go

(z2 + ?/2) sin 2 8 — (y sin 8 — 2 z . cos 8)2 = 0.

Wj^znaczenie stożka centralnego w układzie i obliczenie prędkości kątowej obrotu
chwilowego pozostawiamy czytelnikowi.

(2). Punkty ruch wyznaczające a i h (fig. 30) posuwają, się odpowiednio po
dwu prostych (a) i (b), przecinających się w punkcie S i tworzących z sobą kąt cp:
wyznaczyć przebieg ruchu posuwistego.

Prostopadłe aO ibO do (a) i (b) przecinają się w środku chwilowym O. Jeżeli

kąt oSO oznaczymy przez a , to z trójkąta SOn mamy SO = - ? — , a z trójkąta alO
O 7

wynika aO : ab = " sina : sincp, a więc -, = -: = SO. A zatyni odległość środ-
T sina smcp

ka chwilowego od S jest stała, centrodyją więc w płaszczyźnie będzie koło [O], zakre-
ślone z punktu S jako środka promieniom S0. Czworobok SaOft jest wpisany
w koło, a opisane na tym czworoboku koło jest centrodyją figury [oj. Jakoż widzi-
my, że jeżeli koło [oj toczy się wewnątrz koła [0], to punkty ruch wyznaczające 2̂ 0-
suwają się nieustannie po swych prostych kierownicach, jak tego zadanie wymaga.
Ruch zatym powyższy otrzymujemy przez toczenie się koła [o] wewnątrz 2-go koła
o podwójnym promieniu. Wiadomo, że punkt dowolny, stale z kołem [0] połączony.
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opisuje w tym przypadku elipsę jako szczególny przypadek hipocyklojdy; punkty
prostej ab opisują elipsy, których środkiem spólnym jest punkt S, a dla których

(1)

W

Kg. 30,

prosto (a) i (b) są, dwiema średnicami sprzężonymi. Z tego powodu ruch powyższy
nazywamy często r u c h e m e 1 i p t y c z n o - li i p o c y k 1 o j d a 1 n y m. Ponieważ pun-
kty aib opisują tory o krzywiźnie równej zeru, przeto koło [o] jest zarazem w ka-
żdym położeniu kołem przegięcia, a punkt S biegunem przyśpieszenia. Każdy przeto
punkt tego koła opisuje liniją prostą, a ponieważ kierunek jego ruchu przechodzi cią-
gle przez punkt S, przeto każdy punkt toczącego się koła opisuje średnicę koła nieru-
chomego [0]. Torami zatym punktów posuwającej się figury są: proste dla punktów
na kole [O], a elipsy dla wszystkich innych punktów.

Obrawszy na ab dowolny punkt m, możemy wyznaczyć osi elipsy (m). Jakoż
prosta sm, łącząca m ze środkiem s koła [o], przecina to koło w dwu punktach^ i 5,
opisujących proste (p) i (qj> prostopadłe do siebie. Ponieważ punkt m pozostaje
ciągle na prostej pq, przeto elipsa (m) może być utworzona przez posuwanie punktów
p i q po prostych (p) i (q); a wiadomo z gieometryi, że punkt na odcinku prostej,
posuwanym po dwu linijach prostych, do siebie prostopadłych, opisuje elipsę (m),
której osi są na tych dwu prostych. A zatym proste (p) i (q) są osiami elipsy fm),
a odcinki mp i mq wyznaczają połowy długości tych osi.

Prosta mO jest normalna do elipsy (m) w punkcie m; a ponieważ s i S są środ-
kami krzywizny obudwu centrodyj, przeto możemy wyznaczyć środek krzywizny [j.
tej elipsy zapomocą wykreślenia Euler'a. Obwiednią jirostej ab jest pewna linija
krzywa; prostopadła OA do ab z punktu 0 przecina tę obwiednią w punkcie A,
w którym ta prosta jest styczna do swej obwiedni. Jeżeli punkt o posuwa się je-
dnostajnie, to on będzie środkiem przyśpieszenia; możemy więc łatwo wyznaczyć
przyśpieszenie każdego punktu.

(3). Wiadomo z art. 52-go, że ruch posuwisty jest określony, gdy dla pewnej
prostej L dana jest krzywa (L), do której ta prosta ma być wciąż styczna, tudzież
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tor (a) jednego punktu a tejże prostej. Zamiast krzywej (L) może być dany punkt /,
prze!! który prosta L ma ciągle przechodzić, tudzież tor (a) punktu a tćj prostej.
Jeżeli wtedy wyprowadzimy z punktu I prostopadłą do L, a przez punkt a popro-
wadzimy normalną do toru (a), to ta normalna przetnie jjowyższą j^rostopadłą
w środku chwilowym 0. Dowolny punkt m prostej L opisze w tym przypadku liniją
krzywą, którą nazywamy wogólności konchojdą, czyli lininiją muszlową, a z tego
powodu nazywamy ruch posuwisty, podanym sposobem określony, r u c h e m k o n -
c h o j d a l n y m . Jeżeli (a) jest liniją prostą, to natenczas punkty prostej L opisują
muszle Nikomedesa. Zbadamy bliżej ten ostatni przypadek.

Obierzmy prosta, (a) (fig. 31), którą zowiemy j^odstawą muszli, jako oś x;
a prostopadłą do niej z punktu stałego I jako oś y. Poruszająca się prosta L niech

będzie osią 7). punkt a początkiem, a prosta a | ,
prostopadła do L , osią | ; prosta L tworzy z kie-
runkiem ujemnych x kąt zmienny tp. Wypro-
wadźmy z punktu a prostopadłą do (oj, a z pun-
ktu I prostopadłą do L; te dwie prostopadłe
przecinają się w środku chwilowym O, którego
spółrzgdnymi są: ainziAa, J/ = B O . Oznaczmy
przez 8 odległość punktu i od podstawy (a)\
z figury mamy

g-s&.ootgcp, y• = 3 - r j - j

Fig. 81.

tu)

rugując przeto kąt tp, otrzymamy równanie cen-
trodyi w płaszczyźnie, a 2 — 8(y — S) = 0. Ta

więc centrodyja jest parabolą, której wierzchołkiem jest punkt /, a osią prosta Aż;
jest ona zwrócona do podstawy stroną wypukłą. Oznaczmy przez i i 7] spółrzędne
punktu O względem osi 6a 7], posuwających się razem z figurą. Mamy tu

. Scostp . §
c = y . cos <p = : —:—— - , '(\ r = y . Bili tp

i-ugując przeto kąt <p z tych dwu równań, otrzymamy

snitp

juko równanie cfintrodyi [o] figury. Ta przeto controdyja jest krzywą rzędu 4-go;
tocząc ją po stronie wypukłej paraboli [O], wywołujemy ruch konchojdalny.

Między spółrzędnymi (4,7)) a spólrzgdnymi (x, y) togoż samego punktu mamy
następujące związki

x = § cotgtp -j- | sintp — Yj costp, y = 4 cosę + 7] sin tp.

Rugując z tych dwu równań kąt tp, otrzymamy równanie toru dowolnego punktu (£, 7j)
posuwającej się figury. Jeżeli obierzemy punkt m na prostej L w odległości r od
punktu o, to dla tego punktu będzie £ — 0, 7) = r, a zatym i = 5 cotg (p •— r cos tp,
?/=:rBintp, a rugując kąt tp, mieć będziemy równanie muszli fm),

«V+&'-t l).(8 —y)« = 0.
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Koło, przechodzące przez środek chwilowy, przez punkt a i przez punkt, w którym
normalna do paraboli [O], wyprowadzona z O, przecina podstawę (a), jest kołem
jjrzegiccia.

(4). Okazać, że miejscem gieometrycznym punktów kręcącego Bię układu,
których przyśpieszenie styczne jest równe zeru, jest stożek rzędu 2-go, którego
płaszczyzny przekrojów kołowych są prostopadłe do osi chwilowej.

(5). Jeżeli stożek obrotowy, którego wierzchołek jest nieruchomy, toczy się
na płaszczyźnie, to każdy punkt, stale połączony z tym stożkiem, opisuje cyklojdg
sferyczną. Podać równania różniczkowe tej krzywej.

(6). Obliczyć promień krzywizny toru dowolnego punktu kręcącego się układu
i okazać, że miejscem gieometrycznym punktów, dla których promienie krzywizny
odpowiednich torów są równoległe do osi chwilowej, jest pewien stożek rzędu 2-go.

(7) Jeden punkt a posuwającej sig figury opisuje liniją prostą, a drugi punkt h
opisuje koło, którego środek leży na tej prostej: wyznaczyć centrodyje ruchu, obliczyć
stosunek prędkości obti punktów ruch wyznaczających i okazać, że jeżeli punkt a
posuwa się jednostajnie z prędkością v (między pewnymi krańcami), to prędkość śre-

2
dnia punktu b wynosi — v.

1 7t

(8). Punkty, ruch wyznaczające, a i 5, opisują koła odpowiednio (a) i (b)
0 równych promieniach i przecinające się pod kątami prostymi: wyznaczyć tor środka
prostej ab (ruch lemniskojdalny).

(9). Dwa boki posuwającego się trójkąta są odpowiednio styczne do dwu da-
nych kół: wyznaczyć centrodyje, tor wierzchołka, w którym te dwa boki się przeci-
nają, tudzież obwiednią 3-go boku trójkąta.

(10). Dowieść bezpośrednio istnienia koła, o którym jest mowa w art. D7-ym,
czyli tak zwanego k o ł a g r a n i c z n e g o , uważając je jako miejsco gieometryczne
środków krzywizny tych torów, jakie opisują nieskończenie dalekie punkty posuwa-
jącej się figury, i okazać, że to koło ma ten sam promień, co koło przegięcia,
1 leży po innej, niż to koło, stronie spólnej stycznej do obudwu centrodyj.

(11). Okazać na podstawie równania (4) art. 54-go, że, jeżeli parabola toczy
się po linii prostej, ognisko paraboli opisuje liniją łańcuchową.

(12). Zbadać analitycznie ruch eliptyczno-hipocyklojdalny i wyznaczyć równa-
nie obwiedni prostej ab, łączącej oba punkty, ruch wyznaczające.

(13). Jeden punkt a układu porusza się jednostajnie po prostej (a), a układ
obraca się jednostajnie około osi, przez a przechodzącej, i:>rostopaclłej do (a) i posu-
wającej się równolegle do siebie: wyznaczyć centrodyje ruchu.

(14). Jeden punkt układu spada pionowo bez prędkości początkowej, a układ
obraca się jednostajnie około osi poziomej, przez ten punkt przechodzącej: okazać, że
centrodyj a [0] jest parabola, a centrodyj a [o] spiralną Archimedesa.

(15). Okazać, że, jeżeli krzywa rzędu 2-go toczy się po jakiejkolwiek krzywej
płaskiej, to miejscem gieometrycznym środków krzywizny torów, które punkty toczą-
cej się krzywej opisują jednocześnie, jest pewna krzywa rzędu 2-go, styczna jedno-
cześnie do obudwu danych krzywych w środku chwilowym.

(16). Środkiem przyśpieszenia rzędu n-go przy ruchu posuwistym nazywamy

Bibl. mnt.-fiz., S. IV, T. X. 9
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taki punkt, którego przyśpieszenie rzędu n-go jdst równe zeru. Wyznaczyć ten 'śro-
dek przy dowolnym n i okazać, że składowe przyśpieszenia rzędu n-go każdego pun-
ktu, który nie jest środkiem przyśpieszenia tego rzędu, wyrażają się jako funkcyje
linijowe spółrzędnych tego punktu.

(17). Dowieść, że środek chwilowy jest jedynym punktem rzeczywistym posu-
wającej się figury, który jest punktem zwrotu (promień krzywizny == Ó) swego toru.

(18). Dowieść następującego twierdzenia: jeżeli ml i m2 są dwoma punktami
posuwającej się figury, a JL, i [*,2 odpowiednio środkami krzywizny ich torów; jeżeli
M[ i M2 oznaczają punkty, w których normalne odpowiednio Om^ i 0»n2 przecinają
koło graniczne, a prosta J7!1OT2 przecina prostą mjig w punkcie n, natenczas prosta On
jest równoległa do prostej M,M2. Zastosować to twierdzenie do wyznaczenia środka
krzywizny muszli Nikomedesa w zadaniu (3), znając koło graniczne i środek krzywi-
zny toru jednego punktu figury.

(19). Dowieść następującego twierdzenia: gdy centrodyja [o] toczy się po
pewnej krzywej [O'], a przytym punkt m centrodyi [o] opisuje liniją (m), gdy połą-
czymy sztywnie krzywą (m) z krzywą [O1], i toczyć będziemy [O1] po pewnej krzywej
[0], to krzywa (m) podczas tego ruchu będzie styczna do tej samej krzywej, do któ-
rejby była styczna, gdybyśmy centrodyja [o] toczyli po krzywej [O].


