ROZDZIAL 1V.
RUCHY SZCZEGOLNE UKEADOW NIEZMIENNYCH.

48. Krpoenie st okoro PUNETU. Okrélilismy (art. 21) krecenie sig
ukladu okolo punktu jako taki ruch ukladu, podezas ktérego jeden punkt tego
ukladu, zwany §rodkiem krecenia sie, pozostaje w spoczynku. Jezeli
na fig. 19-t6j art. 88-go punkt my, jest §rodkiem krecenia sig, to kazdy
z pozostalych dwu punktow, m, i mry, bedzie sig moégl poruszaé tylko na
powierzehni kuli, zakréslonéj z punktu m,, jako frodka, promieniem odpo-
wiednio m,my lub mym,. JeZeli wige trojkat m,p, pq jest nieskoriczenie bliskim
polozeniem tréjkata m,momy, to z dowodzenia, podanego w art. 38-ym, wynika,
%e obrét chwilowy okolo osi O, przywodzi uklad z poloZenia, jakie on zajmuje
w czasie £, do polozenia nieskoficzenie bliskiego, odpowiadajgcego czasowi
t+4dt. Mamy przeto twierdzenie: ruch chawilowy ulkladu niezmicnnego, kre-
eaeego sig okolo punktu, jest obrotem okolo pewnéj osi, przechodeqedj przez Srodel
Trgeenia sig, ktére mozemy takze tak wyslowié: jezelt w whkiadzie enajduje si¢
jeden punkt w spocaynku, to w kaidéj chwili enajduje sie w tym ukladzie pewna
prosta w spoczynkw, kitdra przechodzi preez 6w punkt.

7 tego twierdzenia wynika, Ze pluszezyiny normalne do toréw, kidre
punkty krecqeego sig ukladu jednoczeSnie opisujq, przecinaje sig podiug osi
chwilowéj obrotu.

Obierzmy érodek krecenia sig za sp6lny poczatek dwu ukladéw spélrze-
dnych 2, ¥, # 1 &, 9, &, z ktérych piérwszy nicch bedzie w przestrzeni nie-
ruchomy, a drugi niech sig kreei wraz z poruszajgcym sig ukladem niezmien-
nym. Wtedy, stosownie do znakowania art. 43-go, bedzie X =0, Y =0,
Z=0; X'=0, YY=0, Z'=0, z czego wynika, %6 A =0, M=0, N=0.
Spolrzgdne ruchu postgpowego sg réwne zeru, a pozostajg tylko spélrzgdne
E, I, Z obrotu chwilowego. Poniewaz z szeciu spélrzgdnych ruchu trzy
majg wartoSci naprzod okréglone, przeto moZzemy powiedziéé (art. 42), Ze
uklad niesmienny, krgeqey sig okolo punkiu, ma swobodg rsgdu 3-go.
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Réwnania osi chwilowéj ruchu ukladu sg

¢ Eapt,
Osi chwilowe w przestrzeni sg tworzacymi stozka [O], ktéry zowiemy stos-
kiem centralnym w przestrzeni, a miejscem gicometrycznym tych pro-
stych krecgceego si¢ ukladu, ktére staja sie kolejno osiami jego obrotu chwilo-
wego, jest drugi stoZek [o], zwany stozkiem centralnym ukladu. Srodek
krgcenia sig jest wiérzcholkiem spélnym obudwu stozkéw. A wige: ruch cig-
gty ukladu, krgegeego sig okolo punktu, moie byé wywolany przez toczenie sig
stoéka centralnego ukladu po nieruchomym stoiku centralnym w przestrzeni.
Obadwa stozki sy do siebie w kazdéj chwili styczne wzdluZz osi chwilowéj
obrotu ukladu.

Przetnijmy obadwa stozki centralne powierzchnig dowolnéj kuli, majgeé]
§rodek w §rodku krecenia sig, np. powierzchnig kuli o promieniu réwnym je-
dnostce; otrzymamy na téj kuli dwie krzywe, do siebie styczne, z ktérych, pod-
czas ruchu ukladu, jedna toczy si¢ po drugiéj. Takie dwie krzywe kuliste na-
zywamy centrodyjami ruchu rozwazanego. Stozek [O] daje centrodyja
w przestrzeni, a stozek [o] centrodyja ukladu. JeZeli obie centrodyje
53 wiadome, to ruch ukladu jest okréslony ze wzgledu na przestrzen; toczge
howiém centrodyja ukladu po nieruchoméj centrodyi w przestrzeni, nadajemy
ukladowi ten sam ruch, jaki przez toczenie si¢ obudwu stozkéw centralnych
wywolany zostal. Plaszczyzna, przechodzgea przez punkt dowolny m, przez
§rodek krecenia sig 1 przez punkt stycznosei obu centrodyj, jest normalna do
toru punktu o prostopadla za$ do niéj w tym punkeie wyznacza kierunek
ruchu tego punktu.

Jezeli wiadomg predko§é jednego punktu ukladu podzielimy przez
odlegloéé tego punktu od osi chwilowéj, to otrzymamy predkosé katowa obrotu
chwilowego. Z tego wynika, Ze krgeenie sig ukladu okolo punktu jest okréslone
ze wagledu na przestrzen 1 na czas, jeieli znamy predkosé jednego jego punktu
1 kierunels predkodei drugicgo, albo, co wychodzi na jedno, jezeli znamy réwna-
nia ruchu jednego jego punktu i tor kulisty punkiu drugiego. T'e dwa punkty
i §rodel Trgcenia sig nie powinny lezéé na jednéj prosté).

Mozemy ruch ciggly krecgeego sig ukladu jeszeze inaczéj wywolat.
Niech O bedzie osig chwilowsg, w czasie ¢, a O' osig chwilows, w czasie ¢4-dt,
za$ de niech oznacza kgt miedzy tymi dwiema osiami, a d¢ niech bedzie od-
chyleniem obrotu chwilowego okolo osi O. Wyprowadziwszy ze $rodka krece-
nia sig prostopadly I do prostych O i O, obréémy naprzéd uklad niezmienny
okolo osi O o kat dg, a nastegpnie 0§ O okolo prostopadléj L o kat de, tak
iz 0§ O przyjmie poloZenie O'. Jezeli O" jest nastgpng osig chwilowg, de' kq-
tem migdzy O' i 0", a d¢' odchyleniem obrotu okolo O', to wyprowadziwszy
ze §rodka krecenia sig prostopadly L' do O' i 0", obréémy uklad okolo O'

0 kgt d¢, a nastepnie 0§ O' okolo L' o kgt d¢/, tak iz O' zejdzie sig razem
z 0" Tt d. Takim sposobem takze wywolamy ruch Zadany ukladu. Miej-
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scem gieometrycznym prostych Li jest powierzchnia stoikowa, ktéréj tworzgee
sg odpowiednio prostopadle do plaszczyzn stycznych stozka centralnego
W przestrzeni.

49. Spolrzedne Z, H, Z obrotu chwilowego, odniesionego do ukladu
spblrzgdnych o poczgtku w Srodku krecenia sig, mogg byé innym sposobem
obliczone, niz w art. 43-im, sposobem, ktéry w pdzniejsaych zagadnieniach
z kinetyki okaZe sie bardzo przydatnym.

Niech M (fig. 23) bedzie Srodkiem krecenia sig, Ma, My, Mz osiami
nieruchomego ukladu spolrzednych, a M§&, M, M{ osiami ukladu spolrze-
dnych, krgegeego sig razem z ukladem roz-
wazanym. Niech nadto Mg, bedzie §ladem
ruchomé) plaszezyzny Méw na staléj plasz-
czyinie Mzy, a ¢ katem tego Sladu ME,
z osig « Ow, liczonym w kierunku obrotu do-
datnego okolo osi Mz, Kat osi M§ ze §la-
dem ME, oznaczmy przez ¢, liczge go w kie-
runku obrotu dodatnego okolo osi M¢, a kat
plaszezyzny M v z plaszesyzng Mz y, rowny
katowi, ktéry dodatna o§ MC tworzy z do-
datng Mz, nazwijmy 0, Przyjmujemy przy-

Fig. 28. tym, ze obadwa uklady prostokstne osi sa

zgodne (art. 48), przez co sposdb liczenia

kazdego z trzech katéw o, ¢, 0 jest dokladnie okréslony. ‘Wiadomo z gieo-
metryi, e polozeniec ukladu spélrzednych o osiach Mé&, My, M wzgledem
ukladu o osiach Ma, My, Mz moze byt okréslone przez powyzsze trzy katy;
mozna zatym spélrzedne obrotu chwilowego i ich pochodune wzgledem czasu
wyrazi¢ w funkeyjach tych katéw. Uklad osi M&, M1, M{ mozemy prazy-
wiés¢ do nieskoniczenie bliskiego poloZenia, ktére mu nadaje obrét okolo osi
chwilowéj, obracajgc go o kat d6 okolo ME,, nastepnie o kat de okolo osi
Mz, a nakoniec o kgt d¢ okelo osi ME. PredkoSci kgtowe tych trzech

i 5 ] { o
obrotéw sg odpowiednio: %, %? A %ii, a one przedstawiaja, skladowe ohro-
tu chwilowego, brane odpowiednio w kierunku prostych M§E,, Mz, M.
Poniewaz E, H, Z sy skladowymi tego samego obrotu wzgledem osi Mz,
My, Mz, przeto

= 10 d d
E= E{ﬁ .cos (€, 2) + d_LtP .cos(z, z)+ —({I; cos(t, @),
16 1
”=i3—t-008(5n?})+%»008(& y)+%-005(t_,y),
10 1
l= %t- s cos (&, s)-i—% .cos(z, #)+ % .cos(E, 2)
Poniewas, -
cos (§y, #) = cos®, cos (§;, y) = sing, cos (&, #) =0,
cos(#s )= 0, cos(z,9)= 0, cos(s, 2) =1,

cos(§; «)=singsinh, cos(f, y)=— cosypsinf, cos(l, #)= cosh,
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przeto, po wstawieniu tych wartoSei w réwnania (1), otrzymamy

g — dﬂ d¢

= £ €089 + = . sinf sino,
(2) M= %—3— . Sing — d:,:I; sinf cos o,
VA dng -i~ dtp . cos0.

Mozemy podobnie obliczyé spolrzedne obrotu chwilowego w kierunkach osi
ukladun ruchomego, M&, M+, M, ktére oznaczymy odpowiednio przez p, g, 7.
Otrzymamy bowiém

6
p=Fr .cos(§,, &) |——h-£- . cos(z, &)4 cos(t &),

dan
=77 - cos (&, 1) +T*,- «cos(z, "]')'l'T(: -cos(C, 1),

16
r= 0 cos(ly §) + HE L cos(e, )+ S aos(t, 9,
a poniewaz
cos (8, §) = cos¢, cos(§, 7) = —sing, cos(&, L) =0,
cos(z, £) =sinf.sing, cos(z, ) =sinf.cosd, cos(z, )= rcos,
cos(€, §) =0, cos(€, 7)=0, cos(, {)=1,

przeto
p= % . cost - %—f . sinfl sinxp,.
(3) q=— _{:}% 1n¢+ d . 8inf cos ¢,
f?? T+ cost

50. Aby obliczy¢ przySpieszenie dowolnego punktu ukladu kreegeego
sie, ohierzmy Srodek krgcenia sig za poczatek osi spolrzednych, os chwilowg O
za 08 g-0w, przyjmujac kierunek odeigté) na téj osi predkosei katowéj £ obro-
tu chwilowego jako kierunck dodatny téj osi, a prostopadlg L (art. 48) do osi
0 i O' obierzmy za 0§ x-6w. Stosownie do znakowania art. 44-ego, pochodna
de

2 = ormacza teraz predkosé katows obrotu osi O okolo prostéj L. Dla

krecenia sig mamy % =0, V=0; skladowe wige 2", 9", 2" praySpieszenia

punktu (z, 9, ), wedlug réwnan (5) art, 44-go, sg

o' = — Q% —Qy +Qoz,
1) Y = Qlz — Q2y,
' =—Quux.

BibL, mat-fiz, 8, IV, T, X, 8
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Wypadkowa I' przyépieszefi 2" i »" przedstawia rzut przySpieszenia punktu
rozwazanego na plaszezyzng, prostopadly do osi chwilowéj. JeZeli wig p
oznacza odleglo§t tego punktu od osi chwilowdj, a zatym p*=2%- g% to
otrzymamy

(2) 12=0"2 4 "2 = Q2% — 2Q w 2(Q% + Q'y) + p2(Qt + Q'%),

a kwadrat przy$pieszenia tego punktu wyrazi si¢ wzorem

(3) 12=T24 "= (22 + 22) Q22— 2R w 2 (22 + Q') + p*(Q* + %),

Jezeli ¢ oznacza kat, ktéry prazySpieszenie I' tworzy z promieniem p,
tystawionym w punkcie (%, y, 2) prostopadle do osi chwilowéj, to z powyz-
szych wzorbw wynika

_ Qo.zy—Qp?
@) gY = ou su— g
Dla punktéw, lezgcych na plaszezyZnie, przechodzgceéj przez dwie sgsiednie osi
chwilowe, a zatym na plaszczyinie stycznéj do stozka centralnego w prze-
strzeni, jest £ =0, a zatym 2"= 0; przy$pieszenie v tych punktdéw jest wige
réwnolegle do plaszezyzny xy. Dla kazdego innego punktu otrzymamy przy-
§pieszenie, ktérego rzut " na of chwilowg nie jest réwny zeru.

Rozt6zmy T' na dwie skladowe, I'; w kierunku promienia p i 'y wkie-
runku prostopadlym do tego promienia; wowczas

].‘pzr S cogq‘):—%(gmzm—ggpﬂ)’

(5) :
Pe=Tsing = Qusy — ).

Tym sposobem rozkladamy przyépieszenie kazdego punktu na trzy przySpie-
szenia wzajemnie prostopadie, ]‘P, I'; i 2" 2 ktérych dwa piérwsze sy pro-
stopadle do osi chwilowéj, a ostatnie jest do téjZe osi réwnolegle. Podane
wzory pozwalajg rozwigzaé wszelkie zagadnienia, tyczace sie krzywizny tordw
kulistych, przez punkty ukladu opisywanych.

51. Rucnm rosuwrsry. OkazaliSmy (art. 45), Ze gdy trzy punkty ukla-
du niezmiennego, nie lezgce na jednéj prostéj, poruszajy sie réwnolegle do
téjze saméj plaszczyzny, to wiéwezas kazdy punkt uldadu porusza sig réwno-
legle do téjsaméj plaszezyzny., Taki ruch nazwaliémy (art. 21) ruchem
posuwistym. Wyobrazmy sobie uklad, ktéry takiego ruchu dokonywa,
przecigty plaszezyzng kierujges (art. 21); wtedy punkty ukladu, leigce na
téj plaszezyinie, utworzg pewng figure, ktérg jako przekrdj ukladu uwazaé
mozemy. Podezas tego ruchu owa figura bedzie sig posuwala na swojéj
plaszczyZnie, i nawzajem, jezeli taki przekrdj plaski ukladu niezmiennego
posuwa si¢ na swojéj plaszczyZnie, to ruch calego ukladu jest posuwisty.
Ruch posuwisty moZna takZe uwazaé jako krecenie sig okolo punktu, znajdu-
jacego sig nieskoficzenie daleko w kierunku prostopadlym do plaszezyzny
kierujaeéj (arvt. 21), a przeto ten ruch jest okréSlony gicometrycznie, jezeli
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rmamy tory dwu punktéw ukladu, posuwajacych sie na plaszezyZnie kie-
rujacéj.

Niech m, i m, (fig. 24) oznaczajy poloZenia dwu punktéw, ruch wyzna-
czajacyeh, na plaszezyznie kierujacéj w czasie ¢, a ', i m'y niech heds odpo-
wiednimi poloZzeniami tych punktéw w czasie
¢+ di. Wyprowadzmy ze érodka o prosté;
mym'; do niéj prostopadla i podobnie ze
Srodka {8 prostéj mgm', prostopadly do téjze
prostéj, a te dwie prostopadle niech sig prze-
cinajy w punkeie O. Z réwnoSei trdjkatéw
Omym, 1 Om/ym!y wynika, ze katy m,Om,
im!,Om'y sg sobie réwne, wskutek czego kat
m,Om'; jest réwny katowi m,Om'y. Jezeli
przeto z punktu O wyprowadzimy prostopa-
dly do plaszezyzny i obrécimy uklad okolo
téj prosté) o kat do=m,0m', = m,0m'y,
to przywiedziemy uklad do poloZenia, ktére
on ma zajaé po uplywie czasu dt. Gdy df g 3
staje si¢ nieskoficzenie malg, granicami pro-
stych am'; 1 wym'y beda styczne do odpowiednich tordw punktéow m, i sy,
a granicami prostopadlych «O i O heda normalne do tych toréw w tychze
samych punktach; granica wige punktu O bedzie punkt przeciecia si¢ tych
dwu normalnych. Mamy zatym nastepujace twierdzenia, jedno: ruch chuwilo-
wy ukladu, porussajgeego sig réwnolegle do plaszczyzny, moze byé wywolany
praez obrit olofo prostéj, prostopadléj do téj plasacsyzny; ta prosta jest osig
chwilowa obrotu tego ukladu; drugie: plaszesyzny mormalne do tordw,
Ltére podezas ruchu poswwistego punkty ulladw jednocze$nie opiswja, praeci-
najq sig podiug osi chwilowdéy obrotu.

Jezeli rozwazamy ruch figury plaskiéj na swojéj plaszezyZnie, to punkt
0, w ktérym przecinajg sig normalne jednoczesne do toréw dwu punktow, ruch
wyznaczajacycl, nazywamy Srodkiem chwilowym obrotu téj figury
Obréciwszy figure w jéj plaszezyznie okolo tego §rodka, wywolujemy jéj ruch
chwilowy, przez dane warunki okré§lony. Normalne do toréw, kidre opisujq
Jednocgesnie punkty figury plaskié, poruszajqedj sig na swéj plaszcayinie, pree-
cinajy sig w Srodkw chwilowym. Predkosé ruchu kaidego punktu figury jest
proporeyjonalna wegledem odleglodei tego punkiu od $rodka chwilowego. 7 osta~
tniego twierdzenia wynika, Ze ruch posuwisty jest zupelnie okréSlony pod
wzgledem przestrzeni i czasu, jezeli znamy wielko$¢ i kierunek predkosei
jednego punktu uklady, oraz kierunek predkoSei punktu drugiego.

Obierzmy plaszezyzng kierujges jako plaszezyzng ay, a z dowolnego
punktu stalego A téj plaszezyzny wyprowadzmy do niéj prostopadle oS z,
Poniewaz ruch chwilowy ukladu jest obrotem okolo prostéj, réwnolegléj do
osi #, przeto spélrzedne E, H i N ruchu chwilowego bedg ciggle r6wne zeru,
z czego wnosimy, podobnie jak w art, 48-ym, Ze uklad niezmicnny, porusgajgcy
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sig réunolegle do plaszezyany, ma swobodg ruchu regdu 3-go. Ten ruch nalezy
wige, pod wzgledem rzedu jego swobody, do ruchéw tegoZ samego rodzaju, co
krecenie sig okolo punktu.

52. 0§ chwilowa jest jedyng prostg w ukladzie, ktéra w chwili uwaza-
néj pozostaje w spoczynku, ‘W kazdéj chwili znajduje sig w ukladzie taka
prosta, ktora nieustannie zmienia miejsce swoje i W przestrzenii w porusza-
jaeym sig ukladzie. Miejscem gieometrycznym osi chwilowych w przestrzeni
jest walee, ktérego tworzgce sg prostopadle do plaszezyzny kierujgeéj. Jezeli
glad tego walca na plaszezyZnie kierujgcéj prayjmiemy jako jego podstawe, to
mozemy wywolaé ciggly ruch posuwisty ukladu, nieustannie obracajgc uklad
okolo tworzacéj tego walca, podezas gdy ta tworzgea posuwa sig réwnolegle
do siebie wzdluz podstawy waleca. Walec [O], ktérego tworzgce sg kolejno
chwilowymi osiami obrotu ukladu, nazywamy walcem centralnym
w przestrzeni. '

04 chwilowa atoli zmienia jednocze$nie poloZenie swoje wzgledem ukla-
du, t. j. coraz inna prosta ukladu staje sig kolejno jego osig chwilows. Miej-
scem gieometrycznym tych prostych o w ukladzie, ktére stajg sig jego osiami
chwilowymi, jest drugi walec [0], ktéry zowiemy walcem centralnym
uktadu. Obadwa walce sg do sichie styczne wzdluz osi chwilowéj. Jakoz,
skoro prosta O jest w czasie ¢ osig chwilows, z ktorg razem si¢ schodzi pro-
sta o w ukladzie, to sgsiednia tworzgca o' walca [o] wskutek obrotu okolo O
razem sig zejdzie z sgsiednig tworzgeg O' walca [O], aby w nastgpnéj chwili
staé sig osig obrotu. Obadwa wigc walce majg spélne dwie sgsiednie tworzgee
0 i 0, sg przeto styczne wzdluz prostéj O, bedacéj wlasnie osig chwilows,
A zatym ruch ciggly ukladu, poruszajgcego sig réwnolegle do plaszczyany, moée
byé wywolany prazez toczenie sig walca centralnego whiadu na walcw centralnym
w praestraent.

Jezeli rozwazaé bedziemy ruch ciggly figury plaskiéj na plaszezyinie, to
zamiast powyzszych waleéw otrzymamy dwie linije krzywe na plaszezyinie,
cechujgce ruch téj figury. Miejscem gieometrycznym §rodkéw chwilowych na
plaszezyZnie (uwazanégj za nieruchoma), na ktéréj ruch zachodzi, bedzie pewna
linija krzywa [O], kt6ry nazywamy centrodyja w plaszcezyinie figury;
a miejscem gicometrycznym tych punktéw o posuwajacéj sie figury, ktére stajg
sig kolejno jéj §rodkami chwilowymi, bedzie druga linija krzywa [o], kibry
nazywamy centrodyjg figury. Obie krzywe sg do siehie w kazdéj chwili
styczne w tym punkeie, ktory jest wlasnie Srodkiem chwilowym, a ruch ciggly
figury, poruszajged] sig na plaszezyinie, moze byé wywolany przez toczenie sig
centrodys tj figury po centrodyi w plaszezyénie figury. Prosta, laczgca do-
wolny punkt m figury z punktem stycznoSei obu centrodyj, jest normalna do
toru (m) tego punktu w punkeie me.

Okréslenie gieometryczne ruchu posuwistego figury plaskiéj przez tory
dwu punktéw téj figury nie jest jedyne; mozna ten ruch takze innymi sposo-
bami okréslié. Niech bedzie dana pewna prosta L t6j figury, a na téj prostéj
punkt g; ruch figury bedzie okréSlony, jezeli miét¢ hedziemy pewng linijg
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krzyws, (L1), do ktoréj prosta L ma byé¢ weigz styczna, tudziez tor (u) punktu a.
Jakoz, poprowadzmy w punkecie ¢ normalng do toru (a), a w punkeie I, w kté-
rym prosta L jest styczna do linii (L), poprowadZmy normalng do krzywéj (L);
punkt przecigeia si¢ tych normalnych bedzie widoeznie frodkiem chwilowym.
Niech bedg dane dwie proste L, i Ly 6] figury, linija krzywa (L), do ktéréj
prosta Li; ma byé weigz styczna, 1 krzywa (L), do ktoré) L, ma byé ciggle
styczng; wskutek tego ruch posuwisty figury bedzie takze okréslony. Zamiast
prostych Ly i I, mogg by¢ dane dwie linije krzywe M, i M,, majgce byé
styczne odpowiednio do krzywych (M,) i (M,), a przez to ruch figury bedzie
okréslony. ;

53. AwArwA nucHU PosuwisTEGO. Mozemy teoryjy tego ruchu roz-
winaé takze sposobem analitycznym., Uizywaé bedziemy spélrzednych pro-
stokatnych.

Przez punkt A, obrany stale na plaszezyinie kierujacéj, poprowadzmy
dwie nieruchome osi prostokgtne Az i Ay, a w dowolnym punkeie M poru-
szajycéj sig figury-(w punkeie ruch wyznaczajacym) obierzmy na téj plaszczy-
znie drugi uklad osi spélrzednych prostokgtnych Mg, M+, ktére poruszajg
sig razem z figurg. Jezell @,, y, oznaczajy spélrzedne punktu M wzgledem
osi Ax, Ay, za$ a,, b, 1 ay, b, oznaczajy dostawy kierunkowe osi odpowie-
dnio Mg, My wzgledem Az i Ay, to miedzy spohrzednymi zmiennymi z, y
dowolnego punktu wzgledem tych osi, a spolrzednymi stadymi &, 1 tegoz sa-
mego punktu wzgledem osi M& i My, zachodzy zwigzki

(l) .U:.tln—}-a,:& + ay1, & :al(‘”""%)+bt(?}“?fo):
Y=o+ bi&+ by, 0= (& — o) + ba(y — 4p),
przyezym
S{;I2+b!‘-‘: y D=1, altdat=1, b +b2=]l,

. ) 1“1“24'2’1!’3:0: b+ aby =0.

Oznaczajae pochodne wzgledem czasu zapomocy krések u géry, kladge

(3) Q= b\ + a5l = — (1D, a"sby),

i rézniczkujge réwnania (1) wzgledem czasu, otrzymamy

@ P=dy— QW — ) Y=+ —a).

Kladac za$ jeszcze

(5) , A=y, +Qyyy, M=y, — Qz,,

miéé hedziemy

(6) d=—Qy+A, y=0Q0z+4+M,

Przy #'=0 i y'=0 ofrzymamy spélrzedne X, Y, érodka chwilowego,
M A

(7) XD:‘_—ﬁ} Ya:-ﬁ.
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Wiyrazmy z tych réwnan A i M przez Xy i Y, i wstawmy te wartosci w ré-
wnania (6) otrzymamy

@®) =—Qy—Y,), y=2x—X,)

Z ostatnich réwnan okazuje sig (art. 24), zo kazdy punkt ukladu obraca sig
okolo osi, przechodzgeéj przez punkt (X,, Y,) i prostopadléj do plaszezyzny
kierujgeéj, ovaz ze Q jest predkoscig katows tego obrotu, Wielkosci A, M i @
przedstawiajg, spolrzedne obrotu chwilowego wzglgdem osi Az, Ay i prosiéj
Az, poprowadzondj przez punkt A prostopadle do plaszeayzny 2y, '

Oznaczmy przez &, i 7, spolrzgdne wzgledem osi Mg i My tego pun-
ktu na plaszezyinie, ktéry jest Srodkiem chwilowym, Z réwnan (1) i (7)
otrzymamy

(¥) b= _gf (Ou'y— alfy), No= _‘ﬁ{ (bat'y — tu y'o).

Gdy w réwnaniach (7) wyrazimy spolrzedne X, 1 Y, w funkeyi czasu
(z wiadomych ruchéw dwu punktéw ruch wyznaczajgeych) i z tych réwnai
wyrugujemy czas, to otrzymamy F(X,, Y,) = 0, jako réwnanie centrodyi [O]
w plaszezyZnie kiernjgeéj. Jezeli podobnie wyrazimy wielkosei po prawych
stronach réwnan (9) jako funkcyje czasu i wyrngujemy z nich czas, to otrzy-
mamy réwnanie ®(§,, 1,) =0 centrodyi [o] figury. Sprawdzenie tego, Ze
obie centrodyje sg do siebie styczane w §rodku chwilowym, pozostawiamy czy-
Lelnikowi.

54. W celu obliczenia przyépieszonia dowolnego punktu, obierzmy $ro-
dek chwilowy o jako poczgtek osi spblrzgdnych, styczng spélng do centrodyj [O]
i [o] w kierunku od §rodka chwilowego O do §rodka sasiedniego O', jako 0§ x,
a normalng spélng do tych krzywych, brang w takim kierunku, Zeby o§ x po
obrocie o kgt prosty ckolo punktu O w lkierunku predkosei @ zajeta poloze-
nie téj normalnéj, obierzmy jako 0§ y. Wtedy z réwnan (4) art. 44-go otrzy-
mamy nastepujgce skladowe z' 1 y' predkoSci punktu (z, y) w kierunkach
powyzszych osi:

1) ¥=—0y y=0Qu.

W réwnaniach (5) art. 44-go dé oznacza najkrétszg odlegloéé dwu sg-
siednich osi chwilowych; w naszym wige przypadku dé przedstawia dlugoéé
elementu 00" centrodyi [O]. Jozeli dlugo$é tego elementu oznaczymy tu

. . da : y z
przez do, i nazwiemy V:—(ﬁ, to mozemy z przytoczonych réwnai otrzy-

maé skladowe przy$pieszenia punktu (z, ), kladge V zamiast %-?—

odpowiednio do warunkéw ruchu posuwistego, -g—:- =0, #"=0. Tym sposo-

1 biorge

bem otrzymamy skladowe przyspieszenia,

©) A= Qi —Qy, o= Qu— Qy— VQ.
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Kladge #"=0 i y"=x 0, otrzymamy na plaszczyZnie kierujycéj pewien punkt,
ktérego przyépieszenie w chwili uwaZanéj jest réwne zeru, ktory zatym pod-
czas dwu clementéw czasu, po sobie nastepujgeych, posuwa sig na téj plasz-
czyinie z tgz samy predkoScig. Ten punkt nazywamy §rodkiem przy-
§pieszenia. Oznaczywszy jego spolrzgdne w tymze ukladzie przez X, i Y,
otrzymamy z réwnai (2), kladge 2"=0 1 y"=0,
Q'Y QY
1= girge ST gipgne

Poprowadzmy przez §rodek przy$pieszenia osi nowego ukladu spélrzednych,
réwnolegle do poprzednich, i oznaczmy przez @, i y, spélrzedne punktu (z, y)
w tym ukladzie; wowezas ¥ = X, +ay, ¥ =Y, + . Podstawiwszy te war-
tosei w rownaniu (2), otrzymamy inne wyrazenia x,", y," skladowych przy-
§pieszenia uwazanego punkbu

(3) X

= — Q% — Qy,,

@) 9= Quy — Qy,,

Kwadrat zatym pray$pieszenia 4 tego punktu bedzie

(5) =" + 9" = (8 + 2?) (2,2 + 9,%) = (U 4- 2?2) 8,3,

gdzie 8, oznacza odleglo§t tego punktu od é&rodka przyépieszenia. Z tego
réwnania okazuje sig, Ze miejscem gieometrycznym punktéw, posiadajgcych
w pewndj chwili toz samo (co do wielkosei, a nie co do kierunku) przyépiesze-
nie, jest kolo, ktérego $rodkiem jest Srodek przySpieszenia. Prayspiessenie
kazdego punlitu jest proporeyjonalne wegledem odleglosei tego punktu od Srodka
prayépieszenia.

Jezeli przypuécimy, ze punkt (x,, y,) obraca si¢ chwilowo okolo §rodka
przyépieszenia z takaz samgy predkoseiy katowy @, z jaks obraca sig rzeczy-
wiécie okolo rodka chwilowego, to skladowe z', ' jego predkosei wskutek
tego obrotu bylyby, wedlug (1),

(6) a'=—Qu, §'=Qu,

Niech punkt obraca si¢ takze w nast¢pnym elemencie czasu okolo srodka
przyépieszenia z takqz samg predkoseiy katowy Q- Q'df, z jaky obraca sig
rzeczywiscie okolo §rodka chwilowego, temu elementowi ezasu odpowiedniego;
skladowe jego przyépieszenia " i y," otrzymamy, rézniczkujgc rownania (6)
wzgledem czasu. Bedzie wige:

; 7,"'=—Qy,' — Ay, = — 2, — Qy,,

(0 = 07, + Q= Oz, — Oy,

Otrzymujemy zatym z,"=uz,", 1,"=9,". To wyraza nastgpujgce twierdze-
nie: kaidy punlt ofrzymuge takie przyspieszenie, jak gdyby pedcezas dww elemen~
tow ceasu obracal sig okolo Srodka przyspieszenia & takimiz samymi predioseic-
mi Tgtowyms, 2 jakimi obraca sig okolo §rodkéw cluwilowych, tym elementom
czasu odpowiednich.
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Jezeli przez I' oznaczymy przyépieszenie punktu, brane w kierunku pro-

mienia 8, ku érodkowi przyépieszenia, a przez I, oznaczymy przy$pieszenic
tego punktu, brane w kierunku prostopadlym do &, to powyzsze réwnania
dajg
(8) P=—%, I,=9%,.
Znak mniéj w piérwszym réwnaniu oznacza, ze sklidowa I' jest skierowana
ku 4rodkowi przy§pieszenia. JeZeli przez (v, 8,) oznaczymy kgb, ktéry przy-
épieszenie ¥ tworzy z prosty ), brany od Srodka przy$pieszenia ku punktowi
nwazanemu, to

(9) tﬂ‘llg (T} 6!) e _1"' = Q2!

co oznacza, ge przyspieszeme haidego punktu tworzy kql staly z promieniem,
tgcageym ten punkt ze Srodliem prayspieszenia.  PoniewaZ, wedlug (3),

o X
(10) T=T1

przeto widzimy, Ze 6w kgt rowna si¢ kytowi, ktory prosta, Ijczgea Srodek
chwilowy ze $rodkiem przy$pieszenia, tworzy z normalng spélng do centrody)
[0] i [0o] w érodku chwilowym, brang w kierunku ujemnych y-6w. Otrzymu-
jemy zatym kierunek przy$pieszenia kaZdego punktu podobnym sposobem zi
poérednictwem érodka przyépieszen, jak pr¢dko$¢ za poSrednictwem Srodka
chwilowego.

55. Wykriduene §ropka xrzywizNy. Niech krzywa [O] (fig. 25)
bedzie centrodyjg w plaszezyinie, a krzywa [o] centrodyja figury, poruszajgeéj
sig na téj plaszczyznie; obie krzy-
we sg do siebie styczne w Srodku
chwilowym O. Obierzmy w figu-
rze punkt dowolny m; prosta 2.0
jest normalng do toru (m) tego
punktu w punkcie m. Jezeli O
oznacza sgsiedni §rodek chwilowy,
a m' sgsiednie poloZenie punktu
m, to prosta m'O' jest normalna
do (m) w punkcie m', a przeto
punkt p, w ktérym przecinajg sig
proste mO i 1w'0', jest srodkiem
krzywizny toru (m) w punkeie m.
Punkt m przyjmie poloZzenie /'
wskutek obrotu chwilowego okolo
punktu O o kat nieskoficzenie
maly do=mOm/, a poniewaz,
wskutek tego obrotu, punkt o,
meskoficzenie bliski punktowi; O
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na centrodyi figury, zejdzie sig razem z punktem O', przeto kat obrotu de
okolo érodka L.hwﬂowcgo O jest x6wny kgtowi, ktory styczna do centrodyi
figury w punkeie o' tworzy ze styczny do centrodyi w plaszezyinie w punkeie
0", Niech S bedzie $rodkiem krzywizny centrodyi [O] w punkeie O, a s Srod-
kiem krzywizny centrodyi [o] w tymZe samym punkcie, a zatym sS normalng
splng do tych krzywych w punkcie O; wtedy kgt o'sO bedzie katem, ktory
styezna do [o] w punkeie o' tworzy ze styczny spélng do centrodyj w pun-
keie O, a O'SO 1{'Ltem, ktory styczma do [O] w O tworzy z tgs samy, styczng
spolny.  JeZeli wiec controdyje sg do siebie styczne zewnetrznie w O, to kit
do =050+ 0'S0. Gdy oznaczymy przez ds dlugosé elementu OO':OU’
centrodyi, przez R i » promienie krzywizny centrodyj odpowiednio [O] i [o]
w punkeie O, to

(1 d{p:(-ﬁ- - Tl‘)dc.

Oznaczmy przez ds dlugost elementu mm' toru (m), a przez 6 odleglosé Om
punktu 2 od §rodka chwilowego; wowezas

2 .,._ Loafi il 1

@) ds=0.dp=8(¢ + T)dc.

Ziakréslmy ze érodka krzywizny p. promicniem (O luk, ktéry normalng m'j
przecina w punkcic p, i oznaczmy przez d kab krzywizny mpm' toru (m),
a przez p promicn krzywizny tego toru w punkeie m; otrzymamy Op=
= (p—26).d¢. Trojkat nieskonczenie maly O'Op jost prostokatny przy p,

a kat O'Op jest réwny kytowi e, ktéry normalna 20 tworzy z normalng sS
do obudwu centrodyj; mamy wige z tego tréjkata Op = ds. cosa, a zatym

(3) do.coso. = (p—23)dy.
A poniewaz ds=np.d¢{, przeto, wedlug (2) i (3),

e 4
0. (R-{ 1) - . COS O,

ktoreto réwnanie mozemy tak napisac:

1 1 1 1
@ Ry (F*'p—_—a)“‘““'

To réwnanie pozwala obliczyé promien krzywizny p i wyznaczyé Srodek krzy-
wizny p. toru dowolnego punktu posuwajacéj sig figury.

56. Wedlug ostatniego wzoru mozna §rodek krzywizny wyznaczyé za-
pomocg, wykréSlenia linijowego, a to na podstawie pewnéj wlasnoSci prosté),
przecinajgcéj ramiona kgta, ktérato wlasno§é naprzéd udowodnimy. Niech
bedzie dany kgt AvB (fig. 26) i miedzy jego ramionami dowolnie obrany
punkt O; przez ten punkt prowadzimy w dowolnym kierunku poprzeczny ab,
Ietora tworzy z prostg vO kat o/, a z prostopadly AB do vO kat o.. Spustmy
z punktéw a i b prostopadle aa' i bb' na vO i oznaczmy odpowiednio przez
o, 1 oy katy avO i byO. Mamy tu
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I
tango, — —————, a wigc

L.
vO+Oa'’ vO — 0"’
-ad . ootgay =vO 404, DUV, cotga, =vO—0U.

tango, —

Z figury wynika, Ze
Od' =ua'.cotga, OV'=0b. cotga!, a zatym
1 __ cotgay, — cotga 1 cotgoy - cotgo!
aa’ vO ChE T vO 1

11 colgu o+ cotgon
aa ' b0 T vO '

Poniewaz strona prawa ostatniego réwnania jest stala dla wszystkich po-
przecznych, przechodzgeych przez punkt O,
przeto strona lewa jest wielkoScig stalg, Po-
niewaz ad' = Oa.sine, bb'= Ob.sind/,
przeto

~

AL

1 1 1 A
(o0z+95) 5 g el

A wige, gdy poprowadzimy przez punkt O
poprzeczng AB prostopadle do vO, to

ot

1 1 1 1 1 .
(m*“@‘a)@@ =04+ o’
vig 3. LT Ky
oa+o8=(0a+07) s
Gdyby punkt O znajdowal sig zewngtrz danego kata, nalezaloby w obudwu
stronach tego réwnania zamiast sum braé réznice odwrotnosei odeinkéw odpo-
wiednich.

Poréwnywajae wzér ostatni z réwnaniem (4) artykulu poprzedzajycego,
dostrzezemy, ze §rodek krzywizny p mozna tak wyznaczyé. Wyprowadzmy
z punktu O (fig. 26) prostopadly Ov do normalnéj mO, i szukajmy punktu v,
w ktérym ta prostopadia przecina prosty ms, lgezaca punkt me ze Srodkiem
krzywizny s centrodyi figury; polaczmy nastepnie prosta punkt v ze Srodkiem
krzywizny S centrodyi w plaszczyznie. Ta prosta vS przetnie normalng s O
w Srodku krzywizny p. toru (m) w punkecie m. Jakoz proste mp i §S odpo-
wiadajay powyiszym poprzecznym, przecinajgy bowiém ramiona kata myS,
przechodzge obie przez punkt O, a z nich prosta my. jest prostopadla do vO.
Stosuje si¢ wige do tych prostych tylkoco wyprowadzony wzér, wyznaczajgcy,
wedlug zwigzku (4) art. 55-go, §rodek krzywizny. Powyisze wykréSlenie podal
L. Euler, a wznowil je Savary.— W réwnanie (4) art, 55-go, wprowadzmy,
dla krotkosci,

1 1 1
- RK=rRT7

wskutek tego owo réwnanie moZzemy tak pisac:
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11
p—o  K.cosa’

(1) St

Przyjmujge w tym réwnaniu p= oo, bedziemy mogli na prosté] mO wyzna-
czyé ten punkt, ktory jest punktem przegiecia swego toru. Miedzy odleglo-
§cig A togo punktu osobliwego od érodka chwilowego, a nachyleniem « t6
prostéj wzgledem prostéj sS, zachodzi, wedlug (1), zwigzek

2 g

Obierzmy punkt O (fig. 27) jako poczgtek ukladu osi spélrzednych; niech
styczna do centrodyi w kierunku toczenia sig

5 5 . 8.
centrodyi [o] bedzie osigg Ox, a normalna ;:-y
spélna do obudwu krzywych w kierunku Os

cose. X @

osig Oy. Wtedy o N T a zatym 2 m
miejsce gieometryczne punktéw, ktére w chwili o /

uwazanéj sg punktami przegigeia swych to-

row, wedlug (2), przedstawia réwnanie / Y

®  etg—Ke=0. g A
. ooy I

Jest wige ono kolem o promieniu 50 & sty-

czuym do obudwu centrodyj w §rodku chwi- L

lowym. Punkt P, w ktérym normalna s8 Fig. 27, '

to kolo przecina, znajduje sig na téj normal-

néj po stronic érodka krzywizny s centrodyi figury, To kolo nazywamy
kolem przegigcia figury, a punkt P nazywamy biegunem’ przyépie-
szenia. Punkty na kole przegigcia nie majg przyépieszenia normalnego,
a prosta mP, Igczaca dowolny punkt iz na tym kole z biegunem przy$piesze-
nia, wyznacza kierunek chwilowego ruchu tego punktu. Rdéwnaniu (1) moze-
my nadaé jeszeze postaé

1 1 1

Obierzmy nastepnie na prostéj Om (fig. 27) dowolny punkt n w odlegloéei &
od érodka chwilowego 1 oznaczmy przez o, przySpieszenie normalne tego pun-
ktu; poniewaz Q oznacza predkosé katows obrotu okolo érodka chwilowego,

]
przeto 7, :ﬁ?—. A gdy, wedlug (4), 8* = p(8 — 4), zatym
(5) =023 —4), |

co wyraza nastepujace twierdzemie: przy$piesienic normalne kaidego punktw
jest proporcyjonalne waglgdem jego odleglosci od tego punktu, w Ltdrym normalng
do jego toru preecina kolo przcgigcia.
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57. RucH LINII PROSTEI NA PrAszezyZNIE. Jezeli L jest dowolng pro-
sty figury, poruszajgcéj si¢ na plaszezyinie, to promienie, Igczgce punkty téj
prostéj ze frodkiem chwilowym O, przedstawiajg pek normalnych do toréw,
ktore te punkty jednoczeénie opisujy. Niech L' bedzie nieskoifczenie bliskim
(sasiednim) poloZeniem prostéj Li; promienie, 1gczgce sqsiednie poloZenia tych
samych punktéw na prostéj L' z sgsiednim srodkiem chwilowym O, stanowiy
takze pek jednoczesnych normalnych do toréw tychze punktow. Poniewaz
obadwa peki normalnych sg jednokréélne, a punkt, w ktérym przecinajy sie
dwie sgsiedniec normalne do toru tegoz samego punktu, jest rodkiem krzywi-
zny tego toru, przeto mamy twierdzenie: Srodki krzywizny toréw, ktdre punkly
porussajacéj sig prostéj jednoczesnie opisujg, tworsq kraywe rzedu 2-go. Ta
krzywa przechodzi przez dwa sgsiednie §rodki chwilowe jako wiérzcholki dwu
pegkow jednokréslnych; jest ona zatym styczna do obudwu centrodyj w odpo-
wiednim §rodku chwilowym. Poniewaz punkty, w ktoryeh prosta I przecina
kolo przegiecia, opisujg tory, ktérych promienie krzywizny w tych punktach
sy nieskonczenie wielkie, przeto krzywa érodléw krzywizny heduie clipsg, hi-
perboly, lub paraboly, stosownie do tego, czy prosta Li przechodzi mimo kola
przegiecia, czy przecina je, czytéz jest styczna do niego. Jezeli prosta jest
styczna do kola przegiecia, to promien, lgczacy punkt stycznodci ze §rodkiem
chwilowym, hedzie rownolegly do osi paraboli; jezeli ta prosta przecina kolo
przegiecia, to promienie, lgczqce punkty przecigcia ze $rodkiem chwilowym,
bedg réwnolegle do assymptét hiperboli. Dla kazdéj prostéj, przechodzacé)
przez §rodek kola przegiecia, krzywa $rodkéw krzywizny bedzie hiperboly
réwnoboczng.

Jezeli Li jest prostg w nieskonczonosei plaszezyzny figury, to otrzymamy
pek normalnych o wiérzcholku 0!, przesuwajac pek normalnych o wiérzeholku
O w kierunku OO’ az do punktu Q' i obracajae go w tym polozeniu o nieskori-
czenic maly kat obrotu figury. Obadwa peki normalnych beds wige przysta-
jace, z czego wynika, %e odpowiednia krzywa §rodkéw kyzywizny bedzie kolem,
stycznym do obudwu centrodyj w frodku chwilowym.

Figezae kazdy punkt m dowolnéj prostéj L ze srodkiem chwilowym O
i wystawiajge w punkeie m prostopadly do promienia m O, otrzymamy styczng
do toru tego punktu; Iaczge zas punkt m ze Srodkiem prazy§pieszenia O, i pro-
wadzge przez m drugsg prosts, ktéra z promieniem m O, tworzy takiz sam kat,
jaki prosta 00, tworzy z normalng spélng do obudwu centrodyj, otrzymamy
kierunek przySpieszenia punktu m (art. 63). Poniewaz obwiednig jednego
ramienia kata stalego, ktorego wiéracholek porusza sig po linii prostéj, a kto-
rego drugie ramig¢ przechodzi przez punkt staly, jest parabola (twierdzenie
Maclaurin’a), przeto mamy twierdzenie: obwiednig stycznych do tordw wszy-
sthich punktow poruszajgcéj sig linii prosiéj jest parabola, kioréj ogniskiem jest
Srodek clwilowy; a obwiedniq prostych, wskasujacych kierunki pray$piessenia
wszysthich punktow poruszajycéj sig linii prosté), jest takée parabola, Ikidréj
ogniskiem jest rodel pray$pieszenia.
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PRZYKLADY I CWICZENIA.

(1). Staw Hook’a sklada si¢ z krayza prostokatnego i réwnoramieunego,
ktérego ramiona A, B, (fig. 28) i A,B, sa osadzone w dwu kablgkach, stale z osiami
0, i 0, polaczonych, Osi przecinaja sie
w $rodku krzyza M. Jezeli 0§ O, obraca sig,
to ramig kyzyZa A,B, obraca sig na plaszezy-
Znie, przechodzgeéj przez M prostopadle do
0y, wprawiajae ramig A,B, w obrét na pla-
szezyinie, przechodzacéj przez M prostopadle
do 0,, wshutek czego przenosi si¢ obrdt na
0§ 0,. 0§ 0, nazywamy osiy pedzacy, zas O,
osig pedzona. Poniewaz kazda of jest stale
osadzona w panewce, przeto plaszezyzny obro- Fig. 28.
tu ramion A,B, i A,B,; tworza pewien kat
staly 6. Staw krgel sig okolo punktu M, a mamy wyznaezyé stosunek predlkodel
katowych @, ©,, z ktorymi obracaja sig odpowiednio obie osi. Obierzmy prosta,
podlug ktéréj przecinajg si¢ plaszezyzny obrotu
ramion (fig. 29), jako of z-Ow, pmkt M jako po-
czgtele, plaszezyzng obrotu ramienia A,B, jako
plaszezyzng Mazy, a 0§ O, joko of z-6w. Liezae
odpowiednie katy obrotu ¢, i, osi O, i O, od
osi &, mamy

N Ay
e Wy =——.
k de? T2 dt

Poniewaz kat A;MA, jest prosty, przeto z tvéj-
kata sferyeznego A A,C wynika

€os ;. cos P, 4-sin @, sin@, cosl =0, czyli Fig, 29.
tang g, . tang e, . cos—=— 1.

Rézniczkujge to réwnanie wzglgdem czasu i rngujge 6, otrzymamy

dgy _ w,  singycosg,  sin2¢,
dg, ~ w,  sing cosp, sin2¢

Z réwnania za$ poprzedzajgcego otrzymamy’

cosB . tgup R 1 .
V1 +c0&35.tawg“(p,’ G /1 +c0326.tang2cpl,

rugujac przeto kat @,, miéé bedziemy

COS Py =

0y cosf
W, 1l—sin%y, .sin20
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Z tego réwnania okazuje sig, ze gdy of pedzaca obraca sig jednostajnie, to obrét osi
pedzonéj bgdzie niejednostajny. Dla ¢, = 0 lub 7 otrzymamy min. w, = ©, cosf;

zad dla cp,=-g— Tub STE bedzie max. w, =c::)ﬁ. Migdzy wige tymi dwoma

kraricami zmienia sig predkosé katowa obrotu osi pedzonéj.

Osig chwilows, obrotu tego mechanizmu jest prosta, podlug ktéréj plaszczyzna,
przechodzgea przez ramig MA, prostopadle do plaszezyzny obrotu fego ramienia,
przecina plaszezyzng, przechodzgcey przez ramig MA, prostopadle do jego plaszezyzny
obrotu. Osi chwilowe utworzg stozek centralny [0]. Niech P, i P, oznaczajs od-
powiednio powyzsze dwie plaszezyzny, przecinajgce sig podlug osi chwilowéj; réwna-
nia tych plaszczyzn sg

P, = wsing, — ycosp, =0,
Py = — a sing, -}y cosp, cosh 4z cosp, sin = 0.

Wyrazajace costpy 1 singy przez cose i singy, i podstawiajac te wyrazenia w 2-gim
rownaniu, otrzymamy

P, = zsing, — ycosp, = 0,

P, = z cos, + (ycosB 4 2 sin6) cosf sing, = 0,

jako réwnania osi chwilowéj. Rugujae z tych réwnaf kat ¢,, otrzymamy réwnanio
stozka centralnego w przestrzeni,

a® 4 y2 cos?l + yz . ginf . cosB=10.

Ten wige stozek jest rzedu 2-go, a obie osi O, i 0, sa jego tworzacymi. Plaszezyzna,
przechodzaca przez ramiona MA, 1 MA,, jest styczna podezas ruchu do stozka
rzedu 2-go '

(22 4 #2) sin20 — (ysinf — 22z . cos 6)2 = 0.

Wyznaczenie stozka centralnego w ukladzie i obliczenie predkosei katowédj obrotu
chwilowego pozostawiamy czytelnikowi.

(2). Punkty ruch wyznaczajace a i b (fig, 30) posuwajy sig odpowiednio po
dwu prostyeh (a) i (2), przecinajgeych sig w punkeie S i tworzacych z soba kat ¢:
wyznaczy¢ przebieg ruchu posuwistego.

Prostopadle a0 i 40 do (@) i () przecinajy sig w érodku chwilowym 0. Jezeli

kot « SO oznaezymy przez o, to z tréjkata SOa mamy SO = ;:’l , & 7 tréjkata a0
: ; : i 0
wynika a0 : ad =sina : sing, a wige = Ja0 = 80. A zatym odlegloéé érod-.

sine,  sing
ka chwilowego od 8 jest stala, centrodyjg wige w plaszezyZmie bedzie kolo [0], zakré-
glone z punktu 8 jako érodka promieniem S0O. Czworobok Sa0b jest wpisany
w kolo, a opisane na tym czworoboku kolo jest centrodyjs figmry [o]. Jakoz widzi-
my, e jezeli kolo [o] toczy sig wewngtrz kola [0], to punkty ruch wyznaczajace po-
suwajg sig nieustannie po swych prostych kierownicach, jak tego zadanie wymaga.
Ruch zatym powyzszy otrzymujemy przez to:zenie sig kola [o] wewngtrz 2-go kola
o podwéjnym promieniu, Wiadomo, Ze punkt dowolny, stale z kolem [o] polgczony,



RUCHY SZCZEGOLNE UKBADOW, — B7. 127

opisuje w tym przypadku elipse jako szczegdlny przypadek hipocyklojdy; punkty
prostéj ab opisujy elipsy, ktérych grodkiem spélnym jest punkt 8, a dla ktérych

Fig. 30,

'Y

proste (a) i () sa dwiema érednicami sprzgZonymi. Z tego powodu ruch powyiszy
nazywamy ezesto ruchem eliptyczno-hipoeyklojdalnym. Poniewaz pun-
kty a i b opisuja tory o krzywiZnie réwnéj zeru, przeto kolo [o] jest zarazem w ka-
zdym polozeniu kolem przegigein, a punkt 8 biegunem przy$pieszenia. Kazdy przeto
punkt tego kola opisuje linija prosta, a poniewaz kierunek jego ruchu przechodzi cig-
gle przez punkt 8, przeto kazdy punkt toczacego sig kola opisuje érednicg kola nieru-
chomego [0]. Torami zatym punktéw posuwajacé] sig figury sg: proste dla punktéw
na kole [0], a elipsy dla wszystkich innych punktéw.

Obrawszy na ab dowolny punkt m, mozemy wyznaezyé osi elipsy (m). Jakos
prosta sm, laczaca m ze érodkiem s kola [o], przecina to kolo w dwu punktach p i ¢,
opisujaeych proste (p) i (g), prostopadle do siebie. Poniewaz punkt m pozostaje
ciggle na prostéj pq, practo elipsa (in) moze by¢ utworzona przez posuwanie punktow
p i q po prostych (p) 1 (7); a wiadomo z gieometryi, Ze punkt na odeinku prostéj,
posuwanym po dwu linijach prostych, do siebie prostopadlych, opisuje elipsg (m),
kt6réj osi s na tych dwu prostych, A zatym proste (p) i (g) sg osiami elipsy (i),
a odeinki mp i mq wyznaczajg polowy dlugodei tych osi.

Prosta mO jest normalna do elipsy (m) w punkcie m; a poniewaz s i 8 sy drod-
kami krzywizay obudwu centrodyj, przeto mozemy wyznaczyé srodek krzywizny p.
téj elipsy zapomocy wykréslenia Euler'a. Obwiednig prostéj ab jest pewna linija
krzywa; prostopadla OA do ad z punktu O przecina tg obwiednig w punkeie A,
w ktorym ta prosta jest styczna do swéj obwiedni. Jezeli punkt a posuwa sig je-
dnostajnie, to on bedzie érodkiem przyépieszenia; mozemy wige latwo wyznaezyé
przyépieszenie kazdego punktu.

(8). Wiadomo z art. 52-go, Ze ruch posuwisty jest okréslony, gdy dla pewnéj
prostéj L dana jest krzywa (L), do ktdréj ta prosta ma byé weinz styezna, tudziez
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tor (a) jednego punktu a téjie prostéj. Zamiast krzywdj (L) moze byé dany punkt 7,
przez ktéry prosta L ma ciagle przechodzié, tudziez tor (w) punktu a téj prostéj.
Jezeli wtedy wyprowadzimy z punktu 7 prostopadly do L., a przez punkt e popro-
wadzimy normalng do toru (a), fo ta normalna przetnie powyzszy prostopadla
w drodku chwilowym O. Dowolny punkt m prostéj I opisze w tym przypadku linijg
krzywg, ktérg nazywamy wogdlnodei konchojdg, eczyli lininijg muszlows, a z tego
powodun nazywamy ruch posuwisty, podanym sposobem okréslony, ruchem kon-
chojdalnym. Jezeli’ (a) jest linijy prosta, to natenczas punkty prostéj L opisujg
mugzle Nikomedesa,  Zbadamy blizéj ten ostatni praypadek.
Obierzmy prosty (w) (fig. 81), kiéry zowiemy podstaws muszli, jako of a;
a prostopadly do niéj z punktu stalego I jako of y. DPoruszajaca sig prosta L niech
bedzie osig 7). punkt @ pocazgtkiem, a prosta a§,

y L prostopadla do L, osig £; prosta L tworzy z kio-

2 ’,,G;: runkiem ujemnych a kit zmienny ¢@. Wypro-
P hY -

R o \\ wadzmy z punktu e prostopadly do (@), o z pun-

) - L ktu 1 prostopadly do Lj te dwie prostopadle

\‘\ przecinajy sig w frodku chwilowym 0, kiérego

N\ g spolrzgdnymi sg: 2= Aa, y=a0. Oznaczmy

’ przoz o odleglodé punktu 7 od podstawy (a)
\ z figury mamy
)

N z=23.cotgy, y

b

lag)-—-1
A = EmT'? ;

Fig. 31. rgujae przeto kat @, otrzymamy réwnanie cen-

trodyi w plaszezyinie, 2> —8(y —8)=—0. Ta

wige centrodyja jest parabola, ktéréj wiérzcholkiem jest punkt 7, a osig prosta Al;

jest ona zwrécona do podstawy strong wypukly, Oznaczmy przez & i 1 spélrzedne
punktu O wzgledem osi a7, posuwajgeych sig vazem z figura,  Mamy tu

8(:03"?— =y . 8inp=-——;

S=y-0mp = sinZe¢ ' sing ’

rugujge przeto kat ® z tych dwu réwnari, otrzymamy

(2=

Jako rownanie centrodyi [o] figury. Ta przeto centrodyjn jest krzywa rzgdu 4-go;
toezge ja po stronie wypukléj paraboli [0], wywolnjemy ruch konchojdalny.

Migdzy spélrzednymi (§, 1) a spolrzednymi (2, y) tegoz samego punktu mamy
nastepujace zwigzki

=20 cotgp + Esing —cosp, y==Ecosp -1 sinyp.
Rugujge z tych dwu réwnai kat @, otrzymamy réwnanie toru dowolnego punktu (&, 1)
posuwajacdj sig figury. Jezeli obierzemy punkt m na prosté) L. w odleglofei » od
punktu a, to dla tego punktu bedzie & =0, 1 =r, a zatym 2 =3 cotgtp ~— » cos g,
y=rsing, o rugujac kat g, miéé bedziemy réwnanie muszli (n),
a?y* 4 (% — %) (8 — )* = 0.
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Kolo, przechodzgce przez srodek chwilowy, przez punkt « i przez punks, w ktérym
normalna do paraboli [0], wyprowadzona z O, przecina podstawg (a), jest kolem
praegigeia.

(4). Okazaé, Ze miejscem gieometrycznym punktéw krecacego sig ukladn,
ktérych przyspieszenie styczne jest réwne zeru, jest stozek rzgdu 2-go, ktérego
plaszezyzny przekrojéw kolowych sy prostopadle do osi chwilowéj.

(5). Jezeli stozek obrotowy, ktérego wiérzeholek jest nieruchomy, toezy sig
na plaszezyinie, to kazdy punkt, stale polaezony z tym stoikiem, opisuje cyklojdg
sferyczng. Podaé réwnania rézniczkowe té) kraywéj.

(6). Obliczyé promieri krzywizny torn dowolnego punktu kreeneego sig ukladu
i okazaé, ze miejscem gieometrycznym punktéw, dla ktéryeh promienie krzywizny
odpowiednich toréw sg réwnolegle do osi chwilowéj, jest pewien stozel rzedu 2-go.

(7) Jeden punkt a posuwajacé] sig figury opisuje linijg prostq, a drugi punkt 2
opisuje kolo, ktérego frodek lezy na {éj prostéj: wyznaczyé centrodyje ruchu, obliczyé
stosumelk predkodei obu punktow ruch wyznaczajgeyeh i okazad, ge jezeli punkt a
posuwa sig jednostajnie z predkogeig » (migdzy pewnymi kraicami), to predlkodé ére-

dnia punktu b wynosi % v.

(8). Punkty, ruch wyznaczajace, a i b, opisnjay kola odpowiednio (a) i (b)
o réwnych promieniach i przecinajgce sig pod katami prostymi: wyznaczy¢ tor frodka
prostéj ad (ruch lemniskojdalny).

(9). Dwa boki posuwajgcego sig tréjlkata sy odpowiednio styezne do dwu da-
nych kol: wyznaczyé centrodyje, tor wibrzcholka, w ktérym te dwa boki sig przeci-
najy, tudziez obwiednig 3-go boku trijkata.

(10). Dowiésé bezposrednio istnienin kola, o ktérym jest mowa w avt. 57-ym,
ezyli tak zwanego kola granicznego, uwazajae jo jako miejsce gicometryczne
grodkéw krzywizny tych toréw, jakie opisuja nieskoiiczenie dalekie punkty posuwa-
jacéj sig figury, i okazaé, Ze to kolo ma ten sam promied, co kolo przegigcia,
i lezy po innéj, niz to kolo, stronie spélnéj stycznéj do obudwu centrodyj.

(11). Okazaté na podstawie réwnania (4) arvb. H4-go, Ze, jozeli parabola toezy
sig po linii prostéj, ognisko paraboli opisuje linija Iumicuchows.

(12).  Zbadaé analitycznie ruch eliptyezno-hipocyklojdalny i wyznaczyé réwna-
nie obwiedni prostéj ad, laczgedj oba punkty, ruch wyznaczajaee.

(18). Jeden punkt @ ukladu porusza sig jednostajnie po prostéj (a), a uklad
obraca sig jednostajnie okolo osi, przes a przechodzacéj, prostopadléj do (a) i posu-
wajaedj sig réwnolegle do siebie: wyznaczy¢ centrodyje ruchu.

(14). Jeden punkt ukladu spada pionowo bez predkosei poczatkowéj, a uklad
obraca sig jednostajnie okolo ogi pozioméj, przez ten punkt przechodzgceéj: okazat, ze
centrodyja [O] jest paraboly, a centrodyja [0] spiralng Archimedesa.

(15). Okazal, Ze, jezeli krzywa rzgdu 2-go toczy sig po jakiéjkolwick krzywéj
plaskiéj, to miejscem gicometrycznym $rodkéw krzywizny toréw, kitre punkty toezq-
eéj sig krzywéj opisujg jednoczesnie, jest pewna krzywa rzedu 2-go, styezna jedno-
czesnie do obudwu danyeh krzywyeh w érodku chwilowym.,

(16). Srodkiem przyépieszenia rzgdu n-go przy ruchu posuwistym nazywamy

Bibl, mat,-fiz., 8. IV, T, X. 9
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taki punkt, ktérego przyépieszenie rzgdu n-go jost réwne zeru. Wyznaczyé ten dro-
dek przy dowolnym n i okazaé, Ze skladowe przyépieszenia rzgdu n-go kazdego pun-
ktu, ktéry nie jest srodkiem przyépieszenin tego rzgdu, wyrazajg sig jako funkeyje
linijowe spélrzgdnych tego punkbu.

(17). Dowiééé, ze érodek chwilowy jest jedynym punktem rzeczywistym posu-
wajacéj sig figury, ktory jest punktem zwrotu (promieri krzywizny = 0) swego toru.

(18). Dowiééé nastgpujacego twierdzenia: jezeli my i 'm, s dwoma punktami
posuwajacé] sig figury, a p, i py odpowiednio grodkami krzywizny ich toréw; jezeli
M, i M, oznaczajg punkty, w ktérych normalne odpowiednio O, i Om, przecinaja
kolo graniczne, a prosta mymy przecina prosta i, (i, w punkeie n, natenczas prosta On
jest réwnolegla do prostéj M;M,. Zastosowaé to twierdzenie do wyznaczenia ‘érodka
krzywizny muszli Nikomedesa w zadaniu (3), znajac kolo graniczne i §rodek krzywi-
zny toru jednego punktu figury.

(19). Dowiésé nastgpujacego twierdzenia: gdy centrodyja [o] toczy 'sig po
pewnéj krzywéj [0'], a przytym punkt m centrodyi [o] opisuje linijg (i), gdy pola-
czymy sztywnie krzyws (m) z kezywy, [0'], i toezyé bedziemy [0'] po pewnéj krzywéj
[0], to krzywa () podczas tego ruchu bedzie styczna do téj saméj krzywéj, do kt6-
réjby byla styezna, gdybyémy centrodyjg [o] toezyli po krzywéj [0].




