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38. RucH CHWILOWY UKEADU NIEZMIENNEGO. Przywiedziemy uklad
niezmienny z danego polozenia do poloZenia nieskonczenie bliskiego, udziela-
jac mu ruchu takiego, Zeby trzy punkty ruch wyznaczajgce zajely jednoczesnie
polozenia nieskoniczenie bliskie, przez danc warunki okréslone. Niech my, m,
i my (fig. 19) bedg wiadomymi poloZeniami owych trzech punktéw w czasie £,
a n'y, m'y i m'y ich poloZeniami odpo-
wiednimi po uplywie elementu czasu
dt. Nadajmy tréjkatowi m',m'ym', nie-
skoficzenie maly ruch postepowy m' m, ,
wskutek czego ten tréjkat przyjmie po-
Tozenie trojkata mgpgpe. Polgczmy
z sobg, punkty m, i |, prosts, a przez
§rodek prosté] mgpe, t.j. przez punkt
o, poprowadimy plaszczyzne P,, pro-
stopadly do my,ps; podobnie przez éro-
dek 8 prostéj mgps poprowadzmy pla-
szezyzng Pg, prostopadly do mgp,.
PoniewaZ obiedwie plaszczyzny, P,
i Pg, przechodzy przez punkt my,
przeto przetng sig podlug pewnéj pro-
stéj O,, przez ten punkt przechodzgceé;.
Mozemy teraz latwo okazaé, Ze tr6jkat mm,m, mozna przywiésé do poloZenia
My o g Przez nieskoficzenie maly obrot okolo prostéj O,. Aby tego dowiése, po-
prowadzmy przez punkt n, dowolnie obrany na prostéj O,, plaszczyzng prosto-
padly do téj prostéj; ta plaszczyzna przetnie proste mgmy, My, Mymg 1 my g
odpowiednio w punktach #y, v, fis 1 v5. PoniewaZ proste mgm, i myp, sg
tworzgeymi stozka obrotowego, ktérego osig jest Oy, przeto mm, ==mnv,; po-
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niewaz podobnie proste me,my 1 mypg sy tworzgeymi innego stozka obrotowego,
ktérego osig jest takze Oy, przeto nmy=nv,. Nadto mamy mn, = m,yv,
1 Mgy = My, o poniewaz trojkaty mmamg 1 mypapy s réwne, przeto takze
Nolly = Vo¥y. A zatym i dwa trdjkaty nmgny 1 vy sg réwne, a wiec kgt
gy jest vowny katowi vynvy, z czego wynika, Ze kgt nieskoiiczenic maly
nany, réowna sie kqtowi agny,. JeZeli zatym obrécimy tréjkat mmym, okolo
prostéj O, o kat nieskonczenie maly do, = nynv, = nynvy w kierunku od 2,
ku v,, to punkt n, zejdzie sig¢ razem z v,, a jednocze$nie punkt 4, z punktem
vy, & zatym prosta m,m, zajmie poloZenie m,p.,, a jednocze$nie prosta m,m,
poloZenie m,p.,, z czego sig okazuje, ze wskutek obrotu o kat d¢, okolo pro-
stéj O, trojkat mmam, przyjmie poloZenie tréjkgta mypypg, ¢ n. d. Pray-
wibdszy tym sposobem tr6jkat mymumg do poloZenia myp,ps, udzielmy mu
z tego polozenia nieskoriczenie malego ruchu postepowego mm',; wtedy
trojkat zajmie poloZenie m/ym'ym'y, jakie mial wlasnie zajgé po uplywie
rozwazanego elementu czasu.

Poniewaz jakickolwick trzy punkty ukladu niezmiennego, nie lezgce na
jednéj prostéj, mogy sluzyé do wyznaczenia jego ruchu, a opisane powyzéj
postgpowanic daje sie zastosowaé do ktéregokolwiek z tych punktow, przeto
mainy nastepujace twierdzenie: ruch clavtlowy ulladu nicamiennego moze byc
nieskoriczenie wieloma sposobami wywolany przez obrdt chwilowy ulkladu i je-
dnoczesny ruch chwilowy postepowy tego whiadu.

Oznaczmy przez ds, droge mem', punktu m, w czasie d¢, i niech
mlz(—?;—‘, vy :%';—", jest wige w, predkoSeig kgtows chwilowego obrotu
ukladu okolo prostéj Oy, a »; predkoScig jego ruchu postepowego chwilowego
w kierunku ruchu punktu ue,.  Obrawszy inny punkt m,, mozemy podobnym
sposobem wyznaezyé predkesé katows o, obrotu okolo pewndj osi O,, przez
tenze punkt przechodzacéj, ktéry razem z ruchem postepowym o predkosci v,
tego punktu przywiedzie uklad réwniez z danego polozenia w czasie ¢ do polo-
zenia w czasie {+di. Waszystkie polyczenia dwu ruchéw chwilowych, tym
sposobem wyznaczone, sg réwnowazne, poniewaZ wywolujg ten sam ruch ukla-
du niezmiennego.

Kierunek ruchu postepowego ukladu nie bedzie wogdlnoéei prostopadly
do osi odpowiedniego obrotu, a przeto takie dwa ruchy sg rownowazne skre-
towi (art. 29). A poniewaz polgczenia ruchéw obrotowych z postepowymi, do
ktérych sig odnosi poprzednie twierdzenie, sg z sobg réwnowazne, przeto dajs,
one zawsze ten sam skret wypadkowy, Dochodzimy wige do twierdzenia ogdl-
nego: ruch clavilowy whladu niezmiennego moze byé tyllko jednym sposobem wy-
wolany przez skrgt chawilowy whludu (twierdzenie Chasles’a).  OS tego skretu,
ktéry uklad przenosi z pewnego poloZenia do polozenia nieskoficzenie bliskie-
80, nazywamy osig centralng ruchu, albo takze osig chwilowsg ruchu
tego ukladu w chwili uwazang;.

39. Aby wyznaczyé skret chwilowy ukladw z wiadomych ruchéw
3-ch jego punktéw, zwaimy, Ze o skretu, wynikajgcego ze skladu obrotu
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z ruchem postgpowym, jest réwnolegla do osi tego obrotu, e predkosé katowa
skretu rowna sig predkodei katowdj danego obrotu i Ze nakonice predkosé
ruchu postepowego skretu réwna sig rzutowi predkosei danego ruchu postgs

- powego na o§ obrotu (art. 29). Z tego sig okazuje, Ze osi obrotu Oy, 0,,...,
rozwazane w artykule poprzednim, przechodzgcee przez punkty my, m,,...,
si rownolegle do osi chwilowéj ruchu uldadu, tudziez, Ze rzut predkodei o,
oy ktéregokolwiek z punktéw my, my,... na kierunek t&j osi daje pred-
ko$¢ ruchu postegpowego skrgtu chwilowego, Widzimy wiee, Ze rzué prediodes
kaédego punlitu ulhladu nicamicnnego na o8 clucilowq ruche jest staly co do
wielkosci i co do kierumku, Jezeli zatym w punkeie dowolnym A wystawimy
trzy odeinki, przedstawiajgce predkosei trzech punktéw ruch wyznaczajgeych,
i poprowadzimy plaszezyzng przez punkty konicowe tych odeinkdw, to prosto-
padla, spuszezona z punktu A na te plaszezyzne, jest réwnolegla do osi chwi-
lowédj, a dlugo$é téj prostopadléj przedstawia predkodé ruchu postgpowego
skretu chwilowego. Na podstawic wiee twierdzenia poprzedzajacego mamy
nowe: punkty kovicowe odeinkdw, wystareionych w punkeie dowolnym ¢ przedsia-
wiajgeych predkosei jednoczesne wsaysthich punktow ukladw nicsmiennego, leég
na plaszezyinie, prostopadtéy do osi ehwilowéj ruchu tego ultadu.

Niech m bedzie punktem dowolnym ukladu, » predkoScig tego puuktu,
a P jakykolwiek plaszezyzng, prostopadly do osi chwilowéj; oznaczmy przez M
vzub punktu me, a przez V rzut jego predkosei » na plaszezyzne P, Rzut V
przedstawia widocznie predlkode, ktéré) punkt s nabywa wskutek obrotu ulda-
du okolo osi chwilowéj, a prosta, przechodzgca przez M prostopadle do V i le-
zgea na plaszezyznie P, przechodzi przez §lad osi chwilowéj na té) plaszezy-
inie. Jezeli przeto z predkosei vy, vy, vy trzech punktow meg, m,, my wyzna-
czymy, wedlug twierdzenia poprzedzajgcego, kierunek plaszczyzny P, a na-
stgpnie rzucimy te punkty i ich predkoSei na plaszezyzng P, z rzutéw zas
M,, M,, M, tych punktéw wyprowadzimy na plaszczyinie P odpowiednio
prostopadle do rzutéw V,, V,, V; predkosei tychZze punktéw, to te trzy pro-
stopadle przetng sie w jednym punkeie, ktéry jest Sladem osi chwilowédj na
plaszezyznie P, Duzielge nakoniec rzut V, predkosci vy przez odleglost pun-
ktu M, od tego §ladu, otrzymamy predkost katows skretu chwilowego. Ty
sposobem wyznaczyté mozemy skret chwilowy ukladu,

40. Ruch chwilowy ukladu niezmiennego mozemy jeszcze innym sposo-
bem wywola¢, Wiadomo (art. 35), ze skrgt mozna nieskoficzenie wieloma spo-
sobami zastgpié dwoma obrotami okolo dwu osi sprzgzonych, ktdre wzgledemn
sichie majg poloZenie skosne. A zatym ruch chawilowy ulladu niezmiennego
moie byé nieskoriczenie wieloma sposobami wywolany przez dwa obroty okolo
osi skodnych. Ay takie dwie osi wyznaczyé z wiadomych ruchéw trzech punk-
t6w, polgczmy punkty s, i m'y, wystawmy w §rodku prostéj mpm', plaszczy-
zng Py, prostopadly do t& prostéj, i poprowadzmy podobnie przez §rodek pro-
stéj mym'y plaszezyzng P,, prostopadly do téjze prosté). Obie plaszezyzny
przetng sig podlug pewnéj prostéj Oy, a latwo okazal (co pozostawiamy czy-
telnikowi), ze obrét chwilowy okolo Oy, przywiedzie prosty mymn, do poloZenia
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m'ym'y, jakie ona ma zajgé w czasie {4-d¢. Niech wskutek tego obrotu
punkt m, zajmie miejsce m'y; wowczas, obréciwszy trojkat m',m'ym''y okolo
prostéj m'ym',, mozemy punkt m'; przywiésé do poloZenia m'y., Widzimy
zatym, ze dwa obroty okolo prostych Oy, i m'pn', przywodzg uklad do po-
loZenia #gdanego, z czego si¢ okazuje, Ze te dwie proste sg dwiema osiami
sprzeZonymi obrotu. JeZeli element czasu d¢ nicograniczenie zdgza do zera,
to elementy linijowe miym'y 1 mym'y bedg stycznymi do kierownic (my) i (my),
a zatym P, i P, beds plaszezyznami normalnymi do tych kierownic w pun-
ktach m, i m,. '

Wystawiwszy w punkeie dowolnym uklad spélrzednych prostokgtny, mo-
zemy skret chwilowy rozlozyé na trzy obroty okolo osi tego ukladu i na trzy
ruchy postgpowe w kierunkach tychze osi. A zatym ruch chwilowy wktadu
niegmiennego mose byé wieskoviczendie wieloma sposobami wywolany przes tray
obroty okolo trzech prostych, wzajemnie do stebie prostopadlych w jednym pun-
ficie, © przes tray ruchy postepowe w Tierunkach tychze prostych. (Gdyby nawet
te proste nie przecinaly sig z sobg, pod katami prostymi, to jednak twierdzenie
prawdziwym pozostanie.)

Mozemy nakoniec wypowiedziéé twierdzenie: ruch cluwilowy ulkiadw nie-
amiennego mode byé mieskoviczente wicloma sposobams wywolany praes szesé
obrotow okolo szescun 0st niezaleinych.

41, RucH (IAGEY UKEADU NIRZMIENNEGO. Wyznaczywszy podlug art.
38-go prostg O,, przechodzges przez punkt m,, obrétmy ukiad nieskoficzenie
malo okolo t6 prostéj i przesufimy go o dlugosé nieskonczenie maly mym'y;
uklad zajmie polozenie odpowiednie po uplywie czasu ¢-d¢. Uczyimy toz
samo W nastepnym elemencie czasu, t. j. ohréémy uklad okolo pewnéj osi O'y,
przechodzgeéj przez punkt m'y, i przesuiimy go o dalszy element m'ym"; drogi
punktu m,. It. d. Wskutek tych ciaglych ruchéw chwilowych punkty ruch
wyznaczajgee beda sig przesuwaly po swoich kierownicach, a zatym uldad
wykona ruch, przez dane warunki okréslony.

Poprowadsmy przez punkt dowolny A proste réwnolegle do nastepujo-
cych po sobie osi O,, O'y, 0"y,...; te rtéwnolegle utworzg stozek o wiérzcholku
A, ktéry oznaczmy symbolem [0], Jakoz, dla kazdego skoficzonego przedzialu
czasu otrzymamy pojedyrniezg nieskonczonosé osi Oy, O'y,..., tudziez prostych
do nich réwnoleglych, z czego wynika, Ze dowolna plaszezyzna przetnie uklad
tych réwnoleglych w pojedyiiczé] nieskoficzonofei punktéw, a wige podiug
linii krzywéj; miejscem zatym gieometrycznym tych réwnoleglych jest po-
wierzchnia stozkowa, Przyjmujac punkt m, jako wiérzcholek tego stozka, wi-
dzimy, Ze ruch ciggly ukladu daje sig wywolat przez posuwanie sie stozka
razem z ukladem wzdluz kierownicy (m,) i obrdt ukladu okolo nastepujacych
po sobie tworzacych tegoz stozka, przyczym kazda tworzgca jest tylko przez
chwile osig obrotu. GdybySmy za wiérzcholek obrali inny punkt, niz m,,
otrzymalibySmy ten sam stozek, widzieliémy bowiém (art. 38), Ze osi obrotu,
przechodzace przez rozmaite punkty ukladu, sg do siebie réwnolegle. MoZemy
zatym stozek [O] przesuwaé wzdluz toru ktdregokolwick punkiu ukladu, jeZeli
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tylko predkose katows obrotu wyznaczymy w kaZdéj chwili odpowiednio dla
tego punktu (art. 38); tym sposobem wywolamy zawsze Zgdany ruch ukladu.

Osi Oy, Oy, 0",... zajmujg nietylko pewno poloZeniec W przestrzeni,
ale zarazem kaZda z nich ma pewne poloZenie wzglgdem poruszajagcego sig
ulladu. Jezeli w czasie ¢ wiérzcholek stozka [O] znajduje sig w my, a prosta
Oy jest osig obrotu, to pewna prosta o'y ukladu, skutkiem obrotu chwilowego
okolo Oy, zejdzie sig razem z nastepujacy osig obrotu O';. W czasie {4 dt
znajduje sig¢ wiérzcholek stozka w punkeie m'y, a O'; jest osig obrotu; w ukla-
dzie znajdziemy znowu pewng prosta o'y, ktéra wskutek obrotu okola O'y ra-
zem sig zejdzie z prosty Oy, it. d. Wystawmy w punkcie m, (lub w jakim-
kolwiek innym punkcie) proste, réwnolegle do powyZszych prostych o'y, 0"y,...;
te réwnolegle utworzg takZe pewng powierzchnig stozkows [0]. ~Stozek [0]
jest zbiorem wszystkich prostych w przestrzeni, stoZek zas [o] jest zbiorem
wszystkich prostych w poruszajacym si¢ ukladzie, ktore stajg sig kolejno osia-
mi chwilowymi obrotu tego ukladu i przechodzg przez wiérzcholek spélny tych
stozkow, Obadwa stozki sg styczne do siebie w kazdéj chwili wzdluz t&j two-
rzge6j, ktéra jest wladnie osig obrotu ukladu. Jakoz, skoro prosta O, jest osia
obrotu, to tworzgca o', schodzi sig z nig razem, a sgsiednia tworzgea o,
stozka [o] skutkiem tego obrotu schodzi sig z sysiedniy tworzgeg O", stozka
[O]; z tego wynika, Ze obadwa stozki sg do siebie styczne wzdluZ prostéj O/, .
Stozek [0] posuwa sig wige w ten sposdb na stozku [O], iZ jest doft stycznym
wzdluZ jednéj tworzacéj, obracajge sie chwilowo okolo téjze tworzgceéj. Ponie-
waz taki ruch stozka [0] nazywamy toczeniem sig tego stoika, przeto ma-
my twierdzenie: vuch ciggly ukladu niczmiennego moge byé wywolany prees to,
2e pewten stozeky, do ultadu nie nalegey, a ktdrego widracholliem jest dowolny
punkt whladu, poswwa sig po torze tego punktu, a tnny stoéek o tym samym
widrecholku, lecz stale polgezony z whiadem, tocey sig po picrwszym stoiku
(twierdzenie Poinsot’a).

Wyznaczmy w kazdéj chwili 0§ S skretu ukladu; te osi S, S', 8",...
utworzg pewna, powierzchnig skoéng [S], dokladnie oznaczong, bedges zbiorem
tych prostych w przestrzeni, okolo ktérych nalezy uklad skrgcaé chwilowo,
aby tym sposobem wywolaé jego ruch ciggly. Wezmy pod uwage, podobnie
jak wyzéj, skret chwilowy w czasie ¢ okolo prostéj S; w ukladzie znajdziemy
pewng, prosty s', ktéra wskutek tego skretu razem sig zejdzie z prosta S'
i w chwili nastepnéj stanie si¢ osig skretu tego ukladu, Caynige to samo
‘w ka#déj z chwil, otrzymamy proste ', s", §",..., ktére utworzg drugg po-
wierzchnig skoéng [s], bedgcg zbiorem tych prostych w ukladzie, ktdre stajg
si¢ kolejno osiami chwilowymi jego ruchu. dJiatwo okazaé (co pozostawiamy
czytelnikowi), Ze obie powierzchnie [S] i [s] sq styczne do siebie chwilowo
wzdluz téj tworzgeéj, ktéra jest wlasnie osig skretu ukladu. Kazdg z tych
powierzchni nazywamy powierzchnig centralng ruchu ukladu, a mia-
nowicie powierzchnig [S] zowiemy powierzchnig centralng w prze-
strzeni, za$ [s] powierzehnig centralng w ukladzie. Ruch powierz-
chni [s] wzgledem [S] sktada sig z obrotu okolo tworzgeéj stycznosei i z ruchu
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postgpowego wzdluz téj tworzgedj, czyli z toczenia sig 1 §lizgania, A zatym
ruch ciqgly wkladw niesmiennego moge byé wywolany preee to, Ze powierzchnia
centralne w ukladezie toczy sip ze Slizganiem na powierzchni centralnéj w prze-
streens (twierdzenie Poncelet’go), Poprzednio przeto rozwazane stozki [O)]
i [0] sg tak zwanymi stozkami kierunkowymi, odpowiednimi powierzchniom
[S] 1 [s].

42. Rzyp swosopny ukeapu. Uklad niezmienny nazywamy swobo-
“dnym, jezeli z danego poloZenia moZe przyjaé wszelkie poloZenia sgsiednie,
PoniewaZ najogélniejszy ruch chwilowy ukladu niezmiennego jest skretem,
a kazdy skret daje si¢ rozlozy¢ mna 6 obrotéw okolo 6-u osi niezaleZnych
(art. 86), a nadto, poniewaz z obrotow okolo takich 6-u osi mozna utworzyé
kazdy skret chwilowy, jezeli tylko predkoSci kgtowe tych obrotéw odpowiednio
obranymi zostang, przeto mozemy wypowiedziéé nastgpujgee waine twierdze-
nie: ulklad niezmienny jest swobodny, jeieli daje sig obracaé okolo szeScin osi
nicaalesnych. Ulywajac za$ trzech osi spélrzgdnych prostokgtnych, mozemy
cechy swohody ukladu ujg¢ w twierdzenie: whiad niczmienny jest swobodny,
Jjezeli dagje sig obracac okolo trzech prostych, wzajemnic do sicbie prostopadlych
w jednym punkicie, © zarazen preeswwaé w kicrunkach tychie prostych *).

Wystawmy w dowolnym punkcie w przestrzeni trzy osi ukladu spélize-
dnych prostokgtnego i rozlézmy skret chwilowy ukladu niezmiennego na trzy
obroty z predkoSciami katowymi E, H, Z okolo tych osi, tudziez na tray ruchy
postepowe z predkosciami A, M, N w kierunkach tychze osi; te sze$é predko-
i B, H, Z, A, M, N nazywamy spélrzednymi ruchu tego ukladu
w chwili rozwazanéj wzgledem powyzszych osi. Te wielkoSei przedstawiajg
spolrzedne skretu chwilowego ukladu (art. 81). Znajgc spolrzedne ruchu,
mozemy wedlug réwnania (9) art. 31-go obliczy¢ skladowe predkosei kaZdego
punktu ukladu, ktére wyrazajy sie, jak wida¢ z tych rownan, przez funkeyje
linijowe spélrzednych prostokgtnych tego punktu.

Jegeli sze§¢ spblrzednych ruchu ukladu mogg przybiéraé wszelkie war-
toSci, natenczas uklad jest swobodny, a kaZdy z jego punktéw moze sie z da-
nego poloZenia poruszaé w przestrzeni we wszystkich kierunkach. JeZeli zad
miedzy spélrzednymi ruchu zachodzg jakiekolwick zwigzki, natenczas swoboda
ukladu bedzie ograniczona, a uklad nie hedzie juz mogl byé obracany okolo
szefciu osi niezaleznych,

Stosownie do ilosci zwigzkéw, zachodzgeych migdzy spolrzednymi ruchu,
rozréZniamy rozmaite rzedy swobody ukladu niezmiennego. JeZeli migdzy
spolrzednymi ruchu ukladu zachodzi n zwigzkow, prayezym oczywiscie n<6,
to powiemy, Ze uklad ma swobodg ruchéw rz¢du (6 —n)-go. Wedlug

*) W odudzach przednich czlowieka, od ramienia do kofiezyn paledw, moina rozréininé
szeéé osi, okolo ktérych kaidy palec (oprdez wiclkiego) moze sig obracaé, mianowicie w stawie
ramieniowym, w lokeiu, w przedrgezu, w drddrgezu i na kofieach ezlonkéw. Nie wiemy, czy po-
wyzsze osi stanowig uklad niezalezny w kaidym poloZenin odndia; mozemy jednak na podstawie
danyeh twierdzef wyttomaceyé doskonalq ruchliwodé odndzy, a wezezegdlnodei koficayn paledw,
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wige tego okrélenia zmniejsza sig rzgd swobody odpowiednio do ilofei zwigz-
kéw, ktére t¢ swobodg ograniczajy; zupelna swoboda ruchéw jest swobodg
rzgdu 6-go, a zupelny brak swobody zachodzi wéwczas, gdy ona jest rzedu
zero; whedy howiém wszystkie spélrzedne ruchu sg okréélone przez warunki
zadania, Z tego wynika takZe, Ze ruch chwilowy ukladu niezmiennego jest
zupelnie okréslony, jeZeli mamy sze$t danych warunkéw, z ktorych moZna
wyznaezyé sze§é spélrzgdnych tego ruchu, jak to innym sposobem okazalismy
w art, 20-ym,

43. AnwarnzZA nUcHU UKEADU. Twierdzenia, okazane w tym rozdziale
drogg, przewaznie syntetyczng, sg tak waZne, Ze uwazamy za potrzebne okazaé
je takZe sposobem analitycznym, kt6ry pozwoli obliczyé prayépieszenie kazdego
punktu ukladu niezmiennego.

Obierzmy w dowolnym punkcie A uklad spélrzednych prostokatny
o osiach Az, Ay, Az, nieruchomych w przestrzeni, a w dowolnym punkcie M
ukladu niezmiennego, ktérego spélrzedne wzgledem tych osi niech beds X,
Y, Z, wystawmy trzy osi prostokgtne Mé&, Mv, ML nowego ukladu spél-
rz¢dnych, poruszajgce si¢ razem z naszym ukladem niezmiennym. Kazdy
punkt m ukladu ma teraz dwojakiego rodzaju spélrzedne, mianowicie spdlrze-
dne zmienne, #, y, #, okréflajgce chwilowe poloZenie tego punktu w prze-
strzeni, i spolrzedne stale, €, 7, §, okréSlajace poloZenie tego punktu w ukla-
dzie. Jezeli a,, by, ¢,; @y by, Co} @a, Dy, €3 0znaczajy dostawy kierunkowe
osi odpowiednio M&, My, ME wzgledem osi Az, Ay, Az, to migdzy nimi
zachodzg wiadome zwigzki

at+bi4ct=1, (i=1,2,3)
ot atta?=1, b24+b2+02=1, ¢2+c2+c2=1;
(D a4+ b+ an=0, G E=1,2 3);
by + @by 4 agby =0, byc;+ bycs + bsc?= 0, ¢+ eaa,+ ey03=0,

a wyznacznik ¥ == a,byey jest réwny +1 lub —1 wedlug tego, czy, po obré-
ceniu jednego z uldadow tak, izby dodatne kierunki dwu jego osi hyly rowno-
legle do dodatnyeh kierunkéw odpowiednich osi drugiego i w te same zwré-
eone strony, dodatne kierunku osi pozostatych sa w tg same strong zwricone,
czytés w strony przeciwne. Wzory na przejScie od jednych z tych spolrze-
dnych do drugich sg :

s=X+ab+tantal, | t=a@—X)+bH—Y)+o(z—72),
Y=Y +bE b+ 0L, | 1= a(® — X) + bo(y — Y) + a(2 — Z),
a=2+ck+ e+ el | L=a(@—X)+ by —Y) + s — 2),

Aby obliczyé predkosé punktu m, rézniczkujmy réwnania (2) wzgledem
czasu, dla krotkoSei oznaczajac otrzymywane pochodne zapomocs krések
u gory; skladowe wige predkosei punktu (@, y, 2) sa:

}x’:X'—b a6+ a'yn+ a'sC,

@)

y' =Y 4,6+ Vg UL,

(3)
- .’J' — ZI' "lr‘ L"_.E -l“ f'-rz"q ’|", C‘at.
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Réiniczkujmy ostatnie z réwnaf (1) wzglgdem czasu, wprowadzajac jedno-

cze§nie oznaczenia:

e,y - eott'y - a0’y = — ('@, + ¢'atty + €'3a5) = H,
ff-i b,‘ + a-_\_btz + ﬁfab's — - (a', bi + a;g‘bm ‘l— a'gb-_;) prmn Z .

I’lf.";] “!" bgc'g + 3130'3 == (br;l’:] -+ ?JFZCQ ‘+‘ 11:3\‘:'3) = E,
o)

Podstawiwszy w réwnaniach (3) za §, 1, { ich wyraZenia (2), otrzymujemy

#d=X'—1ly —Y)+H(z—Z),
y=Y'—E({r— Z)+ Z(z—X),
g =2 —H(z—X)4 E(y—Y);

gdy jeszcze mazwiemy

(6)

ZY —HZ 4+ X'=A,
27 —1X 4+ Y'=M,
HX —EY 42 =N,

(6)

to miéé hedziemy
d=He—2Zy + A,
) y=2z—Ez+M,
?g'zﬁy— Hz+ N,

jako najprostsze wyraZenia predkosci punktu (@, y, 2) w kierunkach osi odpo-
wiednio Az, Ay, Az. Poréwnywajac te wyraZenia z réwnaniami (9) art.
31-go, widzimy, Ze wszystkie punkty ukladu skrecajq sie w chwili rozwaZzanéj
okofo pewnéj osi, oraz ze wielkoSci E, H, Z, A, M, N, wedlug wzor6w (4)
i (6) obliczone, sg wladnie spélrzgdnymi tego skretu. Te zatym wielkodci
przedstawiajg, wedlug art, 42-go, sze§¢ spélrzednych ruchu ukladu. Sp6l-
rzgdne E, H, Z wyznaczajn predko§t katows skretn i kierunek jego osi.
Oznaczajge te predkost przez Q, mamy: ‘

(8) Q=)E 12+ 72,
Parametr skretu wynosi
9) v=BA+HIM+IN=EX'+HY'+ZZ'=Ea'+ Hy'+- L7,

a wskaznik

EX'+HY'+4 227!
(10) A= oz o ,
predkoét za& ruchu postepowego skretu jest
= ! . ! !
(11) V= 2X +IIQY +17Z '
Jezeli a, b, ¢, u, B, 1 oznaczaja spolrzedne osi chwilowéj ruchu, to (art. 31)

E H 7 A—)E M—\H N—\Z
(12) a=g, b’:—g, e=gq 4=—7g—) [3:——9———-, 1=
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Réwnanie » = Ea' 4 Hy' + Z4' wyraza wiadome (art. 39) twierdzenie,
%e rzut predkosei kazdego punktu na of chwilows, ruchu jest wielkoscig stala,
ktéra, wedlug (11), jest réwna predkoSei ruchu postgpowego skrgtu chwi-
lowego.

Ruch chwilowy ukladu bedzie samym tylko obrotem, jezeli »=0,
a zatym EX' 4+ HY'4+Z7Z'—=0. Ten przypadek nastapi albo wtedy, kiedy
X'=0, Y'=0, Z'=0, t. j. kiedy punkt M jest w spoczynku, albotéz wtedy,
kiedy dla kazdego punktu Ea'4-Hy'+4 Zz'=0, t. j, kiedy wsaystkie punkty
ukladu posuwajy sig réwnolegle do téj saméj plaszezyzny.

Niech A,, By, Gy, Ay, By, I'y oznaczajg spolrzedne osi chwilowd) wzgle-
dem osi Mg, M+, MC; wéwezas A, =aaw,+0b +ce, i podobnie B, i C,.
Podstawiwszy zatym wyraZenia (12), otrzymamy

1. =

Aﬂ — "s? (ﬂvlﬁi"i‘bll'l -’f' B|Z),
1 ] [/
1. -

OD = -ﬁ- (ﬂgﬁ‘d + baI’I + GsZ) .

Niech o, By, 7, oznhaczajg odpowiednio momenty osi M& wzgledem osi Az,
Ay, Az; wtedy o, =¢, Y —0,Z, B =aZ —e X, 1, =5 X —a, Y. A po-
niewaz, jak wiadomo (art. 33),

Ay=ao + VB + ey +oa,+ B+,

przeto otrzymamy :

Ao = 5 [ (X! —AZ) 43, (Y'— ) +4,(Z — M), i podobnie
(19) By = g [@a(X — ME) 4 b Y — MH) + ea(Z — AT,
Py = - [0a(X! —NE) + Ba(¥' — NH)  ¢o(Z — M),

Roéwhania (12) wyznaczajy polozenie osi chwilowdj w przestrzeni, rowna-
nia za$ (18) i (14) wyznaczaja j6j poloZenie w poruszajgcym sig¢ ukladzie.
Wyrazajge réownania 1¢j osi we spolrzednych prostokatnych z, g, # wedlug
(12), oraz rugujge z otrzymanych dwu réwnai czas ¢, otrzymamy réwnanie
powierzehni centralnéj w przestrzeni, Postepujge za§ podobnie z rownaniami
(13) i (14) co do spélrzednych €, 7, ¢, otrzymamy, po Wyrugowaniu czasu,
réwnanie powierzchni centralnéj w ukladzie.

Niech v, v.,, v; oznaczajy skladowe predkoSei punktu (£, 1, C), wzigte
w kierunkach osi ruchomych odpowiednio M&, M7, M{; woéwezas

vt =+ by +
V= ' + by - 22!,
b= ag®' + bay' - '

Bibl, mat,-fiz, B IV, T. X, ¥
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Jezeli podstawimy wyrazenia (3) na &, ', #' i nazwiemy
30’y + byb'y + e3¢’y = — (20! + Uyb's 4 c2¢'s) = p,

(15) a|ar3 + blbra + 616'3 = (asa'| -J- Z):Jir] + 030'|)= q,
ﬂ':gﬂ-” + bgb“ + Cgl‘g” —_—— (fﬂarg |- blb:g_ "l"‘ G,c'g)z r,
to otrzymamy
Vg = QC-—#“J}-I—Vb

vy =pn—q&+ Vg,

gdzie Ve, V., V¢ oznaczajy rauty predkosei punktu M na osi M§, Mn, MC.
7 tych wyrazen widzimy, Ze wielkosci p, ¢, » przedstawiajg rzuty predkoSeci
katowéj skretu chwilowego na osi spélrz¢dnych odpowiednio M§, M, MC,
poruszajace si¢ razem z ukladem, podobnie jak =, H, Z sg rzutami téjze samé)
predkodei na osi nieruchome Az, Ay, Az. Z tych rzutéw moZemy obliczy¢
spoirzedne osi skretu chwilowego wzgledem osi ME, M, M, zwazajae, Ze

an o=V FF P

p.Ve+q.V, 2.V, Net+q. V4.V,
(18) a=pVe+qV, +rVe, = §+qu'+? C? V=P 5+19 i Y

Wyrazajac predkosci @', ¢, &' przez vg, ¥.qy Vg, MiéC bedziemy
@' = avg + AV + asvy,
Y = g+ bg'n.q + bave,
# = v+ vyt v,
a jeZeli tu wstawimy wyraZenia (16), to wypadnie
'= X"+ (ayr — agq) + N(as p — ) + L(a1g — azp),

Y=Y+ &b — baq) + 4 (bap — ;7)) + L (byq — bap),
g =2 +&(eyr — ean) +1(cap — ) +E(eiqg — cap).

Z porbwnania tych wzoréw z réwnaniami (3) otrzymamy nastepujace wyraze-
nia pochodnych dostaw kierunkowych osi M&, My, M¢:

. (19)

0y = agr —aggy | Uy =byr —bag, | ¢y = ear — caq
_(20) _ @y =gp—tnty | Vy=byp—0yr, | ¢y =cap— ey,
'y =a,q—aa, | Vy=0yq —byp, | ¢'sy=1c¢,q — esP.

44. Obliczmy przySpieszenie dowolnego punktu ukladu, W tym celu
obierzmy dowolny punkt (X,, Y,, Z,) na osi chwilowéj; wtedy

a=cY,—bZ,, B=0Z,—c¢X,, 1=0X,—a¥,.
A poniewaz, wedlug réwnai (1) art. 86-go, mamy

A=0aQ+4aV, M==pR40V, N=¢Q4cV,
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przeto otrzymamy

A=(cY,— bZ)Q+aV,
M= (aZ, — cX,)Q+V,
N=(0X,—a¥,)2+cV.
Razuty zatym predkoSci dowolnego punktu (z, y, z) beds,

@' = [?)(&’ - zo) - c(y - Yu)] Q4 a’V!
Y=[e(x —X,) —a(z — Z,)]. 24DV,
d=laly— Yy)— bl — X,)].2+¢V.
Aby otrzymaé skladowe z", ", #" przySpieszenia punktu (z, g, 2), 1r6-
zniczkujmy te réownania wzgledem czasu i wprowadimy v = a (X, — x)+4-
+0(Yy —y) +¢(Zy — 2); otrzymamy
d'=[b(s—Zy) —c(y — Y )] —[av+ (z — X)] Q2 +
+ [0z — Zo) — ¢y — Yo) +6Y'y — Z,| R+ (aV)),
@ V=lE—X)—a— 20— [bv+y— Vo]0 +
o/ — Xo)— al(e— Zo) + aZly— 0 X'y]Q+ (BV),
M =laly—Y,) —ble— X)) Q' — [ev+ (¢ — Z)] Q2 +
(@ — Vo) —V(o— X)) + DXy — V] 0+ (V).
Obierzmy o8 chwilowg S (fig. 20) w kierunku predkosei V ruchu postepowego
jako dodatng o§ z-6w; punkt X, w ktérym
krzywa zweZenia powierzehni [S] przecina
prostg S, niech bedzie poczatkiem ukladu
spolrzednych, a najkroétsza odleglosé Yo'
dwu sgsiednich osi chwilowych S i 8' niech
bedzie osig a-6w; nakoniec niech punkt X
bedzie punktem (X, Yy, Z,). Wtedy
=iy, W20y, L=,
a=10; D=0y e=¥

1)

©)

Dostawy kierunkowe sgsiedniéj osi chwilo- Fig. 20,

wéj 8 sy ata'.dt, DV .dt, ¢4 . di,

a spohrzedne punktu ¥, w ktérym krzywa zweienia przecina prosty S, sq:
X+ X' dt, Yo+Yo.dty Zy+7Z,.dt. Oznaczmy przez dé najkrétszg
odleglosé Yo prostych Si8', a przez de kat, miedzy tymi prostymi zawarty.
Z uwagi, ze element XY —ds kraywéj zweienia tworzy z osig x-6w kat
Y¥6' =1, mamy: a+a'.dt =0, a zatym a'=0; b+ V. d¢{ =sinde =de
%-:—; ¢+ .dt=cosde=1, przeto ¢'=0 — skoro opuszcza-
my nieskofiezenic male wazgledem d¢. Wskutek tego: X, + X'y .dt=d9,

a wige V=

a zatym X'y=— %i—; z trojkata za$ nieskoficzenie malego XX ¢!, prostokgtne-

go przy o, wynika Yo+ Y',.dé=0a¥ .sinde=ds.desing, ale Y, =0
przeto wielko§é Y';.d¢ jest nieskoficzenie maly wzgledem di; nalezy ja opuseid;
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nakoniec: Z, + Z'y . dt =d'¥ ., cosds, a gdy oY =dd.tangy, przeto

Zlo= if tangp, Précz tego mamy v—=—¢. Podstawiajyc te wartosci
w réwnania (2) i (8), otrzymamy:
(4) =—Ry, ¥y=R=z, /=Y,
2 = — Q¥ — Q’y+9 : d—s
(5) Y =Qu—oy—g. 20 v &
=—8.2 54,

jako najprostsze wyrazenia skladowych predkosci i sktadowych przy§pieszenia
punktu (%, y, 8), jezeli miejsce tego punktu w danéj chwili wyznaczamy
wzgledem powyZszego ukladu osi spélrzednych.

Wyrazajge w réwnaniach (2) art. 48-go spétezynniki a;, bi, ¢;, tudziez
wielkosei X, Y, Z, jako funkecyje czasu i nastgpnie rugujac czas z tych
trzech réwnaf, otrzymamy réwnania toru dowolnego punktu ukladu. Rdéwna-
nia (4) i (5) pozwalajg wyznaczyé wszystkie cechy gieometryczne tego toru.
Réwnanie plaszezyzny Sciéle stycznéj do toru punktu (z, y, 2) jest

(6) (@e"—2y")(@—a)+(d2"—a'2") (4 —y)+(@'y"—y's") (3p—2#) =0,

gdzie @p, ¥p, 2 88 spolrzgdnymi dowoluego punktu téj plaszezyzny, a krzy-
wizna toru wyra?: sig wzorem
(7) [(J! If err)__i_(grwr! mﬁﬂ)a_{_(mf 1 yfxn)g]'-%'

P (& y'* + 3'2)#

45. WARUNKI, ORRESLATACE RUCH UKEADU. Okazaliémy, %e ruch chwi-
lowy ukladu jest wiadomy, jezeli jest znanych szet spélrzednych tego ruchu,
ktore przez tylez warunkéw okréslone byé moga (art. 42). Aby blizéj rozpo-
znat te warunki, obierzmy trzy punkty my, gdzie ¢=:1, 2, 8, i oznaczmy
spolrzedne prostokatne kazdego przez z;, i, 2. Znajac predkosé punktu m,,
znamy tymsamym warto§ci pochodunych o/, 9/, 2'\; predkosé drugiego punktu
m, nie jest bezwzglednie dowolna, gdyz pochodne o'y, 95, 2, zado§é czy-
nig réwnanin (', —a',) (@ —21) -2 — 1) o — )+ (s —#) (. —2,) =0,
wyrazajacemu warunek, iz dlugosé prostéj m,m, nie zmienia si¢ podezas ru-
chu. Mozemy jednak obraé¢ dowolnie stosunki &', : %', : #/, migdzy tymi pocho-
dnymi, czyli kierunek predkoéei punktu m,, a wtedy z réwnaf (5) art. 43-go
otrzymamy stosunki E:H:Z. Pozostaly punkt m, mozemy jeszcze poddaé
warunkowi Agz's + Bsy's + Cye'y = 0, gdzie A, By, O, oznaczajg liczby wia-
dome, wyrazajacemu, Ze predko$é tego punktu jest réwnolegla do plaszezyzny
Ayz 4 Bay +Cyz =0. Tym sposobem otrzymamy sze§¢ warunkéw, pozwala-
Jacych wyznaczyt szeét spélrzgdnych ruchu ukladu. A zatym ruch chwilowy
uktadu niezmiennego jest aupelnie okréslony ze wagledu na praestraern 1 na czas,
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Jezeli wiadome sq: predlosé jednego punktu, kierunek predkosei drugiego punktu,
oras plaszezyzna, do ktoréj predhosé trzeciego punlitu ma byé réwnolegla. Te
trzy punky nic powinny leéé na jedné) prostdj.

Aby okréslié ruch ciggly ukladu, nalezy miéé réwnania ruchu punktu
ny, ktore w kazdéj chwili daja jego predkosc, tudziez tor punktn m,, ktéry
wyznacza kierunek predkosci tego punktu. W réwnaniu warunkowym Agz',+
Byy's+Cye's =0 dla punktu my bedg spolezynniki Ay, By, C; wogdlnosci wiel-
kosciami zmiennymi, a wtedy kierunek predkosei tego punktu bedzie w kazdéj
chwili réwnolegly do coraz innéj plaszczyzny. Ten ostatni warunek moZemy
gieometrycznie tak wyrazi¢: punkt m, ma sig poruszaé na pewnéj powierzchni
danéj, ktéra w kazdym miejscu ogranicza jego ruch otyle, iz nieskoficzenie
male przesunigcie punktu z tego miejsca przypada na plaszezyZnie stycznéj do
téj powierzchni, a zresztg kierunek jego ruchu pozostaje dowolnym. Te po-
wierzchnig, na ktéréj punkt porusza sie, zakréSlajac zreszty dowelny tor na té]
powierzehni, nazwiemy powierzchnig toru punktu tego. Mamy wige
twierdzenie: ruch ciggly uktadu niezmiennego jest zupetnie okréslony ze waglgdu
na przestraent i ma caas, jeseli snane sq rownania ruchw jednego punktu, tor
drugiego punktu + powierschnin toru trzecicgo punktu., Te tray punkty nie
powinny lezéé na jednéj prosté.

Z powyzszych danych moina, wedlug art. 43-go, obliczyt spélrzedne ru-
chu ukladu. Zalézmy, Ze &'y : ¥y : 2y = py i @o 170, gdzie Py, qg, 7y 88 liczba-
mi danymi, 1 wprowadZmy:

Loy =W — Lyy Y1 =Y2— Y1y Fa1= — #;
gy =Xy — Xy, Y =VYs— Y1y Fa1= 23— 2y;
) tgy = Potiay + Qulfer + Tafary Py = @1 %y + Uit + &iéay,
o= Agps + Bsga + Cory,
Gay = Palyy + QaYas + Tadagy Bar = @'¥sy + U'1Ys1 + #1251,
B= A"y + Byy's + Ce'y;

D = Ay (Yas?a1 — Yar#as) + By (22151 — 251221) + Oy (@a1¥a1 — ZayYa)-

Dla obliczenia spétrzednych =, H, Z, A, M, N ruchu chwilowego utworzymy,
wedlug réwnan (4)—(7) art. 43-go, nastgpujgce réwnania:

tgy D o B = oty B (03— 2) — Pyt - 2y + Ay (04 Poy — Gy » Bas)s
2) tgy D =0t B (Y3 — Yo) — Bas® - Ysx + Ba(oiay for — oy - Bar)s
0D o 2= g B (23 — %) — Py . 251+ Cy(ogs Bag— ay « Bar)y
gy« D o A = (001 — i) (2391 — 21Y5) — i B (2 — 21702) +
+ (0t By — 22, Bay ) (Caty — Bazy) + 69, D'y,
(3) tay « D M= (0t B — P, 00) (@) — 2120) — 021 B (2081 — 21 2) +
+ (051 Buy _'aﬂB:ll)(Aﬂzl —Cy2y) + ay Dy,
Oy e D o N = (oo B — By @) (s — 91%3) — 01 B (1201 — ¥1%) +-
+ (091 Bar — 1 Bor ) Bty — Aqyy) + 921 D2y

Jeieli wszystkie tray punkty m; poruszajg sig rownolegle do plaszezyzny
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Ayt 4+ Byy 4 Cyz=0, to wtedy =0, B=0; otrzymamy wskutek tego
B:H:Z=A,;.B;:C;, co oznacza, ze o chwilowa jest prostopadla do téj
plaszezyzny. Z réwnaf nadto (2) i (8) wynika w tym przypadku EA 4
+HM +ZN =0, t. j., ze ruch chwilowy ukladu jest obrotem. Jeieli tray
punkty ukladu, nie legee na jedndj prostéj, poswwajy sig réwnolegle do té)ée
saméj plaszezysny, to ruch clhawilowy ukladu jest obrotem okolo o0si, prostopadlij
do téj plaszcayany, @ gatym kaédy punkt whladu porusea sig réwnolegle do ldjée
plasaczyany.

46. Ruom nivi prosTis.  Niech prosta o spélrzgdnych a, b, ¢, a, B, ¢
wykonywa skret chwilowy o spélrzednych E, H, Z, A, M, N: wyznaczmy
przyrosty spolrzednych téj prostéj. W tym celu zwazmy, Ze prosta przyjmuje
inny kierunek tylko wskutek obrotu i Ze dwie proste réwnolegle pozostajs
réwnoleglymi po obrocie o tenZe sam kat okolo téjze saméj osi. PoprowadZmy
zatym przez poczatek osi spélrzednych prostg, réwnolegly do danéj prostéj,
i obréémy te réwnolegly okolo osi spélrzednych z predkosciami kgtowymi
odpowiednio B, H, Z. Gdy na té réwnolegléj obierzemy punkt o spélrze-
dnych a, b, ¢, ktdrego odleglosé od poczatku hedzie roéwna jednostee, to otrzy-
mamy, wedlug réwnan (2) art. 24-go,

(1) da=(He—Zb).dt, db=(ha—Ec).dt, de=(Eb—Ha).dt,

Obierzmy na danéj prostéj punkt (z, y, #), wyrazmy momenty a, B, 1 zapo-

moca, a, b, ¢, z, ¥, # (art. 83), weimy ich rézniczki wzgledem czasu i wyrazmy

da, db, de, dz, dy, dz wedlug (1) oraz wedlug wzoréw (9) art. 31-go; miéé

bedziemy <
do=Hy— LB--Mc¢— Nb)dt,

(2) 3 df =(la— Eq+Na— Ac)dt,
dy=EB—Ha4Ab —Ma)dt.

Obliczmy nastepnie wedlug réwnaf (9) art. 3l-go przesunigcia duz, dy, ds

punktu (@, y, 2) t& prostéj wskutek skretu, pomnéZmy te przesunigeia odpo-

wiednio przez a, b, ¢ i dodajmy iloczyny; otrzymamy

(3) w.dz+b.dy+c.de=(@A+0M+ecN+aEHBHA-1Z)dt.

Poniewaz lewa strona tego réwnania przedstawia rzut przesunigeia punktu
(w, y, z) prostéj na tex prosty, a strona prawa nie zawiéra spoélrzednych
punktu, przeto mozemy wypowiedziéé twierdzenie: rzut nieskoriczenie malego
praesunigeia kazdego punktu poruszajgceéj sig prosté] ma tgd prostq jest staly.
Jezeli przeto dla jednego punktu prostéj rzut przesunigcia bedzie réwny zeru,
to toz samo zajdzie dla kakdego innego punktu prostéj, t. j. jesels poruszajgca
sig prosta jest prostopadla do toru jednego ze swych punlitow, to jest prostopadia
do toréw wsaysthich swoich punktow.

Réwnanie plaszezyzny Py, poprowadzonéj przez punkt (z, 9, #,) téj pro-
5téj, a normalnéj do jego toru, jest

Pi=Heay —2y + )X —2) + (Lo, — Bz, +M)(Y — p) +
Eyr—Ha, +N)(Z—2) =0,
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czyli

(4) Po=Meg—2y+ NX + (Zoy—EBa + M) Y +
+ Ey —Hay +N)Z — (A, + My, +Na) =04

podobnie, réwnanie plaszczyzny P, , przesunigté) przez drugi punkt (z,, yo, #)
téjze prostéj, a normalnéj do toru tego punktu, jest

(5) P, = (Hey,— Zys 4+ A)X + Ly — Bz +M)Y +
+ (Bys — Hasy + N) Z — (A + My + Ngy) =0,

Spolzgdne zaé punktu dowolnego (x, y, #) na t& prosté] mc}:'zemy, jak wia-
domo, wyrazi¢ linijowo zapomocg spélrzgdnych powyzszych dwu punktéw,
kladge
R YO N Ve S WA, V8 %)
SRR VL e W T X

gdzie A, i Ay oznaczajg spdlezynniki zmienne. Wystawmy w punkcie (z, y, 2)
plaszezyzng P, normalng do jego toru; z réwnah (4) i (5) wynika réwnanie té
plaszezyzny,

(6) . P=AP, 40P, =0,

ktére wyraZa twierdzenie nastepujace: plaszczyzny normalne do jednoczesnych
toréw wszystlich punktow poruszajacéj sig prostéj przecinajg sig podlug pewndj
prostéj. Niech Li oznacza dang prostg, a I t¢ prosta, podlug ktéréj przecinajy
sig plaszezyzny P; wowezas z podanego twierdzenia wynika, jako wniosek, Ze
prosta I moze hyé¢ przywiedziona do poloZenia nieskoficzenie bliskiego przez
obrét chwilowy okolo prostéj 1.

RozwaZzajmy poruszajacg si¢ prostg, w dwu polozeniach sgsiednich I,
i I, Prosta, laczgca dwa sgsiednie polozenia m i m' dowolnego punktu té
prostéj, jest styczna do toru tégo punktu. PoniewaZ kazda taka styczna prze-
cina obie proste I i 1! i, wedlug ostatniego twierdzenia, jest ré6wnolegla do
plaszezyzny, prostopadléj do prostéj I (plaszezyzny obrotu), przeto otrzymus
jemy nowe twierdzenie: jednoczesne styczne do tordw, opisywanych przez puins
ety poruszajgeéj sie prosté), sq tworzacyms parabolojdy hiperbolicanéj. Proste
L i 1) sg takze tworzacymi téj parabolojdy; nie nalezg jednak do tego nkladu
tworzaeych, ktéry stanowig, styczne do toréw, opisywanych przez punkty prostéj
L. Jedna z plaszezyzn asymptotycznych téj parabolojdy jest réwnolegla do
plaszczyzny obrotu okolo prostéj I, a druga do I. i L'; wiérzcholkiem paras
bolojdy jest punkt, w ktérym najkrétsza odleglosé prostych L i T przecina
prosty Li.

47, RuUCH PrASZCZYZNY I RUCH POWIERZCOHNI Niech plaszezyzna P
wykonywa ruch chwilowy i niech wskutek tego ruchu przyjmie polozenie I’
Jezeli te obadwa polozenia plaszezyzny przecinajy sig podlug prostéj ', to na
plaszezyznie P znajduje sig pewna prosta =, ktéra wskutek ruchu chwilowego
. zajela poloZenie prostéj =', z czego sig okazuje, %e prosta = posuwala si¢ na
plaszezyznie P podezas ruchu chwilowego téj plaszezyzny, Obierzmy na pro-
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stéj @ dwa punkty « 1 b, ktore wskutek danego ruchu zajmg na prostéj =’ po-
lozenia odpowiednio &' i I, wystawmy w punkeic « plaszezyzng normalng
do wa', a w punkeic b plaszezyzng normalng do 10"y obie plaszczyzny przetng
sig podlug pewnéj prostéj O, ktora jest prostopadla do plaszczyzny P i prue-
cina te plaszezyzne w pewnym punkeie p,  Obréémy tuk plaszesyzng I okolo
prostéj O, Zeby prosta n razem si¢ zeszla z prosty ', a nastgpunie obréémy
te plaszezyzng okolo prosté) a'; wowezas dana plaszesyzna przyjmic polo-
zenie P,

Prosta #'¢ podlug ktoréj przecinajy sig z soby dwa nieskofczenie bliskie
poloZenia plaszezyzny P, nazywamy charakterystyks plaszcayzny P,
a punkt p, w ktérym prosta O przecina plaszezyzng P, nazywamy ogni-
skiem plaszczyzny P, odpowiednio do ruchu chwilowego, jaki téj plasz-
czyZnie zostal udzielony. Ruch chwilowy plaszezyzny moze wige byé wywo-
Yany przez obrét okolo charakterystyki razem z obrotem okolo prostéj, wysta-
wionéj w ognisku prostopadle do plaszeayzny. PoniewaZ ognisko plaszczyzny
hierze udzial tylko w obrocie okolo charakterystyki, a jego tor wskutek tego
obrotu jest prostopadly do plaszezyzny, przeto widzimy, Ze ognisko jest wogdl-
nosct jedynym punktem ne poruszajacéj sig plaszczyinie, kidrego tor jest nor-
malny do plaszcayzny. ' '

Obierzmy na plaszezyiznie P dowolny punkt m; wskutek obrotu okolo =
element toru tego punktu, mp., jest prostopadly do P, a wskutek nastgpujsg-
cego obrotu okolo O element toru, wm', jest prostopadly do O, a punkt m zaj-
mie polozenie m' na plaszezyZnie P'.  PoniewaZ prosta mp, laczagca punkt m
z ogniskiem p, jest prostopadla do toréw my i pm', przeto ona jest takZe
prostopadla do toru wypadkowego mm' tego punktu. Z tego wynika, Ze pla-
szezyzna normalna do toru mm' punktu m, wystawiona w punkeie m, prze-
chodzi przez prosty mp, a zatym takze przez ognisko p, t. . plaszczyzny, nor-
malne do jednoczesnych toréw wszysthich punktow poruszajacéj sig plaszczyany,
praecinajq sig w ognisku téj plaszezysny. Dana plaszezyzna jest normalna do
toru swego ogniska. —

Niech? powierzchnia F wykonywa ruch chwilowy. Przesufimy przez
kazdy punkt téj powierzchni plaszezyzng normalng do elementu toru tego
punktu; obwiednig tych plaszezyzn bedzie pewna powierzchmia f. Niech F
bedzie powierzchnig algiebraicang rzedu n-go; prosta dowolna L przecina te
powierzehnig conajwiecéj w n punktach; plaszezyzny normalne do toréw tych
punktéw przecinajg sig podlug pewnéj prostéj I (art. 46), a kazda z tych
plaszezyzn jest styczna do powierzechni f. Z tego wynika, Ze przez prosts
dowolng I mozna do powierzchni f poprowadzié conajwigeéj n plaszezyzn
stycznych. Mamy wige twierdzenic: plaszczyzny normalne do tordw wseysthich
punditow poruszajacéj sie powicrzelmi algicbraicend regdu n-go sq stycene do
pewndj powierzclmi algiebraicandj klasy n-¢j. Takie dwie powierzchnie, jak
F i f, nazywamy powierzchniami wzajemnymi wzgledem danego ru-
chu. Proste L i 7 (art. 46), tudziez plaszczyzna P i jéj ognisko p, sy w tym
znaczeniu wzajemne wzgledem ruchu chwilowego.



0GOLNA TEORYJA RUCHU UKEADOW, — 47, 106

Nawzajem, plaszezyzny normalne do toréw, ktére przy danym ruchu
chwilowym opisujg punkty powierzehni f, s3 styczne do powierzchni F.
Kraficowym bowiém poloZeniem plaszczyzny P, przechodzycé] przez tray
nieskonczenie bliskie punkty ae, my, iy powierzehni F, jest plaszczyzna
styczna do ¥ w punkeie m,. Plaszczyzny normalne do toréw punktéw
My, My My przecinajy sig w ognisku p plaszesyzny P, a kraficowym poloze-
niem tego ogniska jest punkt, odpowiadajacy plaszczyZnie P na powierzchni f.
PoniewaZ plaszezyzna P jest normalna do toru punktu p, przeto plaszczyzny
normalne do tordw, ktére opisujg punkty powierzchni f; sg styczne do po-
wierzchni F.

Widzimy zatym, ze kazda z dwu powierzehni wzajemnych wzgledem
ruchu chwilowego jest miejseem gicometrycznym ognisk, odpowiadajgcych
plaszezyznom, stycznym do pozostaléj, lub obwiednig plaszezyzn, ktérych
ogniska lezg mna téj pozostaléj powierzehni. Ruch wiee chwilowy wywoluje
migdzy figurami gieometrycznymi zalezno§é podobng do takiéj, jaks w gieome-
tryi wprowadza metoda biegunowych wzajemnych,

PRZYKLADY 1 CWICZENIA.

(1). Punkt sm, (fig. 21) porusza sig jednostajnie z predkodeiy v, po osi
a-0w; punkt m, porusza sig wzdluz osi y-6w; punkt my porusza sig na plaszezyZnie
yAz; mamy wyznaczyé ruch ukladu niezmien-
nego, ktéry wyznaczajy powyzsze trzy pun-
kty., Jozell ay= mymy, a, = mgm;, ag==m;m,
oznaczaja, boki, a o, ¢, ¢y przeciwlegle tym
bokom katy tréjkata mpngmy, poczgbek zad osi A
jest poloZeniom poezgtkowym (dla t=="0) punktu
my, to mamy dla ¢t =0

(1) =0, 5=0, 2;=0; =0, yo=uay,
2 =0; a3=0, yy==aycosa;, z3—aysina.

Podezas ruchu, gdy uzyjemy znakowania avt.
45-go, miéé hedziomy

n=ynl, p=0, =0 =9, §1=0, 41 =0
=0, z2=0; 2,=0, 2hb=0; p,=0, p=
ga="0; Ap==1, Bs=0; 0;=0,
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Spohizgdne ruchu chwilowego bedg, wedlug art. 45-go,

L | Yaq — I U
E:.._.PIZI.‘E.“_JE, }IZL'I-J‘:;__FJ—“, Z:_l,
(2) Ya"% Ya¥a o,
. vyt Yg — §
A =, M=—2" N=p2 278
Iz U2*a
z czogo wynika wyrazenie parametrun
(3) i g0y 08
Ya*2y

Ruel wige chwilowy jost skrgtom, poniewaz % nie jest réwne zeru. Oznaczajae przez
Y2y ¥'3y 2's odpowicdnie skladowe predkogei punktéw my i my, wedlug réwnania (7)
art, 43-go mamy naprzdéd

2
' Tl

Yo =— —t. czyli gy . dyp = — 0,2t . dt.
ifa
Calkujae to réwnanie i uwzgledniajae warunki (1), otrzymamy
(4) v = o — v 22,

jako rownanie ruchu punktu mn, na osi y-0w. Nastepnic miéé bedziem
I ) Y GpP g Y

o vt (s — 12)*
s=——% L
U2 Yo~ 23

Piérwsze rownanie daje, po wstawieniu wartosei na y, , réwnanie

(Y — 20), dy=—

e v!“.! . di o
dy:! Vaan — t-’lz'i"" — U WT-_S_I_?. = — 2&'1"! it
as”™ — vy .

calkujae je i praytym uwzgledniajge réwnania (1), otrzymamy

4 243
__ agay cosoy — vy 2t
() e

[/ ay%— vy2 12

Podstawiwszy zas y 1 gy w 2y, otrzymamy po scalkowaniu

® ]/“*” ey u’F
Z3 =1 . 2 3,2 .
3= — t

Rugujge ezas ¢ z réwnad (5) i (6) i kladac a = ag sin2ely — a, cosey, otrzymamy
rownanie toru (mg) punktu my na plaszezyZnie y Az,

(7) (eay— z3® cos0iy)* — (> — 23%) 33 . cos®ety, = 0.

7 tego réwnania okazuje sig, %e punkt m, opisuje krzyws rzedu 4-go, kiéréj srodkiem
jest punkt A, a kiéréj osiami symetryi sq osi Ay i Az. WyraZenia na gy i z'y po-
zwalajg w kazdéj chwili obliczyé predkodé ruchu tego punktu, Piérwsze trzy réwna-
nia (2) wyznaczajg kierunek osi chwilowéj; jezeli zatym przez A przesuniemy réwno-
legly do té] osi, to otrzymamy stozek kierunkowy powierzchni centralnéj w prze-
strzeni, Réwnania tworzgedj tego stozka sq: '

2l—28=10, yl—zH=0,
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ezyli, po wstawieniu wartosci
.

x. Vﬂa"!——ul"t"" . l/aam Sinzdg—— v,"‘!'z — 2. vytay cosoy, = 0,
i I/aaz sin“aa — e l/ ay®:—ov22, cosa, — 0.
Rugujge ¢ z tych véwnar, otrzymamy réwnunie stozka zgdanego,
(8) g, 008 ol 2%y — (%% cos Yoty — p*) (5% 08 2o, — 2 sin 20, ) = 0.

Stozek wige kierunkowy jest rz¢du d-go. Ruch ciggly ukladu otrzymamy, posuwa-
jae wiérzcholek tfego stozka na torze kidregokolwiek punktu z predkodciy tego
punktu, oraz obracajac ulklad okolo nastepujacych po sobie tworzgeych tego stozka
z odpowiedniy, predkoseig katowa, ktory z wzordw (2) z latwoseig obliczyé mozna. —
Jezeli spolrzgdne ruchu chwilowego wyrazimy przez czas zapomoceq réwnad (1), (2),
(4), (B) i (6), obliczymy z mich réwnania osi chwilowéj we spélrzgdnych prostokss
tnyeh, a z otrzymanych dwu réwnai wyrugujemy czas, to ofrzymamy powierzelmig
centralng w przestrzeni. Obiérajae np. punkt m za poczatek ruchomych osi spol-
vzgdnych m,&, m, m &, bok mym, za 0f m &, a plaszezyzng tréjkata za plaszczyzng
&my1, otrzymamy réwnanie powierzchni centralnéj ukladu, wyraZajgc réwnania osi
centralnéj we spélrzgdnych &, 7, § i rugujac czas. TPozostawiamy to dochodzenie-
ezytelnikowi.

(2). Doskonalym przykladem ruchu podwdjnego (postepowego i obrotowego)
jest ruch ziemi. Srodek ziemi opisuje elipsg na ekliptyce (xuch roczny), a jedno-
czesnie ziemia obraca sig okolo pewnéj osi, przez jéj srodek przechodzgeéj (vuch
dzienny). Jezeli prosty, laczaes obadwa bieguny ziemi, nazwiemy jéj osig gieome-
tryezng, to ta of gieometryczna nie jest zarazem chwilows ogig obrotu ziemi, lacz
ziemia obraca sig w kazdéj chwili okolo innéj prostéj. 0§ gieometryczna ziemi nie
porusza sig rownolegle do siebie, a tego skutkiom jest tak zwana precesyja, czyli co-
fanie sig punktéw réwnonoenych. Réwnik przecina staly okliptyke podlug prostéj,
ktéra na sklepieniu niebieskim wyznacza punkty réwnonoene, lecz te punkty, jak
wiadomo, poruszajy sig na niebie w kierunku przeciwnym obrotowi dziennemu ziemi,
t. j. od wschodu na zachéd. Réwnik przeto nie posuwa sig réwnolegle do siebie,
a zatym of gieometryczna, prostopadla do niego,
zmienia swoj kierunek w przestrzeni podezas ruehu y
ziemi, — Aby wyznaczyé of tego obrotu chwilowego, "‘f
ktéry razem z ruchem postgpowym po ekliptyce daje s
calkowity ruch ziemi, rozlézmy obrét chwilowy na
dwa: jeden okolo prostopadléj AB (fig. 22) do ekli-
ptyki (t. j. okolo prostéj laczacdj bieguny ekliptyki),
drugi okolo osi gieometryeznéj NS. Widomym skut-
kiem obrotu okolo AB jest precesyja punktéw vo-
wnonoenych, ktére obecnie opisujy rocznie ma niebie
Iuk, wynoszgey przeszio 50 sekund, a wige 0,137
sckundy luku w érednim dnin gwiazdowym. Kazdy
punkt na ziemi opisuje w tym czasic okolo NS ohwéd
kola. Gdy zatym dziei gwiazdowy przyjmiemy jako
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jednostke czasu, predkoéé katowa o obrotu okolo NS hegdzie wynosila 2. Jezeli
zad ' oznacza predkosé katows obrotu okolo AB, to

' . 9% . w dand
0.137 — 860,60.60 — 360.60,60 ® ¥
, 0,137

“ = 360.60,60

Obroty ® i w' majg miejsce w kierunkach strzalek; odeinajge zatym @ od O do a ku
biegunowi poludniowemu S, nalezy o' odeigé od O do «'. Przekatna s réwnoleglo-
boku Qaba' przedstawiaé bedzie of obrotu chwilowego ziemi. Oznaczmy przez o
kat, ktory prosta NS tworzy z prosty AB, a przez ¢ kat osi chwilowéj s z osig NS;
wowezas, z powodu, ze predkodé kqtowa obrotu okolo s bardzo malo sig r6zni od v,
mozna przyjac

: o

sing = — . sina.

Whatawiwezy wartodei, otrzymamy

0,137

8P = 360. 60. 60

$in 28°27'32", a wige == 0",0087.

Poniewaz @ jest katem stalym, przeto miejscem gieometrycznym osi chwilowych
w ziemi jest stozek, ktéry otrzymamy, obracajac of s okolo gieometrycznéj osi ziemi,
Obracajae zas s okolo AB, ofrzymamy drugi stozek, do ktérego pidrwszy jest styczny
wewngtrznie wzdluz osi chwilowéj. Ruch ziemi otrzymujemy, toczac piérwszy stozek
wewngtrz drugiego, podezas gdy ich spélny wiérzcholek O posuwa sig po ekliptyce.
Stozek osi chwilowych w ziemi jest bardzo wgski; promied jego podstawy na po-
wierzehni ziemi wynosi

0,0087.2=%

6 878000 m. — 5060

=0,270m;
mozemy przeto z wystarczajacym przyblizeniem of gicometryczng ziemi nwazaé za
Jj&j 0§ chwilows,

(3). Wiadomo, %e ksigzyc jest ciggle zwrdcony tg sama strong ku ziemi (gdy
pomijamy tak zwang libracyjs jego, czyli wazenie sig); na mocy tego mozna okazaé,
ze ruch ksigzyca wzglgdem ziemi nie jest postgpowy, lecz sklada sig z obrotu jego ‘
srodka okolo ziemi i z obrotu ksigzyca okolo prostéj, przez érodek przechodzacéj,
a obadwa obroty majg ten sam kierunek i okves.

(4). Obliczy¢ prazyspieszenie styczme 1 przydpieszenie normalne dowolnego
punktu ukladu niezmiennego, oraz wyznaczyé te punkty ukladu, ktorych przyépiesze-
nie ozyto styczne, czytéz normalne, jest w dandj chwili réwne zeru,

(5).  Wyznaczyé te punkty ukladu, ktérych przyépieszenio jest prostopadle do
osi chwilowéj ruchu. .

(6). Okazat, Ze dwie osi sprzgzone (art. 35) 1 0§ chwilowa ruchu nalezg do
tego samego ukladu tworzgeych parabolojdy hiperbolicznéj réwnobocznéj, t. j. takiéj,
ktoréj plaszczyzny asymptotyczne sy do siebie prostopadle,
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(7). Okazaé, ze na poruszajacéj sig prosté] nie znajduje sig wogdlnosei zaden
punkt, bedgey punktem przegigeia swego torn. Wyznaczyé warunek, aby na prostéj
znajdowal sig taki punkt osobliwy.

(8). Okazaé, ze wogllnosei osi krzywizny tordw, opisywanych przez punkty
poruszajacéj sig prostéj, sg bworzaeymi hiperbolojdy jednopowlokows;.

(9). Okazaé, ze wogdlnosei normalne gléwne tordw, opisywanych przez punkty
poruszajacéj sig prostéj, sq tworzaeymi powierzehni skodnéj rzgdu 4-go, ktéréj stozek
kierunkowy jest rzgdu 3-go.

(10). Na podstawie wlasnodci poprzedzajacéj dowiésé, ze wogdlnodei miejscem
gieometrycznym érodkéw krzywizny toréw, ktére punkty prostéj opisujg, jest krzywa
skoéna rzedu 5-go.

z—X y—X z—2Z

(11). Gdy e

rzystajac ze wzordéw art, 46-go, ze wogdlnosci réwnania prosté] wzajemné] sa

sy réwnaniami prostéj, okazaé, Iko-

Ty Yoy =

B, H, Z|=AX—2a)+MY—y)+NZ—2),
X, Y, Z

Ty Y, 2

Eg H’ Z :ﬂA+bM+ﬂN1

a, b, e

gdzie B, H, Z, A, M, N sy spélrzednymi ruchu chwilowego.

(12). Wyznaczyé réwnanie charakterystyki danéj plaszczyzny i spolrzedne jéj
ogniska, gdy sq dane spélrzgdne ruchu chwilowego.

(18). Okazaé, ze charakterystyki plaszezyzn, przecinajacych sig podiug téj saméj
prostéj, sa tworzgeymi hiperbolojdy jednopowlokowéj, ktéréj jedng osia gléwna jest
najkrétsza odlegloéé téj prostéj od osi chwilowéj.

(14). Okazaé, ze jezeli trzy punkty prostéj poruszaja sie nma trzech danych
plaszezyznach, natenczas kazdy inny punkt téj prostéj opisuje wogblnosei po-
wierzchnig elipsojdy, ktoréj srodkiem jest punkt przecigeia sie danych plaszezyzn.

(16). Dowiééé nastepujacego twierdzenia: jezeli catéry punkty prosté] porn-
szajg, sig na cztérech plaszezyznach, to kazdy inny punkt téj prostéj hedzie sig poru-
szal na pewnéj plaszezyZnie. Jaka krzywa bedzie ow punkt opisywal na téj pla-

szezysnie?




