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b). Niech hgdzie dany obr6t w okolo osi O (fig. 16) i ruch postepowy v
W kierunku, tworzgeym kat ¢ z tg osig; mamy zloZyé te dwa ruchy chwilowe.
Rozlozmy predkosé » na dwie predkosei ' i +"; skladowa
o' niech bhedzie réwnolegla do osi O, a " niech bedzie ¢, Ky
prostopadia do téj osi. Wtedy otrzymamy »'==v.cosy,
o"=v.sing. Dany obrét © wraz z ruchem postgpowym @} i
' sprawiajg obrét  okolo pewnéjlosi S, réwnolegléj do Oy, v
ktorg wedlug a. wyznaczyt moZemy. Ruch zatym wypad- Sp”
kowy bedzie sig skladal z obrotu chwilowego o okolo téj
osi S i z chwilowego ruchu postepowego ' w kierunku
osi O, a wige takze osi S. '

Ruch ukladu niezmiennego, skladajgey si¢ z obrotu
chwilowego okolo pewnéj osi i z chwilowego ruchu poste- Fig, 18,
powego w kierunku téj osi, nazywamy skretem chwilo-
wym tego ukladu, tak iz obrét chwilowy wraz z ruchem postgpowym chwilo-
wym, kiory nie jest prostopadly do osi obrotu, sq réwnowaéne skretowi chwilo-
wemu. Gdy skret zachodzi, rozréZniamy dwie predkosci, mianowicie: predkost
obrotu i predkoéé ruchu postepowego. Jezeli zadna z tych predkosei nie
jest réwna zern, to skret sklada sig z dwu ruchéw chwilowyeh. Jezeli pred-
ko&¢ obrotu jest réwna zeru, to skret sprowadza sig do chwilowego ruchu
postepowego; jeZeli za$ predkosé postgpowa jest réwna zeru, to skret redukuje.
sie do samego obrotu chwilowego.

30. SpOERZEDNE 0BROTU CHWILOWEGO, Niech bedzie dany obrét chwi-
lowy o okolo pewnéj osi O, ktoréj polozenie wizglgdem trzech prostokgtnych
osi spélrzgdnyceh jest wiadome. Poprowadzmy przez poczatek A spélrzednych
prostg O, rownolegly do O, i nadajmy ukladowi niezmiennemu dwa obroty
chwilowe ® i — w okolo t&j prosté) O; nie zmienimy przez to jego ruchu chwi-
lowego. Obrét dany o razem z obrotem — w okolo prostéj O' tworzy parg
obrotéw, ktéréj moment p réwny jest momentowi pierwotnego obrotu wzgle-
dem punktu A (art, 28). Tym sposobem zastgpiliémy obr6ét pierwotny obro-
- tem z tg samg predkoscig katows, lecz okolo prostéj O' (przechodzgcéj przez
poczatek spolrzednych), oraz ruchem postepowym o predkogei p. Roz-
Iozmy teraz (art. 23) obrét w okolo prostéj O' na trzy obroty E, H i Z okolo
osi spélrzednych Az, Ayi Az, a ruch postgpowy p. (art. 5) na trzy A, MiN
w kierunkach tych osi; widzimy, Ze obrdt chwilowy ulkfadu wiezmiennego jest
réwnowaziny treem obrotom ehwilowym ololo trzech prostokgtnych osi spélrag-
dnych wraz 2 trezema ruchami chwilowymi postgpowyms w Lierunkach tychie
osi. To twierdzenie pozostaje widocznie prawdziwym dla ukladu ukognokgtne-
go spdlrzednych,

Predkosci katowe =, H1i Z trzech obrotéw chwilowyeh okolo osi spélrze-
dnych, tudziez predkosei A, M i N trzech ruchéw chwilowych postepowych
w kierunkach tych osi, nazywaé bedziemy spélrzednymiobrotu chwilo-
wego danego. Spodlrzedne E, H i Z sg rzutam danéj predkosei kgtowé] o na
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osi spolrzednyeh, a spolrzedne A, M i N sy (art. 26) momentami danego obro-
tu wzgledem tychze osi. _

Wedlug art. 25-go, migdzy spdlrzgdnymi obrotu chwilowego zachodzi
zwigzek nastepujgey: ”

(1) EAFHMAZN=0,

a mozna okazaé, ze nawzajem migdzy powyzszymi wielkoSciami zachodzi ten
zwinzek, jezeli one majg byé spolrzednymi obrotu chwilowego. Jakoz, doko-
najmy skladu obrotéw E, H i Z okolo osi Az, Ay i Az na jeden obrét o
okolo osi O', przez poczgtek A przechodzgcdj,

@) o=|E+ T+ 2,
u wtedy dostawy kierunkowe «, b 1 ¢ t&j osi beds

= H ¥/
(3) ﬂ":_o}_: b:E, GZKa

skladajge podobuie ruchy postgpowe A, M, N w kievunkach osi Az, Ay, Az
w jeden ruch postgpowy chwilowy p.,
(4) wo= )" A2 M2 N2,
jako wyrazenip dostaw kierunkowyeh a', U' 1 ¢ tego ruchu postgpowego miéé
bedziemy
A M N
b f=, V=—, =-—.
(. ) P‘ 1 P‘ H P‘
Zoby obrot o okolo osi O' wraz z ruchem postepowym p. dal obrét chwilowy
okolo osi O, rdwnolegléj do O', potrzeba, aby ruch postepowy p. byl prostopa-
dly (art, 29) do osi O, a zatym aa' 400" +¢¢' = 0. Jezeli w tym réwnaniu
podstawimy wartoéci z réwnaii (3) i (5), to otrzymamy podane powyzéj réwna-
nie warunkowe (1).
Obierzmy na osi O danego obrotu o dowolny punkt (z, y, z); wedlug
wzordéw (3) art. 25-go, otrzymamy nastepujgce trzy réwnania:

6  Ly—Hi—A=0; Es—Ls—M=0, Hz—Ey—N=0,

ktére, wskutek warunku (1), sprowadzajg si¢ do dwu réwnan niezaleznych, Te
rownania wyznaczajg rzuty osi O na plaszezyzny spélrzednych.

Szesé spolrzednyeh E, H, Z, A, M i N, miedzy ktorymi zachodzi zwigzek
(1), okréslaja zupelnie obrét. Jakoz, z réwnania (2) moZemy obliczyé predkosé
katows obrotu, réwnania (6) wyznaczajy jego o, a réwnania (3) pozwalajy
rozpoznat kierunek obrotu chwilowego.

31, SreérrzypNE sKRETU cHWILOWEGO. Niech bedzie dany skret chwi-
lowy z predko$ciami katows o i ruchu postepowego v. Rozlézmy obrét @ na
trzy obroty E, H i Z okolo osi spéirzgdnych i na trzy ruchy postepowe A', M'
i N' w kierunkach tych osi; rozl6zmy podobnie 1uch postepowy v danego skretu
na trzy ruchy postepowe A", M"i N" w kierunkach tychze samych osi. Trzy
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predioset kytowe B, H i Z wraz 2 trzema predkoseiami ruchéw postepowych,
A=A+ A", M=M 4 M", N=N'4+N" nazywamy spélrzednymi skre-
tu chwilowego wzgledem danych osi spélrzednych, A zatym skret chavilo-
wy moéna roztofyé ny trzy obroty okolo osi spélragamych i na tray ruchy postp-
powe w Licrunkach tych osi, a predkosci tych szeSciu ruchéw sy wlagnie spol-
rzgdnymi skrgtu. Poniewaz E, I, Z, A', M' i N' sy spélrzednymi obrotu,
stanowigeego jeden z ruchdw skladowych skretu, przeto

EA4HM +ZN'=0,
z czego fatwo wyciggnaé wniosek, Ze funkeyja
(1) #=8EA+HM+ZN,
utworzona ze spélrzednych skretu chwilowego, nie moze byé réwna zeru. Pod-
stawiwszy bowiém w téj funkeyi warto§ei spélrzednych skretu, otrzymamy
2) w=EBA" 4+ HM" 4 ZN";
poniewaz za$ 2, H, Z, A", M" i N" nie sg spélrzednymi obrotu chwilowego,
przeto ta funkeyja nie moze przybraé warto$ei réwnéj zeru. Wielko$é =,
utworzong wedlug wzoru (1) ze spélrzgdnych skretu chwilowego, bedacy fun-
keyjg jednorodng stopnia 2-go jego spolrzgdnych, nazywamy parametrem
skrgtu chwilowego.

Niech «, 01 ¢ oznaczajy dostawy kierunkowe osi skrgtu i niech

(3) w= B 2 Z2%
WOWCLNS

B H VA
(4) g==—, b=E, c=—

Suma rzutéw predkosei A", M, N" na of skrefu daje predko$é » ruchu po-
stepowego skretu; hedzie zatym

! Iy i
p=aA"F+IM" feN'= EA"4-HM" 4-ZN

(0]

H

czyli, po wstawieniu wartosei z (2) i (3),

%) s
/52 H2 722 ®

Z ostatniego réwnania okazuje sig, Ze parametr skrgtu jest iloczynem obudwu

jego predkosel, z czego takie wynika, Ze 6w parametr nie moze byé rowny

zoru, dop6ki skret chwilowy nie zredukuje sig do samego obrotu Iub do same-

go ruchu postepowego. Stosunek

v __EA+INIM4ZN

o B M7

predkoei ruchu postepowego skretu chwilowego do jego predkosei katowdj,

nazywaé bedziemy wskaznikiem skretu chwilowego. Jezeli wska-

#nik skrgtu jest zerem (v = 0), natenczas skrgt redukuje sig do samego obroty

—, azatym a=v. v,

(6) h=
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okolo swéj osi; jezeli wskaznik prayhiéra wartosé nieskoticzenio wielky (0= 0),
to skret redukuje sig do samego ruchu postgpowego wzdluz swéj osi..  Wska-
#nik skretu moZe praybiéraé wszelkie wartoSci rzeczywiste od —oo do 4 oo,
Z r6wnania (5) obliczmy predkost »; otrzymamy
A=A—av=A—alo=A—)\E;
taksamo dla innych spélrzednych miéé bedziemy
(N AM=A—AE, M=M—2AH, N'=N-—AZL

Jezeli zatym punkt (z, 9, 2) jest punktem dowolnym na osi skrgtu, to, wedlug
art. 30-go,

Ly —He— (A —AE)=0,
(8) Bg—-ZLa—M—2H)=0,

He—Z8y— (N —2\Z) =0.

Szes¢ spolzgdnych E, 11, Z, A, M i N oluéslajy, zupelnie skret chwilowy.
Réwnania bowiém (3) i (4) dajy obie predkosei skretu, a réwnania (8), redu-
kujace sie, jak poprzednio okazano, do dwu réwnai niezaleZnych, okréslajg oS
tego skretu.

Jezeli mamy sze§6 spolrzednych skretu chwilowego, to mozemy obliczyé
predkoéé dowolnego punktu (i, g, #) ukladu niczmiennego, ktéremu ten skr¢t
zostal udzielony, dodajge do siebie predkosei, jakich ten punkt nabywa w kie-
runku kazdéj osi spolrzednych wskutek obrotu i wskutek ruchu postgpowego,
Zadane zatym predkosci tego punktu beda, wedlug réwnaii (8) art. 24-go,
%:Zx-—'&?z+ﬁl, %:Ey——llw—l—N.

32. Skrap skryrow cmwinowycn Udzielamy ukladowi niczmicune-
mu jednoczesnie n skretéw chwilowych okolo 2 osi, mamy za§ wyznaczy¢ jego
ruch wypadkowy. Niech §; bedzie osig i-go skretu skladowego, a o, ¢;
niech oznaczajgy jego predkosei. Wystawmy w dowolnym punkeie A. prosto-
katny uklad osi spélrzednych Az, Ay, Az i wyznaczmy spélvzedne E;, I1;,
Ziy Aiy Mi i N; (art. 31) tego skretu wzgledem tychie osi.  Cuzynige to samo
z kazdym skretem, z16zmy zosobna obroty i ruchy postgpowe chwilowe, odpo-
wiadajgee kazdé) osi spélrzednych. Predkosci .szedciu ruchdw chwilowych,
otrzymanych tym sposobem, bedy réwne sumom algiebraicznym spolrzednych
danych skrgtéw; otrzymamy wiee

(l) E:EE‘-, H::_EIL, Z:}.‘IZ", A:EJ\", M:).]M;, N:EN;.

(9) %;f=1+z~zy-g-i\,

Poniewaz wielko§¢ x=8A 4 HM4-ZN nie bedzie wogélnosei réwna zeru,
przeto predkosci E, H, Z, A, M i N bedy spolrzednymi pewnego skretu
chwilowego, przedstawiajacego wiasnie szukany ruch wypadkowy, ktéry jest
réwnowaZny danym skretom,

Llekolwiek skrgtéw chwilowych, jednoczesnie rozwazanych, nazywamy
ukladem skrgtow, a sumy algiebraiczne spélrzednych odpowiednich
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wszystkich skretow tego ukladu nazywamy spdélrzednymi ukfadu skre-
tow. Mamy zatym twierdzenie: wllad shretow jest réwnowainy skrgtows
chwilowemu, ktorego spolrzgdnymi sq spolrzedne tego ukladu. OS5 skretu wy-
padkowego ukladu skretow nazywamy osig centralng ukladu skrgtdw,
Wielko§é »=EA + HM +ZN, utworzong ze spélrzednych ukladu skretéw,
EA+HM4ZN
' E‘;:- iE : 7oy e
wamy wskaznikiem ukladu. Parametr i wskaznik ukladu skretéw sy
odpowiednio réwne parametrowi i wykladnikowi skretu wypadkowego.

Sposobem wyzéj wskazanym moZzemy takze wyznaczy¢ wypadkowg ilu-
kolwick obrotéw chwilowycly, ukladowi niezmiennemu jednoczeénic udzielo-
nych, Wyznaczmy spélrzedne kazdego z danych obrotow wzgledem osi A,
Ay i Az, dodajmy do siebie ich spélrzedne odpowiednie, a otrzymamy we-
dlug (1) predkosei szeSciu ruchéw chwilowyeh, z ktorych moZemy wyznaczyé
ruch wypadkowy, Poniewaz z rownania warunkowego dla kazdego z danych
_ obrotéw, mianowicie z tego, Ze %=\, 4 I;M;4 ZN;=0, nie wynika
wogoélnosei, aby wielko§¢ EA 4 HM 4 ZN byla réwna zeru, przeto (art, 81)
mamy twierdzenie: ullad obrotéw jest wogilnosei réwnowadny skretowi chawi-
lowemau, ltorego spobragdnymi sq spétrzgdne tego ulladu.  Co zad nalezy rozu-
miéé przez uklad obrotow i przez spélrzedne ukladu obrotdw,
to widoezne jest z poprzednich okvéslen dla ukladu skrgtéw.

Sklad ilukolwiek skretéw (Iub obrotdéw) chwilowych nazywamy inaczdj
przeksztalceniem albo transformacyjg ukladu ruchdéw owych,
to znaczy sprowadzeniem tych ruchéw do innéj, prostszéj postaci, im réwno-
waznéj i lepiéj sig nadajacdj do rozpoznania predkosel kazdego punktu ukladu
niezmiennego, ktéromu tych ruchéw udzielono. Ten sklad nazywamy takie
redukeyja czyli sprowadzeniem uktadu ruchéw owych do tego
‘punktu A, ktéry zostal obrany jako poczgtek ukladu osi spolrzednych. Po-
niewaz skret jest dokladnie okréSlony, jeZeli znamy jego spélrzedne wzgledem
juldchlkolwiek trzech osi spolrzednych prostokgtnych (art. 31), przeto otrazy-
mamy zawsze ten sam skret wypadkowy niezaleznie od tego, do ktorego punktu
redulujemy dany uklad skretéw lub obrotéw, i jakiego ukladu osi spolvzg-
dnych uzywamy do té redukeyi.

Wiynik przeksztaleenia ukladu skretéw moze by¢ rozmaity, stosownie do
wartoSei spélrzednych tego ukladu. Jezeli kaZda spélrzedna ukladu jest ré-
wna zern, natenczas dane skrety znoszg sie,  JeZeli parametr ukladu skretéw
jest réwny zeru, a spélrzedne jego E, H i Z nie sg wszystkie réwne zeru, wtedy
ten uklad jest rownowaZny obrotowi chwilowemu. Jezeli kazda ze spolrug-
doyeh E, 1 i Z jost rowna zeru, a spolrzgdne A, M i N nie znikajg jedno-
czeénie, natonezas uklad jest réwnowazny ruchowi postepowemu chwilowewmu.
Uklad skrgtéw, ktorego parametr nie jest r6wny zeru, jest réwnowazny skrg-
towi. Podane tu twierdzenia stosuje si¢ takZe do ukladun obrotow chwilowych,

Jezeli dwa uklady skrgtow (Iub obrotow) dajg ten sam skret wypadkowy,
wtedy sg réwnowazne i moggy si¢ nawzajem zastapic. Spélrzedue odpowie-

nazywamy pavametbtrem ukiadu, o wielko§é A =
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dnie takich dwu ukladéw sy sobie réwne. I nawzajem, jezeli spélrzgdne
odpowiednie takich dwu ukladdw sy sobie réwne, to uklady te sy réwnowa-
zne, bo kazdy z nich daje ten sam skret wypadkowy. A zatym, do rduwnowe-
2nosei dwu ukladéw skretow (lub obrotéw) chwilowych poirecha i wystarcaa, aby
ich spétragdne odpowiednie byly réwne sobic.

33. Parametr ukladu obrotéw ma waine znaczenie gieometryezne.
Aby je okazat, weimy dwa obroty, jeden (&, 1L, 4, A,, M,, N,), a drugi
(Byy Hay Zy, Ay, My, Ny). Niech ay, by, ¢, bedy dostawami kierunkowymi,
a oy, By, 7, momentami osi Oy piérwszego obrotu wzgledem osi spélrzednych;
podobne znaczenie niech majy ag, by, €3, 0y By 17, dla drugiéj osi O,.
Obiérajge na prostéj Oy punkt dowoelny (ay, ¥4, #;), mamy, wedlug avt. 26-go,

) w=cY—ba, b=aun—cry (=ba—ay

i podobnie dla punktu (z;, ya, 2) na osi O;. Miedzy tymi wielko§ciami
zachodzi zwigzek

(2) o+ 0B 4en=0,

konicezny 1 wystarczajicy na to, aby te wielkosci nalezaly do téj saméj prostéj.
Piszqe réwnania osi Oy w postaci

’ a b
(3) g=—tgtmy, y=-—a4n,
Cq Cy
otrzymamy latwo
o,
my=—"L, p=-1;
1 ¢y

réwnania zatym osi O, i O, sg

1 1
5""""‘"&(‘"""“‘ my|e=g (wr—p),
) i

1 1
? Y= fo (0ya -+ a)), f e o (b5 - ay).

Z nich sig okazuje, ze wielkoSei «, b, ¢, o, B i, zado§é caynizcee warunkowi
a?-b*4-¢*=1 i warunkowi (2), zupelnie wyznaczajy prostg, tak iz moZemy
Je prayjmowaé za spélrzedne prostéj.
Niech 8, bgdzie najkrotszg odleglociy wzajemny osi O, i Oy wia-
domo, Ze
810 — (i —e,by) (my —my) + (ae,— @, y)| (1 —my)
l/(c,bl-‘— &1 0s)® 4 (aze, — aye4)* + (Do, — b;ﬂz)
Poniewaz mianownik tego ulamka jest wstawsg kata, ktory z sobsg tworzg obic
proste, przeto moment me,, tych osi (art. 26) wynosi

Mz = (Caby — €.02) (0 — 1y) 4 (@aly — @1¢5) (0, — ny).
Podstawiajge wartosei meg, my, ny, 2, 1 uwzgledniajge warunki (2), otrzymamy
(%) My == 0y + U,y + ¢)Ya + agot +Dafy +euy,
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jako wyrazenie momentu dwu prostych, z ktérych kazda jest okréélona zapo--
mocq sze§eiu spélrzgdnych. Wyrazajae spblrzedne osi Oy przez spolrzedne
obrotu chwilowego okolo niéj, mamy wedlug réwnania (2) art. 26-go

= H 7 A M I\
(6) it " by ! ¢y 0, oy o By o ° f o

o, = |/ E24+H,2+7,2,
i podobnie dla osi O,, z czego si¢ okazuje, Ze spolrzedne osi obrotu chwilowego

sg proporcyjonalne wzgledem spélrzednych tego obrotu. Podstawiajac te
wartosei w (5), miéé bedziemy

(7 Mo = ﬁ“‘ &1 A+ 1M, + 7, Ny 4 By A 4+ Ho M, - Z,NY),
czyli -
(8) 0,0y« Nyy = By Ay M, + Z,N, - EA 4 oM, 4 Z,N,.

Parametr ukladu dwu danych obrotéw wynosi
w= (E: + ES&)(AI 77 Aa) + (Hl + H,) (M, + M,) + (Z: o Z&) Ny No)s
a poniewaz, jak wiadomo, dla tych obrotéw majg miejsce zwigzki
BA M A2,N, =0, EA+ WM, +7Z,N, =0, praeto

{9) t= EI ,’\3 "‘I" ]Il h’[u + Zl N2 + ."32 1 + llgl\ll "‘i"' Zle;
z czego wynika, Ze
(10) o= Wy . Mgy -

Odetnijmy na kazdéj osi obrotu odpowiednig predkosé katows, (art. 22); otrzy-
mane tym sposohem cztéry punkty koficowe tych odcinkéw moZemy przyjaé
jako wiérzcholki czworoScianu, ktorego krawedziami przeciwleglymi sg owe
odeinki @, i v, na powyzszych osiach. Wiadomo, Ze objetosé tego czworo-
eianu wynosi %mlma.mm wielkosé bowiém gy jest iloczynem najkrotszéj
ndlegloéei dwu krawedzi przeciwleglych i wstawy ich kgta nachylenia, Poré-
wnywajae to wyrazenie z réwnaniem (10), widzimy, Ze paramety ukladu dwu
obrotow chwilowyeh réwna sig szeSciokrotnéj objglosei czworodeicnm, kitdrego ra-
wedziaomi praeciwleglymi sq predlodel katowe tyeh obrotéw, na ich osiach odeigte.
Parametr » moZe byt dodatny lub ujemny; nalezy zatym ustali¢ pe-
wne prawidlo, wedlug ktorego objeto§é tego czworofcianu ma byé brana
7 odpowiednim znakiem, aby mialo miejsce réwnanie (10). Zwazmy, Ze mo-
Z0my NApisaé %= @; X M0y == 6y X Mo} parametr zatym dwu obrotiw
okolo 0si O; i Oy véwny jest iloezynowi predloei katowéj o, obrotu okolo O,
i momentu obrotu w, wzgledem tejze osi, lub takZe iloezynowi predkoéei kato-
wéj ®, obrotu okolo O, i momentu obrotu o, wzgledem téjze osi. Pized-
stawmy gieometryeznie (art. 22) obiedwie predko$ei katowe w, i w, na odpo-
wiednich osiach, tudziez (art. 26) moment jednego z tych obrotéw wzgledem
osi innego ohrotu; na t& osi, wzgledem kt6réj bralismy moment, otrzymamy



18 MECHANIKA THEORETYCZNA,

dwa odeinki, z ktérych jeden przedstawia predkosé katows odpowiedniego
ohrotu okolo téj osi, a inny przedstawia moment pozostalego obrotu wzgledem
téjZe osi, W przypadku, kiedy te dwa odeinki majg ten sam kierunek, nalezy
parametr i objetos¢ czworoScianu przyjmowaé jako dodatne, a kiedy odeinki
majg kierunki wprost sobie przeciwne, przyjmowaé jo jako ujemne.

Niech bedzie dany uklad # obrotow (&, Wi, %, A, M;, Nj), gdzie
i=1, 2,...,n; to paramelr tego ukladu bedzie:

= EEi . }:I_’\|'+ E”; . EM|+ 27;; . EN;-
Pracksztaleajac strong prawg tego rownania i uwzgledniajace warunck

Ej)\!' + Il,ﬁl( + Z;‘ N.‘ =0 s
otrzymamy

(1]) %= %‘,X(E;A; + H,M,(-{-‘ ZgN;; -+- Ek . A,‘ -I— H,( . Mi -I-' Z,L- . N;),

gdzie sumowanie podwdjne rozcigga sig na wszystkie kombinacyje z danych
n wskaZnikow po dwa; suma przeto na prawéj stronie réwnania (11) ma
____u(tila—; ) wyrazéw. To réwnanie wyraZa nastepujgee twierdzenie: parametr
wlladw obrotéw chwilowych rowna sie szeseiokrotné] sumie algiebraicznéj objeto-
Sei caworoSciamiw, wystawionych, jako na hrawedziach przeciwleglych, na kaz-
dyeh dwu prediodciach kagtowyceh tych obrotéw, odeigtyeh na ich osiach.

Stosujge to twierdzenie takie do przeksztalcenia ukladu obrotéw (art.
82), otrzymamy nastepujgee twierdzenie: uklud obrotow chwilowych jest réuwno-
wazny jednemu obrotowi, jezeli suma algiebraicana objgtoser caworosciandw, wy-
stawionych na kaidych dww prediosciach lqtowyceh tych obrotéw, odeigtych na
ich osiuch, jest réwna zeru (twierdzenie Chasles’a),

Obierzmy prosty dowolng o rozwazanych powyzéj spélvzednych «, b,
¢, o, B 1 y; moment obrotu w; wzgledem t&j prostéj, wedlug (8), wynosi

aNi+OM; e N4 a8 4 B 41 4.
Odetnijmy na prostéj dlugosté dowolny, 8 i wystawmy czworoéeian, ktérego kra-
wedziami przeciwleglymi sg dlugosé 8 i predkoét katowa w;, odeigta na osi
obrotu Oy, natenczas sze§ciokrotna objetosé tego czworofeianu hedzie
3((&1’\; +OM;+eN;+aE 4 BH; 4 ‘{Z,‘).
Gidy uezynimy toz samo z kazdym obrotem dancgo ukladu, to szeéciokrotna
suma algiebraiczna objetosei takich czworo$ciandw, ktéryeh spélng krawedzig
jest prosta 8, a krawedziami przeciwleglymi sg predkosei kgtowe danych obro-
tow, bedzie
0(a . ZAi+ 0. EM;4¢. EN; 4« . XE; 4+ 8. SH; 4 1. 27).

Jeieli dane obroty znoszy sie, to kaidy wyraz sumy w nawiasie jest réwny
zern, jakkolwiek obierzemy prosty 8; hedzie przeto
(12) Ea(fﬁf\: '{- ZH\’I, -|- C. Ni —{- o, '..:..«‘; -}- [i . ”; -]- T Z') — 0,
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t. j. jedeli ilekolwiclk obrothw clavilowyelh necwzajem sig 2nosi, to suma algielra-
wcena objeloSei coworodciandw, wystawionych, juko na lrawedziach przeciwle-
glych, na dowolnej prostéj i na predlosci katowéj kaidego z tych obrotéw, jest
réwne seru (twierdzenie Mobius'a).

84, OS5 CENTRATLNA DWU OBROTGW OKROEO SKOSNYCH ost. Niech hedg
dane dwa obroty w, i , okolo skodnych wzgledem siebie osi O, i O,; whwezas
ohjetost czworoScianu, wystawionego na ich predkoseiach kgtowych, nie moze
byé réwna zeru, a zatym takie dwa obroty sg rdwnowazne skrgtowi (art. 33).
Z réwnania (1) art. 31-go okazuje sig, Ze jezeli predkost kgtows tego skretu
przedstawimy gieometrycznie na osi centralnéj, to rzut jéj na kazdg z osi spol-
rzgdnych jest réwny sumie algiebraicznéj rzutéw predkosei danych obrotéw na
te 0§ JeZeli wige z dowolnego punktn wykréslimy réwnoleglobok, ktérego
boki sg rowne i réwnolegle do predkoéei katowych danych obrotéw, to prze-
katna tego réwnolegloboku hedzie miala kierunek i dlugosé odeinka, majacego
przedstawiaé gieometrycznie predkos§é katows skretu okolo osi centralnéj,
a zatym of centralna bedzie réwnolegla do t¢j przekatndj.

Aby wyznaczyé polozenie osi centralnéj, nakréSlmy najkrotszg odleglose
obu osi, ktéra je przecina odpowiednio w punktach o, i 0,, i odetnijmy na
osiach od tych punktéw odpowiednio ich predkosci kgtowe o, i w;. Obierzmy
punkt o, jako poczatek uktadu osi spélrzednych, prosta O, w kierunku odeie-
téj predkodei w, jako of z, a najkrétszg odleglo$é w kierunku 0,0, jako of 2.
Oznaczmy jeszcze przez 8 najkrotszg odleglosé 0,05, a przez ¢ kat, ktory z so-
ha tworzg odeinki o, i w,; wiwezas spolrzedne obrotu v, heds,

(1) Si=0 H=0, 2,=0, A, =0, M;=0, N;=0,
a spolrzedne obrotu w, bedy,
2) E, =0, co89, Hy=uw,sing, 7,=0, A,=— du,sing,

M,=28wm,c0sp, Ny=0,
7 tych wartosei wynikajg, spélrzedne skretu wypadkowego
(3) E =40, cos¢, H=uw,sing, Z=0, A=—3u,sing,

M =28m, cosy, N=0.

Poniewaz dla skretu wypadkowego mamy Z==0 i N =0, przeto oka-
zuje sie naprzéd, Ze oé centralna przecina najkrotszq odleglosc osi obudwu obro-
tow pod katem prostym. Niech o§ centralna S przecina t¢ najkrotszg odleglo$t
w punkcie s, 1 przyjmijmy &, =os, 8, = s0,; wtedy 8 i 8, przedstawiajg
odpowiednio najkrétsze odlegloéei osi S od osi O, i od osi O,. Aby wyznaczyt
3, i 8, szukajmy, wedlug 1-go z réwnafi (14) art. 30-go, réwnania rzutu osi
centralngj na plaszezyzng zz; to réwnanie bedzie: H3 4 (A —MN.E)=0,
gdzie A jest wskaZnikiem skretu wypadkowego, Niech % hedzie parametrem,
o predkoéein katows, a v predkoéeig ruchu postepowego tego skretu; mamy tu
4) »=EA+HM+ZN=—20.m,0,8in9, w*=0>40,242.0,0,c08¢,
% . 0,0 0,

v Wy
(5) A=g==—d. % sin g, 1:=—~5.—w3‘smtp,

2
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a wiee
d

8= oF @2 (0, - 0, cos®),

7 c2ego wynika
)
8, =0—17 == 0y (04 + 0y . COSY),

a przeto

6 0y _ Wy wy+ 0 COSY
() B2 0 040,080

Oznaczmy odpowiednio przez ¢, i ¢, katy, ktore S tworzy z Oy i O,; whedy

0, SinY
0y - Wy COS P

oy sin g

tangw, — ————F~F——.
» WG = 0, cos®

tang o, =
Wstawiwszy stad o4 0, cos® i @, 4wy cosp W réwnanie (6), otrzymamy
ostatecznie ciekawy zwigzek

) t
) y _ tangg,

8, ~ tangg,’

ktory pozwala wyzhaczyé punkt s, a tymsamym poloZenie osi centralngj
w przestrzeni, jezeli jéj kiertnek zostal poprzednio wyznaczony.

Dwa obroty okolo osi skoSnych mozemy z sobg zlozy¢ hez uZycia spol-
rzednych. Niech O, i O, (fig. 17) beda danymi osiami, 8 = 0,0, ich najkrétszg
odlegloécin, a odeinki ©, = 0,4y 1 @y == 0,0,
niech przedstawiajg odpowiednie predko§ci
katowe. Poprowadziwszy przez o, prostg Oy,
rdwnoleglg do Oy, dodajmy do danych ru-
chéw dwa obroty ®, i —w, okolo prostd;
'y, Obroty w, okolo O, 1 ®, okolo Oy wy-
tworzy, obrét z predkodeiy katowsy o = 00'
okolo przekatnéj O' rownolegloboku o,a'10'cs ;
obrét — wy; okolo O'; i obrdt w; okolo O,
wywolajg ruch postepowy (pare obrotéw)
7 predkoScig do;.  Obrét o wraz z vuchem
postepowym dwy, ktéry nie jest prostopadly
do osi obrotu, sprawi skret wypadkowy okolo
prostéj S, réwnolegléj do O', hedacdj zatym
osig centralng danych obrotéw. Kazda pro-
sta ukladu niezmiennego, ulegajacego danym obrotom, zmienia miejsce swoje
w przestrzeni, a o§ centralna S jest jedyna prosts, posuwajacy sie wzdluz
siebie saméj. Wskutek obrotu chwilowego okolo Oy opisze prosta S element
powierzehni hiperbolojdy obrotowéj, ktéréj osig jest O, i zajmie pewne miej-
sce §'; prosta §', wskutek obrotu okolo O,, opisze clement powierzehni dru-
giéj hiperbolojdy obrotowéj, ktoréj osig jest prosta O,. PoniewaZ prosta 8,

Fig. 17.
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skutkiem tego ostatniego ruchu, schodzi sig¢ razem z prostg S, przeto obie hi-
perbolojdy sg do siebie styczne wzdluZz tworzgeé) S. Wiadomo, Ze kola szyj-
ne dwu hiperbolojd obrotowych, stycznych do siebie wzdluZz tworzgceéj, prze-
cinajg, sig w tym punkeie, w ktérym ta tworzqcea przecina najkréotszy odleglosé
ich osi pod katem prostym. Z tego wynika, Ze prosta S przecina w pewnym
punkcie s najkrotszg odleglo§é danych osi pod kqtem prostym i Ze odeinki 0,8
i 0,8 przedstawiajg promienie kél szyjnych tych hiperbolojd. Aby wyznaczyt
punkt s, trzeba zauwazyt, Ze on jest jedynym punktem na prostéj o,0,, posuwa-
jacym si¢ réwnolegle do przekqtnéj O'. Z tego warunku moZna wyznaczyé
podany stosunek odcinkéw o;s i 0,5, tudziez predko$é ruchu postepowego
skretu chwilowego. Pozostawiamy to dochodzenie ezytelnikowi,

35. Osbrory serzizoNe, Skret chwilowy lub uklad skretdw (albo obro-
tow), ktérego parametr nie jest réwny zeru, daje sig nieskoficzenie wieloma
sposobami zastapi¢ przez dwa obroty chwilowe okolo osi skoSnych., Jakoz,
niech E, H, Z, A, M i N bedg spélrzednymi danego ukladu skretéw, za$
g,...,N E"...,N" niech beds odpowiednio spélrzednymi dwu obrotow
okolo osi sko$nych O' i O". Te dwa obroty hedg réwnowazne danemu ukla-
dowi skre¢tow, jezeli dajg ten sam skrgt wypadkowy, co dany uklad. Warunki
zatym konieczne i dostateczne réwnowaznoéei sq:

) 2B =8, W+H=H 74+2=1,
A4A'=A, M+M'=M, N4+N'=N,

prayeczym ,
(2) EIAI + I{!M{ _l_ Z‘NI — U, EI‘!AH + I.III'LIH’ _l_ ZIPNIF —10 A

Do wyznaczenia tych dwu obrotéw potrzeba 12-u spélrzgdnych, miedzy
Itérymi zachodzi tylko 8 zwigzkéw, wyraZonych zapomocg réwnafi (1)1 (2);
mozemy zatym 4 spélrzgdne dowolnie obraé, a wtedy obadwa obroty beds wy-
znaczone. Z tego okazuje sig, Ze moZemy nieskoficzenie wieloma sposobami wy-
znaczyt takie dwa obroty okolo dwu sko$nych osi, ktére sg réwnowaine dane-
mu ukladowi skretéw. Roéwnania (1) pokazujg, Ze parametr tych dwa obrotéw
jest réwny parametrowi danego ukladu skretéw. Uwzgledniajae znaczenie
gieometryczne parametru, moZemy powiedziéé: jakimkolwiek sposobem zastqy-
pimy wklad skretéw b obrotéw, kidrego parametr nie jest réwny zeru, dwoma
obrotami okolo o0si skoSnych, objgtosé czworoSeianu, wystawionego, jako na kra-
wedziach praeciwleglych, na predkosciach kqtowych tych dww obrotow, odeigtych
na ich osiach, jest stala (twierdzenie Chasles’a).

Dwa obroty okolo osi skoénych, ktére Igcznie s réwnowaZne pewnemu
ukladowi skrgtow lub obrotéw chwilowych, nazywamy obrotami sprzgo-
nymi wzgledem ukladu ruchéw, a ich osi sprzgZonymi osiami
obrotu

Parametr dwu obrotéw rozwazanych wynosi

(3) w=EA"4- I'M"- Z/N" 4 E"A"+ H"M' 4 Z"N',

Bibl, mat-fiz,, 8. IV, T, X. (i
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Wyrugujmy z tego réwnania spélrzedne oblotu okolo 031 O" za poérednictwem
rownat (1) i (2); otrzymamy

4) EA+HM +ZN'+AE +MH' 4 NZ — 2 =0;

jeZeli za§ z r6éwnaf (3) wyrugujemy podobnie spélrzedne obrotu okolo osi O
to miét bedziemy

(5) EA'4HM" ZN'AE - MH"+NZ"'—% =0,

Miedzy spélrzednymi dwu obrotéw sprzezonych wzgledem danego ukladu
skretéw (lub obrotéw) a spélrzednymi tego ukladu i jego parametrem zacho-
dzg powyzsze dwa zwigzki (4) 1 (5).

Aby rozpoznaé wzajemne poloZenie osi sprzezonych obrotu, przypomnij-
my sobie, Ze moment dwu prostych, z ktérych kazds, okréslamy zapomocs, 6-u
spélrzgdnych, wynosi (art. 33)

(6) Mg == s + DsBo = C1Ya + oty + Doy + G213

jezeli wige dwie proste przecinaja sie, to prawa strona tego rdwnania jest
rowna zeru, Niech O'i 0", tudziez O,'i O," oznaczaja dwie pary osi sprze-
Zonych obrotu wzgledem danego ukladu skretéw (lub obrotéw). Popro-
wadzmy prosts (a, b, ¢, o, B, 1), przecinajaca trzy osi O', O"i Oy, i niech
&/, v, 2/, A/, M/, N)) i (B, H,", Z,", A", M{", N,") oznaczajg odpo-
wiednio obroty okolo osi Oy i O;". Na mocy tylkoco wypowiedzianéj uwagi
otrzymujemy trzy réwnania nastepujace:

alA' +0M' 4 ¢N' 4 aE 4 gH 4472 =0,
(7) GA”—{“bM”*I‘CN”"I—ﬂE"—i'BH”-I‘TZ”=0’

a4+ OM,+ eN)/+ o B+ BH,'+ 1 2,/=0;

wiadomo howiém (art. 33), Ze spélrzedne osi obrotu sg proporcyjonalne
wzgledem spélrzgdnych obrotu samego. Z dodania dwu piérwszych rdwnan
i uwzglednienia zwigzkéw (1) wyniknie réwnanie

aA+DM+cN+aEBBH41Z=0,.
A jeZeli od niego odejmiemy ostatnie z réwnan (7), to otrzymamy
(8) al"+OM" ¢ N+ 0B+ BH,"+1Z"=0,

z czego sig okazuje, Ze powyzsza prosta przecina takze o§ O,". A zatym czté-
ry proste O', O", O,' i O," majg takie poloZenie, Ze kaZda poprzeczna dla
trzech z nich przecina takie cawarta, t. j. cetéry proste, Iktére po dwie sq
ostami spragéonyms obrotu, naleéq do tegoi samego wkladu tworzqcych hiperbo-
lojdy gednopowlokowé.

36. SeOzrzRDNE JEDNORODNE skrpru. Niech prosta S o spélrze-
dnych «, b, ¢, @, B i 7 bedzie osig skretu o predkosci katowdj w i predkosci
ruchu postepowego v; gdy A oznacza wskaZnik skretu, jest v =Aw. Roz-
16zmy obrét o na trzy obroty, aw, bw i cw, okolo osi spélrzednych i na
trzy ruchy postgpowe, aw, fo i Yo, w kierunkach tych osi, a ruch postepo-
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wy Ao rostézmy na trzy, ale, Do i cho, w kierunkach tych samyeh osi;
wowezas spilrzedne skretu wyrazg si¢ zapomocs wzorow

(1) E=aw, I=dv, L=cow, A=(a+ka)o, M=@+I)o,
N=(1+Ac)o.

Kladae 2=0, otrzymalibyémy odpowiednic wyraZenia dla spélrzednych
ohrotu.

Obierzmy w przestrzeni dowolnie sze§¢ prostych Oy, (ai, biy iy o4y Biy 1),
gdzie 1==1, 2, 3, 4, 5, (; Iatwo okazaé, Zc dany skret moZzna wogdlno§ei
rozlozyt na szest obrotow okolo tych prostych. Jako?, jezeli w; oznacza pred-
kosé kgtows, obrotu skladowego okolo prostéj O, do rdwnowaznofei takich
szefein obrotéw z danym skretem potrzeba i wystarcza, Zehy zachodzilo na-
stepujgeych szest rownaf (art. 32):

0 == (1y0; + (Ax005 - Uywg + 04 + G0, -+ Ag0,

Do = 030y 4 Dy + bywg + byoy 4 by, + byoy,

(2) CO == €0y + 05 | €305 + €404 - Cig + ooy,
(2 ha) 0 = oy 01 + 010 - 0303 +- 0,04 + 01095 +- g0,

(B +AD) o =By + Booy + Bavsy +- By + By + Powss,

(1 A Ne) o == 7,01 + 1200 -k T3y = a0y 4 Y505 + Yoty

Jezeli ten uklad rownan linijowych rozwiagzemy wzgledem niewiadomych w;,
to otrzymamy predkodci katowe szukanych sze§ciu obrotéw okolo powyZszych
prostych, ktéreto obroty sg réwnowaine danemu skretowi. Gdyby skret
mial hy¢ rozloZony na mnidj, niz na sze$é obrotdw, natenezas rozwigzanie by-
loby niezawsze mozebne, poniewaz powyzsze sze§¢ réwnaf zawieralyby mniéj
niz sze§¢ niewiadomych, a mozliwos¢ rozloZenia skretu zachodzilaby tylko
przy szezegdlnych poloZeniach danych prostych.

Atoli dany skret da sig tylko wtedy rozloZyé na szesé obrotéw okolo
powyzszych prostych, kiedy ukladowi skoficzonych wartoSei na stronach lewych
réwnai (2) odpowiada takze uklad skoficzonych wartoSci szeSciu niewiado-
mych w;, a do tego potrzeba i wystarcza, aby wyznacznik tego ukladu réwnan
nie hyl réwny zeru *).  Jezeli wige oznaczymy
Gy y Uy y Ugy gy U5y Ug
bil‘ b!: ba: b&l bs! ir"ltl
(3) A—| €11 CayCss Gy Co
' Oy y Ogy O, Olyy Ogy %
{31, ﬁ‘.!! [33! ﬁ&: Bﬁ} ﬁd
Tos Tey Tay Tay Tsy To
a 8ze86 prostych O; tak obierzemy, Zeby ten wyznacznik, utworzony z ich spol-
rzednyeh, nie byl r6wny zeru, natenczas mozemy dany skret jednym tylko

*)  Oh, Teoryjq wymacanikéw M, A, Bavanieckiego, Paryz, 1879, str. 281 i nast,
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sposobem rozloZyt ma sze§t obrotéw okolo tych prostych. Rdéwnania (2) wy-
znaczaja whedy predkoSei kgtowe tych obrotéow, Gdy przyjmiemy A=0,
to otrzymane wowcezas z powyzszych réwnania posluZg do rozloZenia danego
obrotu na 6 obrotéw okolo takich 6-u prostych, — O 6-u prostych, dla ktérych
powyZszy wyznacznik A, utworzony z ich spohrzednych, nie jest r6wny zeru, po-
wiemy, %e stanowia one uklad osi niezaleinych obrotu. Z powyZszego
wige wynika twierdzenie: skrgl (Tub obrit) chwilowy daje sig tylko jednym spo-
sobem rozloéyé na spesé obrotow okolo szesciu 0si niesaleinych.

Predkosci kgtowe takich 6-u obrotéw okolo osi niezaleinych nazwiemy
spolrzednymi jednorodnymi danego skretu (lub obrotu) wzglgdem
ukladu tychZze osi. Dotad rozkladaliSmy skret (lub obrét) na 6 ruchéw chwi-
lowych, ktére jednak nie mialy wyraznéj cechy jednorodmoéei, chociaz one
wynikaly, jak zaraz okazemy, wskutek pewnego szczegblnego sposobu rozkla-
dania skretu na 6 obrotéw. Spoirzedne bowiém A, M i N oznaczaly predkosei
chwilowych ruchéw postepowych w kierunkach osi spélrzednych, a poniewaz
(art. 28) ruch postepowy chwilowy jest rGwnowaZny parze obrotéw, czyli obro-
towl okolo osi nieskoficzenie dalekié] z predkoéeig katowg rowng zeru, przcto
widzimy, Z%e spélrzgdne A, M i N moZna rozwazaé jako predkosei (lecz nie
jako katowe) trzech ruchéw obrotowych okolo prostych w nieskorficzonosei na
plaszezyznach spélrzednych. Trzy osi spélrzegdnych razem z tymi trzema
prostymi w nieskoficzonoéci stanowily uklad osi niezaleznych obrotu.

Zamiast lewych stron réwnafi (2) przyjmijmy w nich zera; otrzymane
wtedy rdwnania bedg wyrazaly warunki konieczne i wystarczajace, aby sze§é
obrotéw okolo prostych O; si¢ znosilo (art. 82). Jezeli te proste stanowig
ulkkad osi niezaleZnych obrotu, natenczas otrzymanym réwnaniom uczynig
zado§t tylko wartosci o; =0 dla kaZdego wskaznika ¢. Wynika stad twier-
dzenie: okolo szesciu osi niczaleznych wic moie istnie¢ sze$é obrotéw, ktéreby
sig waajemnie znosily, co mozemy takie wyrazit inaczéj: obrot okolo jednéj
z 6-u osi niezaleznych nie da sig rozloZyé na 5 obrotéw okolo 5-u pozostalych
osi. SzeS¢ osi niezaleznych ma zatym taki kierunek, Ze nie mozna wykréslic
szeficiokgta zamknigtego, ktoregoby hoki byly do nich réwnolegle, chociaZ ta
wlasno§¢ nie jest dostateczna do rozpoznania, czy 6 prostych stanowi uklad
osi niezaleznych.

Z powyzszego dowodzenia wynika takZe twierdzenie: jeseli okolo szesciu
prostych nie moge istiied szesé obrotow, litdreby sig weajemmie enosidy, natenczas
te proste stanowiq uklad niczaleznych osi obrotu, a wtedy kaZdy skret (Iub obrét)
mo’na rozlozyé na obroty okolo tych prostych.

37. Przyjmijmy w réwnaniach (2) art. poprzedniego A =0; wowczas
bedziemy mogli uzyé tych réwnaii do obliczenia spélrzednych jednorodnyeh
obrotu chwilowego ® okolo danéj prostéj O. Oznaczmy przez m; moment
prosté] O (osi obrotu ) wazgledem prostéj O; (osi obrotu skladowego w;),
a przez my moment prostéj O; wzgledem prosté) Op; mp=my, a m;=0.
Pomnéimy réwnania (2), po przyjeciu w nich A =0, odpowiednio przez
spolrzgdne oy, By, ¥y, @y, by 1 ¢, prostéj O, i dodajmy je nastgpnie do
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siehie, i uczyimy toz samo ze spolrz¢dnymi kazdéj z tych prostych; otrzy-
mamy W ten sposéb nastepujacy uklad réwnan:

My = Mya®y += Myz05 4= Mgg0g 4 My505 + Mgy,
Mg == Moy, - MygWg 4= Moy Wy = Mg g 4 Mygwg
(1) Mg == Mg = Mgatdy + Mgytdy = Mys 05 -4 Mgy
M0 == My W4 4 Myatly |- Nyg )y M50 = Mggtg ,
N0 == Mg 1 O = Mg dy = Mgy = M50, - MW ,

Ng® == My 6 = Mga®y = Niga®y = Mgy0y - Mgz 05

Z tych réwnah mozna obliczyé spélrzedne jednorodne danego obrotu, znajac
momenty osi tego obrotu wzgledem osi obrotéw skladowyeh, tudziez momenty
tych osi wzglgdem siebie. 'Wyznacznik ukladu réwnan (1) jest symetryczny.

Pomnézmy réwnania (2) art. poprzedniego edpowiednio przez spilvze-
dne o, B, 7, @, b i ¢ osi O obrotu w i dodajmy iloczyny; wyniknie stad
zwigzek miedzy spélrzednymi obrotu

@) - M40 + Mydy + Mg + My + M0, + My = 0,

JeZeli za§ to réwnanie pomnoZymy przez o i oznaczymy przez y; moment das
nego obrotu o wzglgdem osi O;, to otrzymamy nowy zwigzek,

(3) Pea @y F Py - g3 - gy - P + Pody =0,

Obierzmy w przestrzeni dowolng prosty (o, ¥', ¢, o, §, 1'), pomnézmy réwna-
nia, (2) avt. poprzedniego odpowiednio przez jéj spolrzedne o, b, ¢, oy ' i §'
i nastepnie te réwnania do siebie dodajmy; oznaczywszy przez M moment
osi O, a przez M; moment osi O; wazgledem t&j prostéj, otrzymamy réwnanie

(4) Mo = M0, 4+ Mo, 4+ Mo + Mo, + Moo, + Mo,

ktére wyraza znane twierdzenie, Ze moment danego obrotu wzgledem jakigj-
kolwiek prostéj jest réwny sumie algiebraicznéj momentéw jego obrotéw skla-
dowych wzgledem téjze prostéj.

Do rozklada obrotn moZna uzyé jakiegokolwiek czworo§cianu, albo-
wiém 6 krawedzi té bryly stanowi zawsze uklad osi niezaleinych obrotu.
Jiakoz, niech ABCD (fig. 18) bedzie czworo-
Scianem dowolnym; oznaczmy odpowiednio
przez 1, 2; 3, 4; 5, 6 jego krawedzi prze-
ciwlegle AB, CD; BC, DA ; BD, AC. Trazy
obroty okolo krawedzi 1, 3 i 5, schodzgcych
sie w wiérzcholku B, dajg obrét wypadkowy
okolo ogi, ktéra przechodzi przez ten wiérz-
cholek; a trzy obroty okolo krawgdzi 2, 41 6,
lezacych na Scianie ACD, dajg obrét wypad-
kowy okolo osi, ktéra znajduje si¢ na téj $cia-
nie, PoniewaZ osi tych dwu obrotéw wypadko-
wych nie mogg stanowi¢ jednéj prostéj, przeto
te dwa obroty nie mogg sie znosit, a zatym
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nie moze istnieé 6 obrotéw okolo krawedzi czworoScianu, kidreby sig zno-
sily, z czego wnosimy (art. 36), Ze te krawedzi stanowiy uklad niezaleZnych
osi obrotu.
Spomigdzy momentéw myz  wazgledem krawedsi czworoScianu tylko
My, Mgy 1 Mgy 58 vZ06 0d zery, o wszystkie inne sg réwne zeru.  Otrzymamy
zatym z ukladu (1) nastepujgee rownania dla krawedzi czworodeianu:
) {mlm = Mgy, M0 == Nigpldy,  Dig® = Ny,
Myld == Mgy Oy, MO == NiggWg, M0 == Mgy

z ktorych moZzemy obliczyé spolrzedne jednorodne o; danego obrotu o wagle-
dem krawedzi ezworodcianu,

Pomnézmy te réwnania odpowiednio przez o, w,, wg, 0y, 0z i o
i dodajmy iloczyny; otrzymamy
O (M0 A Nigdy, = Mgz - My 0y - 15005 - Ngog) =

= 2(wy0y .« Mgy |- 0504 . Mgy - 0505 4 A50),
a zatym, wedlug (2),
(6) 040+ Nigo - Og0, gy - 050 4 Gl = U,
Réwnania (6) mozemy tak napisad:
() py==tigo0y, o==Ngably, [g==lllg 0y, Py==Myyl0y, Py==llyg0s, [s==IHsp0}
a jezeli wartofci na o; z tych réwnai wstawimy w (6), to wyniknie zwigzek
miedzy momentami,
1, » ix

(8) Perfle I Py S8 Pabo __ o

Oznaczmy przez V objetosé czworo$cianu; juk wiadomo
6Y =gy . AB.CD =y, . BC. DA = my; . BD. AC.
Podstawmy niy,, migy 1 msq z tych réwnai w réwnania (6) i (8); otizymamy

R S VR
(9) AB D T80 DA tTBD ‘A3 =""
(10)  py ABX o . CD -y . BC X py . DA - ps . BD X pg . AC =0,

CWICZENTIA.

(1) Wypadkowa obrotéw o skoiiczonych odchyleniach zalezy od porzadku,
w jakim skladu dokonywamy., Niech osi 0, i 0, dwu obrotéw z odchyleniami skoii-
czonymi @, i @, przecinajy sig w punkeie o, i niech te obroty beds udzielone ulda-
dowi niezmiennemu w porzgdku wekaznikéw; ruch wypadkowy bedzie obrotem okolo
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pewnéj osi O, przechodzgeé] przez punkl o. Osi Oy, 0, i O tworzg kat brylowy,
ktorego kgt dwuscienny pray Oy :% w kierunku przeciwnym obrotowi ¢y, a kab
dwudeienny przy 0, :‘..%-2- w kierunku obrotu @,, liczac obadwa katy od deiany,
przechodzacéj przez osi Oy i 0,. Odchylenie wypadkowe jest réwne podwéjnemu
katowi dwusciennemu zewngtrznemu przy krawedzi 0. Dowiédé tych twierdzen
1 wyprowadzié z nich gklad obrotéw elementarnych.

(2). Dokonaé skladu dwu obrotéw z odehyleniami skorezonymi okolo réwnole-
glych osi, 1 no moey tego okazaé, Ze para takich obrotéw sprawia ruch postepowy. —

Nastgpujace zadania odnoszg sig do ruchéw chwilowyeh,

(3). Na plaszezyznie, przesunigté] dowolnie przez o obrotu, obierzmy 3 pun-
kty Ag, Ay i Ay na jednéj prostéj i oznaczmy odpowiednio przez g, po i g mo-
menty tego obrotu wzglgdem tych punktow; okazaé, ze

Py AoAg 1o - ApAyg - pg . Ay =0,

(4),  Obierzmy na powyzszé] plaszezyinie 4 punkty A, A,, Ay 1 A4, 2z kté-
rych zadne 3 nie lezg na jednéj prostéj, i oznaczmy momenty odpowiednio przez
Py Py Mg 1 g5 wOwezas

P’i . .&4{\2}\3 + P.a . A{A'SAi + ‘.’43 . A&Alﬂaﬁ + ll‘ . 4&32\5(\1 ) 0‘

gdzie AgA,Ay 16 d. oznaczajg pola odpowiednich tréjkatow, a porzgdek wekaznikdw
okrésla obieg trdjkyta i znak jego pola.

(5). Dowiééé twierdzenia, ze moment wypadkowy momentéw dwu obrotow,
stanowigeyeh parve obrotéw, wagledem kazdego punktu w przestrzeni jest staly
i réwny momentowi téj pary obrotéw. I nawszajem, jezeli moment wypadkowy
momentéw dwu obrotéw wzgledem kazdego punkbtu w przestrzeni jest staly, fo te
~ obroty stanowiy pare obrotéw.

(6). Okazaé, ze punkty koiicowe odcinkdw, przedstawiajgcych momenty dane-
go obrotu wzgledem punktéw té] saméj prosté], lezg na pewndéj prostéj, a punkty kori-
cowe odeinkow, przedstawiajgeych momenty obrotu wzgledem punktéw téjze saméj
plaszezyzny, lezg na pewnéj plaszezyinie,

(7). Okazaé, ze proste, przez dany punkt przechodzyce, wzglgdem ktorych
uklad obrotéw posiada ten sam moment, tworzg stozek yzgdu 2-go, i znalésé waru-
nek, aby ten stozek stawal sig plaszezyzng,.

(8). Okaza¢ nastepujaca wlasnodé osi sprzgzonych obrotu: jeZeli jedna of
obrotu przechodzi przez punkt dany, to o§ sprzgzona lezy na pewnéj plaszezyinie,
pracz ten punkt przechodzged;.

(9). Dane gy dwie proste 8, 1 8,, przecinajgee sie pod katem prostym w pun-
keio s prosta S jest osiy skretu o stalym wskagnilu Ay, a prosta 8, jest osig skretu
o stalym wskazniku Ay. Przyjmujae, ze ukladowi niezmiennemu okolo tych osi
udzielilismy skrgtéw chwilowyeh ze zmiennymi predkodeiami katowymi (jednak przy
stalych wskaznikach A, i X;), wyznaczyé migjsce gieometryczne osi skretdw wypad-
kowych, [Szukanym miejscem jest powierzehnia skosnu rzedu 3-go, nazwana przez
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Cayley'ogo cylindrojdg, a nalezgea do tak zwanych powierzchni konojdalnych.
Jezeli proste S, 1 S, obierzemy odpowiednio jako osi z i y, a prostopadly do mich
w punkcie s jako of z, to rownanie cylindrojdy bedzie

2@ 1) — Ay — M)ay =0.]

(10). Okazaé nastepujgce wlasnosei cylindrojdy: a) cylindrojda rozeigga sig do
A—N Ap—Ry

2 g2
b) plaszezyzna, prostopadla do osi z, przecina eylindrojde podlug dwn prostych two-
rzgeych; ¢) plaszezyzna, styczna do cylindrojdy, przecina tg powierzchnig podlug
elipsy, ktoréj rzut na plaszczyzng xy jost kolem. Roznica kwadratow osi kazdéj
takiéj elipsy jest stala.

nieskoiczonosei migdzy plaszezyzny z—= - o plaszezyzng z —= —



