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b). Niech będzie dany obrót w około osi O (fig. 16) i ruch postępowy v
w kierunku, tworzącym kąt <p z tą osią; mamy złożyć te dwa ruchy chwilowe.
Rozłóżmy prędkość v na dwie prędkości v' i v"\ składowa
v' niech będzie równoległa do osi O, a v" niech będzie
prostopadła do tej osi. Wtedy otrzymamy v' — v . cos cp,
?/'= y. sintp. Dany obrót w wraz z ruchem postępowym
v" sprawiają obrót co około pewnej*osi S, równoległej do O) }f „•
którą według a. wyznaczyć możemy. Ruch zatym wypad-

yfl)

kowy będzie się składał z obrotu chwilowego co około tej
osi 8 i z chwilowego ruchu postępowego v' w kierunku
osi O, a więc także osi S.

Ruch układu niezmiennego, składający się z obrotu
chwilowego około pewnej osi i z chwilowego ruchu poste- Fig. ie.
powego w kierunku tej osi, nazywamy s k r ę t e m chwilo-
wym tego układu, tak iż obrót chwilowy wran s ruchem postępowym chwilo-
wym, Mory nie jest prostopadły do osi obrotu, są róionoważne sh-ętoioi chwilo-
wemu. Gdy skręt zachodzi, rozróżniamy dwie prędkości, mianowicie: prędkość
obrotu i prędkość ruchu postępowego. Jeżeli żadna z tych prędkości m'e
jest równa zeru, to skręt składa się z dwu ruchów chwilowych. Jeżeli pręd-
kość obrotu jest równa zeru, to skręt sprowadza się do chwilowego ruchu
postępowego; jeżeli zaś prędkość postępowa jest równa zeru, to skręt redukuje
się do samego obrotu chwilowego.

30. SpÓERzajDNE OBBOTU CHWILOWEGO, Niech będzie dany obrót chwi-
lowy co około pewnej osi O, której położenie względem trzech prostokątnych
osi spółrzędnych jest wiadome. Poprowadźmy przez początek A spółrzędnych
prostą O', równoległą do O, i nadajmy układowi niezmiennemu dA?a obroty
chwilowe to i —to około tej prostej O'; nie zmienimy przez to jego ruchu chwi-
lowego. Obrót dany w razem z obrotem — to około prostej O' tworzą parę
obrotów, której moment [j. równy jest momentowi pierwotnego obrotu wzglę-
dem punktu A (art. 28). Tym sposobem zastąpiliśmy obrót pierwotny obro*
tein z tą sarną prędkością ką/tową, lecz około prostej O' (przechodzącej przez
początek spółrzędnych), oraz ruchem postępowym o prędkości \i.. Roz'
łóżmy teraz (art. 23) obrót to około prostej O' na trzy obroty S, II i Z około
osi spółrzędnych Ax, Ay i As, a ruch postępowy (Ł (art. 5) na trzy A, M i N
w kierunkach tych osi; widzimy, że obrót ćli%viloivy układu niezmiennego jest
równoważny trseni obrotom ehiuiloiuym ohoh trzech prostokątnych osi spólrsę-
dnych loran 8 trzema ruchami chwilowymi postępowymi 10 hierunhach tycim
osi. To twierdzenie pozostaje widocznie prawdziwym dla układu ukośnokątne-
go spółrzędnych.

Prędkości kątowe S, H i Z trzech obrotów chwilowych około osi spółrzę-
dnych, tudzież prędkości A, M i N trzech ruchów chwilowych postępowych
w kierunkach tych osi, nazywać będziemy s p ó ł r z ę d n y m i o b r o t u chwilo-
w e g o danego. Spółrzędne S, H i Z są rzutami danej prędkości kątowej to na
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•osi spółrzfdnyoh, a spółrzędne A, M i N są (art. 26) momentami danego obro-
tu względem tychże osi.

"Według art, 25-go, między spółrzędnymi obrotu chwilowego zachodzi
związek następujący:
(1) BA + HM + ZN=0,
a można okazać, że nawzajem między powyższymi wielkościami zachodzi ten
związek, jeżeli one mają być spółrzędnymi obrotu chwilowego. Jakoż, doko-
najmy składu obrotów S, H i Z około osi Ax, Ay i Aa na jeden obrót co
około osi O', przez początek A przechodzącej,

(2) co = J / S M ^ H H 1 ^ ,
a wtedy dostawy kierunkowe «, b i c tej osi będą

(3) a = — - , ! ) = —, c—'-—;v J co to w

składając podobnie ruchy postępowe A, M, N w kierunkach osi Ax, Ay, Ag
w jeden ruch postępowy chwilowy JJ,,

(4) n==|/A» + M4 + N~a,

jako wyrażenia dostaw kierunkowych a', V i ć tego ruchu postępowego mieć
będziemy

, A ., M , N
(5) a — — , &' = — , c' = — .
V |L |fc ' | ł
Zęby obrót co około osi Or wraz z ruchem postępowym [i dał obrót chwilowy
około osi O, równoległej do O', potrzeba, aby ruch postępowy JA, był prostopa-
dły (art, 29) do osi O', a zatym aa' + l)b' + GO' = 0. Jeżeli w tym równaniu
podstawimy wartości z równań (3) i (5), to otrzymamy podane powyżej równa-
nie warunkowe (1).

Obierzmy na osi O danego obrotu co dowolny punkt (no, y, e)\ według
wzorów (3) art. 25-go, otrzymamy następujące trzy równania:
(6) ly—Urn—A = 0; Es—'Lx—U —0, llx—Ey~-N = 0,

które, wskutek warunku (1), sprowadzają się do dwu równań niezależnych. Te
równania wyznaczają rzuty osi O na płaszczyzny spółrzędnych.

Sześć spółrzędnych E, H, Z, A, M i N, między którymi zachodzi związek
(1), określają zupełnie obrót. Jakoż, z równania (2) możemy obliczyć prędkość
kątową obrotu, równania (6) wyznaczają jego oś, a równania (3) pozwalają
rozpoznać kierunek obrotu chwilowego.

31. SPÓEUZĘDNE SKRĘTU CHWILOWEGO. Niech będzie dany skręt chwi-
lowy z prędkościami kątową co i ruchu postępowego v. Rozłóżmy obrót co na
trzy obroty S, H i Z około osi spółrzędnych i na trzy ruchy postępowe A', Mr

i JV w kierunkach tych osi; rozłóżmy podobnie ruch postępowy v danego skrętu
na trzy ruchy postępowe A", M" i N" w kierunkach tychże samych osi. Trzy
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prędkości kątowe S, 11 i Z wraz z trzema prędkościami ruchów postępowych,
A = A' + A", M = M' + M", N = N' + N" nazywamy s.półrzędnymi skrę-
tu chwilowego względem danych osi spółrzędnych. A zatym skrgt chwilo-
wy można rozłożyć na trsy obroty oJcoh osi spófrsędnych i na trzy ruchy posty-
poive 10 kierunkach tych osi, a prędkości tych sześciu ruchów są właśnie spół-
rzędnymi skrętu. Ponieważ S, II, Z, A', M' i N' 8% spółrzędnymi obrotu,
stanowiącego jeden z ruchów składowych skrętu, przeto

z czego łatwo wyciągnąć wniosek, że funkcyja

(1) x = SA + HM + ZN,
utworzona ze spółrzędnych skrętu chwilowego, nie może być równa zeru. Pod-
stawiwszy bowiem w tej fuukcyi wartości spółrzędnych skrętu, otrzymamy

(2) x = EA" + HM" + ZN";
ponieważ zaś S, II, Z, A", M" i N" uie są spólrzędnymi obrotu chwilowego,
przeto ta funkcyja nie może przybrać wartości równej zeru. Wielkość %,
utworzoną według wzoru (1) ze spółrzędnych skrętu chwilowego, będącą fun-
kcyja, jednorodną stopnia 2-go jego spółrzędnych, nazywamy p a r a m e t r e m
s k r ę t u chwilowego.

Niech a, b i c oznaczają dostawy kierunkowe osi skrętu i niech

(3) u> — y^fw+w-,
wówczas
/j\ S , H Z(4) « — — , b = — , o = — .v ' u co .co
Suma rzutów prędkości A", M", N" ua oś skrętu daje prędkość v ruchu po-
stępowego skrętu; będzie zatym

S \" + HM" + ZN" '•
O)

czyli, po wstawieniu wartości z (2) i (3),

SA + HM + ZN %(o) v = — =r — , a zatym vt = u . w.

Z ostatniego równania okazuje się, że parametr skrętu jest iloczynem obudwu
jego prędkości, z czego także wynika, że ów parametr nie może być równy
zeru, dopóki skręt chwilowy nie zredukuje się do samego obrotu lub do same-
go ruchu postępowego. Stosunek

, v SA + HM + ZN
(6)

w S 2 + H2 + Z2

prędkości ruchu postępowego skrętu chwilowego do jego prędkości kątowej,
nazywać będziemy wskaźnikiem s k r ę t u chwilowego. Jeżeli wska-
źnik skrętu jest zerem (s = 0), natenczas skręt redukuje się do samego obrotu



7 4 MECHANIKA TB0EI5TY0ZNA.

około swej osi; jeżeli wskaźnik przybiera wartość nieskończenie wielka, (OJ — 0),
to skręt redukuje się do samego rucliu postępowego wzdłuż swej osi.. Wska-
źnik skrętu może przybierać wszelkie wartości rzeczywiste od —oo do +oe,

Z równania (5) obliczmy prędkość v, otrzymamy

A' = A — av=- A — aXo>~ A — XS;

taksamo dla innych spółrzędnych mieć będziemy

(7) A ' = A — XS, M' = M — XH, N' = N —XZ,
Jeżeli zatym punkt (x, y, g) jest punktem dowolnym na osi skrętu, to, według
art. 30-go,

Zy — H«p — (A — XS) = O,
(8) B s ~ lx — ( M ~ X H ) = 0 (

H a — Sj/ — ( N ~ X Z ) = O .

Sześć spółrzęduych S, II, Z, A, M i N określaj:}, zupełnie skręt chwilowy.
Hównania bowiem (3) i (4) dają obie prędkości skrętu, a równania (8), redu-
kujące się, jak poprzednio okazano, do dwu równań niezależnych, określają oś
tego skrętu.

Jeżeli mamy sześć spółrzędnych skrętu chwilowego, to możemy obliczyć
prędkość dowolnego punktu (x, y, s) układu niezmiennego, któremu ten skręt
został udzielony, dodając do siebie prędkości, jakich ten punkt nabywa w kie-
runku każdej osi spółrzędnych wskutek obrotu i wskutek ruchu postępowego.
Żądane zatym prędkości tego punktu będą, według równań (3) art. 2-1-go,

(9) ^=H*-ZjH-A, |f=:Zfli—3«+M, | i = B y ~ H * + N .

32. SKBAD SKBijjTÓw CHWILOWYCH Udzielamy układowi niezmienne-
mu jednocześnie n skrętów chwilowych około n osi. mamy zaś wyznaczyć jego
ruch wypadkowy. Niech S; będzie osią j-go skrętu składowego, a »,-, vi
niech oznaczają jego prędkości. Wystawmy w dowolnym punkcie A prosto-
kątny układ osi spółrzędnych Aa?, Ay, Aa i wyznaczmy spółrzędne S,-, H,-,
Zj, A,-, Mj i Nj (art. 31) tego skrętu względem tychże osi. Czyniąc to samo
8s każdym skrętem, złóżmy zosobna obroty i ruchy postępowo chwilowe, odpo-
wiadające każdej osi spółrzędnych. Prędkości .sześciu ruchów chwilowych,
otrzymanych tym sposobem, będą równe sumom algiebraicznym spółrzędnych
danych skrętów; otrzymamy więc

(1) S=SB(, H^SIT,-, Z=SZ(, A = £ A 0 M=SM,, NsrSNf,

Ponieważ wielkość x = S A + HM + ZN nie będzie wogólności równa zeru,
przeto prędkości S, II, Z, A, M i N będą spółrzędnymi pewnego skrętu
chwilowego, przedstawiającego właśnie szukany ruch wypadkowy, który jest
równoważny danym skrętom.

Ilekolwiek skrętów chwilowych, jednocześnie rozważanych, nazywamy
układem skrętów, a sumy algiebraiczne spółrzędnych odpowiednich
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wszystkich skrętów tego układu nazywamy s p ó ł r z ę d n y m i u kła d u s k r ę-
tów. Mamy zatym twierdzenie: uMad skrętów jest rótonoioasny skrętowi
chwilowemu, którego spółrg§dnymi są spółrądne tego układu. Oś skręta wy-
padkowego układu skrętów nazywamy osią c e n t r a l n ą u k ł a d u skrętów.
Wielkość % = SA. + HM + ZN, utworzoną, ze spółrzędnych układu skrętów,

ni • 11 i t , SA + HM + ZN
nazywamy p a r a m e t r e m u k ł a d u , a wielkość / , = —~—f=r—-„-— nazy-

Jł + 11" + Ar
warny wskaźnik iem u k ł a d u . Parametr i wskaźnik układu skrętów są,
odpowiednio równe parametrowi i wykładnikowi skrętu wypadkowego.

Sposobem wyżej wskazanym możemy także wyznaczyć wypadkową ilu-
kolwiok obrotów chwilowych, układowi niezmiennemu jednocześnie udzielo-
nych. Wyznaczmy spółrzędne każdego z danych obrotów względem osi Aa;,
A y i A g, dodajmy do siebie ich spółrzędne odpowiednie, a otrzymamy we-
dług (1) prędkości sześciu ruchów chwilowych, z których możemy wyznaczyć
ruch wypadkowy. Ponieważ z równania warunkowego dla każdego z danych
obrotów, mianowicie z tego, że X( = 3iAi-)-HjMj + ZjNj= 0, nie wynika
wogólności, aby wielkość SA + HM + ZN była równa zeru, przeto (art. 31)
mamy twierdzenie: układ olirotóio jest tcogulności równoważni/ skrętowi chiui-
loweniu, którego spółrggdnymi są spótrsgdne tego układu. Co zaś należy rozu-
mieć przez u k ł a d obrotów i przez s p ó ł r z ę d n e u k ł a d u obrotów,
to widoczne jest z poprzednich określeń dla układu skrętów.

Skład ilukolwiek skrętów (lub obrotów) chwilowych nazywamy inaczej
p r z e k s z t a ł c e n i e m albo t ransfor inacy ją u k ł a d u ruchów owych,
to znaczy sprowadzeniem tych ruchów do innej, prostszej postaci, im równo-
ważnej i lepiej się nadającej do rozpoznania prędkości każdego punktu układu
niezmiennego, któremu tych ruchów udzielono. Ten skład nazywamy także
r e d u k c y j ą czyli sprowadzeniem u k ł a d a ruchów owych do tego
punktu A , który został obrany jako początek układu osi spółrzędnych. Po-
nieważ skręt jest dokładnie określony, jeżeli znamy jego spółrzędne względem
jakichkolwiek trzech osi spółrzędnych prostokątnych (art. 31), przeto otrzy-
mamy zawsze ten sam skręt wypadkowy niezależnie od tego, do którego punktu
redukujemy dany układ skrętów lub obrotów, i jakiego układu osi spółrzę-
dnych używamy do tej redukcyi.

Wynik przekształcenia układu skrętów może być rozmaity, stosownie do
wartości spółrzędnych tego układu. Jeżeli każda spółrzędna układu jest ró-
wna zeru, natenczas dane skręty znoszą się. Jeżeli parametr układu skrętów
jest równy zeru, a spółrzędne jego S, II i Z nie są wszystkie równe zeru, wtedy
ten układ jest równoważny obrotowi chwilowemu. Jeżeli każda ze spółrzę-
dnych E, II i Z jest równa zeru, a spółrzędne A, M i N nie znikają jedno-
cześnie, natenczas układ jest równoważny ruchowi postępowemu chwilowemu.
Układ skrętów, którego parametr nie jest równy zeru, jest równoważny skrę-
towi. Podane tu twierdzenia stosuję się także do układu obrotów chwilowych.

Jeżeli dwa układy skrętów (lub obrotów) dają ten sam skręt wypadkowy,
wtedy są, równoważne i mogą się nawzajem zastąpić. Spółrzędne odpowie-
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dnie takich dwu układów są sobie równe. I nawzajem, jeżeli spółrzędne
odpowiednie takich dwu układów są. sobie równe, to układy te są równowa-
żne, bo każdy z nich daje ten sam skręt wypadkowy. A zatym, do równowa-
żności dwu uWadów shr§tóiv (lub obrotów) chwilowych potrzeba i -wystarcza, aby
ich spółrggdne odpowiednie byty równe sobie.

33. Parametr układu obrotów ma ważne znaczenie gieometryczne.
•Aby je okazać, weźmy dwa obroty, jeden (B,, II,, Z,, A,, M,, N,), a drugi
(S a, H 2, Z2, A2, Mg, Na). Niech a,, &,, c{ będą dostawami kierunkowymi,
a ot,, (3,, Yi momentami osi Oj pierwszego obrotu względem osi spółrzędnych;
podobne znaczenie niech mają a2, b2, c2, a 2, |32 i Y3 dla drugiej osi O 2.
Obierając na prostej O! punkt dowolny (a;1( yt, Zi), mamy, według art, 26-go,

(1) al = ciyi~b{su p, = a,gt

i podobnie dla punktu- (x2) y2, 02) na osi O a . Między tymi wielkościami
zachodzi związek

(2) «i«i + &iPi+.OiYi = O>

konieczny i wystarczający na to, aby te wielkości należały do tej samej prostej.
Pisząc równania osi O± w postaci

(3)

otrzymamy łatwo

równania zatym osi

(4)
X

V

«i
# = — «!-'

Ol

m
1

Oj i 0 2 są

1 ,

Cl

v mi > y

Cl '

PO,
i

n — 2i •
1 Cj '

_ 1 .

Ca
1

t ! 2

Z nich się okazuje, że wielkości «, &, c, «, p i 7, zadość czyniące warunkowi
«2 -)- 1>'Z + c2 = 1 i warunkowi (2), zupełnie wyznaczają prostą, tak iż możemy
je przyjmować za spółrzędne prostej.

Niech S12 będzie najkrótszą odległością wzajemną osi Q{ i O2; wia-
domo, że

810 = , A-L—LJf^-'—
K (,c2o, — c ^ + ^aC-

Ponieważ mianownik tego ułamka jest wstawą kąta, który z sobą tworzą obie

proste, przeto moment ą , tych osi (art. 26) wynosi

111,2 =z O^i '— ci^a)0"i — »h) + (ff2ój — alc2)(nl — n.>).

Podstawiając wartości mt} m2, %, w2 i uwzględniając warunki (2), otrzymamy
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jako wyrażenie momentu dwu prostych, z których każda jest określona zapo-
mocą sześciu spółrzędnych. Wyrażając spólrzędne osi O t przez spółrzędno
obrotu chwilowego około niej, mamy według równania (2) art. 2G-go

(6) ł s i , b^Ą, «,„=£, ^ A , ?l = \ TlSaSL,
W (Ol ' (0, (Oi ' W( (O, ' " 0), '

i podobnie dla osi 0 2 , z czego się okazuje, że spółrzędnc osi obrotu chwilowego
są proporcyjonalne względem spółrzędnych tego obrotu. Podstawiając te
wartości w (5), mieć będziemy

(7) m, a = - L . (S, A.2 + II, Ma + Z, Na + S2 A, + H2M, + ZaNO,
(0|C02

czyli

(8) (01<fla,«J9 = S1Aa + H1MB + Z1Na + S1AI + HaM1H-ZjNp

Parametr układu dwu danych obrotów wynosi

% = (B, + S2) (A, + Aa) + (H, + Hj) (M, + M2) + (Z, + Z2) (N, + N2);
a ponieważ, jak wiadomo, dla tych obrotów mają miejsce związki

E1A l + H,M1 + Z,N1 = 0, SaAa + HaM2-)-ZaNa = 0, przeto

(9) x = S, A2 + H, M2 + ZiN, + E2A, + H2M, + Z2N,;

z czego wynika, że
(10) % = Witóg,. m12.

Odetnijmy na każdej osi obrotu odpowiednią prędkość kątową (art. 22); otrzy-
mane tym sposobem cztery punkty końcowe tych odcinków możemy przyjąć
jako wierzchołki czworościanu, którego krawędziami przeciwległymi są owe
odcinki (ot i w2 na powyższych osiach. Wiadomo, że objętość tego czworo-
ścianu wynosi -p-«i(o2. inn, wielkość bowiem >nri jest iloczynem najkrótszej

odległości dwu krawędzi przeciwległych i wstawy ich kąta nachylenia, Poró-
wnywając to wyrażenie z równaniem (10), widzimy, że parametr uldadu dwu
ohrotów chwilowych równa się sscściohrotnaj objętości czworościanu, którego hrt-
wędmami przeciwległymi są prgdJcości kątowe tycli obrotów-, na ich osiach odcięte,

Parametr % może być dodatny lub ujemny; należy zatym ustalić pe-
wne prawidło, według którego objętość tego czworościanu ma być brana
7, odpowiednim znakiem, aby miało miejsce równanie (10). Zważmy, że mo-
żemy napisać K = Wi X in12u>2 = (% X in^o^; parametr zatym dwu obrotów
około osi O, i O2 równy jest iloczynowi prędkości kątowej ta{ obrotu około O,
i momentu obrotu w2 względem tejże osi, lub także iloczynowi prędkości kąto-
wej w2 obrotu około O2 i momentu obrotu w, względem tejże osi. Przed-
stawmy gieometrycznie (art. 22) obiedwie prędkości kątowe OJ, i o>, na odpo-
wiednich osiach, tudzież (art, 26) moment jednego z tych obrotów względem
osi innego obrotu; na tej osi, względem której braliSiny moment, otrzymamy
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dwa odcinki, z których jeden przedstawia prędkość kątową odpowiedniego
obrotu około tej osi, a inny przedstawia moment pozostałego obrotu względem
tejże osi. "W przypadku, kiedy te dwa odcinki mają ten sam kierunek, należy
parametr i objętość czworościanu przyjmować jako dodatne, a kiedy odcinki
mają kierunki wprost sobie przeciwne, przyjmować je jako ujemne.

Niech będzie dany układ n obrotów (3,-, H,-, Z,-, A,-, M,-, N,), gdzie
i — 1, 2 , , . . , n; to parametr tego układn będzie:

% = S %. S A,- + S H,. S Mi + £ li. X Ni.

Przekształcając stronę prawą tego równania i uwzględniając warunek

otrzymamy

(11) * = J C (B,A» + II, M* + Z,-N, + E,. A, -f H». M, + lk. N,),
gdzie sumowanie podwójne rozciąga się na wszystkie kombinacyje z danych
n wskaźników po dwa; suma przeto na prawej stronie równania (11) ma

—~—-—- wyrazów. To równanie wyraża.następujące twierdzenie: parametr
X • a

uMadu obrotów chwilowych równa si§ sześciokrotnej sumie algiebraicsnej ohjgto-
ści czworościanóio, tvystawionych, jaJio na Jcrawgdziach przeciwległych, na liaż •
dych dwu prędkościach kątowych tych obrotów, odciętych na ich osiach.

Stosując to twierdzenie także do przekształcenia układu obrotów (art.
32), otrzymamy następujące twierdzenie: uldad óbrotóio chwilowych jest róumo-
warny jednemu obrotowi, jeżeli suma algiebraiczna objętości czworościanów, wy-
stawionych na JcaMych dwu prędkościach kątowych tych obrotów, odciętych na
ich osiach, jest równa scru (twierdzenie Ohasles'a).

Obierzmy prostą dowolną o rozważanych powyżej spółrzędnych a, b,
c, a, [3 i Y; moment obrotu o)(- względem tej prostej, według (8), wynosi

i -f c Ni + « S< + p H4 + Y %.
Odetnijmy na prostej długość dowolną S i wystawmy czworościan, którego kra-
wędziami przeciwległymi są długość S i prędkość kątowa w,-, odcięta na osi
obrotu O,-, natenczas sześciokrotna objętość tego czworościanu będzie

Gdy uczynimy toż samo z każdym obrotem danego układu, to sześciokrotna
suma algiobraiczna objętości takich czworościanów, których spoiną krawędzią
jest prosta 5, a krawędziami przeciwległymi są prędkości kątowe danych obro-
tów, będzie

a (a . S Af + o. SM< + o. SNi + a . S3* + p . SH« + 1 . SZ,).
Jeżeli dane obroty znoszą się, to każdy wyraz sumy w nawiasie jest równy
zeru, jakkolwiek obierzemy prostą S; będzie przeto

(12) SS(aA; + &Mf + c, N,- + a. S ; + p . H, + v • 20 = o,
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t. j . jeżeli Uekohckk óbrotóio clnoilowych nawzajem się unosi, to suma algielra-
icena objętości czworościanów, wystawionych, jako na krawędziach prseciidc-
giycJi, na dowolnej prostej i na prędkości kątowej każdego m tych obrotów, jest
równa steru (twierdzenie M6bius'a).

3 4 . OŚ CENTRALNĄ DWU OBROTÓW OKOBO SKOŚNYCH OSI. N i e c h b ę d ą

dane dwa obroty o^ i coa około skośnych względem siebie osi O, i O2; wówczas
objętość czworościanu, wystawionego na ich prędkościach kątowych, nie może
być równa zeru, a zatym takie dwa obroty są równoważne skrętowi (art. 33).
Z równania (1) art. 31-go okazuje się, źe jeżeli prędkość kątową tego skrętu
przedstawimy gieonietrycznie na osi centralnej, to rzut jej na każdą z osi spół-
rzędnych jest równy sumie algiebraicznej rzutów prędkości danych obrotów na
tę oś. Jeżeli więc z dowolnego punktu wykreślimy równoległobok, którego
boki są równe i równoległe do prędkości kątowych danych obrotów, to prze-
kątna tego równoległoboku będzie miała kierunek i długość odcinka, mającego
przedstawiać gieonietrycznie prędkość kątową skrętu około osi centralnej,
a zatym oś centralna będzie równoległa do tej przekątnej.

Aby wyznaczyć położenie osi centralnej, nakreślmy najkrótszą odległość
obu osi; która je przecina odpowiednio w punktach o, i o2, i odetnijmy na
osiach od tych punktów odjiowiednio ich prędkości kątowe w, i o>2. Obierzmy
punkt o i jako początek układu osi spółrzędnycb, prostą Qt w kierunku odcię-
tej prędkości co, jako oś #, a najkrótszą odległość w kierunku oto2 jako oś s.
Oznaczmy jeszcze przez § najkrótszą odległość 0^2, a przez cp kąt, który z so-
bą tworzą odcinki co, i co2; wówczas spółrzędne obrotu (i)t będą

(1) 3, = co,, H, = 0, Z,=sO, A,=sO, M, = 0, Ni = 0,

a spółrzędne obrotu w2 będą
(2) S 2 = co2 cos<p, H2 = M2sinc, Z3 = 0, A2 = — §<o2sin<f.

7J tych wartości wynikają spółrzędne skrętu wypadkowego
(3) 3 = Wi + (oacos<p, H = co2sincp, Z = 0, k = — Sw2sin(p,

Ponieważ dla skrętu wypadkowego mamy Z = 0 i N = 0, przeto oka-
zuje się naprzód, źe oś centralna przecina najkrótszą odległość osi olnuhcu óbro-
tóio pod kątem prostym. Niech oś centralna S przecina tę najkrótszą odległość
w punkcie s, i przyjmijmy §i = ots, Bz — sOz; wtedy 8, i S2 przedstawiają,
odpowiednio najkrótsze odległości osi S od osi O, i od osi O2. Aby wyznaczyć
5, i 8Z, szukajmy, według 1-go z równań (14) art. 30-go, równania rzutu osi
centralnej na płaszczyznę xs\ to równanie będzie: HS, + (A — X. H ) = 0,
gdzie X jest wskaźnikiem skrętu wypadkowego. Niech % będzie parametrem,
to prędkością kątową, a v prędkością ruchu postępowego tego skrętu; mamy tu

(4) K = 3 A + H M + Z N = — 8 . WjC
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a więc

z czego wynika

a przeto

(6)
K ' o 2 Wj (o t 4 - w 2 c o s <p

Oznaczmy odpowiednio przez tpt i tpa kąty, które S tworzy z O t i O 2; wtedy

to2 sintp

Sa = 8 — St = — - . (ot («! + coa . costp),

§i w 2 to2 COS <p

Wj COS (p

"Wstawiwszy stąd coj + tóa cos <p i
ostatecznie ciekawy związek

8,

<02 + '«1 COS tf

it costp w równanie (6), otrzymamy

tangtp a '

który pozwala wyznaczyć punkt s( a' tymsaniyni położenie osi centralnej
w przestrzeni, jeżeli jej kierunek został poprzednio wyznaczony.

Dwa obroty około osi skośnych możemy z sobą złożyć bez użycia spół-
rzędnych. Niech O t i O2 (fig. 17) będą danymi osiami, § = 0t02 ich najkrótszą

odległością, a odcinki u>1 = o^a^ i co2 = o2fl2

niech przedstawiają odpowiednie prędkości
kątowe. Poprowadziwszy przez o2 prostą O'i,
równoległą do Oi, dodajmy do danych ru-
chów dwa obroty w, i — cot około prostej
O' t . Obroty a>a około O2 i % około O' t wy-
tworzą obrót z prędkością .kątową co s s o2o'
około przekątnej Or równoległoboku o^alioUu;
obrót — coj około 0 ^ i obrót (ot około O t

wywołają ruch postępowy (parę obrotów)
z prędkością Scoj. Obrót w wraz z ruchem
postępowym 5to±, który nie jest prostopadły
do osi obrotu, sprawi skręt wypadkowy około
prostej 8, równoległej do O', będącej zatym
osią centralną danych obrotów. Każda pro-

sta układu niezmiennego, ulegającego danym obrotom, zmienia miejsce swoje
w przestrzeni, a oś centralna S jest jedyną prostą, posuwającą się wzdłuż
siebie samej. Wskutek obrotu chwilowego około Oj opisze prosta S element
powierzchni hiperbolojdy obrotowej, której osią jest O l ; i zajmie pewne miej-
sce S'; prosta S', wskutek obrotu około 0 2 , opisze element powierzchni dru-
giej hiperbolojdy obrotowej, której osią jest prosta 0 2 . Ponieważ prosta S1,

K g . 17.
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skutkiem tego ostatniego ruchu, schodzi się razem z prostą. S, przeto obie lii-
perbolojdy są do siebie styczne wzdłuż tworzącej S. Wiadomo, że koła szyj-
ne dwu hiperbolojd obrotowych, stycznych do siebie wzdłuż tworzącej, prze-
cinają się w tym punkcie, w którym ta tworząca przecina najkrótszą odległość
ich osi pod kątem prostym. Z tego wynika, że prosta 8 przecina w pewnym
punkcie s najkrótszą odległość danych osi pod kątem prostym i że odcinki ots
i o2s przedstawiają promienie kół szyjnych tych hiperbolojd. Aby wyznaczyć
punkt s, trzeba zauważyć, źe on jest jedynym punktem na prostej o ^ , posuwa-
jącym się równolegle do przekątnej Or. Z tego warunku można wyznaczyć
podany stosunek odcinków OjS i o%s, tudzież prędkość ruchu postępowego
skrętu chwilowego. Pozostawiamy to dochodzenie czytelnikowi.

35. OBEOTY SPRZĘŻONE. Skręt chwilowy lub układ skrętów (albo obro-
tów), którego parametr nie jest równy zeru, daje się nieskończenie wieloma
sposobami zastąpić przez dwa obroty chwilowe około osi skośnych. Jakoż,
niech S, II, Z, A, M i N będą spółrzędnymi danego układu skrętów, zaś
E',..-,N'; S" , . . . ,N" niech będą odpowiednio spółrzędnymi dwu obrotów
około osi skośnych O1 i O". Te dwa obroty będą równoważne danemu ukła-
dowi skrętów, jeżeli dają ten sam skręt wypadkowy, co dany układ. Warunki
zatym konieczne i dostateczne równoważności są:

' + S " = : S , H' + H"ssH, Z' + Z" = Z,

przyczyni

(2) S'A' + H'M' + Z'Nr = 0, 3"A" + H"M"+.Z"N" = 0.

Do wyznaczenia tych dwu obrotów potrzeba 12-u spółrzędnycb, między
którymi zachodzi tylko 8 związków, wyrażonych zapomocą równań (1) i (2);
możemy zatym 4 spółrzędne dowolnie obrać, a wtedy obadwa obroty będą, wy-
znaczone. Z tego okazuje się, że możemy nieskończenie wieloma sposobami wy-
znaczyć takie dwa obroty około dwu skośnych osi, które są równoważne dane-
mu układowi skrętów. Równania (1) pokazują, że parametr tych dwu obrotów
jest równy parametrowi danego układu skrętów. Uwzględniając znaczenie
gieometryczne parametru, możemy powiedzieć: jakimkolwiek sposobem nastą-
pimy układ skrętów lub obrotów, którego parametr nie jest równy zeru, dwoma
obrotami około osi skośnych, objętość czworościanu, wystawionego, jako na kra-
tcędgiach praeciioległych, na prędkościach kątowych tych dwu obrotów, odciętych
na ich osiach, jest stała (twierdzenie Chasles'a).

Dwa obroty około osi skośnych, które łącznie są równoważne pewnemu
układowi skrętów lub obrotów chwilowych, nazywamy obrotami sprzężo-
nymi względem u k ł a d u ruchów, a ich osi sprzężonymi osiami
obrotu.

Parametr dwu obrotów rozważanych wynosi

(3) % = E'A" + H'M"+ Z'N" + S"A' + H"M' + Z"N'.
Blbl.mat.-fiz„ S. IV,T. X. • 6
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Wyrugujmy z tego równania spółrzędne obrotu około osi O" za pośrednictwem
równań (1) i (2); otrzymamy

(4) SA'+HM'+ZN'+AS'+MH'+NZ'— x = 0;
jeżeli zaś z równań (3) wyrugujemy podobnie spółrzędne obrotu około osi O'
to mieć będziemy

(5) S A " 4 - H M " + Z N " + A S " + M H " + N Z " — x = 0.

Między spółrzędnymi dwu obrotów sprzężonych względem danego układu
skrętów (lub obrotów) a spółrzędnymi tego układu i jego parametrem zacho-
dzą powyższe dwa związki (4) i (5).

Aby rozpoznać wzajemne położenie osi sprzężonych obrotu, przypomnij-
my sobie, że moment dwu prostych, z których każdą określamy zapomocą 6-u
spółrzędnych, wynosi (art. 33)

(6) mi%

jeżeli więc dwie proste przecinają się, to prawa strona tego równania jest
równa zeru. Niech O' i O", tudzież 0 / i O t " oznaczają dwie pary osi sprzę-
żonych obrotu względem danego układu skrętów (lub obrotów). Popro-
wadźmy prostą, (a, b, c, a, p, y), przecinającą, trzy osi O', O" i CV, i niech
(3/, Ht', 1J, A/, M^, N/) i (El', El', Z t", A/', MV', N,") oznaczają odpo-
wiednio obroty około osi 01 i O t". Na mocy tylkoco wypowiedzianej uwagi
otrzymujemy trzy równania następujące:

ftA' + bW +cW + aS' +pH' + Y Z ' = 0 ,
a A" + 6M" + cN" + aS" + pH" + yZ"— o,
aA^-f BM,'+ cNt'+ «S/+ PH/+ YZt'= O;

wiadomo bowiem (art. 33), że spółrzędne osi obrotu są proporcyjonalne
względem spółrzędnych obrotu samego. Z dodania dwu pierwszych równań
i uwzględnienia związków (1) wyniknie równanie

oA + 6M+ oN + «B + pH + YZ = O.

(7)

A jeżeli od niego odejmiemy ostatnie z równań (7), to otrzymamy
(8) aA1"+lMl'+cNll+aSl"+^ll

z czego się okazuje, że powyższa prosta przecina także oś O/'. A zatym czte-
ry proste O', O", CV i CV' mają takie położenie, że każda poprzeczna dla
trzech z nich przecina także czwartą, t. j . cstery proste, Jctóre po dwie są
osiami sprzężonymi obrotu, należą do tegoż samego uMadu tivorsących hiperbo*
lojdy jednopowhJcoivej.

36. SPÓERZĘDNE JEDNORODNE SKEĘTU. Niech prosta S o spółrzę-
dnych a, b, c, a., (3 i y będzie osią skrętu o prędkości kątowej co i prędkości
ruchu postępowego v; gdy X oznacza wskaźnik skrętu, jest v = 'ki>). Roz-
łóżmy obrót w na trzy obroty, aw, &w i eto, około osi spółrzędnych i na
trzy ruchy postępowe, aw, pco i -/OD, W kierunkach tych osi, a ruch postępo-
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wy Xto rozłóżmy na trzy, flXw, &Xw i cXw, w kierunkach tych samych osi;
wówczas spółrzędne skrętu wyrażą się zapomocą wzorów

(1) E Z I M , Z =

Kładąc X = 0, otrzymalibyśmy odpowiednie wyrażenia dla spółrscędnych
obrotu.

Obierzmy w przestrzeni dowolnie sześć prostych Oj, (a,-, bt, cn «<, [3,-,'(,),
gdzie t = l , 2, 3, 4, 5, 6; łatwo okazać, źc dany skręt można wogólności
rozłożyć na sześć obrotów około tych prostych. .Jakoż, jeżeli w,- oznacza pręd-
kość kątową obrotu składowego około prostej O;, do równoważności takich
sześciu obrotów z danym skrętem potrzeba i wystarcza, żeby zachodziło na-
stępujących SZPŚĆ równań (art. 32):

(2)

Jeżeli ten układ równań linijowych rozwiążemy względem niewiadomych co,-,
to otrzymamy prędkości kątowe szukanych sześciu obrotów około powyższych
prostych, któreto obroty są równoważne danemu skrętowi. Gdyby skręt
miał być rozłożony na mniej, niż na sześć obrotów, natenczas rozwiązanie by-
łoby niezawsze możebne, ponieważ powyższe sześć równań zawierałyby mniej
niź sześć niewiadomych, a możliwość rozłożenia skrętu zachodziłaby tylko
przy szczególnych położeniach danych prostych.

Atoli dany skręt da się tylko wtedy rozłożyć na sześć obrotów około
powyższych prostych, kiedy układowi skończonych wartości na stronaoh lewych
równań (2) odpowiada także układ skończonych wartości sześciu niewiado-
mych w;, a do tego potrzeba i wystarcza, aby wyznacznik tego układu równań
nie był równy zeru *). Jeżeli więc oznaczymy

a w = fliWj + «2(i)2 + «3co3 -f- a4co4 -f ar,to5 -f ftaco„,
boi = b1(a1 + &2w2 + bau>3 -\- biu>i + &5to5 -+- i ow o,
CM = CjO)! + c2w2 + c3ias + c^i + C5<o8 4- <%w0,

(a -|- Xffl)fl) = ajWt + a2o)2 + a3a>3

(P + X b) w = ^0)1
(Y + Xc)(O = Yiw i

(3) A —

bi} h,
] j CltĄ. • Cig j f/g

> ^ 4 ) ^ 5 ) "O

1 )

Yi > Y2 j Ys j Y t > Ys J Yo

a sześć prostych O; tak obierzemy, żeby ten wyznacznik, utworzony z ich spół-
rzędnych, nie był równy zeru, natenczas możemy dany skręt jednym tylko

*) Ob. Teoryjn wyznac:n!k'no M. A. Barauieckiego, Paryż, 1879, str. 281 i nast.
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sposobem rozłożyć na sześć obrotów około tych prostych. Równania (2) wy-
znaczają -wtedy prędkości kątowe tych obrotów. Gdy przyjmiemy X — 0 ,
to otrzymane wówczas z powyższych równania posłużą do rozłożenia danego
obrotu na 6 obrotów około takich 6-u prostych. — O 6-u prostych, dla których
powyższy wyznacznik A, utworzony z ich spółrzędnych, nie jest równy zeru, po-
wiemy, źe stanowią one u k ł a d osi n i e z a l e ż n y c h o b r o t u . Z powyższego
więc wynika twierdzenie: skręt (liii obrót) Chwilowy daje się tylko jednym spo-
sobem rozłożyć na sześć obrotów oJcoto sześciu osi niezależnych.

Prędkości kątowe takich 6-u obrotów około osi niezależnych nazwiemy
s p ó ł r z ę d n y m i j e d n o r o d n y m i danego skrętu (lub obrotu) względem
układu tychże osi. Dotąd rozkładaliśmy skręt (lub obrót) na 6 ruchów chwi-
lowych, które jednak nie miały wyraźnej cechy jednorodności, chociaż one
wynikały, jak zaraz okażemy, wskutek pewnego szczególnego sposobu rozkła-
dania skrętu na 6 obrotów. Spółrzędne bowiem A, M i N oznaczały prędkości
chwilowych ruchów postępowych w kierunkach osi spółrzędnych, a ponieważ
(art. 28) ruch postępowy chwilowy jest równoważny parze obrotów, czyli obro-
towi około osi nieskończenie dalekiej z prędkością kątową równą zeru, przeto
widzimy, że spółrzgdne A, M i N można rozważać jako prędkości (lecz nie
jako kątowe) trzech ruchów obrotowych około prostych w nieskończoności na
płaszczyznach spółrzędnych. Trzy osi spółrzędnych razem z tymi trzema
prostymi w nieskończoności stanowiły układ osi niezależnych obrotu.

Zamiast lewych stron równań (2) przyjmijmy w nich zera; otrzymane
wtedy równania będą wyrażały warunki konieczne i wystarczające, aby sześć
obrotów około prostych O; się znosiło (art. 32). Jeżeli te proste stanowią
układ osi niezależnych obrotu, natenczas otrzymanym równaniom uczynią
zadość tylko wartości o),-=0 dla każdego wskaźnika i. Wynika stąd twier-
dzenie: około sześciu osi niezależnych nie może istnieć sześć obrotów, Móreby
si§ wzajemnie znosiły, co możemy także wyrazić inaczej: obrót około jednej
z 6'U osi niezależnych nie da się rozłożyć na 5 obrotów około 5-u pozostałych
osi. Sześć osi niezależnych ma zatym taki kierunek, źe nie można wykreślić
sześciokąta zamkniętego, któregoby boki były do nich równoległe, chociaż ta
własność nie jest dostateczna do rozpoznania, czy 6 prostych stanowi układ
osi niezależnych.

Z powyższego dowodzenia wynika także twierdzenie: jeżeli olcoło sześciu
prostych nie może istnieć sześć obrotów, Móreby si§ wzajemnie znosiły, natenczas
te proste stanowią układ niezależnych osi obrotu, a wtedy każdy skręt (lub obrót)
można rozłożyć na obroty około tych prostych.

37. Przyjmijmy w równaniach (2) art. poprzedniego X = 0; wówczas
będziemy mogli użyć tych równań do obliczenia spółrzędnych jednorodnych
obrotu chwilowego co około danej prostej O. Oznaczmy przez mt moment
prostej O (osi obrotu w) względem prostej O,- (osi obrotu składowego w,),
a przez m,-* moment prostej Oj względem prostej O*; Wta ==»!&, a niu=zO.
Pomnóżmy równania (2), po przyjęciu w nich 1 = 0, odpowiednio przez
spółrzędne a u p t, YD al} &I i ci prostej O t i dodajmy je następnie do
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siebie, i uczyńmy toż samo ze spółrzędnyrni każdej z tych prostych; otrzy-
mamy w ten sposób następujący układ równań:

-f- OT3

w ł S a> B
(1)

Z tych równań można obliczyć spółrzędne jednorodne danego obrotu, znając
momenty osi tego obrotu względem osi obrotów składowych", tudzież momenty
tych osi względem siebie. Wyznacznik układu równań (1) jest symetryczny.

Pomnóżmy równania (2) art. poprzedniego odpowiednio przez spółrzę-
dne a, p, Y, a, h i e osi O obrotu w i dodajmy iloczyny; wyniknie stąd
związek między spółrzędnymi obrotu

(2) -f nho = 0,
Jeżeli zaś to równanie pomnożymy przez w i oznaczymy przez u,( moment da-*
nego obrotu w względem osi O,-, to otrzymamy nowy związek,

(3) = 0 .

Obierzmy w przestrzeni dowolną prostą (ar, b\ d, a', (3', ?')> pomnóżmy równa-
nia (2) art. pojn-zedniego odpowiednio przez jej spółrzędne ą', b', c', a', f3' i f
i następnie te równania do siebie dodajmy; oznaczywszy przez M moment
osi O, a przez M,- moment osi O* względem tej prostej, otrzymamy równanie

(4) M10 = MiUj + M2w2 + M3W3 + M4o)4 + M > 5 + M6w,,

które wyraża znane twierdzenie, że moment danego obrotu względem jakiej-
kolwiek prostej jest równy sumie algiebraicznej momentów jego obrotów skła-
dowych względem tejże prostej.

Do rozkładu obrotu można użyć jakiegokolwiek czworościanu, albo-
wiem 6 krawędzi tej bryły stanowi zawsze układ osi niezależnych obrotu,
Jakoż, niech ABCD (fig. 18) będzie czworo-
ścianem dowolnym; oznaczmy odpowiednio
przez 1, 2; 3, 4; 6, 6 jego krawędzi prze-
ciwległe AJB, OD; BC, D A ; BD, AO. Trzy
obroty około krawędzi 1, 3 i 5, schodzących
się w wiśrzchołku B, dają obrót wypadkowy
około osi, która przechodzi przez ten wierz-
chołek; a trzy obroty około krawędzi 2, 4 i 6,
leżących na ścianie ACD, dają obrót wypad-
kowy około osi, która znajduje się na tej ścia-
nie. Ponieważ osi tych dwu obrotów wypadko-
wych nie mogą stanowić jednej prostej, przeto
te dwa obroty nie mogą się znosić, a zatyra

Fig. 18.
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nie może istnieć 6 obrotów około krawędzi czworościanu, któreby się zno-
siły, z czego wnosimy (art. 36), źo to krawędzi stanowią układ niezależnych
osi obrotu.

Spomiędzy momentów mg, względem krawędzi czworościanu tylko
mi2, m3i i w%0 są, różne od zera, a wszystkie inne s% równe zeru. Otrzymamy
zatym z układu (1) następująco równania dla krawędzi czworościanu:

| 1
\ ?K.tw = «

z których możemy obliczyć spółrzędne jednorodne oo* danego obrotu w wzglę-
dem krawędzi czworościanu.

Pomnóżmy to równania odpowiednio przez (o u co2, Wg, co±, co5 i wfi

j dodajmy iloczyny; otrzymamy

(I) (»»!(! + 2 2 + % 3 + t t + 5 5 + 0 o )
= 2(0) !% . «} i a f

a zatym, według (2),

(6)

Równania (5) możemy tak napisać:

(7) UjrSHłjaWj, ^2=»»i2W2) ^a=W 3 ł 0) 3 , |j, l=«?.3l(o. l, tŁ3=)wa f lw s, | j . 0 =w 5 0 (o 0 ;

a jeżeli wartości na o>; z tych równań wstawimy w (6), to wyniknie związek
między momentami,

(8)

Oznaczmy przez V objętość czworościanu; jak wiadomo

6V = Mu . A B . OD = w M . BO. DA = w 5 0 . B D . AO.

Podstawmy »j12, m3i i w s 0 z tych równań w równania (6) i (8); otrzymamy

w AB • GD "*" BO " DA ^ BD ' AC J

(10) ^ . A B X (i, . OD + [A3. BC X H • DA + |x5 . BD X po. AO s s 0.

Ć W I C Z E N I A .

(1) Wypadkowa obrotów o skończonych odchyleniach założy od porządku,
w jakim składu dokonywamy. Niech osi O t i 0 2 dwu obrotów z odchyleniami skoń-
czonymi tpj i <p2 przecinają sig w punkcie o, i niech te obroty będą. udzielone ukła-
dowi niezmiennemu w porządku wskaźników; nich wypadkowy bgdzie obrotem około
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pewnej osi 0, przechodzącej przez punkt o. Osi O t, 0 2 i O tworzą, kąt bryłowy,

którego kąt dwuścienny przy O t = •—- w kierunku przeciwnym obrotowi (p±, a kąt
A

dwuśoienny przy 0 4 = - — w kierunku obrotu ^ , licząc obadwa kć|ty od ściany,
2

przechodzącej przez osi O t i 0 2 . Odchylenie wypadkowo jest równe podwójnemu
kątowi dwuścieimemu zewnętrznemu przy krawędzi O. Dowieść tych twierdzeń
i wyprowadzić z nich skład obrotów elementarnych.

(2). Dokonać składu dwu obrotów z odchyleniami skończonymi około równole-
głych osi, i na mocy tego okazać, że para takich obrotów sprawia ruch postępowy. —•

Następujące zadania odnoszą się do ruchów chwilowych.
(3). Na płaszczyźnie, przesuniętej dowolnie przez oś obrotu, obierzmy 3 pun-

kty A 1 ( A2 i A3 na jednej lirostój i oznaczmy odpowiednio przez [Łj, | i 2 i 1% mo-
menty tego obrotu względem tych punktów; okazać, że

H • A 2 A 3 + m • ABAt + ti 3 . AjA2 = O.

(4), Obierzmy na powyższej płaszczyźnie i punkty A t , A2, A3 i A4, z któ-
rych żadne 3 nie leżą na jednej prostej, i oznaczmy momenty odpowiednio przez
t^j, [Ł2, \),3 i |Ł4; wówczas

m . A4A2A3 + (Ł2 . A^AgAj + ^ 3 . A ł A ^ + m . AaA^^ =s O,

gdzie A4A4Aa i t. d. oznaczają pola odpowiednich trójkątów, a porządek wskaźników
określa obiog trójkąta i znak jego pola.

(5). Dowieść twierdzenia, żo moment wypadkowy momentów dwu obrotów,
stanowiących parę obrotów, względem każdego punktu w przestrzeni jest stały
i równy momentowi tej pary obrotów. I nawzajem, jeżeli moment wypadkowy
momentów dwu obrotów względem każdego punktu w przestrzeni jest stały, to te
obroty stanowią parę obrotów.

(6). Okazać, że punkty końcowe odcinków, przedstawiających momenty dane-
go obrotu względem punktów tej samej prostej, lożą na pewnej prostej, a punkty koń-
cowe odcinków, przedstawiających momenty obrotu względem punktów tejże samej
płaszczyzny, leżą na pewnej płaszczyźnie.

(7). Okazać, że proste, przez dany punkt przechodzące, względem których
układ obrotów posiada ten sam moment, tworzą stożek rzędu 2-go, i znaleść waru-
nek, aby ten stożek stawał się płaszczyzną.

(8). Okazać następującą własność osi sprzężonych obrotu: jeżeli jedna oś
obrotu przechodzi przez punkt dany, to oś sprzężona leży na pewnej płaszczyźnie,
przez ten punkt przechodzącej.

(9). Dane są dwie proste S t i S 2, przecinające się pod kątem prostym w pun-
kcie s; prosta Sj jest osią skrętu o stałym wskaźniku Xt, a prosta S2 jest osią skrętu
o stałym wskaźniku X2. Przyjmując, że układowi niezmiennemu około tych osi
udzieliliśmy skrętów chwilowych ze zmiennymi prędkościami kątowymi (jednak przy
stałych wskaźnikach Xt i X2), wyznaczyć miejsce gieomotryczne osi skrętów wypad-
kowych. [Szukanym miejscem jest powierzchnia skośna rzędu 3-go, nazwana przez
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Ca,yley'ago c y l i n d r o j d ą , a należąca do tak zwanych powierzchni konojdałnych.
Jeżeli prosto S t i S2 obierzemy odpowiednio jako osi x i y, ft prostopadli], do nich
w punkcie s jako o& %, to równanie cyłindrojdy będzie

(10). Okazać następujące własności cyłindrojdy: a) cylindrojdą rozciąga sig do

nieskończoności między płaszczyzną « e r -|- -Ł——- a płaszczyzną z ss; ^ r " " >

ij płaszczyzna, prostopadła do osi z, przecina cylindrojdę podług dwu prostych two-
rzących; c) płaszczyzna, styczna do cyłindrojdy, przecina tg powierzchnią podług
elipsy, której rzut na płaszczyznę xy jost kołem. Kóżnica kwadratów osi każdej
takiej elipsy jest stała.


