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RUCH POSTEPOWY I RUCH OBROTOWY UKLADOW
NIEZMIENNYCH.

20, OxriéreNie puceny wooadnyoscr.  Uwazajmy uklad niezmienny
za zhior punktow; wtedy rozpoznanie jego ruchu polegaé bedzie na zbadaniu
ruchu kazdego punktu zosobna. Takie okrédlenie zbadania czyni rozwigzanic
jego pozornie miemozebnym; zgda howiém dochodzenia ruchu nieskoniczenio
wielu punktéw. Atoli z warunkun niezmienmoSci ukladu wynikajg pewne
swigzki migdzy ruchami oddzielnych jego punktéw, ktdre pozwalajy bada-
nie ruchu ukladu sprowadzi¢ do jednoczesnego rozwaZania ruchéw skoficzonéj
ilogei punktéw tego ukladu.

W okréslenin ruchn nalezy miét wzglad na przestrzed i na czas. Nie
zwracajge narazie w okréslenin ruchu uwagi na czas, nazwiemy ruch «dokla-
dnie» okréflonym ze wzgledu na przestrzen, jezZeli tor kazdego punktu ukta-
du jest oznaczony co do ksztaltu i poloZenia. Owéz mozna latwo okazad,
ze ruch uladu niezmiennego jest dokladnie okréslony ze wzgledu na przestrzet,
Jezeli gnamy tory trzech punktéw wukledu, niec leiqeych na jednéy prosté).,
Przyjmujemy przytym, ze wiadome jest poloZenie poczgtkowe ukladu. Jakoz,
niech my, m, i my bedy takimi trzemn punktami, a s niech hedzie dowolnym
punktem ukladu, ktérego odlegloei od nich sg odpowiednio #y, 7, 1 1, Majace
jednoczesne migjsca tych trzech punktow, zakvéSlmy z my, jako Srodka, kule
promieniem 7; na niéj oczywidcie punkt m sig znajduje. Druga kula, zakré-
§lona ze Srodka m, promieniem »,, przetnie piérwszg podlug kola, na ktérym
punkt m lezé¢ bedzie, Jako za$ praecigeie si¢ tego kola z kulg, zakrélong ze
Srodka mg promieniem ry, otrzymamy na nim dwa punkty, ktore znajdujg sie
od punktéw sy, m, 1 my w danych odlegloSciach., Obadwa te punkty lezg
symetrycznie wzgledem plaszezyzny m,m,m, Czynige to samo z kazdym
punktem, otrzymamy dwa mozebne poloZenia ukladu, symetryczne wzgledem
powyiszéj plaszczyzny, Poniewaz zaé wiadome jest polozenie poczatkowe
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ukladu, przeto mozemy, na moey zasady ciggloSei yuchu, wyznaczyé z owych
dwu to polozenie, ktére uklad jedynie zajayé moze. Z tego wynika prawdzi-
wosé powyzszego twierdzenia, Gdyby punkty mig, m, 1 my lezaly na jednéj
prostéj, to kazdy punkt na kole, poding ktirego przecinajy sie dwie piérwsze
kule, znajdowalby si¢ w t6j saméj od m,; odlegloSei, a przeto polozenie punktu
m, a tymsamym i calego ukladu, byloby nieoznaczone.

Trzy punkty, nic lezgee na jednéj prostéj, ktorych ruchy sluzg do gieo-
metrycznego okréSlenia ruchu ukladu, mozna uwazaé za wyznaczajgee ruch,
o ich tory nazwiemy kierownicami ruchu tego ukladu. Jezeli trzy te
punkty sg w spoczynku, to caly uklad w spoczynku pozostaje.

Niech z ukladem bedg stale polaczone trzy prostokgtne osi spolrzednych
Ag, A, i AC, o poczatku w dowolnym punkeie A tego ukladu, a porusza-
jace sig wraz z ukladem; spolragdne &, i ¢ punktu m wzgledem tych osi sy
wiadome. Niech nadto osi Oz, Oy i Oz stanowig drugi uklad prostokstny
o poczgtku w pewnym punkcie O, a nieruchomy w przestrzeni; poloZenie
poruszajacego sig ukladu bedzie wiadome, gdy oznaczymy poloZenie osi
Ag, Ani A€ wzgledem osi Oz, Oy i Oz. Kazdy wige punkt poruszajs-
cego si¢ ukladu posiada dwojakiego rodzaju spélrzedne, mianowicie spélrzg-
dne stale §, 1 ¢ wzgledem osi A§, An i AC, okréflajace jego miejsce
w ukladzie, i spolrzgdne zmienne z, y i z wzgledem osi Owx, Oy i Oz,
okréslajgee jego miejsce w przestrzeni.  Poniewaz trzy spolvzedne @, v 1 %
(t=1, 2, 8) okrédlajg miejsce kaidego punktu m;, wyznaczajacego ruch,
u niezmienno§é nkladu wymaga, zeby bylo stale

(1) (@i — 2+ Wi — ) + (i — 2> — rp* =0,

gdzie ry jest odlegloScig punktu my od my (=1, 2, 3, lecz rézne od ), przeto
9 spblrzednych tych trzech punktéw zadosé czynig 3 zwigzkom migdzy nimi,
¢zyli 3-m dla nich warunkom (1); pozostaje zatym 6 spéolrzednych dowolnych.
Obrawszy przeto jeszcze 6 warunkéw dla tych 9-ciu spélrzgdnych, moZzemy
wyznaczyé wartosé kazdéj z nich, a zatym okréslié dokladnie polozenie ukladu.
7 takich warunkéw wyniknie, wogdle mawige, kilka wartosei na kazdsy spolrzg-
dng, a zatym kilka réznych polozen ukladu, z ktérych kazde odpowiada da-
nym warunkom. PoniewaZ inne poloZenia ukladu sg wykluczone, przeto oka-
zuje sie, Ze sze$é warunkow weajemnie niezaleinyeh okrésla polozenie uktadu
jiezmiennego w preestrzend.

Ruch ukladu bedzie zupelnie okréslony ze wzgledu na przestrzen i ze
wzgledu na czas, jezeli mozemy w kazdéj chwili podaé miejsce kazdego punktu
ruch wyznaczajacego w przestrzeni. W tym celu potrzeba miéé wyrazenia sze-
Seiu spohrzednych tych punktéw w funkeyjach czasu, lub okréslic ruch ukladu
przez takie sze$t warunkow, zawiérajgcych takze czas, Zeby z nich moZna bylo
wyznaczyé owe sze§6 spolrzednych jako funkeyje czasu.

21. Ropzasr nucnéw. Rozmaite szczegdlne rodzaje ruchéw ukladu
niezmiennego réZnig sig od siebie warunkami, ktére przyjmujemy dla ich
okréslenia,



58 MECHANIKA THEORETYCZANA,

a). Trojkat punktéw wyznaczajyeych ruch porusza sig tak, Ze kazdy
jego bok jest weigs do siebie réwnolegly. Wtedy wszystkie punkty ukladu
opisujg jednoczesnie rowne 1 réwnolegle drogi, ich zatym tory sq linijami przy-
stajacymi, ich predkosei i ich przy$pieszenia sq sobie réwne w kazdéj chwili.
Taki ruch ukladu niezmiennego nazwaliSmy ruchem postgpowym. Ruch
postepowy moze byé prostolinijowy lub krzywolinijowy. Do jego okréslenia
wystarcsa znajomos$é ruchu ktéregokolwiek punktu ukladu, a przeto teoryja
tego ruchu jest zawarta w nauce o ruchit pnktu.

b). Diva punkty wyznaczajace ruch pozostajg clagle w spoezyikiy; trtedy
prosta, Igczgea te dwa punkty, jest nieruchoma, a kazdy ptinkt tikladi, iii¢
lezgey na té) prostéj, opisuje kolo, ktérego Srodek lezy na téj prostéj, w plas
szezyinie prostopadléj do téjze prostéj. Taki ruch ukladt zowiemy tucheut
obrotowym, albo obrotem, a nieruchoms prostg osig obrotu.

Ruch postepowy i ruch obrotowy sy jedynymi ruchami ukladéw nie=
zmiennych; ktére sg dostatecznie okréSlone przez rich jedhego punktu ta
kiego ukladu,

eh Jedeti piuikt wyzhatzajaey riieh jest nierichomy; wtedy kazdy
punkt ukladu porusza sig po kuli, ktéréj srodkiem jbsb pitnkt nicruchomy:
Kierownice dwu pozostalych punktéw wyznaczajacych ruch sg krzysiythd kbli:
stymi, a takZe kaZdy punkt ukladu opisuje krzywy kulista. Taki ruch zowiemy
krgcenicm sig ukladu okolo punktu stalego. Punkt staly jest érodkiem
krgcenia sig. Okvéslamy krecenie sig przez dwie kierownice kuliste.

d). Srodek krgcenia sig przypada w pewnym kierunku nieskoficzenie
daleko; whedy pozostale dwie kierownice staja sig lrzywymi plaskimi, ktérych
plaszeayzny bedy, prostopadle do owego kierinku, a toz samo zajdzie dla toru
kazdego punktu ukladu. Wszystkie punkty ukladu beda sig wige posuwaly
rownolegle do pewnéj plaszezyzny. Taki ruch ukladu zowiemy ruchom
posuwistym, albo ruchem réwnoleglym do plaszezyzny, a pla-
szezyzng, do ktoréj uklad postiwa sig rownolegle, plaszczyzng kierujgoy
tego ruchin Rich posuwisty jest okréslony przez dwie plaskie kierownice.
Mozemy go uwazaé jako zlozony z ruchéw w dywy kievunkach; predkosé bo-
wiém i przy§pieszenie kaidego punktu daje si¢ rozlozyl nd skladowe w dwu
kierunkach, réwnoleglych do plaszezyzny kierujgcé).

22, PREDKOSC KATOWA I PRZYSPIESZENIE KATOWE OBROTU. Zajmiemy
sig przedewszystkim ruchem obrotowym. Przesuiimy przez o§ obrotu dowolng
plaszezyzne stalg, i niech v bedzie katem, ktory ta plaszezyzna tworzy z pla-
suezyzng, przesunighy przez dowolny punkt e obracajgcego sig ukdadu i przez
0§ obrotu. Jezeli w polozeniu poczgtkowym, przy ktérym ¢ =0, kgt ¢ ma
wartoéé @, a po uplywie ezasu ¢ praybierze wartoss =@ 40, to punkt m
obrécit sig okolo osi o kat 6. Z waynunku niezmiennoéei ukladu wynika, Ze
caly uklad obrdcil sig w tym czasie o kgt 6. Ten kgt nazywamy odchyle.
niem obrotu. Jezelir jest odleglodeisy punktu od osi, to 70 jest drogg jego

W ezasie £, a zat)}m r. %{:- =P, %% jest predkoseiy, tego punktu. Dia kazde-
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go punktu w odlegloéei jednostki od osi predkosé wynosi {—:3% = % Pred-

ko§é punktu obracajgcego sig ukladu, obranego w odleglosci jednostki od osi,
nazywamy predkoscig kgtowsg obrotu tego ukltadu, Predkosé katowa
jest pochodng, odehylenia wzgledem czasu. Kladge

do _ db __
We -~ e Tt
wyrazimy predkoéé » dowolnege punktu w odleglo§ei » od osi zapomocy wzoru
v=r.0, 7 tego widzimy, Ze ruch obrotowy jest okréslony ze wzgledu na
predkost przez predkose katows; majge predkosé » dowolnego punktu, moze-

my obliezyé predkose katows o tego obrotu ze wzorn m:%. Jezeli predkoso

kytowa jest stala, to obrét jest jednostajny; w kazdym innym przypadku obrét
jest niejednostajny. Predkosé katows obliczymy, majgc wyrazenie kata o
w funkeyi czasu, ¢ = F(?); bedzie bowiém o —=T'(?). Réwnanie obrotu je-
dnostajnego jest ¢ =@ -+ o, gdzie o jest wielkoscig staly. A jezeli odchy-
lenie liczymy od poloZenia poczgtkowego punktu, to @ =0, a wigec réwnanie
tego ruchu bedzie ¢ = wt.

Jezeli 1,17, oznaczajg przySpieszenie styczne i przy$pieszenie normalne
dowolnego punktu m, to
@) d*6 d*y _‘Eﬁ R

(== e = e =

Pochodna predkosci katowéj wzgledem czasu nazywa si¢ przyS$pieszeniem
katowym obrotu ukiadu, Mozemy je okréslié takze jako drugg pochodny
odchylenia wzgledem czasu, czyli jako przy$pieszenie styczne punktu w odle-
glodei jednostki od osi. Majage przySpieszenie katowe, obliczymy przy$piesze-
nie styezne kazdego punktu zapomocy piérwszego ze wzoréw (2); przySpieszenie
normalne kazdego punktu ma kierunek ku osi obrotu i jest proporcyjonalng
wzgledem kwadratu predkosei katowéj.

Predkosé kgtowa ruchu obrotowego daje si¢ gieometrycznie przedstawic,
a to przedstawienie uskuteczniamy nastepujgcym sposobem. Na osi obrotu
obiéramy punkt dowolny, i z tego punktu, jako poczatkowego, odcinamy na
osi dlugost, proporeyjonalng wzgledem predkosei katowéj, w takim kierunku,
izbhyémy, patrzge z punktu koficowego tego odeinka osi na plaszezyzng, przesu-
nigty przez jego punkt poczatkowy prostopadle do osi, widzieli na téj plasz-
czyinie obrét okolo danéj osi w kierunku obiegu wskazowek na zegarze, Kic-
vunck odeinka, przedstawiajacego predkodé katows, mozna uwidoeznié strzal-
ka, zwrécony ku jego punktowi koficowemu. Taki odeinek prostolinijowy daje
dokladne pojecie o ruchu obrotowym, albowiém jego polozenie okrésla poloze-
nie osi obrotu, jego dlugo$t przedstawia wielkosé predkosei katowéj, a jego
kierunek pozwala rozpoznaé kierunek obrotu. Jezeli wedlug podanego prawi-
dfa wypadnie predkosé kgtows odcigé na osi w tym kierunku, ktéry uwajam‘y
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za dodatny kierunek téj osi, to taky predkosé katowsy bedziemy réwniez
przyjmowali juko dodatng; w przeciwnym za§ razie jako ujemny. Obrot
ukladu niezmiennego okolo danéj osi O z predkodeig katows  begdziemy na-
zywali krotko «obrotem w okolo osi O».

23. SKwraD OBROTOW OKOKO PRZECINAJACYCH 8113 081, Uklad niezmien-
ny moze hyé czgseiy, skladows dwu lub wigeéj ukladow, z ktérych kazdy obra-
ca sig okolo pewnéj osi; wtedy uklad bierze udzial jednoczesnie w kilku obro-
tach i zachodzi pytanie: jakim hedzie wskutek tego ruch ukladu? Zagadnie-
tin tego rodzaju prowadzy do tak zwancgo skladu obrotéw, Rozwigzemy
te zagadnienia z wyraZnym zastrzezeniem, ze bedziemy skladali obroty nie-
skofiezenie male, czyli chwilowe, t. j. takic obroty, ktére rozwazamy w nic-
skoriczenie malych przedziatach czasu,

Niech bedy dane (fig. 12) dwa nieskoficzenie male obroty jednoczesne
okolo osi O, i Oy, przecinajgeych sig w punkeic o, a odeinki ©, = oa,
1 wy = 0@, niech przedstawiajy ich predko-
$ei kgtowe (art. 22); uklad niezmienny bic-
rze udzial w obudwu obrotach, o mamy
wyznaczyé jego ruch mnieskoficzenic maly.
Z kicrunkéw obu obrotéw okazuje sig, Ze
kazdy punkt o, znajdujgey sig miedzy ra-
mionami kgta o 00,, porusza sie chwilowo
wskutek tych obrotéw w dwu kierunkach
wprost przeeiwnych i prostopadlych do pla-
szezyzny tego kata.  Oznaczmy odpowiednio
przez r, i r, odleglosci punktu m od danych
osi, predkosei tego punktu wskutek danych

Fig. 12 obrotéw hedy odpowiednio wry 1 wyry. Je-
zell przeto obierzemy ten punkt wewngbiz
kata a',u.% tak, Zeby oy = w, 22y to predkosei, jakich punkt nabedzie wsku-
tek obudwu obrotow, zniosy sig i punkt pozostanie w spoczynku. Niech dane
predkosel kytowe, odeigte na osiach, czynig kat o, 1 niech prosta om czyni
z predkoéeiy o, kat o, a z predkoscig o, kat o, ; wqums ¥y ir,==sing, :sinp,.
Zeby zatym réwnanie o7, = 0., zachodzilo dla punktu 2, nalezy ten punkt.
tak obraé, izby o,:w,=siny, :sinp,. Temu ostatniemu warunkowi czyni
zados6 kazdy punkt na przekatnéj oo réwnolegloboku oeyza,, wystawionego
na danyeh predkoseiach katowyel, z czego wynika, ze ta przekgtna pozostanie
chwilowo w spoczynku wskutek obu danych obrotéw. TPoniewaz Zadna inna
prosta ukladu nie ma té) wlasnodci, przeto okazuje sig, ze szukany ruch ukla-
du bedzie obrotem chwilowym okolo powyzszéj przekatnéj. Dla krotkoSei
oznaczymy te praekgtng przez O,

Aby wyznaczy¢ predkosé katows w tego obrotu, obierzmy na osi O
punkt dowolny m, i oznaczmy przez » jego odlegloéé od osi O, a przez »'y jego
odleglosé od osi 0,. Poniewaz ten punkt ma wskutek obrotu o okolo O naby¢
té) saméj predkosei, co wskutek obrotn w, okolo O, przeto rw=1%0,;
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a gly » =omy.sing, ", =o0m,.siny, zatym
__ sing

(0] == 'g'fs
7 sin g,

it
Gdyby$my na osi O, obrali punkt dowolny m,, otrzymalibyémy podobnie
o sing
o sing, '
A zatym ‘ £
® Wy ),

sing ~ sing,  sing,

Z rownofei tych stosunkdw wynika, Ze przekgtna oo réwnolegloboku no,as,
przedstawia gieometryeznie szukang predkosé katowsq o.

Obrdt w okolo osi O, wynikajaey z obudwu danych obrotéw, nazywamy
ohrotem wypadkowym tych obrotéw, ktére sa jego obrotami skla-
dowymi, O obrocie wypadkowym méwimy, %e jest ré wnowazny obudwu
obrotom skladowym; to znaczy, Ze wskutek tego obrotu kazdy punkt ukladu
niezmiennego nabywa té&j saméj predkosci, co wskutek obudwu obrotéw skla-
dowych. MoZemy zatym powiedzie¢, Ze dwa obroty cluwilowe okolo przecing-
Jaeych sig 08t sq réwnowazine jednemu obrotowi chwilowemu, ktirego predlosi
Latowq przedstawia gicometrycznie przekginag réwnolegloboku, wystawionego na
predicosciach katowyeh obudien obrotiw.

Sklad takich dwu obrotow dokonywa si¢ wige wedlug téj saméj metody,
co sklad predkosci, temu samemu punktowi jedunocze$nie ndzielonych. Sto-
sujac zabtym powyZsze postepowanie do ilukolwiek obrotéw, otraymujemy
twierdzenie ogolne: ekolwick olwotéw cluwilowych whladu niezmiennego okoto
osi, precemajgeych sig w jednym punbeie, mogemy zastqpic jednym obrotem
chwilowym, ktovego predhosé lqtowa jest przedstawiona przes ostatni bok wie-
lobolu, wystawionego na predkosciach katowych tych obrotéw. 7 togo twier-
dzenia wynika, ze wypadkows obrotéw chwilowych okolo spélnéj osi jest obrot
okolo t&j saméj osi, ktdrego predkosé katowa jest sumg algiebraiczng predko-
Sci skladowych. Jezeli wielohok predkosei katowych jest zamknigty, natenczas
predkosé katowa obrotu wypadkowego bedzie réwna zeru, a zatym uklad po-
zostanie w spoczynku wskutek danych obrotow. Mowimy wiedy, Ze dane
obroty nawzajem si¢ znoszg, — Nadto z powyiszego twicrdzenia wynika, Ze
obrét chwilowy okolo pewnéj osi moze hyé rozlozony na obroty okolo innych
osi, przecinajacych jg w tym samym punkeic. Metoda rozkladania pozostaje
taka sama, jakg stosowaliSémy do rozkladania predkosei ruchéw postgpowych.

Niech: bedzie dany obrét z predkoseig o okolo osi O; praesuwajge przez
dowolny punkt A na téj osi trzy proste Az, Ay, Az, nie lezgce na jednéj
plaszezyznie, moZemy ten obrot rozloZyé na trzy obroty, z odpowiednimi pred-
ko§ciami katowymi E, I i Z, okolo tych trzech prostych. Niech osi sp6lrze-
dnych stanowig uklad prostokgtny i niech a, 4 i ¢ oznaczajg dostawy kierun-
kowe predkodei katowéj w, odeigtéj na osi O; wowezas

(1) E=gw, H=bo, L=co.
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Jezeli danych jest n obrotéw ,, @y,...,0;y...,0, okolo 08i O, O,,...,0;,...
..., 04, przecinajgeych sig w punkeie A, ktérych dostawy kierunkowe sg «;,
biie, 1=1,2,...,n), to moZemy rozlozy¢ kazdy obrét w; na frzy obroty:
=0, H,=0b0; Z;= cw; okolo osi spélrzgdnych. Wypadkowa obro-
tow Z; bedzie obrotem E = XE; okolo osi 2, a podobnie otrzymamy obroty
H=23%H;, Z=2%Z, okolo osi yiz. Sumy E, HiZ sy skladowymi predkosci
katowdj @ obrotu wypadkowego; a wiee otrzymamy

(@) o=)E 7,

a dostawy kierunkowe t&j predkosei, odceigtéj na osi obrotu wypadkowego, sq
E H 7

(3) GZ—G)—, b:z*, C:F.

Dane obroty znosié sig beda, jeZeli ® = 0, z czego wynika, Ze rdwnania
(4) 18,=0, YH;=0, £Z;=0

wyrazaja warunki konieczne i wystarczajace, aby sie dane obroty znosily.

24, Rozklad obrotu na trzy obroty okolo osi spélrzednych pozwala
obliczyé predkosé kazdego punktu ukladu niezmiennego, ktéry obraca sig
chwilowo okolo danéj osi. "W tym celu obierzmy tak osi spélrzednych, Zeby
obrét dodatny okolo osi @-6w o Cwiartke kola przywiodl dodatng o$ y-6w ku
dodatnéj osi z-0w, zeby obrét dodatny okolo osi y-6w o Ewiartke kola przy-
wiodl dodatng o§ z ku dodatnéj @ i Zeby nakoniec obrét dodatny okolo osi

* z-0w o &wiartke kola praywiédl dodatng o§ « ku dodatnéj y. Rozl6Zmy nie-
skoficzenie maly obrét o kgt d@ = w.dt okolo osi O na trzy obroty nieskori-
czenic male z odchyleniami: d¢, =E.d¢, dy, =H .dt, dg;=17.d¢ okolo

osi Az, Ay, Az. Wskutek obrotu dy prze-

“  sunie sig punkt m o spélrzgdnych z, y, 2, nie

/ lezgey na osi O, o dlugosei dz, dy, dz wkie-

N runkach osi spélrzednych; te trzy przesunigcia
nalezy obliczyé. Rzuémy punkt m na plasz-
‘. czyzng Ayeg; vaut m, (fig. 18) opisze skutkiem
i obrotu dy, takg same droge, jak punkt .
i Jezeli p, jest odlegloScig punktu m; od osi

z-6w, a o, oznacza kat, ktéry p, czyni z osig

Fig. 13. spolrzednych Ay, to w sasiednim poloZeniu

'y (y'y, #4) po obrocie d¢, bedzie

9y =py.cos(ay+deg,), #y=p;.sin(e,-+dg,).

Opuszezajae nieskoficzenie male rzgdu 2-go i wyzszych, otrzymamy stad

S 1

Yy =pycosoy — py sinoy Ay =y —2.dPy,
#'y =p, sine, - p, cosoy . AP, =2+ Y. dP;

nieskoficzenie male przesunigeia punktu m w kierunku osi % i osi 2 wskutek
obrotu do, bedg przeto
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Yi—y=—z.de, #—z=y.d¢.
Podobnym sposobem otrzymamy przesunigcia tego punktu w kierunkach osi #
i osi @ wskutek obrotn dy,,
—a.dg, &.dg,
tudzie przesunigeia tego punktu w kierunkach osi 2 i osi g wskutek obrotu

deog,
—y.dyg, ®.dg;.

Dodajae przesuni¢eia w kierunku t6j saméj osi, otrzymamy

dv=12.d¢,—y.dg,,
) ?(Zy:m.d%—'—z-fhpn
de=y.dp, —a.do,,

czyli, wstawiajge wartoSci na de,, dy, 1 dg, i oznaczajae przez a, b i ¢

dostawy kierunkowe predkosei katowéj w, gieometrycznie przedstawionéj,
dze=[MH.z2 —%.y).dt=0(s—cy)di=(>bz—cy)dy,

(2) dy=@Z .2 —E.2).dt=w(cx— as)di=(cx— az)dy,
de=(E.y—H.2).dt=o0(@y—dz)dt=(ay —bz)dy.

A jeZeli obie strony podzielimy przez di¢, to otrzymamy predko$ei punktu
w kierunkach osi spélrz¢dnych

%:llz—?:y = (b2 — cy),
Z r ™~

(3) %:Am——ns:m(cw——az),
%—': =Ey—Hez=o0(ay— bz).

Jezeli uklad niezmienny obraca sig chwilowo okolo m osi Oy, Og,...,0,,
ktore przecinajy sie w punkeie A, to E=2XE;, H=2XH;, Z=2X%; sy skla-
dowymi jego obrotu wypadkowego. Otrzymamy zatym nastgpujace wyrazenia
na predkosei punktu (2, ¥, 2):

% zz.EH;—y.EZ,—,
(4) %:w.EZ;-—z.EE;,
dz

m‘:y. }:IE;‘—R?-EI'L,

7 ktérych sie okazuje, Ze predkosé kazdego punktu ukladn w kierunku kazdéj
osi spolrzednych jest sumg algiebraiczng predkodci, jakich mu oddzielne
obroty w kierunku téj osi udzielajg. —

MozZemy obliczy® praesunigeia dz, dy, de wskutek obrotu, jezeli poczg-
tek osi spélrzednych nie lezy na osi tego obrotu. W tym celu na osi obrotu
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w dowolnym punkecie (z, y, ) wystawmy trzy osi spélrzednych, réwnolegle do
poprzednich, i oznaczmy przez @, ¥, i z, spélrzgdne punktu (z, y, ) wzgledem
tych osi. Mamy tn 2=X+a,, y=Y 4, e=Z+ 2, azatym dz=dux,,
dy=4ay,, dz=dz. Poniewaz dx,= (bz,—cy,)de=[b(z—Z)—c(y —
—Y)|de=[e(Y —y) — b(Z —2)]|d%, i podobne wyraZenia otrzymamy dla
dy, 1 dz, przeto bedzie ogblnie

dw=[o(Y —9)—b(% —)]dp, | 52 = w[o(Y —y)— b(Z —2)],
®) {dy=(a(Z —&)—e(X—2)]dp, | W = u[a(% — ) — e(X — )],

de =[0(X—2)—a(Y —y)]dy, % =0 b(X—2)—a(Y —1)]-

25. Momexty oBroru. Iloczyn predkosei kgtowdj obrotu i odlegloSei
danego punktu. od osi tego obrotu, nazywamy momentem obrotu tego
wzgledem punktu danego, a ten punkt dany nazywamy hiegunem momen-
tu. Moment obrotu jest réwny zeru, jezeli biegun leZy na osi obrotu. Przed-
stawmy sobie biegun momentu stale polgezony z osig obrotu; natenczas pred-
kost, ktoréj ten biegun nabywa wskutek obrotu okolo téj osi, réwna si¢ mo-
mentowi obrotu wzgledem tego bieguna (art. 22). T'a uwaga pozwala moment
obrotu wzglgdem punktu przedstawié gieometrycznic. W tym celu przesuwa-
my plaszczyzne przez biegun momentu i o§ obrotu, wystawiamy w biegunic
prostopadly do téj plaszezyzny i na téj prostopadlé)j odcinamy od hieguna wiel-
ko$¢ momentu w tym kierunku, w ktérym hiegun przesuwa si¢ wskutek danego
obrotu,

Niech #, y 1 2 bedg spélrzednymi dowolnego punktu na osi O obrotu,
za$ @, b 1 ¢ dostawami kierunkowymi téj osi. Odleglo$é poczgtku ukladu
spohrzednych od prosté) O wynosi X

§=[(ey —bz)*+ (az—cx)*+ (be— ay)?];

jezell wige o jest predkoSeiy katows obrotu okolo prostéj O, a E, H, Z sy
skladowymi t6j predkosei, to moment p.- tego obrotu wzgledem poezgtku ukla-
du spdlrzednych bedzie N
(1) b= 0 = [(by — Ne) 4 (Bs— Loy + (o — Eg)]".
Przesufimy plaszezyzne przez poczatek ukladu spolrzednych i przez o obrotu,
i niechaj o/, 0’ i ¢' oznaczajg dostawy kierunkowe prostopadldj do téj plasz-
czyzmy, wystawionéj w poczatku; wiadomo, Ze
cy—bz ) — GE—cu L be—ay

& ?* o ! - o
Odetnijmy na téj prostopadléj od poczatku ukladu sp6lrzednych moment .,
rzuémy ten odeinek na osi spélrzednych 2, # i # i oznaczmy te rzuty odpo:
wiednio przez A, M, N; mamy tu

B) A=dp=Ly—Hz, M=bp=E¢—Zzx, N=cp=Ha—Ey.

(2) a'=
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Niech poczatek ukladu spolrzednych (biegun momentu ) obraca sig okolo
osi O z predkoSeig katows o rzuty ., v, v. jego predkosci otrzymamy
z réwnani (5) art. 24-go, kladge w nich =0, y=0, 2=0 i podstawiajac
spolrzgdne @, » 1 # punktu na osi O zamiast X, Y, Z, Tym sposobem
otrzymamy
Veiyiv,=cYy—bziag—ca:bz—ay=A:M:N,
7 czego sig okazuje, Ze dlugo$t p., ktoréj kierunek wyznaczajgy réwnania (3),
zostala odeigty na prostéj (', V', ¢') wedlug poprzedniéj reguly.
Z rownah (3) wynikaja dwa nastepujace:

(4) EA+HM4ZN=0, Az+My+Nz=0,

wyrazajgee zwigzki, jeden miedzy rzutami predkosei kgtowéj obrotu a rzutami
jego momentu wzgledem poczgtku ukladu spélrzednych, drugi miedzy rzutami
momentu a spéhrzednymi dowolnego punktu na osi obrotu.

Niech w punkcie (z, g, #) przecinajg sie osi n obrotéw jednoczesnych,
a praez Ay, M, N; oznaczmy rzuty momentu p; obrotu o; okolo osi O;
(i=1,2,...,m) wagledem poczatku spélrzednych; wowezas

J\,-:Z;?}——I‘lfg, M£:E;z—2¢x, N,-:H,-w—-g,-y.

Jezeli przez E, H, Z oznaczymy rzuty predkosci katowéj obrotu wypadko-
wego, o przez A, M, N rzuty momentu p. tego obrotu wypadkowego wzledem
poczgtki, to

A=ly—Hz=y . 0—z.2H;=1XA,,
a poniewaz podohne wyrazenia otrzymujemy na M i N, przeto bedzie zawsze
(5) A=%XA;, M=3XM;,, N=2ZEN,.
Wystawmy w poczatku osi wigzke prostych, wyobrazajacych gieometrycznie
momenty p; danych obrotéw skladowych, tudziez prosts ., przedstawiajgcg
moment obrotu wypadkowego. Wtedy z ostatnich trzech réwnaii okazuje sie,
ze rzut odeinka p na kaZdg prostg w przestrzeni réwna sig sumie algiebraicz-
néj rzutéw wszystkich odeinkéw p; na te same prosts, z czego wnosimy, Ze,
jezeli odeinki p,; przylozymy do siebie takim samym sposobem, jak przykla-
daliémy poprzednio (art, 4) do siebie predkosei skladowe punktu, to odcinek
hedzie bokiem zamykajgcym wiclobok, utworzony z odeinkéw p;.  Mozemy
ten zwigzek gieometryczny migdzy momentami p,; a momentem p. tak wyrazit:
jezeli osi ilukolwick obrotéw przecinaje sig w jednym punkcie, natenczas moment
obrotu wypadkowego wagledem danego punktu jest wypadkowq momentéw tych
obrotéw wegledem tego punktu. Poczgtek ukladu spélrzgdnych mégl by¢ do-
wolnie obrany, przeto podane twierdzenie jest prawdziwe dla kazdego punktu.
Skiad momentéw takich obrotéw wzgledem punktu dokonywa sig wige po-
dobnie, jak sklad obrotéw; figure, ktéréj bokami sg powyzsze momenty, zo-
wiemy wielobokiem momentéw. JeZeli hiegun obierzemy na osi obrotu
wypadkowego, natenczas moment wypadkowy bedzie réwny zeru; dla takiego
zatym Dieguna wielobok momentéw bedzie zamknigty, OS wige obrotu wy-

Bibl. wat.-fz, 8 1V, T, X, b
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padkowego jest miejscem gieometrycznym biegunéw, wzgledem ktérych wie-
lobok momentéw skiadowych sig zamyka.

Jezeli osi obrotéw skladowych lezg na jednéj plaszczyZnie, na ktéré]
takZe obieramy hiegun momentéw, to z powyzszego twierdzenia wynika, Ze
moment obrotu wypadkowego hedzie sumg algiebraiczng momentow obrotiw
skladowych.

Znajge moment p. danego obrotu wzglgdem poczgtku osi, moZemy obli-
czyé jego moment p, wzgledem dowolnego punktu (§, 7, £). Przesufimy
w tym celu przez ten punkt trzy osi spélrzednych 2, y,, 2,, réwnolegle do
pierwotnych, to bedzie @, =x—§&, y,=y—1, 2, =5—FC; jeteli zatym
Ay, My i N, oznaczajg rzuty momentu p, wzgledem punktu (&, 7, ) na osi
gpolrzednych, to

AN=2y—Hzy=14(y—1n)—H(@E—C) = A — (Zn— HE).
Postgpujgc podobnie z rzutami M, i N;, otrzymamy
B A=A—(Zn—HL), M,=M—(E{—ZE), Ny=N—(HE—E1);
(6) pe =} A2+ M4 N2

26. Tloczyn najkrétszéj odleglosei dwu prostych i wstawy ich kata na-
chylenia wzajemnego nazywamy momentem tych prostych, JeZeli je-
dna z dwu prostych jest osig obrotu z predkoscig kgtows o, to momentem
ohrotu tego wzgledem drugiéj prosté] nazywamy iloczyn momentu obudwu
prostych i predkoéci katowéj tego obrotu. Prosta, wzgledem ktéréj wyzna-
czamy moment pewnego obrotu, nazywa si¢ osig momentu tego. Moment
obrotu wzgledem danéj prostéj jest réwny zeru, jezeli o§ obrotu jest v6wnole-
gla do téj prostéj, lub jg przecina.

Niech prosta O bedzie osig obrotu w, I dang prostg, wzgledem ktéréj
mamy wyznaczyé moment tego obrotu, ¢ oznacza najkritszg odleglosé tych
prostych, a ¢ kat, ktéry one z sobg tworzg, Wyznaczmy punkt @, w ktérym
najkrétsza odleglosé & przecina prosty Li, i przyjmijmy, Ze prosta L jest stale
polgezona z osig O i okolo niéj sig obraca. Wtedy punkt ¢ nabegdzie w ele-
mencie czasu predko$é 8. w, a kierunek téj predkoSci bedzie z prostg Li two-

rzyl kat —g--— v, a wige rzub t&) predkodei na prosty L bedzie o . sing, ro-

wny zatym momentowi obrotu w wzgledem prostéj L., Z téj uwagi wynika
nastgpujgcey sposéb gieometrycznego przedstawienia momentu obrotu @ wzgle-
dem prostéj L: od punktu @ odcinamy na prostéj L (na osi momentu) dlu-
gost, proporcyjonalng wzgledem rzutu predkosci tego punktu na prosty Li,
i majgeq kierunek tego rzutu; ta dlugo$é przedstawia moment gieometrycznie.
Mozemy te diugoéé odeigé takze od dowolnego punktu na osi momentu, dajac
16] przytym wlasciwy lierunek, a ona weigz bedzie gieometryeznie przedsta-
wiala moment uwazanego obrotu wzgledem téj prosté;,

Obliczmy momenty danego obrotu  okolo osi O wzgledem osi spblrze-
dnych. W tym celu obierzmy na osi ohrotu, ktéréj dostawy kierunkowe niech
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heda @, b i ¢, punkt dowolny (z, y, #); najkrotsze odleglodei prostéj O od
osi 2-6w, y-0w 1 z-0w sg odpowiednio, jak wiadomo,,

cy—ba as—cx bae —ay |
— P —— % ————%
/1 — a2 | - /1 —¢2

momenty zatym téj prostéj wzgledem osi spélrzgdnych sg odpowiednio

(1) cy—bz, az—cz, bx—ay.

MnozZge je przcz o, otrzymamy odpowiednie momenty danego obrotn wzgledem
osi spolrzednych,

(2) w(ey—bz), ol(az—cz), obz—ay)

A poniewaz E=aw, H=10w, Z=cwo sy rzutami predkosci katowéj w na te
trzy osi, przcto okazuje sie, Ze wielko§el

(3) A=ZLy—Hs, M=8z:—1ZLz, N=Hz—Ey,

w art. 25-ym rozwaZane, sg odpowiednio momentami danego obrotu wazglgdem
osi spolrzednych @, y 1 2. Kazda z tych wielkosci jest zarazem (art. 25)
rzutem momentu danego obrotu wzgledem poczatku ukladu spélrzednych na
odpowiednig 0§ spblrzednych. Te za§ osi dowolnic obrane zostaly, przeto
mamy twierdzenie: wmoment obrotw wagledem danéj prostéj jest réwny reutowi
na nig momentu tegoé obrotu wzglgdem dowolnego jéj punliu. A zatym mo-
semy otrzymaé moment obrotu wzgledem danéj prosté), przedstawiajac gico-
metryeznic moment tego obrotu wzglgdem punktu, dowolnie obranego na
prostéj, 1 rzncajac ten moment na tez prosta; rzut ten przedstawia moment
szukany, Odwracajge za$ to postepowanie, moZzemy powiedziéé: moment obrotu
wagledemn danego punktu jest réwnowainy momentom tego obrotu wagledem
trzech prostych, przecinajqceych sig prostokginie w tym punlcie.

Z rownai (5) poprzedniego ustgpu wynika twierdzenie: jezeli osi dlukol-
wiel: obrotéw przecinajg sig w jednym punkcie, natenczas moment obrotu wypad-
Lowego wagledem dandj prostéi réwna sie sumie algichraicanéj momentow tych
obrotéw wzgledem téjze prosté).

27. SkrAp 0BROTOW OKOEO 08I ROWNOLEGEYCH. Udzielmy ukladowi
niezmiennemu dwu chwilowyeh obrotéw o, i @, okolo dwu osi réwnoleglych
0, i 0,: mamy wyznaczyé jego ruch wypadkowy. Przyjmijmy naprzéd, Ze
obadwa obroty majg ten sam kierunek (fig.

14a); natenczas kazdy punkt, obrany na Fig. 144,
plaszezyznie P, przesunigtéj przez obie osi,

i lezgey miedzy tymi osiami, porusza sig b v .
wskutek obudwu obrotéw w dwu kierunkach Dy Y O

wprost sobie przeciwnych. JeZeli odleglodei o i 2
takiego punktu od danych osi oznaczymy od- 7 A ":i-b—#
powiednio przez r, i 7y, to moZzemy ten punkt 7

tak obrat, Zeby »0, =70, wtedy dwio

M, 14h.
predkosei, ktérych punkt nabywa wskutek T, 14
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tych obrotéw, zniosg, sie i punkt pozostanie w spoczynku. PoniewaZz miejscem
gieometrycznym takich punktéw, pozostajacych w spoczynku wskutek danych
obrotéw, jest pewna prosta O, leZgca na plaszezy/nie P migdzy danymi osiami
i do nich réwnolegla, przeto (art. 21) widzimy, Ze obadwa obroty chwilowe
sg réwnowaZne obrotowi chwilowemu okolo t& prostéj O. Ta prosta dzieli
wzajemng odleglosé danych osi odwrotnie proporcyjonalnie wzgledem odpo-
wiednich predkosci katowych; kaZdy punkt ukladu niezmiennego nabywa
wskutek obrotu wypadkowego okolo prostéj O téjze saméj predkosei, co wsku-
tek obudwu obrotéw chwilowych okolo danych osi. Aby wyznacayé predko§é
katows @ obrotu wypadkowego, wyrazmy warunek, Ze predko$é dowolnego
punktu, obranego na osi Oy, wskutek obudwu obrotéw, ma hy¢ réwna
predkosei tego punktu wskutek obrotu wypadkowego; otrzymamy réwnanie
o= (r,~4r)w,. A poniewaz i1, =0, :w,, praeto o =—w,+} v,.

Niech (fig. 140) danc obroty maja kierunki wprost sobie przeciwne, ,
niech hedzie predkoscig katows obrotu okolo Oy, a w, = — (v,-+¢), gdzie ¢
jest liczbg, o takimze znaku, jak w,, predkoScig katows obrotu okolo O,; nadto
obierzmy na plaszezyinie P dowolny punkt m. Predkosé, udzielona temu
punktowi przez kazdy z danych obrotéw zosobna, bedzie miata kierunek hadsto
strzalki 1, badztéz strzadki 2; przyjmijmy te predkoéé w piérwszym przypad-
ku jako dodatng, w drugim za$ jako ujemng. Niech » i, oznaczajq odpo-
wiednio odlegloéci punktu m od danych osi O, i O,, & wzajemng odleglost
tych osi, a v predkodt wypadkows punktu wskutek obudwu obrotéw. JeZeli
punkt m znajduje sie zewnatrz obudwu osi i blizéj osi O,, to predkosé jego
bedzie
(1 V=—10yF 1o (0t &) = (ry— 1) 0+ e = T -1
jezeli zostal obrany miedzy osiami, to
2) V=00 72 (0 4 &) = (1, + 13) 00, + 198 = Do -} 18,

& jezeli lezy zewngtrz tych osi i DliZgj osi O, to otrzymamy
(3) V=10 — 1 (04 &) = (11, — 13) 0, — 18 =D, — 148
Z tych rownaf widzimy, Ze v moZe byé réwne zeru tylko w ostatnim przypad-
ku, %e zatym miejscem punktéw, ktére wskutek danych obrotéw pozostaja
w spoezynku, jest pewna prosta, réwnolegla do danych osi, leZgea na plasz-
czysnie P zewngtrz tych osi, a blizéj té] z nich, ktéréj odpowiada bezwzglednic
wigksza predko§é kgtowa. Odleglogei + 17, owéj prostéj O, bedacéj osig
obrotu wypadkowego, od danych osi otrzymujemy z réwnamia (3), kladae
w nim » = 0; mié¢ bedziemy naprzéd

T — @—’-, wskutek czego 7, = M, A Sl G L

€ & g o,

Te wige odleglodei sq odwrotnie proporcyjonalne wzgledem odpowiednich
predkofei katowyeh, Gdy oznaczymy przez o predkost obrotu wypadkowe-
go, majacy kiertmek predkosei bezwzglednie wiekszéj o,, to podobnym sposo-
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bem, jak poprzednio dla obrotéw o spélnym kicrunku, przckonamy sig, ze
o=0,—(0,+e)=-—¢, bt j, Ze ta predkos¢ réwna si¢ sumie algichraicznéj
danych predkoséei katowyeh, — Jezeli e=0, wtedy predkosci kgtowe obrotdw
skladowych sg bezwzglednie rowne i majy kicrunki wprost przeciwne, Wtedy
o=0, a » 11, praybiora wartodci nieskoficzenie wielkie, a zatym o0& obrotu
wypadkowego o predkosei katowéj zero bedzie prostg w nieskoniczonosci pla-
ssczyzny P.  Aby zrozumiéé ten wynik, przyjmijmy e=0 w réownaniu (1),
(2) i (8); wtedy dla kazdego punktu plaszezyzny P otrzymamy te samg pred-
kosé v =20w,, % czego wnosimy (art. 21), Ze ta plaszczyzna, a wraz z nig
i uklad niezmienny, do ktdrego ona nalezy, wykona chwilowy ruch postepowy
z predkodeig v==08wm,. Predkos¢ bowiém v (fig. 145) jest prostopadia do
plaszezyzny P i ma tenze sam kierunek, co odeinek, przedstawiajgcy moment
kazdego z dwu obrotéw, rozwaZanych wzgledem punktu, obranego dowolnie
na osi drugiego obrotu.

28. Para osroréw. Dwa obroty chwilowe okolo dwu osi réwnole-
glych, ktérych predkosci katowe sg bezwzglednie réwne a o przeciwnych kie-
runkach, nazywamy pary obrotéw. Plaszezyzng, przechodzges praez osi
- obudwu obrotéw, nazywamy plaszczyzng pary, a*iloczyn wzajemnéj
odlegloéei obudwu osi i predkosei kagtowéj obrotéw nazywamy momentem
pary obrotéw. Xatwo spostrzezemy, Ze moment pary obrotéw jest takze
réwny momentowi kazdego z dwu obrotdw téj pary wzgledem punktu, obrane-
go dowolnie na osi drugiego obrotu téjze pary. Pare obrotéw o predkosciach
© 1 —w oznaczaé bedziemy symbolem (0, —w). Wyniki, otrzymane w art,
poprzedzajgeym, mozemy teraz sformulowaé w twierdzeniu: jedeli dwa obroty
chwilowe okolo osi réwnoleglych nie stanowig pary obrotéw, to sg rownowaine
obrotowt chwilowemu; jezeli za$ lakie dwa obroty stanowiq pare, wiedy sq ro-
wnowaine ruchows postgpowemu; predkosé tego ruchuw fest rowna momentowi
pary, a jego Licrunek jest ten sam, co odcinka, przedstawiajgcego moment kagdes
go z dwu obrotow téj pary wagledem punktw, obranego dowolnie na 0si drugiega
obrotu téjée pary.

Z tego wynika, Ze dwie pary obrotéw, wywolujgce ten sam ruch poste-
powy, sg réwnowazne i mogsy si¢ nawzajem zastapi¢. Dla danéj pary obrotow
mozna podaé nieskoficzenie wicle par réwnowaznych.  Wezmy howiém na
plaszezyZnic I parg obrotéw (w, — ) o momencie p.=—=Gw i, przesungwszy
w przestrzeni dowolng plaszezyzng P' réwnolegly do P, obierzmy na nidj do-
wolnie dwie réwnolegle proste O, i O, w odleglosci wzajemnéj o' i te proste
przyjmijiy jako osi dwu obrotéw chwilowych z takimi predkociami kgtowy-
mi o i —o', Zeby p=2dw" 1 zeby ruch postepowy, wywolany przez parg
(o', — '), miak ten sam kierunek, co ruch postgpowy, odpowiedni parze
(0, ~—w); natenczas pary (o, —o) i (o', —o') bedg réwnowazne, albowiém
wywolujg, ten sam ruch postgpowy.

Podane wyZzéj twierdzenie daje moznosé przedstawienia gicometrycznego
pary obrotéw. W tym celu wystawmy w dowolnym punkeie prostg w kierun.
ku ruchu postgpowego, réwnowaznego danéj parze, 1 na niéj wefmy odcinek
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o dlugoéei odpowiadajyedj wielko§ei momentu pary; ten odeinek bedzie oczy-
wikcie przedstawial gieometrycznie dang parg obrotéw.

Pary obrotéw, udzielonych temu samemu ukladowi niezmiennemu, mozna
skladaé z sobg.. Jezeli mamy danych n par obrotéw (w,, —®,),...,(®,, —w,)
o momentach p,...,1a, to przedstawmy te pary gicometrycznie zapomocy
odeinkéw, wychodzgeych z tego samego punktu, a nastgpnie praykladajmy te
odeinki do siebie takim sposobem, jak przy predkogciach ruchéw postepowych;
z nich wige utworzymy wielobok. Natenczas prosta, zamykajgca ten wielobok,
przedstawiaé bedzie moment pary wypadkowéj. JeZeli wielobok momentow
par skladowych sam si¢ zamknie, to dane pary znoszg si¢. Parg obrotéw mo-
zng zawsze rozlozyé na dwie pary lub wieeéj, a to tym samym sposobem, ja-
kiego uzywaliémy do rozkladania predkosei punktu, Iub do rozkladania obrotu
chwilowego na inne obroty, ktérych osi przecinaly w tym samym punkeie of
danego obrotu. Ruch postepowy mozna zastapié parg obrotéw, ktéra jest
gieometrycznie przedstawiona zapomocy odeinka, wyobraZajgcego predko$é
ruchu danego.

29. SEAD OBROTU Z RUCHEM POSTEPOWYM. SKRET CHWILOWY, —
a). Majgce obrot o okolo osi O 1 ruch postepowy z predkoseia v w kierunku
prostopadlym do téjze osi, cheemy zlozyC te dwa ruchy chwilowe. Zastgpiwszy
ruch postgpowy parg obrotéw (art. 28) o momencie », mozemy prosty O obraé
jako 0§, a wielko§¢ — o jako odpowiednig predkosé kagtows jednego z dwu
obrotow t&j pary; wtedy o§ S drugiego obrotu téj pary znajduje si¢ na plasz-
czyinie, przechodzgeéj przez O prostopadle do »; odlegloéé prostéj S od O jest
i=v:0, a o jest predkoicig katows obrotu okolo S. Obroty » i — © okolo
prostéj O znosziy sig, a zatym ruchem wypadkowym jest tylko obrét chwi-
lowy ® okolo osi 8. — MozZemy to inaczéj tak uzasadni¢., Dowolny punkt m
w odleglosci p od osi O (fig. 15) otrzymuje dwie predkosei, prostopadle do téj
osi, mianowicie: predkosé po wskutek dane-
go obrotu i predkoSé » wskutek danego ru-
chu postgpowego. Punkt pozostanie w spo-
czynku, jezeli pw=w i jezeli kierunki obudwu
predkoéei hedg wprost przeciwne. Kréslgce
zatym z punktu O (lezacego na osi O) kolo
i o promienin p=w: v i obhiérajgc na tym kole
taki punkt S, Zeby kierunki jego obudwu
predkosei byly wprost sobie przeciwne, otrzy-
mamy $lad osi S na plaszezyZnie rysunku,
K a obrdt chwilowy o okolo téj osi hedzie r6-
wnowazny obudwu danym ruchom.

Nawzajem, mozna obrét chwilowy @
okolo danéj osi S roztozyé¢ na obrét o okolo
innéj osi O, réwnolegléj do S, i na ruch postgpowy z predkoseiy » = 3o, gdzie
® oznacza wzajemng odleglo§t prostych O i S.

s\
i

\

Fig. 15.
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b). Niech hgdzie dany obr6t w okolo osi O (fig. 16) i ruch postepowy v
W kierunku, tworzgeym kat ¢ z tg osig; mamy zloZyé te dwa ruchy chwilowe.
Rozlozmy predkosé » na dwie predkosei ' i +"; skladowa
o' niech bhedzie réwnolegla do osi O, a " niech bedzie ¢, Ky
prostopadia do téj osi. Wtedy otrzymamy »'==v.cosy,
o"=v.sing. Dany obrét © wraz z ruchem postgpowym @} i
' sprawiajg obrét  okolo pewnéjlosi S, réwnolegléj do Oy, v
ktorg wedlug a. wyznaczyt moZemy. Ruch zatym wypad- Sp”
kowy bedzie sig skladal z obrotu chwilowego o okolo téj
osi S i z chwilowego ruchu postepowego ' w kierunku
osi O, a wige takze osi S. '

Ruch ukladu niezmiennego, skladajgey si¢ z obrotu
chwilowego okolo pewnéj osi i z chwilowego ruchu poste- Fig, 18,
powego w kierunku téj osi, nazywamy skretem chwilo-
wym tego ukladu, tak iz obrét chwilowy wraz z ruchem postgpowym chwilo-
wym, kiory nie jest prostopadly do osi obrotu, sq réwnowaéne skretowi chwilo-
wemu. Gdy skret zachodzi, rozréZniamy dwie predkosci, mianowicie: predkost
obrotu i predkoéé ruchu postepowego. Jezeli zadna z tych predkosei nie
jest réwna zern, to skret sklada sig z dwu ruchéw chwilowyeh. Jezeli pred-
ko&¢ obrotu jest réwna zeru, to skret sprowadza sig do chwilowego ruchu
postepowego; jeZeli za$ predkosé postgpowa jest réwna zeru, to skret redukuje.
sie do samego obrotu chwilowego.

30. SpOERZEDNE 0BROTU CHWILOWEGO, Niech bedzie dany obrét chwi-
lowy o okolo pewnéj osi O, ktoréj polozenie wizglgdem trzech prostokgtnych
osi spélrzgdnyceh jest wiadome. Poprowadzmy przez poczatek A spélrzednych
prostg O, rownolegly do O, i nadajmy ukladowi niezmiennemu dwa obroty
chwilowe ® i — w okolo t&j prosté) O; nie zmienimy przez to jego ruchu chwi-
lowego. Obrét dany o razem z obrotem — w okolo prostéj O' tworzy parg
obrotéw, ktéréj moment p réwny jest momentowi pierwotnego obrotu wzgle-
dem punktu A (art, 28). Tym sposobem zastgpiliémy obr6ét pierwotny obro-
- tem z tg samg predkoscig katows, lecz okolo prostéj O' (przechodzgcéj przez
poczatek spolrzednych), oraz ruchem postepowym o predkogei p. Roz-
Iozmy teraz (art. 23) obrét w okolo prostéj O' na trzy obroty E, H i Z okolo
osi spélrzednych Az, Ayi Az, a ruch postgpowy p. (art. 5) na trzy A, MiN
w kierunkach tych osi; widzimy, Ze obrdt chwilowy ulkfadu wiezmiennego jest
réwnowaziny treem obrotom ehwilowym ololo trzech prostokgtnych osi spélrag-
dnych wraz 2 trezema ruchami chwilowymi postgpowyms w Lierunkach tychie
osi. To twierdzenie pozostaje widocznie prawdziwym dla ukladu ukognokgtne-
go spdlrzednych,

Predkosci katowe =, H1i Z trzech obrotéw chwilowyeh okolo osi spélrze-
dnych, tudziez predkosei A, M i N trzech ruchéw chwilowych postepowych
w kierunkach tych osi, nazywaé bedziemy spélrzednymiobrotu chwilo-
wego danego. Spodlrzedne E, H i Z sg rzutam danéj predkosei kgtowé] o na




