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18. Dneanie prostr. Jezeli punkt, poruszajacey sie po prostéj w ohu
kierunkach migdzy dwoma punktami A i A’ (fig. 8), za kaidym razem do
oddzielnego punktu téj prostéj przyhywa
7z taz samg predkoSein, zmieniajgeq sig od
punktu do punktu, predkosei za$ jego ruchu Al '"‘i' 4 2 AI
w dwu miejscach m i m', poloZonych syme-
trycznic wzgledem §rodka O prosté] AA', sq
sobie réwne, wtedy ruch punktu nazywamy
drganiem prostym. Punkt O zowiemy §rodkiem drgania. Odda-
lenie s = Om punktu w dowolnym poloZenin s od §rodka drgania nazywamy
jego odchyleniem, a najwigksze z tych odchylen, to jest odchylenie
S = 0A = 0OA', nazywamy ohszernoScig drgania.

7 okréslenia tego ruchu wynika, Ze w punktach A i A’ kierunek ruchu
punktu -zmienia sig na wprost przeciwny, a zatym w tych punktach predkosé
punktu drgajacego jest réwna zern. Drganie proste jest okréSlone ogdlnie
zapomocg, nastepujacego réwnania:

(1) =24 [f.(8)—f(s)];

w ktérym %2 jest wiadomym spélezynnikiem, a f oznacza funkeyja odchylenia,
ktora zado$t czyni warunkowi £(S) > f(s), skoro S>> s. Jakoz, to réwnanic
daje na v tylko wtenczas warto$é rzeczywisty, gdy <8, za$ v=0 przy s==;
a zatym wskazuje ono, ze ruch ma miejsce miedzy kraficami A i A'; jezZeli
dodatne s liezymy od §rodka O, to kazdéj wartodei s odpowiadajg dwie warto-
el o, hezwzglednie rowne a przeciwnego znaku, co byé powinno weding okré-
dlenia drgania prostego. Roiniezkujae to rownanie wzgledem czasu, otrzy-
mamy

Tig, 8.

dv . o ds
S T A A T
e 2 & ds
poniewaz za$ dla ruchu prostolinijowego v = TF A T=gp przeto
®) 1=k f'(s),

skad wynika, ze drgatie proste jest ruchem centralnym, ktérego Srodkiem jest
punkt O, Przyjmujac poczatek drgania w $rodku O, widzimy z réwnania (1), Ze
punkt drgajgey wychodzi z tego 4rodka O z predkoseig + 172 . % |/ AS)—£(0)
w kierunku OA, przybywa do A z predko$cia zero; wraca ku O, przechodzac
w odwrotnym porzgdku i w przeciwnych kierunkach przez tez same stany ruchu,
jakie przedtym posiadal, przybywa do O z predkoscia — )/ 2kV f{S)—A0).
odchyla sig nastepnie ku A', gdzie predkosé jego staje sie znowu rowng zeruy,
i, przybywszy do O, powraca do stanu poczatkowego. Po uplywie czasu T\
w ktorym punkt po wyjSciu ze §rodka wraca do niego z pierwotng predkosein.
powtarza sie ruch punktu. Drganie zatym proste jest ruchem peryjo-
dyoznym (okresowym), a czas T jest jego peryjodem (okresem).
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Zeby wiee rozpoznaé przebieg drgania prostego, wystareza uwazaé ruch pun-
ktu podezas jednego okresu T.
Kladae w réwnaniu (1) v = %% , otrzymamy
ds
H 2 VIS — s’

gdzie nalezy braé znak + lub — wedlug tego, czy punkt drgajacy oddala sig
od $rodka, czy si¢ don zbliza. W piérwszym bowiém przypadku roénie droga s
wraz z czasem, w drugim za§ ubywa; Ze za§ przyrost czasu zawsze jest do-
datny, przeto pierwiastek nalezy brat¢ w piérwszym przypadku dodatny,
w drugim za§ wjemny. Czas zatym £, w ktéorym punkt drgajacy opisze
czwarty czesé drogi, od O do A, hedzie

1 B ds
4 = - —
) k)2 f 7S — fis)

Punkt opisze dalszg droge od A do O w czasie

- 1 ¢ s =
ke VIS =

% czego sie okazuje, Ze oktes drgania wynosi

) )
K T=4t = . "—'(-ES—‘*__"
(5) k)2 ﬁ 17 108) — fis)

Niech
6) i

t. j. niech przySpieszenie hedzie proporeyjonalne wzgledem odlegloSei punktu
od $rodka O; ruch punktu w tym przypadku zowiemy ruchem harmoni-
cznym (drganiem harmonicznym). To zaloZenie daje

s s .
[f'(s).(?s:f .s'.r?S:—_b _2‘&
8 5

bedzie wige, wedlug (1),
(M) v? = 12 (82— s52).

Mozemy te predkodé obliezy® takZe bezposrednio z réwnania (6); mamy ho-
wiém wedlug tego rownania

(3) At ===

d

3

=— k28,
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Mnozge obie strony przez 2. -fz—i, otrzymamy

ds ds N ds
u.-ﬁ.*ﬁi‘-——-—gfb .S.W’ CZ}II
ds” .8 ds
at) T B8 dt’

skad, po scalkowaniu,

(%%)- =2 =—l2s*+aq,

gdzie a jest staly calkowania, Poniewas dla s =S8 jest =0, przeto a =17*S*,
a zatym v* =/[*(S* — ), Nadto mamy
1 5 ds 1 s T

n’l:--]—l:— Dmﬁ:—]; R.IB‘\N‘E' 2}‘

a przeto okres drgania hedzie

®) ’I‘__—L—._

Okres wiee drgania jest niezaleiny od jego obszernoei i od predkosei po-
czgtkowé) w punkeie O, zalezy za§ od spolezynnika %, dajacego wielko§é przy-
§pieszenia przy jednostee odleglogei od §rodka.

Jezeli obszerno&¢ drgania nie jest wiadoma, to moZemy ja obliczy¢
z wiadoméj predkosei V. w punkeie O. Wartosé stald] ¢ w réwnaniu

v2 = — 25> 4 @ wyznaczymy wtedy z warunku, Ze pray s=0 jest v =V,
co daje a =V?; bedzie wige
(9) 2 =V2—}%s?

T

o : A : :
skad wynika, Ze obszerno$t drgania S::.—E. Dla drgania harmonicznego,

liczae czas od $rodka O, jest ogdlnie

1 o 8
(10) f_?:ucsm—s-,
a poniewaz, wedlug réwnania (8),

2

(11) F= T
przeto mamy ogoélnie

L R
(12) t=go mc~31n~S~

skad otrzymujemy réwnanie ruchu

q o 2T T
(13) s:ﬂ.smw,l‘—;
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7 tego za§ rownania wynika wyraZenie na predkoSt

V=~ COS -

Widzimy zatym, Ze, obliczywszy z réwnania (8) okres drgania, mozomy droge
i predko&é wyrazi¢ praez czas.

Gdybyémy czasu nie liczyli od chwili wyjécia punktn ze Srodka, leez od
chwili, gdy odehylenie jego w strone ku punktowi A wynosi 6= Om, to by-
loby ogélnie

(14)

f_._zucsm— + C,

k
a gdy t=0 przy s=ga, practo U—-—-l—ﬂ‘t'ﬁ.‘iil}-i‘ kladae zag jeszeze
a gdy r=U pray §=ga, Pra = g y
8 O — 5 o gt
s=aresin =, mamy C=——, o zatym
1 . 8 Mo

t:—ﬁr(mcsmg—e), ezyli
(15) = ‘lﬁ (nm%m% — s)
skad
(16) s:.*S.sin(—g—,'T{,—tg -e).

19, ZASTOSOWANIA DO GIEOMETRYL, @). PROWADZENIE STYCZNYCIL
Jezeli punkt opisuje pewng krzywa, a warunki ruchu pozwalajg wyznaczyt
skladowe jego predkoSei w pewnych, odpowiednio dobranych kierunkach, to
sklad predkosei postuzy¢é moze do wykréSlenia stycznéj do toru punktu. Te
howiém styezng wyznacza wypadkowa rozwaZanych predkoSei. Na té& zasa-

dzie polega metoda kréslenia stycznych,

Vij podana przez .J, Roberval'a, Okazemy ja

na cyklojdzie. — Punkt m (fig. 9) opisze
cyklojde zwyczajng, jeZeli kolo tworzace
toezy sig po prostéj, albo inaczéj: jezeli
punkt 2 porusza sig jednostajnie po kole
tworzacym, a Srodek tego kola posuwa sie
# tgz samg predkoSeig jednostajnie i ré-
wnolegle do podstawy, MoZemy wiee po-
da¢ dwie skladowe predkosci, md =me,
z ktorych piérwsza w kierunku stycznym
do kola, drugn réwnolegla do podstawy.
Przekatna ma rombu mabe wyznaeza
predkosé punktu, a zatym styezng do ey-
Klojdy w punkeie m. Poniewa? trojkaty réwnoramicnne mae i mAO sa po-
dobne, a dwie pary ich bokbw odpowieduich sa do sichie prostopadle, przeto

Fig. 9.
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takze hok ma jest prostopadly do mA, z czego wynika, Ze styczna do cykloj-
dy przechodzi przez puukt B. Cieciwa wiee m A, przechodzaca praez punkt A ,
w ktorym kolo tworzace jest styczne do podstawy, jest normalng do cyklojdy
w punkeie m.

b). 'WyzNACZENIE SRODKA KrzZYWIZNY. Majac styczng do krzywéj, mo-
zemy wyznaczyC kinematyeznie jéj rodek krzywizny. Jezeli howiém 7, jest
przySpieszeniem normalnym, a » predkoSeiy w pewnym punkeie, to promiefi

. . v? z z
krzywizny bedzie p = o Ten wzbr pozwala w wielu przypadkach na latwe

wykréslenie §rodka krzywizny, co okaZemy réwniez na cyklojdzie. — Niechaj
punkt m (fig. 9) porusza sig jednostajnie z predkoscig » po kole tworzacym
o promienin R. Oznaczajac wtedy prazez o stosunek predkoéei v do promie-
nia kola, moZzemy przyjaé mb =V =wR. Z podobiefistwa trojkatow mae
imAO wynika

ma:mb=mA :m0, czyli

v:oR=mA:R,
gdzie v oznacza predko§é punktu na cyklojdzie w miejscu m. Z téj proporeyi
v—=w.mA=u0.y,

jexeli przez y oznaczymy cigciwe m A . Predkosé zatym punktu na cyklojdzie
jest proporeyjonalna wzgledem dlugoéei cigeiwy kola tworzgeego. Poniewaz
w kierunku me punkt nie ma przy§pieszenia, przcto przySpieszenic y na cy-
klojdzie réwna si¢ praySpieszeniu na kole; hedzie zatym

o omb?

= — 3R,

T=—pF—=

a rzut 7, tego przyépieszenia na normalng m A wynosi

_ap MA oy
’fn:f.('-OSO?RA.._..U) R.ﬁ{—_ o

Zatym promiefi krzywizny

PRZYKEADY I CWICZENIA.

(1). Przyjmujae, iz wedlug prawa Newtona praydpieszenie spadku pionowega
na ziemig jest odwrotnie proporeyjonalne wzglgdem kwadratn odleglodei od $rodke
ziemi, wyznaczyé prawa tego spadku ze znacznéj wysokodci,

Ribl, mat,-fiz,, 8, IV, T. X. 4
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Niechaj punkt m (fig. 10) spada z miejsca M, O oznacza Srodck ziemi, A za§
punkf na jéj powierzehni, Nazwijmy OA=r, OM =8, Mm =s, przezs | ozna-
czmy przyspieszenic w punkcie m, za$ przes g przyépieszenie na po-

]-.M wierzehni ziemi w punkeie A,  Wedlug zaloZenia, mamy
T = e
1m g (B—s)2"
2
Paniewaz zas T:-';Ti, przeto
] ¢
d% gt
a3~ (8 —s)2’
0 Mnozge przez 2. %g? i.calkujqc, otrzymamy
, 15 \* 2902
Fig .10,  p— ‘_.) 2
' = ( di B—s T
gdzie a jest staly calkowania, Z warunku, ze v =0 dla s =0, t. j, Ze punkt
1 9o
wychodzil ze spoezynku, wynika o= -—-H'q—r-, a zatym

8

a2

- 2gr2 8

S=TE R

Gdy nazwiemy AM =7, predkodé, z jakq punkt przybedzie na ziemig, wynosié

F')gc'l?.ia
o= / qh . ol s
v l 2¢h r Pk

dla bardzo zatym malych wysokodei % jest Vv=)"24n, jak z prayblizonéj teoryi
Galileusza wynika, wedlug ktéréj prayépieszenie jako stale uwazamy, Z wyrazenia
na predkodé » wynika:

1 8 B —s
({!_T.-i/é};. ]/ = . ds, o stad
1 8 B—s
t=— l/-ﬁfaa.]/ —+0,

grlzia. b jest nowy, stalg calkowania, Uzywajge podstawienia 8=

§
=22, latwo mo-

zna te calkg obliczyé 1 otrzymaé

!:—]—L- E}]/s(‘né%-—s)—as.at‘t:tang]/s_._”‘+i':.
P 2g §

Lic#ge czas od punktu M, mamy ¢t=0 dla s =0, a wige

—x 8 8

2 r 2g°
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— ]/ = 11/3(3 - s(—— -chtangl/s_“)}.

(2). Punkt A (fig. 11) porusza sig prostolinijowo i jednostajnie z predkodoeig
u; inmy punkt m, wyszedszy z miejsen M,
porusza sig ciagle ku punktowi A z pred- Yy
kodeig staly »: wyznaczyé tor punktu m, \
(Takg krzywa opisuje pies, idgey za swoim
panem).

Niech tor punktu A bedzie osig z, A,
polozeniem poczatkowym punktu A, of y
obrana w dowolnym poczgthu O, zas 0A, =,
Oznaczmy nadto przez o kat, ktéry prosta 1
mA tworzy z kierunkiem ujemnym osi z.

Z warunkéw zadania wynika, Ze

Jest zatym

\ -

=
s
R
<

Fig. 11,

dy mon' . y
de ~ OAj +-AA—O0m' — poAut—z’

gdzie z 1 y sg spélrzgdnymi punktu m, Jezeli wprowadzimy s —=Mum, to s =v.¢,

tang o —= —

a zatym . ¢ :i.s:ls, gdzie A= —. Otrzymamy wige z poprzedniogo
o o
réwnania
dz
(1) x—y.Ty:p-—I-kﬁ,

jako réwnanie rézniczkowe krzywéj (in). Roézniczkujpe to réwnanie waglgdem y,
mieé bgdziemy

. A ds

VaE Ty

Poniewas zné — :#-‘l/ —}— (na.le;y braé znak —, widoeznie bowiém
dy

lik s ro$nie przy malejgeym y), przeto réwnanie rozniczkowe krzywéj, uwolnione
od s, bedzie

S— d
/ By, q
MV 1=y 5

gdzie q:-(j—m-. Calkujge to réwnanie, otrzymamy
dy
A —
(@) (i) =¢+V 142,
a

gdzie « jest staly calkowania, To réwnanie daje y =a dla g==0, a wige stala a
oznacza rzedng y tego punktu naszéj krzywéj, w ktérym styczna jest prostopadia
do osi a-6w. Majge spélrzgdne a4 i y, punktu M i kiernnek ruchu w tym pun-
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. . dx
keie, mozemy z réwnania (2) obliezyé staly «. Wprowadziwsay ponownie r P
miast ¢ w réwnaniu (2), otrzymimy z niego

(&)
dx 14

Ty
a
a stgd, ealkujae, miéé hedziemy

. yhtl ah S
Eﬁ-‘-b’}"_(?&—l-l)ﬂl_l—)\'y :

Obierzmy styezng do (n) wpunkeie y ==« (a wice prostopadly do osi a-6w) zn
nows of 0w, wskutelk tego a=0 przy y=—ua, co dozwaln oznaczyé warlodé
stalé) o,

}L(!

B—1"

=

A zatym otrzymujemy w tym ukladzie spolrzednych

ha \ gyt ah
) 2 (o ) = [ ey e

jako réwnanie krzywéj przy A=1. — Dla A=1 mamy ogélnie z pierwotnego
réwnania rézniczkowego
2. de :(—1 — i) cdy, nowiee

a U

2410 :—y—-—-ﬂ.fy.
2

Poniewaz za§ w naszym ukladzie spolvagdnych jest y==n pray #==0, przeto

b= '-—a——-——;—-(rr, i
4 2(_. _“_)z’i“___ gl
) e 4 g e

jest rOwnaniem réwnowaznéj krzywéj pray A = 1. — Odlegloéé wzajemna jedno-
czesnych miejse punktéw biezgeych m i A, ktéra jest zarazem dlugofciy odeinka
styeznéj do torn (in) w m od punktu stycznofei do punkbu przecigein sig z to-
rem (A) w A, nazwijmy 8. Mamy tu

(®) s=ol/ The=-L[(L) +(-2)] '
2 a Yy

Gdy punkt m dosiggnie punktu A, bedzie y=0. Jezeli A\>> 1, to przy y=—=0

z réwnaf (3) i (5) wynika a=o0, o d=oo, co oznaczu, Ze przy h>1

punkt m nie dosiggnic punktu A. Wrazie, gly A <<1, ofrzymamy z tychie ré-

wnai przy y =0
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Aa
= =5 8 =0,
. .. Aa
a zatym punkt ;m dosiegnie punktu A w odleglodei s od tego punktu, w kté.

rym styczna do kraywé] () jest prostopadla do prostéj (A). Wrazie nakoniee, gdy

h=1, & jest nieskoriczenie wielkie przy y =0, a zatym pankt m nie dosiggnie

punktu A. — WyraZenia na 1}—5 wekazujy, Ze przy A==1 of a-6w jest asymploty
dy

kraywej (m), co takie okazuje, Ze w tych przypadkach punkty mi A zej

by razem nie mogiy.

§C 59 2 504

(8). Wiadomy jest czas, po ktorego uplywie uslyssymy uderzenie o wodg
kamienia, wrzuconego do glgbokiéj studni: obliczyé glebokodé téj studni.

(4). Okazaé, 2o czasy, w ktdrych punkt, spadujycy pionowo ze spoczynku,
opisuje réwne drogi, sy proporeyjonalne wazgledem licah J/1—}/0 : }/'2—] 1
e IR .y o predkodel koicowe wazgledem liozh |/I”: AR l/’:-}‘: Fe

(5). 7 dancgo miejsen M spada punkt ze spoezynku pionowo na ziemig,
a jednoezesnie inny punkt z danego micjsca N, lezgeogo na pionie punkiu MM,
wznosi sig pionowo z dang predkeseig: podaé warunki, Zeby obadwa punkty sig
spotkaly, tudziez czas i micjsce spotkania, i zbadaé rozmaite praypadki, jukie w tym
zadaniu zachodzié mogg.

(6). Punkb porusza sig jednestajnie po kole, ktérego érodek posuwa sig je-
dnostajnie po dandj prostéj: wyznaezyé tor punktu i podaé warunki, aby ten tor
byt eyklojda.

(7). Punkt porusza sig jednostajnie po kole, ktérego srodek opisuje jedno-
stajnie inne kolo: wyznaczyé tor punktu i podaé warunki, aby ten tor byl linijy

" prosty.

(8). DTrgdkosé punkbu w kierunku kazdéj z trzech osi prostokatnogo ukladu
spélrzgduyceh jost proporeyjonalna wzgledem iloezynu jego spélrzgduyeh, réwnole-
glyeh do dwu pozostalych osi: wyznaczyé tor i przyspieszenie punktu,

(9). Danc sy dwa punkby m, 1 my: wyznaczyé migjsce gicometryezne tych
punktdw, z ktorych spadek prostoiinijowy ze spoczynku ku punltom img i s, doko-
nywa sig w tym samym czasie. (Szukane micjsce jest wogdlunodel powierzehinig yzgdn
3-go, a gdy m, i my znajdujg sig na tym samym pionie, to szukane miejsce jest hi-
perbolojdg obrotowsy réwnoboezng,.)

(10). Prosts, po ktéréj punké spada, zadosé czynige danym warunkom,
w najkrotszym czasie, nazywamy prosbtg najkrétszego spadku. Wyunaczyd
taks prosta, jezeli punkt spdda ze spoczynku z ogniska paraboli do jéj obwodu,
o paraboli jest pionowa, a wicrzcholek ponad ogniskiem

(11). Wyznaczyé prosty najkrotszego spadku migdzy jakimikolwiek dwiema
krzywymi w téj saméj plaszezyZnie pionowéj,

(12), Nieth prodkosé wody w kazdym punkeie na powierzchni vzeki beduie
proporeyjonalna wzglgdem odleglodei tego punktu od najhlizszego brzegu, a plywak
(nwazany jako punkt) nadaje sobie staly predkodé, prostopadly do kierunku biegu
wody : wyznaczyé tor plywaka i czas jego przeprawy wpoprzek rzeki,
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(138). Niech prgdkoséé wody na powierzehni rzeki bgdzie stala, a plywal, wy-
chodzgey z danego punktu na jednym brzegu, nadaje sobie predkosé staly, skie-
rowang ciggle ku punktowi, lezgcemu naprzeciw punktu wyjéein na brzegu przc-
ciwnym: wyznaczyé tor plywaka 1 czas przeprawy przez rzeke.

(14). Punkt porusza sig na plaszesyfnie tak, Ze promiei krzywizny jego
toru opisuje w réwnych czasach réwne pola: okazaé, Ze kwadrat prazydpieszonia 7
tego punktu wyrazi sig zapomocy wzorn:

w ktorym p oznacza promie krzywizny, a ¢ staly predkosé wyeiukowy tego pro-
mienin,

(15). Jezeli punkt porusza sig na powierzchni, », i v, oznaczajy jego pred-
kodei w kierunkach stycznych do linii krzywizn gléwnyeh téj powierachni, a p, i py
odpowiednie promienie krzywizn glownych, to przydpieszenic 7y punktu w kic-
vunku normalnym do powierzehni wynosi

TN
P

(16). Wyznaozyé take krayws na plaszesyinie pionowéj, izby spadek po
styczné) z kazdego punktu téj krzywéj do dandj prostéj pozioméj dokonywal sig
w tymsamym czasie,

(17). Jezeli », ¢ oznaczajg spélrzgdne biegunowe punktu, poruszajgcego sig
po krzywéj plaskiéj, to

. r!ru_i_ ,}.2 'Pch”"'— r ’,I,Pfg T r (1 [P --Epl”) + 0 tPI'?J;; _!_ r A(Pr:l
1% ,.:-z._l_,.'z(PlE r n Vs “"I‘? o

gdzie o, ', ¢, 0" oznaczaja piérwsze i drugic pochodne spéhrzgdnych wzgle-
em ¢zasu,
dem czasu

=

(18). Okazaé, Ze przySpieszenic styczne i normalne ruchu centralnego wy-
razajy sig zapomocy wzorow
v Edr i T 2a

j=— =

v o’ v

» —— i

(19). Jezeli prayépieszenic punktu posiada ciggle ten sam kierunek, to
3

= {-{;—,_ gdzie p jest promieniem krzywizny toru, a A wieclkoscig staly (bwier-
dzenie i, Habicha).

(20). Przydpieszenie ruchu centralnego po elipsic ma kierunek ku $rodkowi
elipsy: wyznaczyé to praydpieszenie w funkeyi promienia wodzgcego.

(21). Wyznaczyé przyépieszenie ruchu centralnego po nastgpujgeych krzywych:
a) po kole, gdy $rodek ruchu lezy na jego okregu; b) po kraywéj »% == a%cos 3y,

¢) po spiralnéj » = ach®'eyp, W przypadkach 4, 1 ¢, poczatek spélrzednych jest
grodkiem ruchu,
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. (22). Na obwodzie kola o promienia » znajduje sig n punktéw w odstepach
véwnych, a kazdy z tych punktéw porusza sig ciggle ku punktowi sgsiedniemu
u predkodeiy staly »: wyznaczyé tor kazdego punktu i okazaé, Ze wezystkie punkty
1

dojdg jednoczesnie do Srodka kola w czasie % T
sin —
n
(23). Loksodromg na powierzchni obrotowéj nazywamy tg krzyws, kbéra
wszystkie poludniki przecina pod kgtem stalym, Niech punkt opisuje loskodromg
na kuli; wyznaczyé jego v i ¥ i okazaé, Ze wrazie, kiedy punkt tak sig porusza
po loskodromie, iz jego dlugosé gieograficzna rosnie jednostajnic z czasem, to
predkosé i przyspieszenic bgdy proporeyjonalne wazgledem dostawy jego szerokodel
gieografieznéj.




