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18. DRGANIE PEOSTE. Jeżeli punkt, poruszający się po prostej w obu
kierunkach między dwoma punktami A i A' (fig. 8), za każdym razom dn
oddzielnego punktu tej prostej przybywa
z tąż samą prędkością, zmieniającą się od ,
punktu do punktu, prędkości zaś jego ruchu , 7* i T ^
w dwu miejscach ni i ni', położonych syme-
trycznie względem środka O prostej AA', są •Flg* 8 l

sobie równe, wtedy r u c h punktu nazywamy
d r g a n i e m p r o s t y m . Punkt O zowiemy ś r o d k i e m d r g a n i a . Odda-
lenie s = O m punktu w dowolnym położeniu m od środka drgania nazywamy
jego o d c h y l e n i e m , a największe z tych odchyleń, to jest odchylenie
S = OA = OA', nazywamy o b s z e r n o ś c i ą d r g a n i a .

Z określenia tego ruchu wynika, źe w punktach A i A' kierunek ruchu
punktu • zmienia się na wprost przeciwny, a zatym w tych punktach prędkość
punktu drgającego jest równa zeru. .Drganie proste jest określone ogólnie
zapomocą. następującego równania:

(1) »» = 9ft». [/, (8) - / ( « ) ] ,

w którym h% jest wiadomym spółczynnikiem, a / oznacza funkcyją odchylenia,
która zadość czyni warunkowi /(S) >f(s), skoro S > S, Jakoż, to równanie
daje na v tylko wtenczas wartość rzeczywistą, gdy s-<S, zaś v—0 przy s = S;
a zatym wskazuje ono, że ruch ma miejsce między krańcami A i A'; jeżeli
tlodatne S liczymy od środka O, to każdej wartości s odpowiadają dwie warto-
ści v, bezwzględnie równe a przeciwnego znaku, co być powinno według okre-
ślenia drgania prostego. Różniczkując to równanie względem czasu, otrzy-
mamy

dv 7„ ..' . ds

ponieważ zaś dla ruchu prostoliniowego -(— ~JJ , a v = -JJ , przeto

skąd wynika, że drgania proste jest ruchem centralnym, którego środkiem jest
punkt O, Przyjmując początek drgania w środku O, widzimy z równania (1), ŹP
punkt drgający wychodzi z tego środka O z prędkością + [^2 .Je |//(S)—/(O)
w kierunku OA, przybywa do A z prędkością zerOj wraca ku O) przechodząc
w odwrotnym porządku i w przeciwnych kierunkach przez też same stany ruchu,
jakie przedtym posiadał, przybywa do O z prędkością — ]/2ik\/'f{S)—/(O),
odchyla się następnie ku A', gdzie prędkość jego staje się znowu równą zeru,
i, przybywszy do O, powraca do stanu początkowego. Po upływie czasu T.
w którym punkt po wyjściu ze środka wraca do niego z pierwotną prędkością,
powtarza się ruch punktu. Drganie zatym proste jest ruchem peryjo-
dyoznym (okresowym), a. czas T jest jego pery jodem (okresem).
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Żeby więc rozpoznać przebieg drgania prostego, wystarcza uważać ruch pun-
ktu podczas jednego okresu T.

ds
Kładąc w równaniu (1) v = - r r , otrzymamy

1 ds

gdzie należy brać znak + lub — według tego, czy punkt drgający oddala się
od środka, czy się doń zbliża. W pierwszym bowiem przypadku rośnie droga s
wraz z czasem, w drugim zaś ubywa; że zaś przyrost czasu zawsze jest do-
datny, przeto pierwiastek należy brać w pierwszym przypadku dodatny,
w drugim zaś ujemny. Czas zatyni t\, w którym punkt drgający opisze
czwartą część drogi, od O do A, będzie

(4)
/O

Punkt opisze dalszą drogę od A do O w czasie

•0

ż czego się ókazujo, że okres drgania wynosi

Niech
(6) Ya=-ft»ff,

t. j . niech przyśpieszenie będzie proporcyjoilalne względem odległości punktu
od środka O; ruch punktu w tym przypadku zowiemy r u c h e m h a r m o n i -
czny m (d r g a n i em h a r m o n i c z n y m). To założenie daje

Q 2

będzie więc, według (1),

(7) v2 = W(S2 — s'1).

Możemy tę prędkość obliczyć także bezpośrednio z równania (6); mamy bo-
wiem według tego równania
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Mnożąc obie strony przez 2 . — , otrzymamy
Ci u

o ds tPs o 7 „ ds

skąd, po scałkowaniu,

gdzie a jest stalą całkowania. Ponieważ dla ,s —S jeat 0 = 0 , przeto a=:Z,'-S'2,
a żafcyin r- — k-(S'1 —• s"). Nadto maray

. 1 fS ds 1

a przeto okres drgania będzie

(8) ' . T = X ' .

Okres więc drgania jest niezależny od jego obszernośoi i od prędkości po-
czątkowej w pnnkcic O, zależy zaś od spółczynnika li, dającego wielkość przy-
śpieszenia przy jednostce odległości od środka.

Jeżeli obszerność drgania nie jest wiadoma, to możemy ją obliczyć
z wiadomej prędkości V w punkcie O. Wartość stałej a w równaniu
v'2 = — ifis^Ą-a wyznaczymy wtedy z warunku, że przy s = O jest ?' = V,
co daje a = V2; będzie więc

(9) f2 = V2 — 7J2«2,

y
skąd wynika, że obszerność drgania S =. -r . Dla drgania liarmonicznegOj

licząc czas od

(10)

a ponieważ,

(11)

przeto mamy

(12)

środka

według

ogólnie

0, jest ogólnie

i - 1

7c
równania (8),

skąd otrzymujemy równanie, ruchu

(13) S~B

. s
• arcsm-g-;

D

27C
- T '

1 . s-arcsm-g-,

• s i l i - w - •
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Z tego zaś równania wynika wyrażenie na prędkość

(14)

Widzimy zatym, że, obliczywszy z równania (8) okres drgania, możomy drogę
i prędkość wyrazić przez czas.

Gdybyśmy czasu, nie liczyli od cliwili wyjścia pnnktu ze środlca, lecz od
chwili, gdy odchylenie jego w stronę ku punktowi A wynosi a —Om, to by-
łoby ogólnie

a gdy t = 0 przy s — a, przeto 0 = r-arc sin-w-; kładąc zaś jeszcze

O ,w S

$ = arc sin -=-, mamy U = : • T- , ft zatym

s= - ~ (arc sin - | s ), czyli

T
(15)

skąd

(16)

19. ZASTOSOWANIA BO GIEOMETRTI. a). PROWADZENIE STYCZNYCH.

Jeżeli punkt opisuje pewną krzywą, a warunki ruchu pozwalają wyznaczyć
składowe jego prędkości w pewnych, odpowiednio dobranych kierunkach, to
skład prędkości posłużyć może do wykreślenia stycznej do toru punktu. Tę
bowiem styczną wyznacza wypadkowa rozważanych prędkości. Na tej zasa-

dzie polega metoda kreślenia stycznych,
podana przez J . R,oberval'a. Okażemy ją
na cyklojdzie. — Punkt m (fig. 9) opisze
cyklojdę zwyczajną, jeżeli koło tworzące
toczy się po prostej, albo inaczej: jeżeli
punkt m porusza się jednostajnie po kole
tworzącym, a środek tego koła posuwa się
z tąź samą prędkością jednostajnie i ró-
wnolegle do podstawy. Możemy więc po-
dać dwie składowe prędkości, m b = mc,
z których pierwsza w kierunku stycznym
do koła, druga równoległa do podstawy.

i e - 9> Przekątna ma rombu mahe wyznacza
prędkość punktu, a zatym styczną do cy-

klojdy w punkcie »i. Ponieważ trójkąty równoramienne mac i ?wA0 są po-
dobne, a dwie pary ich boków odpowiednich są do siebie prostopadlo, przeto
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także bok ma jest prostopadły do IM A, z czego wynika, że styczna do cykloj-
dy przechodzi przez punkt B. Cięciwa więc ni A, przechodząca przez punkt A ,
w którym koło tworzące jest styczne do podstawy, jest normalną do cyklojdy
w punkcie m.

b). WYZNACZENIE ŚRODKA KBZYWIZNY. Mając styczną do krzywej, mo-
żemy wyznaczyć kinematycznie jej środek krzywizny. Jeżeli bowiem, Y„ jest
przyśpieszeniem normalnym, a v prędkością, w pewnym punkcie, to promień

v-
krzywizny będzie p = —-. Ten wzór pozwala w wielu przypadkach na łatwe

'(»
wykreślenie środka krzywizny, co okażemy również na cyklojdzie. — Niechaj
punkt m (fig. 9) porusza się jednostajnie z prędkością. v po kole tworzącym
0 promieniu K.. Oznaczając wtedy przez w stosunek prędkości v do promie-
nia koła, możemy przyjąć »»5 = V = toB.. * Z podobieństwa trójkątów mac
1 m AO wynika

ma :mb — m A : mO, czyli
v

gdzie v oznacza prędkość punktu na cyklojdzie w miejscu m. Zi tej proporcji

v = w . w A = 0). y,

jeżeli przez y oznaczymy cięciwę inA. Prędkość zatym punktu na cyklojdzie
jest proporcyjonalna względem długości cięciwy koła tworzącego. Ponieważ
w kierunku mc punkt nie ma przyśpieszenia, przeto przyśpieszenie 7 na cy-
klojdzie równa się przyśpieszeniu na kole; będzie zatym

a rzut fn tego przyśpieszenia na normalną mA wynosi

>(n — •/•. cos Owi A = u)2E . -cyrf = - y

Zatym promień krzywizny

PRZYKŁADY I ĆWICZENIA.

(1). Przyjmując, iż według prawa Newtona przyśpiesżMiio spadku pionowego
ha ziemię jnsf. od wrotnio proporcyjonalne względem kwadratu odległości od środka
z i i wyznaczyć prawa togo spadku ze znacznej wysokości.

Bibl. mat.-flz., S. IV, T. X.
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Niechaj punkt m (fig. 10) spada z miejsca M, 0 oznacza środek ziemi, A zaś
punkj; na jej powierzchni. Nazwijmy 0 A = c , O M = S , M.m = », przez y ozna-

czmy przyśpieszenie w punkcie m, zaś przez g przyśpieszonie na po-
•M wierzchni ziemi w punkcie A. Według założenia, mamy

o l» — O"
Ponieważ zaś y = — - , przeto

tlfi (S — «)a"

IWnożąc przez 2 . -— i całkując, otrzymamy

gdzie a jest stali), całkowania. Z warunku, że u = 0 dla .« — 0, t. j . że punkt

wychodził ze spoczynku, wynika a = =—i a zatym
o

~ S " S — s '

fidy nazwiemy AM = 7i, prędkość, z jaką, punkt przybędzie na ziemię, wynosić
będzie

dla bardzo zatym małych wysokości h jesfc Y = J/2^A, jak s! przybliżonej teoryi
Galileusza wynika, według której przyśpieszenie jako stałe uważamy, Z wyrażenia
na prędkość » wynika;

(U=T-]/'rg'\
//

g „
gdzie h jest nowa stałą całkowania. Używając podstawienia '-z^z1, łatwo mo-

s
źna tę całkę obliczyć i otrzymać

8 (S — s) — S . afc tang

Licząc czas od punktu M, mamy t = 0 dla s = 0, a więc

T'Ty Tg'
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Jest zatym

(2). Punkt A (fig. 11) porusza się prostoliniowo i jednostajnie z prędkością,
u; inny punkt mt wyszedszy z miejsca M,
porusza się ciągle ku punktowi A z pręd-
kością, stałą, v: wyznaczyć tor punktu m.
(Taką, krzywą opisuje pies, idący za swoim
panem).

Niecli tor punktu A będzie osią, x} Ao

położeniem początkowym punktu A, oś y
obrana w dowolnym początku O, zaś OAO—JL.
Oznaczmy nadto przez a kąt, który prosta
mA tworzy z kierunkiem ujemnym osi x.
Z warunków zadania wynika, że

dy

Kg. 11.

, y dy_ i W
a n g < X ~ ~ ~7x~~ OA0+-A0A — Om'

gdzie x i y są spółrzędnymi punktu m. Jeżeli wprowadzimy .? =r Mm, to s = v , ł,
Xl 11

a zatym u.t=z — . s = Xs, gdzie X = — . Otrzymamy więc z poprzedniego

równania

(1)
dx

•y. —

jako równanie różniczkowe krzywej (m). Różniczkując to równanie względem */,
mieć będziemy

Ponieważ zaś — — — 1 / 1 + 1 — I (należy brać znak —, widocznie bowiem
dy y \dyj

}uk s rośnie przy malejącym i/), przeto równanie różniczkowe krzywej, uwolnione
od s, będzie

dx

l.]/T+f = y . ^

Całkując to równanie, otrzymamygdzie q:

(2)

gdzie a jest stałą całkowania. To równanie daje y = a dla q £=: 0, a więc stała a
oznacza rzędną y tego punktu naszej krzywej, w którym styczna jest prostopadła
do osi ic-ów. Mając spólrzędue x0 i y0 punktu M i kierunek rncliu w tym pun-
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kole, możemy z równania (2) obliczyć stałą, a. Wprowadziwszy ponownie -— za-
J

miast q w równaniu (2), otrzymamy z niego

dx \ a J

a stad, calkująn, mióć bgdziemy

Obierzmy styczna, do (V.) w.punkcie y = « (a więc prostopadły do osi .T-ÓW) za
nową oś 1/-ÓW, wskutek tego . r = : 0 przy y rr; a, PO dozwala oznaczyć warl.ośó
Stałej ?>,

" ~ X 2 — 1

A zatym otrzymujemy w tyra układzie spółrzgdnyćh

X2 - \

jako równanie krzywej przy X i < l . — D l a X = I mamy ogólnie z pierwotnego
równania różniczkowego

2 . dx =z j — I. </)/, a więo
\ a y ) '

a.ly,

Ponieważ zaś w naszym układzie Rjoółrzgdnyoli jest j/ = a przy a:=^:0, przeto

jest równaniem równoważnej krzywej przy X = 1. — Odleglośó wzajemną jedno-
czesnych miejso punktów bieżących m i A, która jest zarazem długością, odcinka
stycznej do toru (m) W m od punktu styczności do punktu przecięcia się z to-
rem (A) w A, nazwijmy §. Mamy tu

00 8

Gdy punkt m dosięgnie punktu A, będzie y = 0. Jeżeli X > 1 , to przy j = 0
z równań (3) i (5) wynika a = oo, a § = oso, co oznacza, że przy X > 1
punkt m nie dosięgnie punktu A. Wrazie, gdy X < C l , otrzymamy z tychże ró-
wnań przy 7/ r z 0
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a zatym punkt m dosięgnie punktu A w odległości T- od tego punktu, w któ.

rym styczna do krzywej (m) jest prostopadła do prostśj (A). Wrazie nakonicc, gdy
\ = 1, x jest nieskończenie wielkie przy y = 0, a zatyni punkt m nie dosięgnie

punktu A. — Wyrażenia na — wskazują, że przy \>zl ośz-ów jest asynrptota,

krzywej (m)t co także okazuje, że w tych przypadkach punkty m i A zejść się z so-
bą, razem nie mogą.

(3). Wiadomy jest czas, po którego upływie usłyszymy uderzenie o wodg
kamienia, wrzuconego do głębokiej studni: obliczyć głębokość tej studni.

(-1). Okazać, że czasy, w których punkt, spadający pionowo ze spoczynku,
opisuje równe drogi, są, proporcyjonalnc względem liczb J / l — \ / Q : }/ 2 — ) / 1 ;
: \< 3 — ]/ 2 : . . . , a prędkości końcowe względem liczb ]/1 : ]/ 2 : [/ 3 : . . . .

(5). , Z danego miejsca M spada punkt ze spoczynku pionowo na ziemię,
a, jednocześnie inny punkt z danego miejsca N, leżącego na pionie punktu M,
wznosi sig. pionowo z daną prędkością,: podać warunki, żeby obadwa punkty się
spotkały, tudzież czas i miejsce spotkania, i zbadać rozmaite przypadki, jakie w tym
zadaniu zachodzić mogą.

(6). Punkt porusza się. jednostajnie po kole, którego środek posuwa się je-
dnostajnie po danej prostej: wyznaczyć tor punktu i podać warunki, aby ten tor
był oyklojdą.

(7). Punkt porusza się, jednostajnie po kole, którego środek opisuje jedno-
stajnie inne koło: wyznaczyć tor punktu i podać warunki, aby ten tor był liniją,
prostą.

(8). Prędkość punktu w kierunku każdej z trzech .psi prostokątnego układu
spółrzgduyoh jost proporeyjonalna względem iloczynu jego spółrzęduych, równole-
głych do dwu pozostałych osi: wyznaczyć tor i przyśpieszenie punktu.

(9). Dano są dwa punkty w1 i m2: wyznaczyć miejsce gioometryczue tyeh
punktów, z których spadek prostolinijowy ze spoczynku ku punktom mx i m% doko-
nywa się w tym samym czasie. (Szukane miejsce jest wogólności powierzchnią rzędu
3-go, a gdy M, i ?n2 znajdują, sig na tym samym pionie, to szukane miejsce jest hi-
porbolojda, obrotową równoboczną.)

(10). Prostą, po której punkt spada, zadość czyniąo danym warunkom,
w najkrótszym, czasie, nazywamy prostą najkrótszego spadku. Wyznaczyć
taką prostą, jeżeli punkt spada ze spoczynku z ogniska paraboli do jćj obwodu,
oś paraboli jest pionowa, a wierzchołek ponad ogniskiem

(11). Wyznaczyć prostą najkrótszego spadku między jakimikolwiek dwiema
krzywymi w tej samćj płaszczyźnie pionowej.

(12). Niech prędkość wody w każdym punkcie na powierzchni rzeki będzie
proporeyjonalna względem odległości tego punktu od najbliższego brzegu, a pływak
(uważany jako punkt) nadaje sobie stałą prędkość, prostopadłą do kierunku biegu
wody : wyznaczyć tor pływaka i czas jego przeprawy wpoprzek rzeki.
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(13). Niech prędkość wody ua powierzchni rzeki będzie stalą, a pływak, wy-
chodzący z danego punktu na jednym brzegu, nadaje sobie prędkość stałą, skie-
rowaną, ciągle ku punktowi, leżącemu naprzeciw punktu wyjścia na brzegu prze-
ciwnym: wyznaczyć tor pływaka i czas przeprawy przez rzekę.

(14). Punkt porusza się, na płaszczyźnie tak, że promień krzywizny jego
toru opisuje w równych czasach równe pola: okazać, że kwadrat przyśpieszenia y
tego punktu wyrazi się zapomocą wzoru:

a — i l J

w którym p oznacza promień krzywizny, a c stałą prędkość wycinkową tego pro-
mienia.

(15). Jeżeli punkt porusza się na powierzchni, o, i v2 oznaczają jogo pręd-
kości w kierunkach stycznych do linii krzywizn głównych tej powierzchni, a p, i p2

odpowiednie promienie krzywizn głównych, to przyśpieszenie y s puuktu w kie-
runku normalnym do powierzchni wynosi

(1.6). Wyznaczyć taką krzywą na płaszczyźnie pionowej, iżby spadek po
stycznej z każdego punktu tej krzywej do danej prostej poziomej dokonywał się
w tymsamym czasie.

(17). Jeżeli r, <p oznaczają spółrzgdne biegunowe punktu, poruszającego się
po krzywej płaskiej, to

i _ ) V +rł<p'<p"+ jV<p'a ^ _r(r<f" — tfr") + 2 (p V 2 + ra <p'a

gdzie >•', r"j tp', tp" oznaczają pierwsze i drugie pochodne spółrzęduych wzglę-
dem czasu.

(18). Okazać, że przyśpieszenie styczne i normalne ruchu centralnego wy-
rażają sig zapomocą wzorów

Y ldr y 2 a

(19). Jeżeli przyśpieszenie punktu posiada ciąrgle ten sam kierunek, to
v3

'I = r—, gdzie p jest promieniem krzywizny toru, a X wielkością stałą, (twier-

dzenie E. Habicha).
(20). Przyśpieszenie ruchu centralnego po elipsie ma kierunek ku środkowi

elipsy: wyznaczyć to przyśpieszenie w funkcyi promienia wodzącego.
(21). Wyznaczyć przyśpieszenie ruchu centralnego po następujących krzywych:

a) po kole, gdy środek ruchu leży na jego okręgu; b) po krzywej r3 = a3cos3cp,
c) po spiralnej r = ae^cotBlp. W przypadkach b. i c, początek spółrzędnycli jest
środkiem ruchu.
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. (22). Na obwodzie koła o promieniu )• znajduje się n punktów w odstępach
równych, a każdy z tych punktów porusza się, ciągle ku punktowi sąsiedniemu
•/, prędkością stałą u: wyznaczyć tor każdego punktu i okazać, że wszystkie punkty

r 1
dojdą, jednocześnie do środka koła w czasie — . • —

v . TT
sin —

n

(23). Loksodromą na powierzchni obrotowej nazywamy tę krzywą, która
wszystkie południki przecina pod kątem stałym. Niech punkt opisuje loskodrornę,
na kuli; wyznaczyć jego y i y i okazać, że wrazie, kiedy punkt tak się porusza
po loskodromie. iż jego długość gieograficzna rośnie jednostajnie z ozasetn, to
prędkość i przyśpieszenie będą proporoyjonolne względem dostawy jego szerokości
gieografioznej.


