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Stosownie do tego okréslenia predkosd nalezy prayjmowaé juko przyspieszenie vrzgdu
zero, pray§pieszenie za§ w cidlejszym znaczeniu jako prayépieszenie rzgdu pidrw-
szego, Praydpieszenie rzgdu n-go jest granicy stosunku przyrostu praydpieszenia rzgdu
(n—1)-go w clemencie czasu, do tego clementu czasu, gdy oba wyrazy stosunku
zdainjy do zera, Przyrost przyspieszenia rzgdu (n— 1) go w elemencie czasu zo-
wiemy przys$piecszeniem elementarnym rze¢du n-go; mozemy zatym pray-
épieszenie vzgdu n=go okréslié takze juko granieg stosunku przyspieszenia elementar-
nego rz¢du n-go do elementu czasu, Jezeli v jest predkoscia, to dv jest przy-

L. . dv o .
dpieszeniem elementarném ruchu rzgdu l-go, a zatym o przyspieszeniem rzgdu

1-go. 7 windomego przyépieszenia rzg¢du n-go otrzymujemy drogg wskutele (n--1)-
krotnego calkowania, a stale calkowania wyznaczamy z wiadomych warunkéw po-
czatkowych,

Z powyzszych okrésleni widzimy, iz z danego zwigzku miedzy drogs,
o czasem mozemy rozpoznaé wszelkie cechy ruchu, a gdyby ten zwigzek nie
byl wprost dany, nalezy go wyznaczyé przez calkowanie, aby potym dochodzié
wilasno$ei ruchu.

10. Rucu xrzyworiNwowy., Poznajemy cechy i wlasnodei krzywolini-
jowego ruchu punktu przez rozklad tego ruchu na ruchy elementarne, odby-
wajgce sig w nieskofiezenie malych przedzialach czasu.

Granica kierunku prostéj, ktéra Igczy miejsce punktu w czasie ¢ z bez-
poérednio nastepujacym miejscem jego w czasie £+ d¢, wyznacza kierunek
ruchu tego punktu. Poniewaz granicg téj prosté] jest styczna do toru punktu,
przesunigta w miejseu, ktére punkt zajmuje w czasic ¢, przeto ta styczna wy-
znacza kierunek ruchu. W elemencie czasu przyjmujemy ruch jako prostoli-
nijowy; skoro zatym punkt do koiea czasu ¢ opisal droge s, a w czasie di
droge ds, to predkost tego ruchu elementarnego w kierunku stycznéj wedlug
poprzednich okréslen hedzie:

1) p=—

Te wielko$t nazywamy predkodeig krzywolinijowego ruchu punktu w tym miej-
scu na torze, ktore odpowiada obranéj wartosei dla . Droge s liczymy przy-
tym od pewnego, zreszty dowolnie obranego, micjsca na torze poruszajicego
sig punktu. Okréglenie predkosei, jako piérwszéj pochodndj drogi wzgledem
czasu, stosuje sig zatym do kazdego ruchu punktu, jezeli tylko kierunek ruchu
przyjmujemy zarazem jako kierunek predkoSei. Jezeli predkosé jest stala,
to ruch nazywamy jednostajnym, bez wzgledu na tor poruszajgcego si¢ pun-
ktu. Wszystkie twierdzenia o ruchu prostolinijowym i jednostajnym mozemy
zastosowaé do ruchu elementarnego na linii krzywé;.

Niech @, y iz beda spélrzednymi prostokatnymi miejscam poruszajacego
sig punktu, ktére on zajmuje w czasie ¢; wowezas & +dz, y+dyis+dz
bedg spolrzednymi jego miejsca sgsiedniego w czasie t 4 di, a réiniczki da,
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dy i dz oznaczajg drogi, jakie rzuty tego punktu opisujg na osiach spélrze-
dnych w przedziale d¢ czasu. Z tego wynika, Ze rzuty predkoei » na osi
spolrzgdnych wyrazajy sig wzorami

: o dz dy __@
@) ST =g S

z ktorych wynika nowe wyrazenie predkosei ruchu

] dzy? rI J ( d z“)m'i
@) g I/ (@) +(0) + ()
Ten wzor daje warto§é, a réwnania (2) wyznaczajy kierunek predkosei. Sto-
sujemy powyZsze wzory wtedy, kiedy ruch punktu okréslony jest zapomocy
trzech réwnan
(4) s=T0), y=Fut), s=Ty)

dozwalajgeych wyznaczyé micjsce punktu w kazdym czasie, a ktére nazywamy
réwnaniami ruchu. Ruogujge z tych réwnai parameter £, otrzymamy
dwa réwnania migdzy @, y i #, ktére wyznaczajg tor punktu. Rugowanie czasn
nie jest atoli koniecznie potrzebne; mozemy howiém dochodzié wlasnoéei linii
krzywéj, ktoréj spolrzedne punktowe sy funkeyjomi pewnego parametru, za-
chowujge 6w parametr w toku rachunku, —

dz dy dz
at’ dae? dt
ktu, branych w kierunkach osi spélrzednych. Wyznaczywszy te pochodne
z réwnaf ruchu, mozemy ruch punktu w kazdéj chwili rozlozyé na trzy ruchy
elementarne w kierunkach osi, i nawzajem, z predkosci tych ruchéw mozemy
wyznaczy® predkoéé punktu, skladajge je wiadomym sposobem (art, 4). Takie
postepowanie sprowadza badanie ruchu krzywolinijowego do badania trzech
jednoczesnych ruchéw prostolinijowyeh w danych kierunkach, co przedstawia
wielkie korzy§ci.

Kaidg z powyiszych pochoduych nazywamy predkoeig punktu w kies
runku odpowiedniéj osi spélrzednych. Jezeli osi spolrzednych stanowig nklad
nieprostokatny, to i wtedy pochodne spélrzednych wzgledem czasu przedsta-
wiajg takZe skladowe predkoSei w kierunkach osi (art. 8), a predkosé punktu
moze by¢ z tych skladowych obliczona,

Predkoé¢ punktu mozemy takie obliczyé, znajac jego spélrzedue biegu-
nowe, Niechaj tymi spélrzednymi punktu beda: promief wodzaey », kat ¢,
ktéry promien wodzgey tworzy z osig #, i kat 0, ktdry slad plaszezyzny, prze-
sunigtéj przez » i o g, na plaszezyZnie xQy tworzy z osig x. UlZywajac

Pochodne majq znaczenie skladowych predkosci pun~

slownictwa gieograficznego, mozemy kat —g— — ¢ nazwab szerokoScig, a kat 0

dlugogeig, punktu; plaszezyzna, przésunigta przez » i of z, jest poludnikiem
tego punktu, a plaszezyzna 20z poludnikiem piérwszym. Co si¢ za$ tyczy
kierunkdw, to » liczymy zawsze od poczatku ukladu ku punktowi m, kat o
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liczymy od dodatnéj czesel osi # do promienia », a kat 6 liczymy na plaszezy-
7nie Oy (na réwniku) od dodatnéj czgbei osi & ku dodatnéj czebei osi y.
Mi¢dzy spolrzednymi #, y, z i r, 0, » mamy zwigaki:

( & =rcosbsingp,
(5) y=—=rsin0 sing,
)z = rCcosey.

Rozlozmy predkosé v na trzy predkodei wzajemnie do siebie prostopadle; mia-
nowicie na: v, wzdluz promienia wodzgcego r, v, wzdluz prostopadléj p do
tego promienia na plaszczyznie poludnika punktu », v, wzdluz prostopadléj =
do tych dwu prostych. Jezeli przez (I, A) oznaczymy kat, zawarty migdzy
dodatnymi kierunkami dwu prostych 7 i A, to dostawy kiernnkowe prostych
7y, P Low owyraZg sig wzorami:

cos (7, #) = cosO siny, cos(p, z) = cosl cosp, cos(w, 2) = — sinf,
(6) cos(r,y) =sinfsing, cos(p,y)=sinbcosy, cos(w,y)= cosf,
oS (", #) = cosy, cos(p, ) = —sinw,  cos(w, z) = 0.

Rozniczkujge réwnania (5) wzgledem ¢, otrzymamy

de . Ao o i . dr
=7 = .cosO.costp.W-*; .smﬂsmcp.m—+cosﬂ.smrp.-Ez-t-,
dy : o de ; do : : dr
= 7 .sin0 cump.—d—{-i-r.cosﬂ.sxntp.—-—d& < sinf.sing. PR
ds __ . dy r
_{3_‘.,'-_ -—*T-S]n?-'ﬁ + UUSCP.'EE—E',

a obliczajgc nastepnie przy pomocy wzoréw (6) z tych skladowych predkosei »
rzuty jéj na proste », p, =, otrzymamy nowe skladowe predkosci », wyrazone
przy pomocy pochodnych spélrzednych biegunowych punktu,

ol
Tt
d

M | "1’=""E(§'s

de .
V=1 . ——.8inQ,

¥ dt

Mozemy te skladowe obliczyé bezpodrednio, hez pomocy spélrzgdnych prosto-
kgtoych. Prowadzge z punktu m owe trzy proste », p, =, obierzmy na krzy-
wéj (m) punkt nieskoficzenie bliski #' o spélrzednych » 4 dr, ¢ 4 dep, 6 4 d6;
spolrzednymi wige punktu m' wzgledem ukladu owych trzech prostych beds:
dr, r.dg, r.d0.sing. Tespdlrzedne wyobraZajg rzuty drogi elementarnd;
mm' na te trzy proste; dziclge zatym kazdg z nich przez element czasu, otrzy-
mamy odpowiednie predkoéci v, v, v_.

Jezeli punkt opisuje krzyws plasks, to w jéj plaszezyinie obierzmy of
biegunowg; wtedy 8 =0, a zatym v, =0, Otrzymamy wowezas
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ir i
8 Y —{-— ) P e, t?
( ) vy (”! !J“‘- (u:l
jako predkodei punktu w kierunku promienia wodzgcego i w kierunku prosto-
padlym do promienia,
Ze wzordw (7) i (8) wynika nastgpujace wyr d.i:em'e predkoded o,

9) V=030 2= (df) 4 [( 75 dﬂ) sm’ep],

a wrazie ruchu po krzywéj plaskiéj

sl wa I de\*
(10) i =spd Lot = :‘35) + r> (Eft

Réwnaniami ruchu nazywamy tu réwnania

(1) r=A0), e=ht), 0=r1),
okréslajyce spolrzgdne biegunowe poruszajacego sig punktu w funkeyi czasu.

Migdzy skladowymi v,, v,, . predkodci v, a jéj skladowymi v, ©p, vg
zachodzi ta waZna réznica, Ze kierunki piérwszych sg stale, podezas gdy kie-
runki drugich skladowych zmieniajy sig ze zmiang miejsca punktu podezas
ruchu.

11. Podobnie jak pojecie predkosci, tak pojgeie przyépieszenia daje sig
przeniést z ruchu prostolinijowego na ruch krzywolinijowy.

Przypusémy, ze punkt opisuje linija kvzywq (m) (fig. 5a) i przy koiicu
czasu ¢ znajdzie sig w miejscu m, posiadajae w kierunku stycznéj do toru
predkoéé », 1 Ze po uplywie elementu czasu
dt przybywa do miejsca sgsiedniego m'

z predko$cig w kierunku stycznéj do toru

V=v+dv, réznigeq sig co do kierunku in
i wielkosci nieskoficzenie malo od predkosci
v. Wykrédlmy na fig. 50 z dowolnego pun-
ktu O obiedwie predkosci i rozlézmy V na
dwie skladowe, z ktérych jedna niech bedzie
v; wowezas druga skladowa bgdzie nieskoni-
czenie mala i ona przedstawi widocznie tg
predkosé, ktoré) punkt nabywa w elemencie
czasu dt i wskutek ktéréj predkosé v pray-
biéra co do wielkoSei i kierunku wartos¢ V.
Ten nieskonczenie maly przyrost predkosci
w clemencie czasu nazywamy przy§pie-
szeniem elementarnym ruchu punktu
w miejscu , jakie ten punkt zajmuje przy kohcu czasu £, a granicg stosunkn
przyépieszenia elementarnego do elementu czasu, w ktérym ono zachodzi, na-
zywamy przy§pieszeniem ruchu w punkeie m. Gdy predkosci » 1V
rozwazaé bedziemy w ich poloZeniach wladciwych na styeznych do toru w pun-
ktach m i m!, to plaszezyzna, przez nie przesunieta, jest plaszczyzng Scidle-

Fig. 5a.

Fig. 5b
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styczng, do toru w punkeie m; a poniewaz predkoéé V jest wypadkows, pred-
kodci » 1 przy§pieszenia elementarnego, przeto okazuje sie, Ze przyspicszenie
elementarne ledy w plaszczyinie $cislestycand) do torw punktu poruszajgce-
g0 Sig.

Aby wyznaczyé to przyépieszenie, obierzmy plaszezyzng Scilestyczng,
do (m) w punkcie m jako plaszezyzng rysunku i wystawmy na niéj w punkeie e
dwie osi spélrzednych: o§ m¢ w kierunku styczndj cayli predkosei v, i 0§ mn
w kierunku normalnéj gléownéj ku érodkowi krzywizny toru. Predkesé V
czyni z osiyy mé¢ kyt nieskoficzenic maly de, ktory liczymy od téj osi ku osi
ma; jest on katem krzywizny toru (m) w punkeie uwazanym. Rozlézmy
predkosé V na dwie skladowe, ViV, w kievunkach osi mé i mn; natenczas

Vi=V.cosdy, V.=V .sindgy,
a jezeli wstawimy V=wv+dv i odrzucimy wielkoSci nieskoficzenie male
wzglgdem clementu ezasu dt, to otrzymamy
Vi=v4do, Vy=@w+dv)de=v.de.
Rozl6zmy podobnic predkosé v na skladowe v, 1 9,; wtedy v,=v, v,=0.
Oznaczmy teraz przez dj szukane przy$picszenic elementarne, a przez dji i dj,
Jjego rzuty na osi spolrzednych; z poprzedniego okréslenia wynika, Ze wtedy

(§))] dji=Vi—vo=dv, djs=Vi—uv,=v.dp,
a zatym
(2) dj=V dje+dj2 =1/ dv: +v*. dg

Jezeli (dj,u) oznacza kyt, jaki kierunck przy$pieszenia elementarnego tworzy
z kierunkiem predkoéei, to
dja _v.dep

(3) tang (dj,) ZTIT-,J'; =

?

a jezeli przySpieszenie oznaczymy przez 1, to

dj dv\* do\? v.dt
() ’ f:'(%‘:]/(?ﬁ) +“2(_(-'§' , tang ()= (z‘u‘P'

7 tych réwnan okazuje sie naprzdd, Ze przySpieszenie elementarne jest
wielko$ciy, nieskoficzenic maly tego samego rzedu, co element czasu d¢. Daléj
widzimy, Ze kierunek przy$pieszenia elementarnego, ktory zarazem jako kieru-
nek przyépieszenia uwazaé nalezy, tworzy z kierunkiem predkosci kat, majgey
wielkoé skoficzong, ktéry tylko w przypadkach szezegélnyeh moze przyjaé
warto§¢ zero. Jezeli bowiém ruch punktu jest ciggly wzglgdem czasu, to kat
(1,v) bedzie zerem, gdy do =10, co miejsce miéé bedzie dla ruchu prostolini-
jowego, a dla ruchu po linii krzywéj zachodzié moze tylko w punkeie przegig-
cia. Z wyjatkiem wige tych dwu przypadkéw nie ma przy$pieszenie kierunku
predkosei. Jezeli przyrost dv predkosei jest dodatny, to kierunek przySpie-
szenia przypada wewngtrz kgta prostego fmmn, zawartego migdzy kierunkiem
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predkofei a kierunkiem normalnéj gléwnéj. Jezeli za§ dv jest ujemne, wtedy
kierunek przyspieszenia przypada wewngtrz kata prostego #mn, utworzonego
przez przedluzenic kierunku predkoéei z kierunkiem normalnégj glownéj. Wi-
dzimy howiém z réwnai (1), Ze rzut dj, przys$pieszenia elementarnego na sty-
czng ma ten sam znak, co réimiczka dv, a rzut dj, tego przySpieszenia na
normalng, gléwng ma zawsze znak dodatny.

Rozlozyliémy przyipieszenic elementarne na dwie skladowe prostokatne.
Jedna skladowa dj, ma kierunek stycznéj do toru (m) w punkeie m i dlatego
zowiemy jy przy§pieszeniem elementarnym stycznym; druga za§
skladowa dj, ma kierunek normalnéj gléwnéj ku é$rodkowi krzywizny toru
i dlatego zowiemy jg przy$pieszeniem elementarnym normalnym,
Iub do§rodkowym. Granicg stosunku przy$pieszenia elementarnego sty-
cznego do elementu ezasu nazywamy odpowiednio przy$pieszeniem sty-
cznym, a granicg stosunku przy§pioszenia clementarnego normalnego do
elementu czasu nazywamy przy$pieszeniom normalnym, albo do-
§rodkowym ruchu w punkcie m. Oznaczywszy te przyépieszenia odpo-
wiednio przez 1, i 4,, mamy

_dje__dv __ars | dj,__ dy
) =W g g Ty
(6) 1=V +1
Niech ds oznacza drogg elementarng mm', o p promien krzywizny torn
. deg 1 ds v
w punkeie m; wtedy ds=yp.dy, a zatym — =g b o2es0 Wy

nika:

p2 av d"b 1 /ds
(7) = 1S l/-(cgg I l/(d!,” BE(EH

Z tych réownafi widzimy, Ze 1)l'zy§pieszenie normalne jest proporeyjonalne
wzgledem kwadratu predko$ei ruchu punktu i wzgledem krzywizny jego toru,
Ze zatym do obliczenia tego przy$pieszenia mnie wystarcza sama znajomosé
zwigzku miedzy drogg o czasem, lecz trzeba znat koniccznie ksatalt toru (m).
Z réwnania (5) okazuje sie, Ze przy$pieszenie styczne zalezy tylko od zwigzku
migdzy drogg o czasem,

PrzySpieszenie styczne znika i tylko wtenczas zniknaé moze, gdy dv=0,
to znaczy, gdy ruch jest jednostajny. Przy ruchu po linii prostéj niéma weale

. : 1
przy$pieszenia normalnego, bo -E—-— , a przy ruchu kezywolinijowym znika

przy$pieszenie normalne tylko w punktach przegiecia, t. j. w tych miejscach
na torze, w ktérych kierunek ruchu pozostaje ten sam przez dwa elementy
czasu, po sobie nastegpujgce. Gdzie tylko podezas ruchu zachodzi zmiana
kierunku predkosei, tam przyépieszenie normalne zawsze sig pojawia. MoZemy
zatym powiedziét, iz obie smiany predloSci od punktu do punktu, zachodzqee
co do wielkoSei ¢ ¢o do kicrunku, wyrazajq sig w stosunku do czasu przez
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wlasciwe sobie pray$pieszenia: prazyspieszenie stycane wplywa tylko na zmiang
wielkodci, @ prayspieszenie normalne tylko na emiang Lierunku predlosci,
Przejécie punktu z miejsca m do ', ktoremuto przejéciu towarzyszy
zmiana predkosci, moZemy uwazaé jako skutek dwu ruchéw nieskonczenie
malych, zachodzgeych w elemencie czasu d¢, jednego w kierunku styczngj,
a drugiego w kierunku normalnéj gléwnéj do toru. Ruch po stycznéj jest
jednostajnie przySpieszony, a jego predkosé poczatkowa wynosi v, przySpiesze-

nie zay; wige droga, opisana w czasie d¢, bedzie ds—=v.dt 4 % (0. dt?, czyli

ds=w,dt, gdy opudcimy wielko§é nieskoniczenie malq rz¢du 2-go. Ruch po nor-
malnéj glownéj jest takze jednostajnie pray$pieszony, a jego predkost poczat-
kowa jest 0, przyépieszenie za$ 1,; wige droga w czasie dt hedzie —;— (A=

2

12
Z%Ef af= i—i. Droga zatym w kierunku stycznéj jest nieskoficzenie mala
J

tego samego rzedu, co element czasu, droga za§ w kierunkn normalnéj glownéj
jest nieskoficzenie mala w pordwnaniu z tym eclementem czasu. Tg droge
nieskoficzenie maly rzedu 2-go, jaky punkt opisuje w clemencie czasu w kie-
runku normalnéj gléwnéj, zowiemy jego zboczeniem. Wskutek tego zho-
czenia. zmienia si¢ kierunek ruchu; gdyby zboczenia nie bylo, ruch punktu
byiby prostolinijowy.

12, SkeAD 1 ROZKEAD PRzYSPIESZEN, W poprzednim dochodzeniu uzy-
wany, podobnie polega na jednoczesnym rozwazaniu ruchéw jednostajnie
zmiennyeh, jal sklad i rozklad predkoéci na rozwazaniu ruchéw jednostaj-
nych. Niech punkt s odbywa ruch prostolinijowy jednostajnie zmienny
wzgledem ukladu A, z przySpieszeniem 7,, uklad A, unosi punkt m z przy-
gpieszeniem 7, wzgledem ukladu A,,..., uklad nakoniee A, niech unosi
uklady A,,...,A,_; wraz z m z pray$pieszeniem ¥, wzgledem ukladu nieru-
chomego A,; mamy wyznaczyC ruch punktu m wzgledem A,, znajac jeszeze
predkodé poczatkows tego punktu, Rozwazajmy ruchy w elemencie czasu d;
whedy 1. dt, o dty .oy taa . d, 7u. dt bedg odpowiednimi przy§pieszeniami
elementarnymi, PoniewaZ przySpieszenia elementarne okréslilismy jako przy-
rosty predkosci, czyli jako nieskoficzenie male predkosei punktowi udzielone,
przeto do nich stosuje sig metoda, za kt6réj pomocy dokonywaliémy skladu
i rozkladu predkoSei. Skladajgce zatym zapomocq wieloboku powyZsze pray-
§picszenia elementarne, otrzymamy wypadkowe przy$pieszenie elementarne
punktu m. Z wiadoméj zatym predkosei punktu mozemy wyznaczyé jego ruch
wypadkowy, Kréslae wielobok skoficzony, ktérego boki przedstawiaja prazy-
$pieszenia 7, fa,-..,7a, otrzymamy bezpoSrednio przy$pieszenie ¥ szukanego
ruchu punktu, ktorego stosunek do wypadkowego przy§pieszenia elementar-
nego bgdzie rowny stosunkowi kazdego z przyépieszen skladowych +; do odpo-
wiedniego przy§pieszenia elementarnego ;. d¢. Obadwa bowiém wieloboki
sq podobne, u ich boki odpowiednie sg réwnolegle. Z tego nietylko sig oka-
zuje, co znaczy sklad i rozklad przyépieszef, ale zarazem przedstawia sig
metoda tych dzialan, nie réznigea si¢ niczym od metody przy skladzie i rozkla-
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dzie predkosci. Jezeli przy§pieszenie wypadkowe ma kierunck predkosei
punktu, natenczas ruch punktu nie zmieni pierwotnego kierunku; w kazdym
za§ innym przypadku zmiana taka nastapi. Plaszezyzna, przesunigta przez
predkost punktun i przy§pieszenie wypadkowe, bedzie fciélestyczng do torn
punktu. Rozkladajagc przyépieszenie wypadkowe na przyfpieszenia styczne

i normalne, mozemy z wiadoméj predkosei obliczyé krzywizng —;— toru, tudziez

zwigzek miedzy drogg i czasem. Waszystkie twierdzenia, okazane w art. 4-ym
i 5-ym o skladzie' i rozkladzie predkosei, stosujg sig bez wyjatku do praySpie-
szefi ruchu punktu.

Z tych twierdzeh robimy uzytek, aby obliczyl przy$pieszenie, majac
rownania ruchu. Niech spélrzedne prostokatne punktu (z, y, 2) dane bedg
dz dy dz
i "= T a
mi tego punktu w kierunkach osi spélrzednych, czyli predkociami jego rzu-
tow, poruszajgcych sig wzdluz tych osi. PoniewaZ ruch kazdego z tych rzutéw
jest prostolinijowy, przeto:

jako funkeyje czasu; wowezas v, = 89, predkofcia-

d?z d%y d?s
(1) Tx:“é}',‘s Ty:}.f_t?’ T":R—ﬂi
bedy, przyépieszeniami ruchu tych rzutéw, a zatym, na mocy poprzednich

twierdzef, rzutami czyli skladowymi przySpieszenia ruchu punktu. Mamy
zatym dla kazdego ruchu:

63’2: dy ( d%t)
@) ¥ _]/ ( e dt")
d*x  dy  d%
(3) cos (1,) : cos (1Y) : €08 (1)) = o : t"f: o

te réwnania pozwalajg z réwnaf ruchu obliczy¢ wielkost i kierunek przy§pie-
szenia. Nastgpnie mamy

cos (1,v) = Vst f‘w;nr =+ (s ’
)
sln (r .v) — [—(TI‘UJ' = 73"”3')2 + ({r,-vs e T;‘U”) + (T:vr T:r,v:) ]2

v
a te réwnania wyznaczaja kat migdzy przy$pieszeniem a predkoSein. Z tych
réwnan wynikajg nastgpujgce wyraZenia na przy$pieszenia styczne i normalne:
¥z - R

]

v

(B) -fi=%.cos(yw)y=

1
. oy — Ty )® - (s — 1) 4+ (v — 120)22
(6) '(:::']’.Slll(‘{,’l,')‘_—.[—(j y — 10" + (iy 437 0+ ( )}-
Prayépieszetiie moZe hyt takze obliczone ze spolrzednyeh hiegunowych
r, ¢ 10, ktorych uzywaliSmy w art. 10-ym do obliczenia predkoécei. Niechaj
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Toy 17py (= bedy skladowymi prayépieszenia, wzigtymi w kierunkach prostych
7, pim. RoOiniczkujye réwnania (5) art. 10-go dwa razy wazglgdem czasu,
otrzymamy:

d*x d*yp R i

ag =" cosﬁcosq:-ﬁ — 7. 8in0 sing =+ cosB sing e e

de db . : a0 d
i —I———Qsmﬁ .sing.,

-l () (2]

di?

- 27, cosf cosy.

dr de

— 27, sinlcosy a7 r+2{:0$ﬁc0'sq> IR 1]

=17 ,sinlcosy, —|-r cosO sineg .

Zt"

dy
qat

—r.sin0,sing. [(—*) o (%) ]’
2

B e o dr de (dtp)”
—gg = TSIy, w-{»cosy c?tﬁ Qsmtp.-d—t.r—ﬁ—ecosnp =),

Rzmeajac te prazy§pieszenia na proste », p, @, otrzymamy

P dtp) (dﬁ) ]
fr——m.,-—’r[(-&? —— ] sin®g

Lo d% dr do .(rZB) :
(M) Ip =1 dt2+ a5 gr e\ gg) Snecosy,

_d dy dO do dr
Tn_r.-}m-smcp+21.~d—t-.dt +2” =3 .sineg,

H

(?ﬂ dr dr dg
H—l—zsm[}cosgo T

—I— 2coslsing,

zad T=l/m+—‘l'n—2-

Jezeli tor punktu jest krzywg plaska, to, obrawszy plaszezyzng krzywéj jako
poludnik piérwszy, bHedziemy micli weigz 0 =10, ﬁ,? 0, %—2— =0, a za-

tym ¢, =0. Otrzymamy wiec

. . dir}- , ( d QP )‘.".
v == — " 77
@®) a2 dt/) ’

d dr dg

e 4 at ' dae’

jako skladowe przy$pieszenia, brane w kicrunku promienia wodzgeego i w kie-
runku do niego prostopadiym. Poréwnanie wzordw (7) z wzorami (7) art.
10-go okazuje, Ze przy$pieszenia punktu w kierunkach prostych r, p im nie sq
pochodnymi predlodei w tych kierunkach wzgledem czasu, jak to zachodzi dla
spolrzednych prostokginych. Ta réZnica migdzy tymi dwoma rodzajami spol-
rzednych stgd pochodzi, Ze proste », p i poruszajg sig wraz z punktem, Ze
zatym uklad tych osi spélrze¢dnych zajmuje inne poloZenie na poczgtku, a inne

T—-
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przy koficu elementu czasu df, podczas gdy osi @, y iz zachowujg ciggle tex
same kierunki.

13. PrzyéemszeNia RzgpOW Wyzszycd, Jezeli z, y iz sy spolrzednymi pro-
stokgbnymi punktu borusza.jq,cego sig, to wielkosé dodatny

d"+] d"+1y 2 dariz \2
() =— s
® ! V dt'”r' rIt“+1) + (d:ﬂ’r‘) !
przy n calkowitym i dodatnym nazywamy przyépieszeniem rzgdu n-go ruchu
tego punktu,

Kierunek tego przyépieszenia otrzymujemy, odeinajge wielkodei

™ty artly a1z
—_— o () — W () e
2 1 = T v )= T T )= T

na odpowiednich osinch spélrzednych i skiadajge te odeinki zapomocy wielobokn,
Kazda z pochodnych (2) oznacza prazySpieszenie rzgdu n-go w kierunku odpowie-
dniéj osi spolrzgdnych, Jezeli wedlug tego okrédlenia wyznaczymy przys$pieszenin
punktu rzgdu (n—1)-go w czasach ¢ i ¢4 dt, to przysdpieszeniem elemen-
tarnym rzgdu n-go nazywamy nieskoriczenie maly wielkodé, o jaks przyépiesze-
nie rz¢du (n—1)-go zmienia sig w elemencie czasu dt, Pray§pieszenie zaé 7
jest granicg stosunku przyépieszenia elementarnego rzedu (n — 1)-go do elementu
CZasu.

Obliczmy przyépieszenie rzgdu 2-go. Prazyépieszenie § w punkeie (z, y, 2)
ktéry nazwijmy m, przypada w odpowiedniéj plaszczyinie ciélestycznéj do torn
w punkecie m, a przySpieszenie I' w punkeie nieskonozenie bliskim ' (x 4 dz,...)
przypadn w plaszezyZnie SciSlestyezné] w tym punkeie. A zatym przyépieszenie
elementarne rzgdu 2-go w punkeie m nie przypadnie, méwige wogdlnosci, w plasz-
czysnie fcislestyczné] w tym punkcie, Wystawmy zatym w punkcie m trzy proste:
mt styczng do foru (m), mn normalng gléwng i mb dwunormalog, t. j. prostopadls
do plaszezyzny Scidlestycznéj; przy§pieszenie rzgdu 2-go {® mozemy rozlozyé odpo-

. wiednio na trzy skladowe do siebie prostopadte, 7™, 7,®, 1 wzdluz tych trzech
prostych, Jezeli p jest promieniem krzywizny w punkcie m, a dla krétkosei wpro-
wadzimy oznaczenia

(3) a=dyd%z—dzd®, b=dzd%—dzd*, c=dzdy— dyd’z,
k=) @+,

to kierunki prostych mt, mn, mb wyznaczone bgdg preez nastgpujace rownania:

da dy dz
) == o — fe) =—3y)
cos (ha) = op! cos (Ly) L cos (1,2) Zs )
daz dy dz
i — d— d
4 ‘ ds ds s
“) coB () = p. = cos (my) =1p . —s cos(nz) —=p . == :
a b [4
cos (b,z) =5 cos (byy) = cos (byz) =
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Rzuty przydpieszenia 4 na osi 2, y i z sg

3 3 3
() =2t w0V L L

bedzie zatym

Bz dx | Ay dy | &Pz dz

ae " ds a8 ds ar " ds !
I dx dy . dz
B=r—= o— o ———
(6) 0 = dr ds  d% ds | d:  ds
2 = e

A" ds PT T an ' "as |

b} dx 2y f!sz)
() = — — — —_—].
=g (“' TP T T

Lecz
K== a4 0% ¢ = [(@Pe)? + (@By)® + (@2)?] . (42 + dy® -+ d2?) —

— (e dadYy . dy a2 dz),
a poniewas

(7) ds* = da® 4 dy* + d=?,
a nadto, wedlug réwnania (7) ustepu 11-go,

dst

®) (e S = (0 + () + (0,
przeto
kr=ds [(tfzs)a - ‘i[:;-] — (A% dx+d% . dy - % . dz)%

Roéaniezknjge réwnanie (7), otrzymdmy

9) ds.d%s =dz.dx+dy. &+ dz. Pz,
co, po wstawienin w &% daje

3
(10) b= “-[J"'-

Niech d¢ bgdzie katem, zawartym migdzy plagzezyznami deislestycznymi w punkeie
m i w punkeie m'; wielkodé
1 _de
=

ds

nazywamy, jak wiadomo, skreceniem krzywéj (n) w punkeie m, dlugodé zad r pro-
mieniem gkrecenia, Z teoryi krzywych skosnych wiadomo, Ze

L. a,Pr4-0. B 4-c.d
r o ds? [(Jzz)z + (@Py)? - (BP)r— (%))’
czyli, po uwzglednieniu zwigzku (8),

1 B0, add Ld?
(11) : 1 _ Q.tt P40, 4¢ %
. L

r
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Rézniezkujae rownanie (9), otrzymamy

ds . d% + (d%)* = da . Pz 4= dy . By 4 dz Pz A (Px)® - (P)* - (122)2,
o z tego réwnania i réwnai (8) wynika

15t
(12) ds . d¥% — ’r—i =dz. %+ iy, Py +-dz. o,
J
Podstawiajac tg wartodé w piérwsze réwnanic (6), miéé bedziemy

i 3 3
(13) .“l{‘h—-_,-.__l___l:dg_ das_"_-'s_ __d% 1 (ds) i

ds.di? (% '_—:!?_'5'3 arl?
2 . d* 1 7 ds
A poniewnz T,:F Jjest przyépieszeniem stycanym rzedn 1-go, zné v=-=
= !

predleodein, praeto

(14) = A v 3

TR

Zwazmy, ze, bez wzgledu na zmienng niezalezng;

dr dy iz
L d— d—
ds __ ds, d*r—dx. d% ds ds
ds dst A e b I T

co podstawiwszy w dingie z réwnaii (6), miéé hedziemy

= h:sp Tl [(ds.aPe—dzxd®) Pet-(ds @y —dy d%) @y (ds « d:—dzd>s) :!3:] .
LU A

czyli, po uporzadkowaniu,

(15) 7“‘:2}:C133(.}t!!:’ [ds (Px . Dz Py dPyA-dPz. dz)— s (dx PeA-dy Py+-dz ad)],
Rézniczkujge zad rownanie (12), otraymamy

(16)  ats. %+ % (2p . d% —ds . dp) = Pz, Pz 4 &y + a2, e,

a podstawinjoe wartodei z rownan (12) 1 (16) w réwnanie (15), hedziemy mieli

ds | 3 s 1 ds dp

1 e Dr=—penul] (=i bt BT
(17) f di] p de® > de dt 4
(18) 1® :"?_5 _3-di+d_s,i(l)] albo
cdt | podtr T odt odi\p/ |’
(19) (8 e & (”2) v dv __dfs , ® d¥
. fu -—-"“ P P-‘“"— dt p‘!'”!

adzie v, jest przgépieszeniem normalnym rzedu 1-go. Jezeli nakoniec wartodei
z vownaii (10) i (11) podstawimy w trzecie réwnanie (6), to wyniknie

1 r."s)“ »d

W =— =) =—.

(20) L ' (d’t rp

Bibl, mnat.-fiz,, 8, IV, T. X, 3
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Rownania (14), (19) i (20) wyraiajg odpowiednio przyépieszenia rzgdu
drugiego: styczne, normalne i dwunormalne, wyrazone przy pomocy
predkodei i jéj pochodnych wzglgdem czasu, tudziez przez promien krzywizny

i promien skrgcenin toru, Dla krzywéj plaskiéj w kazdym punkeie jest i:O,
7
. 1 .
a zatym ,» = 0. Dla ruchu prostolinijowego mamy nadto F =0, a wige

2 3

1= :;T: = :;T: =19, $®=0, 1¥=0. ‘
Dla zwykléj linii frubowéj promienie r i p sg stale; skoro zatym punkt taka kraywy
jednostajnie opisuje, natenczas 7, i 7, beda wielkodciami stalymi,

14, Hoooerar. Raéwnanie »v=—f(#), dajace predkost ruchu w funkeyi
ezasy, mozemy przedstawic gieometryeznie; otrzymujemy tym sposobem obraz
ruchu c¢o do predko$ei. PoprowadZmy w tym celn dwie prostokatne osi

Ot, Ov (fig. 6) i, obliczywszy dla dane-
u go ¢ odpowiednie v, odetnijmy czas f na
osi Of, a predkosé » na osi Owv.  Otrzy-
[ P mamy w ten sposob punkt p., ktéry przy cig-
& gléj zmianie argumentu ¢ przebiegnie pewng
krzywg, [v], ktérg nazywamy krzywg pred-
ko§ci ruchu punktu. Réwnanie téj krzywéj
jest v==f(?). Dla ruchu jednostajnego ta
krzywa jest linijg prosta, réwnolegly do
Ot; dla ruchu jednostajnic zmiennego, gdy
v=rc-+*t, kraywa predkosci bedzie linija
prostg, nachylong do Of pod katem, ktorego
styezna jest o, a przecinajaca Ov w punkeie
v=-c. Droga s, ktéry punkt m opisuje w czasie {,—%,, wynosi

b
s :f V. e‘”,
fy

jest zatym proporcyjonalna wzglédem pola #p,1.7,, ograniczonego rzednymi
tyy faya W punktach 7,, £, i lukiem pp, krzywéj [v]. Zamieniajge to pole
na prostokat o téj saméj podstawic i rdwnowazny, otrzymamy wysokoSé v,
tego prostokata ze wzoru

Q!
o e

Fig. 6

1 g
(1) U= }_v,_-—_ﬁ v.dé.

4

Ta wysokoé przedstawia predko§é ruchu jednostajnego, wskutek ktérego
punkt m opisalby w czasie t,—#, te same droge, jakq opisuje ruchem zmien-
nym. Nazywamy ja predkoScig §rednig ruchu, a wzér (1) sluzy do
obliczenia predkodei Sredniéj, gdy znamy v w funkeyi . Styezna do krzywéj
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predkodei w punkeie p tworzy z osig Of kat, ktérego styczna trygonome-
tryczna wynosi f{—;;—; widzimy zatym, Ze nachylenie téj stycznéj do osi Ot

pozwala obliczy® przySpieszenie styczne ruchu.

Podobnym sposobem mozemy przedstawié gicometrycznie przyépieszenie
ruchu w funkeyi czasu. Kasdy zreszta zwigzek miedzy jakimikolwick dwiema
wielko§ciami, ruch okréslajgcymi, np. v="F(s), 1=F@) i t. p., daje si¢
przedstawit  gieometrycznie. Do takiego przedstawienia gieometrycznego
uzywamy z korzySeig spélizednych biegunowych, Przesufimy przez dowolny
punkt O proste, rownolegle do nastepujacych po sobie stycznych do toru poru-
szajacego sig punktu, i odetnijmy na tych prostych od punktu O dlugosei, pro-
porcyjonalne wzgledem odpowiednich predkosei; wowezas linijy, laczacq pun-
Ity koficowe tych odeinkéw, nazywamy, wedlug W. Hamilton’a, hodografem
ruchu punktu. Jezeli tor jest krzyws sko$ny, to hodograf jest takze takg
krzywa; dla toru plaskiego hodograt jest krzywy plasky. Hodograf lezy na
powierzchni stozkowéj, majacéj tworzgee réwnolegle do stycznych do toru,
a plaszezyzny styczne rownolegle do plaszczyzn Sci$lestycznych do toru. Jezeli
ruch punktu jest jednostajny, to hodograf zamienia si¢ na kolo po rozwinieciu
stozka na plaszezyZnie; jost zatym tak zwang krzyZownicg prostokgtng na
stozku; dla ruchu jednostajnego na plaszezyZnic hodograf jest kolem, zatoezo-
nym z punktu poczatkowego. Jezeli p. i p! sg dwoma nieskonezenie bliskimi
punktami hodogratu, odpowiadajgceymi punktom s i m' na torze poruszajacego
si¢ punktu, to prosta pup' jest rownolegla do przySpieszenia elementarnego
w punkeie a2, a zatym styczne do hodografu sg réwnolegle do praySpieszef
ruchu punktu. Niechaj @ = F,(1), y=Fy(t), 2=DF,t) bedg réwnaniami
ruchu punktu, a &, 7, ¢ spélrzednymi biezacymi hodografu; wtedy

E=F'), 1=F'1), t=F®.
Rugujac czas z tych rownaf, otrzymamy réwnania hodografu w zwyezajnj
postaci, — Jezeli tor punktu jest krzywa plasks, ktoréj spolrzedne hiegunowe
sg r i o, to, biorac biegun za poczatek ukladu prostokatnego spolrzednych,
a 0§ biegunowg za 0§ £-0w, otrzymamy spolrzedne hodografu:

E— dr ; . do die

“_-"W-COS-?—?;—&"'. T
e G dr
= .7t-cosq+——f” . Sing.

WyraZmy » przez ¢ z rownania toru i wyrugujmy z tych rownai kat ¢; otrzy-
mamy wtedy réwnanie hodografu we spolrzednych prostokatnych.

15. Ruom cenxrranyy. Poznawszy cechy ruchu punktu, zastanowimy
sie nad niektorymi szezegdlnymi ruchami, ktére, badzto ze wzgledu na osobli-
we swe wlasnoSci, badztéz ze wzgledu na swi wazno$é w lieznych zagaduie-
piach mechaniki, zastugujg na szezegdlng uwage.
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Ruchem centralnym (§rodkowym) punktu nazywamy ruch taki,
przy jakim przy$picszenie v nieustannie przechodzi przes pewien punkt staly-
Ten punkt staly nazywamy $rodkiem ruchu centralnego.

Aby sie przekonaé, czy taki ruch jest mozebny i pod jakimi warunkami
zachodzi, oznaczmy przez (i, ») kat, ktory przyS§pieszenie ruchu punktu (w, y, 2)
tworzy z promieniem wodzgeym #, faczgeym ten punkt z poczgtkiem ulkladu
spolvzednych,  Z réwnafi (3) art. 12-go wynika

cos (f,x) = o 08 () = f,I_J
S @+ @t @ T et
d*z
cos (¥f,&) =

V @+

n poniewaz »? = a*+ y* 4 2 przeto, wogdlnoSei, dla kazdego ruchu
a.dPeA4y. . dy+e.d*

= ﬁ otV @+ (@) + (P

Aby ruch punktu byl centralny, a poczatek ukladu spélrzednych Srodkiem

tego ruchu, potrzeba i wystarcza, Zeby, bez wzgledu na czas, cos(fy) =1,

czyli cos®(yy) = 1; a wiec, wedlug (1), wynika, jako warunek takiego ruchu,

réwnosc

Q) (.de—z. Y2+ dPr—z. )+ (2. Py—y.d*)*=0.

Poniewaz kazdy z tych trzech sktadnikéw jest dodatny, pueto jest tu jedno-

czesnie

) cos (1) =

g.d*—z.d*% =0,
.y —y . de=0,

yod¥z —g ., d*y =0,
(3)

Calkujac zas te réwnania 1 oznaczajac stale ealkowania przez A, B, C, otrzy-
mamy

g.de—uz.dz =B,
z.dy—y.de=0C,

y.dz-—z;rh ::A',
4)
a mnozgc ostatnie réwnania odpowiednio przez z, y, # i dodajge iloczyny
stronami odpowiednimi, mié¢ hedziemy
(5) Az4By+Cz=0.
Poniewaz to réwnanie przedstawin plaszezyzne, przez §rodek ruchu przecho-
zacq, a spolrzedne punktu poruszajacego sie temu réwnaniu zado$é czynig,
przeto mamy twierdzenie: Ruch centralny jest mozebny tylko na krzywéj pla-
skiéj, ktbréj plaszezyzna przechodzi przez $rodek ruchu.

To twierdzenie pozwala do ruchu centralnego zastosowaé rdwnania (8)
art. 12-go, jezeli o§ biegunows obierzemy na plaszczyZnie ruchu, a §rodek
ruchu za poczatek. PoniewaZ 4, jest skladows przyépieszenia w kierunku
prostopadiym do promienia wodzacego, laczacego punkt ze Srodkiem rucht,
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przeto warunkiem koniccznym i wystarczajgeym tego ruchu jest teraz: 4, =0,
czyli

dzp dr dg

et ar =0
albo

1 4a /. rhp)_
(6) 7??(;3.%. =0.

Calkujge to réwnanie przy zaloZeniu, Ze » nie przybiéra wartoSei nieskoricze.
nie wielkich, otrzymamy

: 1w

7 2, L —{

(7) ™. 2a,

gdzie « jest staly dowolny. JeZeli punkt, poruszajiacy sig po krzaywéj plaskiéj
(m) okolo érodka O, przeniesie sig w elemencie czasu z punktu m, (r, ¢), do
punktu nieskoficzenie bliskiego m!, (r 4 dr, ¢+ dv), to promien wodzgcy

2
zakrésli nieskonficzenie maly wycinek m Om!, ktérego pole wynosi ﬁ—gﬂ ; gra-

nice stosunku tego pola do elementu czasu nazywamy predko§cig wycins
kowg ruchu wzglgdem punktu O. Predko§¢ zatym wycinkowa wynosi
P2 d !P
2 at
wéj. Mamy zatym dalsze twierdzenie: podczas ruchu centraluego punktu
predlosé wycinkowa wzgledem Srodka ruchw jest stata. 1 nawzajem: jezeli
predlosé wycinkowa weglgdem pewnego punkiu jest stala, to ruch jest centralny
wzgledem tego punltu. Przy ruchu zatym centralnym promien wodzgey w r6-
wnych czasach zakrésla pola réwne, a pola, zakréslane w czasach nieréwnych,
sy proporcyjonalne wzgledem czaséw.

a réwnanie (7) okazuje, Ze stala ¢ ma znaczenie predkosci wycinko-

Z réwnania (7) mamy %tg — ?;—.g, t. j. wyrazenie pochodnéj kata ¢ wagle-

dem czasu. Podstawmy je w réwnania (8) art. 10-go i w piérwsze z réwnail
(8) art. 12-go; zwazajac, Ze dla ruchu centralnego mamy = r,, otrzymamy:
Oy :Ql- P
dtl yu
Spieszenie sy,

- dr)? 4&‘ ___dr A4e?
(®) " ]/ dt T {—WI—* y3

Poniewaz

:.:%"’, a zatym dla kazdego ruchu centralnego predkosé i pray-

dr __dr _t_lic_? 2¢ dr __ i(_l_)
dt— dyp At dp u'd',o

przeto takze

9 . V= 5:(;]/((“9) 412,  czyli 1;.-2@]/[{1"( )] 1.

l-ﬁ
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Poniewaz nadto

Br gy d (L) g (L) __de & (1)
aE T T A as\y) T "der\r/) dt T ot Tdgr\2)?

pizefo

- e[ @ (1), 1
(10) f~_?[d—¢(?)+?]-

Wzory (8) i (9) podat I. Newton, wzér za$ (10) 1. Binet.

Oznaczmy przez o (fig. 7) kat, ktéry promiefi wodzacy O tworzy ze
styczng do toru w punkeie me, spuéémy z punktu m prostopadly ma na pro-
mien wodzgey Oam' 1 oznaczmy przez f kat,
ktory prosta mn tworzy ze styczng do toru
w punkeie m; nakoniee na tez styczng z pun-
ktu O spu$tmy prostopadlyg i przez p. ozna-
camy dlugosé t&j prostopadléj. Mamy tu

mn

), = » . 81 =7,c08f=»r. —, czyli
=, sina =1, cosp=" 2= czyli
rody dw
W=, —— =gt T gkad
e il
ds 1 S ds ds dvw
F 4 poniewai v=- =, .0
przeto
Big. 7 (1) g 28

IJI

)
t, j. predkosé ruchu centraluego jest odwrotnic proporeyjonalna wzgleden: diu-
gosei prostopadlij ze Srodka ruchw na odpowicdnin styceng do torw poruszajo-
cego sig punkitu (twierdzenie Newton’a.).

e, : 2a sin :
Rozniczkujge rownanie p = = wzgledem », mié¢ bgdziemy

; dp.  2a dv
G4 T T e A
Roimiczkujye za§ piérwsze z rownan (8), otrzymujemy
dv _ dr d (d}‘) da* 4

A TaE ) T e T g T e
a zatym, wedlug drugiego z réwnai (8),
lv
13 S N
(13) F=Pugy s
dv _ : z
skad F Pl Wskutek tego, wedlug rownania (12),
dp. _ 2ay o v dp
ar — g WMI=—gr . Gr
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albo, po uwzglgdunienin réwnania (11),

4a* dyp
14 - s e
(14) ( TR
Wizbr (13) na przy§pieszenie podat Newton, a wzor (14) A. Moivre.
Z réwnania (13) wynika

v.dov=".dr;

jeZeli zatym punkt podezas ruchu centralnego przybyl z miejsca my, (ry, 9,),
do miejsca My, (73, %), & vy, v, 53 jego predkosciami w tych miejscach, to,
calkujae ostatnie réwnanie w tych granicach, otrzymamy

Ty
(15) -3‘.3"‘—-1.',1:2[ v dy,
YAST

Przyépieszenic ¢ moze posiadaé kieyunek ku Srodkowi ruchu, lubtéz kie-
runck od tego §rodka. Poniewaz kicrunkiem dodatnym promienia wodzgcego
jest kierunek od srodka, przeto w piérwszym przypadku przyspieszenie jest
ujemne, w drugim dodatne. Gdy przySpieszenie jest ujemne, tor punktu zwré-
cony jest ku Srodkowi strong wklesla; jeZeli za$ przySpieszenie jest dodatne,
natenczas tor zwrécony jest ku Srodkowi ruchu strong wypukla. Przy ruchu
centralnym prostolinijowym Srodek ruchu znajduje sig na torze. Jezeli tor
punktu jest krzyws zamknietq, to $rodek ruchu znajduje si¢ wewngtrz 1€
krzywéj, a przySpieszenie jest skierowane ku $rodkowi.

Aby wyznaczyé hodograf ruchu centralnego, przesufimy przez $rodek
ruchu dwie osi prostokgtne i obieramy o biegunowsy za 0§ z-0w; spolrzedue
udpowiedniego punktu hodografu hedg wediug art. 14-go:

L=

Ezi'ccrsf —gf' sin
dt' ? 7 o t?l
2a dr .,
H.q_._—JP.u)fs,—-{--d—‘fsmq:.

(16)
DPodstawiajac z réwnania toru » w funkeyi @, i rugujge kat ¢, otrzymamy
Zgdane réwnanie hodografu.

16. Zastosnjmy powyzsza teoryja ogélng do ruchu planet okolo slofica.
PoniewaZ wymiary linijowe planet sg hardzo male w poréwnaniu z ich odle-
gloscig od slofica, przeto moZemy w piérwszym przyblizeniu rozwazaé te ciala
jako punkty i stosowaé podang teoryja do ich ruchu wzgledem sloiica. Dla
ruchu planet wzgledem slofica podal J. Keppler nastepujace trzy prawa, ktore
nazywamy prawami Keppler'a.

1°.  Srodel: planety opisuje elipsg, ktoréj ogniskiem jest $rodek slorica.

29, Promien wodzqey, idacy ze srodka storica do $rodla planety, zakrésla
w réwnyeh czasach pola rdwne.

30, Kwadraty ezaséw obiegow gwiazdowych dww planet okolo sterica sq
proporeyjonalne weglgdem szedciandw osi wielkich ich tordw cliptycznyeh.
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Z piérwszych dwu praw wynika, Ze ruch Srodka plancty wzglgdem stoiica
Jjest centralny, a Srodel: storiea jest Srodlkiem tego ruchu.  Aby rozpoznaé blizéj
prawa tego ruchu, obierzmy $rodek slofica za biegun ukladu spélrzgdnych,
a prosty od Srodka slofica ku punktowi prayslonecznemu (perihelium) za of
hiegunows; rdwnanie hiegunowe toru Srodka planety hedzie wtedy

= P
(1) rml-{-e.cos&p’
gdzie p oznacza parametr, ¢ za$ mimodréd tego toru, MoZemy poszukiwania
nasze odrazu rozciggnal na wszystkie krzywe stopnia 2-go, biorge e<<1,
e=1, ¢>1 wedlug tego, czy tor (m) jest elipsg, paraboly, lubtéz hiperboly,
zaé e =0, gdy (m) jest kolem.
Rozniczkujace to rownanie wzgledem czasu, otrzymamy
arn_ i’—i sintg L
at I “dt

A pouiewaz dla ruchu centralnego I;P ifi, gdzie @ jest predkosciy wy-

cinkowy, przeto

ar.. ey ng, a zatym B = (p—r)
dt — p R, ABARYI = e BT
Po podstawieniu tych wartogei w réwnaniu (8) art. 15-go, wyniknie
. 4a
(2) . = o

Ostatnie rownanie mozna takZe otrzymac z wzoru Binet'go, — Z tego réwnania
okazuje sig, ze przyspieszenie ruchu centralnego po kirzywéj stopnia 2-go, ktoré
ognisko jest srodkiem ruchu, posiada kierunel ku ognisku krzywdj @ jest odwro-
tuie proporcyjonalne wagledem kwadratu dlugosei promienia wodzqcego (twier-
dzenie Newton'a.).

Mozemy obliczyé wielkosé pray$pieszenia o, skoro znamy mimogréd toru
planety i polowg jego osi wielkiéj. Gdy oznaczymy t¢ ostatniy przez A, to
dla elipsy .

p=A(1—e¢2).
Jezeli T jest czasem obiegu gwiazdowego planety okolo slofca, to z twierdze-
nia, Ze predkost wycinkowa jest stala, wynika, Ze pole elipsy jest iloczynem
téj predkosei i czasu T a zatym

1
T.a==,A2(1 —¢%)32,
skad
n.A2 L
a==m— (1—e?)2. ‘

Gdy podstawimy te wartoéei na p i @ w réwnaniu (2), to

2 3
®) =

2 TE
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Jezeli A', 1" oznaczajy odpowiednie wielkodei dla innéj planety, to, na mocy
trzeciego prawa Keppler’a,

™=
gdzie A jest liczbg staly dla wszystkich planet. Otrzymujemy zatym naste-
pujgce wyrazenie przy$pieszenia

4n2)
(4) ' =—

Jr?-

)

z ktérego wyezytujemy wazne prawo: prayspieszenie ruchu centralnego planct
okolo storica ma dla wszysthich planet w jednakowdj odleglosce od sloica tg
samg wartosé. To przySpieszenie wig¢e nie zalezy ani od wielkosei, ani od
natury fizyezndj planety rozwazanéj, podobnie jak przySpieszenie kazdego
punktu ciala, spadajapcego swobodnie na ziemie, posiada te samg wielkosé hez
wzgledu na objetosdé i na wlasnosei fizyezne ciala spadajacego.

W punkcie przyslonecznym i w punkeie odslonecznym promiefi wodzacy
jest normalny do toru Srodka planety, a zatym w tych punktach znika przy-
Spieszenie styczne. Poniewaz w tych punktach prostopadla z ogniska na
styczng ma warto$é najmniejszg lub najwieksza, przeto predko$é ruchu pla-
nety bedzie w punkcie przystonecznym najwigksza, a w punkeie zaé odslone-
¢znym najmniejsza. -

Prawo, wyrazone zapomocg rOwnania (4), nazywamy prawem New-
ton'a; piérwszy on howiém wywiédl je z trzech praw Keppler'a i uczynil jo
podstawg mechaniki cial niebieskich. Newton nie poprzestal jednak na powyz-
szym prawie ruchu planet wzgledem slonca, leez okazal, Ze takiez samo prawo
stosuje sig takZe do ruchu ksigzyca wzgledem ziemi, hedacego rdwnieZ ruchem
centralnym. Kazdy punkt ciala, spadajacego na ziemie, posiada przyspiesze-
nie w kierunku spadania, a zatym ku Srodkowi ziemi; ruch jego prostolinijowy
jest zatym centralny, a §rodek ziemi jest §rodkiem tego ruchu. Przypustmy,
Ze prawo przy$picszenia, wyrazone zapomocy réwnania (4), stosuje sig takze
do spadku cial na ziemie, jak réwniez do prazySpieszenia ruchu ksiezyca
wzgledem ziemi. W pidrwszym przyblizeniu moZemy tor ksiezyca wzgledem
ziemi przyjmowad za kolo, ktdrego srodkiem jest Srodek ziemi, i przyjat procz
tego, Ze ruch ksiezyca jest jednostajny. Przyspieszenie zatym tego ruchu
bedzie normalne i stale. Jezeli g jest pray$pieszeniem spadku w maléj odle-
glodei od powierzehni ziemi, a 7 przySpieszeniem ruchu ksigZyca, to wedlug
PowyZszego prawa

i 2

ik
gdzie » oznacza promiefi ziemi, a R odleglosé $rodka ksigiyca od érodka
ziemi. Poniewaz R = 60,2703 . », przeto

= . a gdy Srednio g = 9,81 m, przeto
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981
(= 3633,51

czyli okolo 2,7 mm na sckunde. To przySpieszenie moZemy jednak obliczyé
% elementéw ruchu ksiezyca. Promief ziemi wynosi » = 6378 . 10%m, bedzic
wige R =2385.100p; obwdd zatym torn ksiezyca wynosi 24.108%m. Czas
obiegu gwiazdowego ksigzyca okolo ziemi = 236, 10* sekund, predkosé wige
ksigzyca na sekunde jest

= 0,0027 m,

24,108
V=58 10t N 1017 .
Przy$pieszenie zatym ruchu ksigzyca, wedlug tych danych, wynosi
v® 10172

T=F =355 Jos 0,0027 m,
Widzimy przeto, Ze przySpieszenie ruchu ksiezyca, obliczone wedlug powyzszéj
hypotezy, zgadza sig z yzeczywistoscig, a ta zgodnosé stwierdza prawo ogdlne,
e prazyspieszenie ruchu centralnego w ukladzie stnecenym i w ulladzic kazdéj
planety jest odurotnie proporcyjonalne wzgledem kwadratu odlegtosei od srodka
ruchu.  To prawo stosuje si¢ takZze do przy$pieszenia cial, spadajgeych piono-
wo na powierzehnig ziemi. Poniewaz wysokoSe najwyzszdj géry na ziemi wy-
nosi 8840 metréw, przeto stosunek przysipieszenia ¢, na szczycie téj gory do
przy§pieszenia ¢ u poziomu morza wynosi

9 8968 o0

g 6a7ar— U
josb wige g, =9,782im. Jezeli cialo spada na ziemig z malych wysokosei, to
mozemy z dostatecznym przyblizeniem przyjmowaé przyépicszenie tego ruchu
jako stale, a tym sposobem otrzymamy wzory przyblizone Galileusza, podane
w art. 8-ym.

17. Twierdzenie odwrotne wzgledem twierdzenia Newton'a jest naste-
pujace: jedeli przyspicszenie ruchu centralnego ma Lierunek Tu $rodkowi tego
ruchuw i jest odwrotnie proporcyjonalne wzgledem kwadratu odleg¥oéci od $rodka,
natenczas tor punkin jest krzywaq stopnia 2-go, ktoréj ogniskicm jest $rodels
ruchu.

Niech howiém bedzie

(1) T=——

gdzie k& jest spolezymnikiem wiadomym, wyrazajicym przyépieszenie w odle-
glosei od $rodka rowndj jednostce. Roéwnanie Binet’go daje w tym prazypadku

4a? [‘PG‘) 1]_ i

—| — —|=—, czyli
w2 r 72 A

r'.

i
( 2~' 4 (_}_) 1 .?6.‘"

d? T
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Kladge

2 1
3 = = —— A%
) M=o, t=o—N,
gdzie £ jest nows zmienng, mamy miedzy € i ¢ réwnanie rézniczkowe linijowe
rzedu 2-go
dt
@ e

+£=0:

ktorego calkg ogdlng jest, jak wiadomo,

(5) { = C, cosy + C, singp,

gdzie stale €, C, wynikajy z warunkow poczgtkowych. Przywracajuyc tu
wartoéé na £, otrzymamy

1

(3 = - — .
(©) g A+ O, cosp 4 C,sinyg

" Jezeli promien wodzaey z ogniska krzywéj stopnia 2-go tworzy z promieniem,
idgeym ku blizszemu wiérzcholkowi, kat ¢, a dowolny promien, prayjety jako
0§ biegunowa, tworzy z owym promieniem, przechodzgeym przez wiérzcholek,
kat dg, 1 jezeli nazwiemy ¢ — =1, to réwnanie biegunowe krzywéj bedzie

7 e P

( T 1+4c¢.cosdcost— e, sing,sing

7 zestawienia za$ wzordw (6) 1 (7) jest widoczne, ze torem punktu jest krzywa
stopnia 2-go, ktoréj ogniskiem jest $rodek ruchu, c. n. d. — Parametr téj

a z rownan A% cos§y = C, i — A%esindg, = C, otrzyma-

C,
-o
musimy dla pewnego kata biegunowego =14, znaé miejsce punktu, tudzie
kierunel i wiclkosé jego predkosci. Niechaj o bedzie katem, ktéry predkosé
tworzy z promieniem wodzgeym; wowezas ogdlnie

1
_}T_!'.'
my c::%}-]/'Cﬁ-!-Ca'-’- itg,=

krzywéj jest p =

Aby wyznaczyé stale ), G, C,,

rode 7
tanga — —
8 dr r!
jezeli oznaczymy % =", Niechaj dla » =, bedy dane wartoéci o =2,
"
y=r =53 'y =-—2—. Rownanie zu§ (9) art. 15-go dla
Y= u. v,; whedy 7', e ] 9) 5-go  dla
=1, daje
4q2 , |
v* = — (r* +7'e%),
Yo

z ktérego wynika

8 (i
( ) 2!; ,’.on_i_,rfnﬂ.

v

p.3 P2 P2
(XY, [ U P e o
, e
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Kladge T?—YE—:C' i oznaczajge przez €, i €', wartoei zmiennéj £ i jéj pocho-
dnéj przy ©w = 1,, z réwnania (5) i jego pochodnéj wzgledem ¢ otrzymamy
¢, = C, cosy, + C, sing,,

t'y =— O, sing, 4 C; cos 9, ;
i zutym
Cy =Gy cosp, — Ty singy,
C,={,singp, 4 ', cosw,;
poniewaz zas [, = 2l 2 o=— i%—, przeto
J'o e
g 1 - e s
s O =—-—2)cosg, +—,-sing,,
’o g
) y !
( 0, = — —O- 089, -+ (i — lﬂ) sing
2 rﬂg 0 ?.n 0n?
a stad
- P Lo i (B0 g)
(10) A 2+ \ k2 2)

Tor punktu bedzie elipsa, paraboly lub hiperboly, wedlug tego, czy e << 1,
¢=1, lub ¢>>1, czyli, na mocy wyrazenia (10), wedlug tego, czy
272 2% 25

Ll V> << V= V2
(1 B, W=, Wi

Zieby punkt zakréglil kolo, potrzeba, aby ¢ =0, a zatym, aby
ru: (voﬂ Yo — k‘.;)! + Lt }.In‘.‘, — _U i
z czego wynikajy nastepujace dwa warunki:
(12) ly=0 1 t‘-,,"":ﬁ,
%

ktore oznaczajg, ze predkosé poczatkowa jest prostopadla do promienia wodzy-
cego i takg posiada wielko$é, jaka odpowiada przyépieszeniu przy » =r, dla
ruchu po kole.

Spolrzedue hiezgce hodografu ruchn centralnego po krzywéj stopnia 2-go
s, wedlug wzoréw (16) art. 15-go,

E.:-—--iT“sincy, 1}-_-:%(‘—(:;05304-3).
Rugujac z tych réwnan kat ¢, otrzymamy réwnanie hodografu
13 2’2 eu Ak _-_’-I,_J_ﬁ 2 —1:
( ) / ag_ (. + 1] ) a "] + € 1 3

widzimy zatym, Ze hodograf jest kolem, ktérego jednak érodek nie przypada
w biegunie ukladu spélrzednych,



