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' dt»+l

Stosownie do tego określenia prędkość należy przyjmować jako przyśpieszenie rzędu
zero, przyśpieszenie zaś w ściślejszym znaczeniu jako przyśpieszenie rzędu pierw-
szego. Przyśpieszenie rzędu rc-go jest granicą, stosunku przyrostu przyśpieszenia rzędu
((i—l)-go w elemencie czasu, do tego elementu czasu, gdy oba wyrazy stosunku
zdążnjfj do zera. Przyrost przyśpieszenia rzędu (n — 1) go w elemencie czasu zo-
wiemy przyśpieszeniem elementarnym rzędu n-go; możemy zatym przy-
śpieszenie rzędu n»go określić także jako granicę stosunku przyśpieszenia elementar-
nego rzędu n-go do elementu czasu. Jeżeli u jest prędkością, to dv jest przy-
śpieszeniem eleinentarnem ruchu rzędu 1-go, a zatym — przyśpieszeniem rzędu

1-go. Z wiadomego przyspieszenia rzędu «-go otrzymujemy drogę wskutek (rc-|- 1)-
krotuego całkowania, a stałe całkowania wyznaczamy z wiadomych warunków po-
czątkowych, , •

Z powyższych określeń widzimy, iż z danego związku między drogą
a czasem możemy rozpoznać wszelkie cechy ruchu, a gdyhy ton zAyiązek nie
był wprost dany, należy go wyznaczyć przez całkowanie, aby potym dochodzić
własności ruchu.

10. RUCH KBZYWOLINIJOWY. Poznajemy cechy i własności krzywolini-
jowego ruchu punktu przez rozkład tego ruchu na ruchy elementarne, odby-
wające się w nieskończenie małych przedziałach czasu.

Granica kierunku prostej, która łączy miejsce punktu w czasie t z bez-
pośrednio następującym miejscem jego w czasie t + dt, wyznacza kierunek
ruchu tego punktu. Ponieważ granicą tej prostej jest styczna do toru punktu,
przesunięta w miejscu, które punkt zajmuje w czasie t, przeto ta styczna wy-
znacza kierunek ruchu. TV elemencie czasu przyjmujemy ruch jako prostoli-
niowy; skoro zatym punkt do końca czasu t opisał drogę 5, a w czasie dt
drogę ds, to prędkość tego ruchu elementarnego w kierunku stycznej według
poprzednich określeń będzie:

Tę wielkość nazywamy prędkością krzywolinijowego ruchu punktu w tym miej-
scu na torze, które odpowiada obranej wartości dla t. Drogę $ liczymy przy-
tyni od pewnego, zresztą dowolnie obranego, miejsca na torze poruszającego
się punktu. Określenie prędkości, jako pierwszej pochodnej drogi względem
czasu, stosuje się zatym do każdego ruchu punktu, jeżeli tylko kierunek ruchu
przyjmujemy zarazem jako kierunek prędkości. Jeżeli prędkość jest stała,
to ruch nazywamy jednostajnym, bez względu na tor poruszającego się pun-
ktu. Wszystkie twierdzenia o ruchu prostolinijowym i jednostajnym możemy
zastosować do ruchu elementarnego na linii krzywej.

Niech x, y ig będą spółrzędnymi prostokątnymi miejscaw poruszającego
się punktu, które on zajmuje w czasie t\ wówczas x + dx, y Ą-dy ip-\-dis
będą sjiółrzędnymi jego miejsca sąsiedniego w czasie tĄ-dt,- a różniczki dx,
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dy i ds oznaczają drogi, jakie rzuty tego punktu opisują, na osiach spółrzę-
dnych w przedziale dt czasu. Z tego wynika, że rzuty prędkości v na osi
spółrzędnych wyrażaj;}, się -wzorami

,.v dx dy <1;J

z których wynika nowe wyrażenie prędkości ruchu

Ten wzór daje wartość, a równania (2) wyznaczają kierunek prędkości. Sto-
sujemy powyższe wzory wtedy, kiedy ruch punktu określony jest zapomocą
trzech równań

(4) »=r,(ł;, 2 / = F ^ ; , 0=2,(9,
dozwalających wyznaczyć miejsce punktu w każdym czasie, a które nazywamy
r ó w n a n i a m i r u c h u . Rugując z tych równań parameter t, otrzymamy
dwa równania między x, y i s, które wyznaczaj,1], tor punktu. Rugowanie czasu
nie jest atoli koniecznie potrzebne; możemy bowiem dochodzić własności linii
krzywej, której spółrzędne punktowe są funkcyjami pewnego parametru, za*
chowując ów parametr w toku rachunku. —

Pochodne— j, -~, -j- mają znaczenie składowych prędkości piu>
dt civ clt

ktu, branych w kierunkach osi spółrzędnych. Wyznaczywszy te pochodne
z równań ruchu, możemy ruch punktu w każdej chwili rozłożyć na trzy ruchy
elementarne w kierunkach osi, i nawzajem, z prędkości tych ruchów możemy
wyznaczyć prędkość punktu, składając je wiadomym sposobem (art. 4). Takie
postępowanie sprowadza badanie ruchu krzywoliniowego do badania trzech
jednoczesnych ruchów prostoliniowych w danych kierunkach, co przedstawia
wielkie korzyści.

Każdą z powyższych pochodnych nazywamy prędkością punktu w kie-
runku odpowiedniej osi spółrzędnych. Jeżeli osi spółrzędnych stanowią układ
nieprostokątny, to i wtedy pochodne spółrzędnych względem czasu przedstą-.
wiają także składowe prędkości w kierunkach osi (art. 3), a prędkość punktu
może być z tych składowych obliczona.

Prędkość punktu możemy także obliczyć, znając jego spółrzędue biegu-
nowe. Niechaj tymi spółrzędnymi punktu będą: promień wodzący r, kąt <p,
który promień wodzący tworzy z osią s, i kąt 8, który ślad płaszczyzny, prze-
suniętej przez r i oś #, na płaszczyźnie %Oy tworzy z osią x. Używając

słownictwa gieograficznego, możemy kąt -= tp nazwać szerokością, a kąt 9

długością punktu; płaszczyzna, przesunięta przez r i oś 8, jest południkiem
tego punktu, a płaszczyzna xOs południkiem pićrw.szym. Co się zaś tyczy
kierunków, to r liczymy zawsze od początku układu ku punktowi »», kąt <f
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liczymy od dodatnej części osi s do promienia r, a kąt 0 liczymy na płaszczy-
źnie x O y (na równiku) od dodatnej części osi x ku dodatnej części osi y.
Między spółrzędnymi %, y, s i r, 0, tp mamy związki:

( x — r cos 0 sin tp,
(5) \ y = r sind sin<p,

[ g s s r cos tp.

Eozłóżmy prędkość w na trzy prędkości wzajemnie do siebie prostopadłe; mia-
nowicie na: v,. wzdłuż promienia wodzącego r, vp wzdłuż prostopadłej p do
tego promienia na płaszczyźnie południka punktu in, vn wzdłuż prostopadłej n
do tych dwu prostych. Jeżeli przez (I, X) oznaczymy kąt, zawarty między
dodatnymi kierunkami dwu prostych I i X, to dostawy kierunkowe prostych
r, p i % wyrażą się wzorami:

cos (r, x) — cos 0 sin tp, cos (p, x) = cos 0 cos tp, cos (TU, x) = — sin 0,
(6){ cos(r, y) z=sin6 sintp, cos (p, y) = sin 9 cos tp, cos frc, y) — cos 0,

cos (r, s) = cos (p, cos (ji>, ^) r s — sin <p, cos (it, s) = 0.

Różniczkując równania (5) względem if, otrzymamy

c?# „ d(p . n . fZO , „ cZr
——-=: r . cosO . costp. - = - 5 — ł ' . sm0 sinę . - r r + cosu . sintp , - 7 — ,
dt r dt J dt T dt
dii . „ dtp „ . dQ , . „ rfr

^ r = »•. sm0 costc. -=-T-+ •»*. cos0 . sin<p.-r r r-+ sin0 . simp. ~m
dt dt dt dt-
d# dw , dr

- r r = — r. sm tp. - j i + cos (p. -=—,

a obliczając następnie przy pomocy wzorów (6) z tych składowych prędkości v
rzuty jej na proste r, p, TU, otrzymamy noAve składowe prędkości v, wyrażone
przy pomocy pochodnych spółrzędnych biegunowych punktu,

_ dr

dQ
Możemy te składowe obliczyć bezpośrednio, bez pomocy spółrzędnych prosto-
kątnych. Prowadząc z punktu m owe trzy proste r, p, rc, obierzmy* na krzy-
wej (m) punkt nieskończenie bliski m' o spółrzędnych r Ą- dr, <f + d<p, d Ą-d6;
spółrzędnymi więc punktu m' względem układu owych trzech prostych będą:
dr, r. cZcp, r ,dQ . sin<p. Te spółrzędne wyobrażają rzuty drogi elementarnej
mm' na te trzy proste; dzieląc zatym każdą z nich przez element czasu, otrzy-
mamy odpowiednie prędkości vn v}>, v%.

Jeżeli punkt opisuje krzywą płaską, to w jej płaszczyźnie obierzmy oś
biegunową; wtedy 0 = 0, a zatym v% = 0. Otrzymamy wówczas
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{ ) *'" dt ' " J " ~ r ' di '

jako prędkości punktu w kierunku promienia wodzącego i w kierunku prosto-
padłym do promienia.

Ze wzorów (7) i (8) wynika następujące wyrażenie prędkości v,

a wrazie ruchu po krzywej płaskiej

Fig. 5«.

Równaniami ruchu nazywamy tu równania

(11) r=ft(t), <f=f2(t), Q=
określające spółrzędne biegunowe poruszającego się punktu w funkcyi czasu.

Między składowymi va, vv, vt prędkości v, a jej składowymi vn vp, t>„
zachodzi ta ważna różnica, że kierunki pierwszych są stałe, podczas gdy kie-
runki drugich składowych zmieniają się ze zmianą miejsca punktu podczas
ruchu.

11. Podobnie jak pojęcie prędkości, tak pojęcie przyśpieszenia daje się
przenieść z ruchu prostolinij owego na ruch krzywolinijowy.

Przypuśćmy, że punkt opisuje liniją krzywą (ni) (fig. 5«) i przy końcu
czasu t znajdzie się w miejscu m, posiadając w kierunku stycznej do toru
prędkość v, i że po upływie elementu czasu
di przybywa do miejsca sąsiedniego m'
z prędkością w kierunku stycznej do toru
V = v + dv, różniącą się co do kierunku
i wielkości nieskończenie mało od prędkości
v. Wykreślmy na fig. 51) z dowolnego pun-
ktu O obiedwie prędkości i rozłóżmy V na
dwie składowe, z których jedna niech będzie
v; wówczas druga składowa będzie nieskoń- 5
czenie mała i ona przedstawi widocznie tę
prędkość, której punkt nabywa w elemencie
czasu dt i wskutek której prędkość « przy-
biera co do wielkości i kierunku wartość V.
Ten nieskończenie mały przyrost prędkości
w elemencie czasu nazywamy p r z y ś p i e -
szeniem e l e m e n t a r n y m r u c h u punktu
w miejscu m, jakie ten punkt zajmuje przy końcu czasu t, a granicę stosunku
przyśpieszenia elementarnego do elementu czasu, w którym ono zachodzi, na-
zywamy p r z y ś p i e s z e n i e m r u c h u w punkcie m. Gdy prędkości « i Y
rozważać będziemy w ich położeniach właściwych na stycznych do toru w pun-
ktach in i w',, to płaszczyzna, przez nie przesunięta, jest płaszczyzną, ściśle-

Fig. 56
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styczni], do toru w punkcie m; a ponieważ prędkość V jest wypadkową pręd-
kości v i przyśpieszenia elementarnego, przeto okazuje się, źeprzyśpieszenie
elementarne leży w płaszczyźnie ściślestycznej do toru punktu poruszające-
go się.

Aby wyznaczyć to przyśpieszenie, obierzmy płaszczyznę ściślestyczną
do (ni) w punkcie ni jako płaszczyznę rysunku i wystawmy na niej w punkcie m
dwie osi spółrzędnycli: oś mt w kierunku stycznej czyli prędkości v, i oś mn
w kierunku normalnej głównej ku środkowi krzywizny toru. Prędkość Y
czyni z osią, mt kąt nieskończenie mały cZ<p, który liczymy od tej osi ku osi
mn; jest on kątem krzywizny toru (ni) w punkcie uważanym. Rozłóżmy
prędkość V na dwie składowe, V* i V„ w kierunkach osi mt i mn; natenczas

Vi = V . cosrZcp, V» = V.sin<Ztp,

a jeżeli wstawimy Y = v-\-dv i odrzucimy wielkości nieskończenie małe
względem elementu czasu dt, to otrzymamy

Vj s= v -J- dv, V;, = (v + dv)dy = v. cZ<p.

Rozłóżmy podobnie prędkość v na składowe vt i vn; wtedy D, = O, U „ = 0 .
Oznaczmy teraz przez dj szukane przyśpieszenie elementarne, a przez djt i dj„
jogo rzuty na osi spółrzędnych; z poprzedniego określenia wynika, że wtedy

(1) dj, = Yt— vt = dv, djn = V» — v» = v. d(p,

a zatym

(2) dj = V'

Jeżeli (*dy,î  oznacza kąt, jaki kierunek przyśpieszenia elementarnego tworzy
z kierunkiem prędkości, to

(3, §
a jeżeli przyśpieszenie oznaczymy przez 7, to

= i = K U ) +v2(l?
Z tych równań okazuje się naprzód, że przyśpieszenie elementarne jest

wielkością nieskończenie małą tego samego rzędu, co element czasu dt. Dalej
widzimy, że kierunek przyśpieszenia elementarnego, który zarazem jako kieru-
nek przyśpieszenia uważać należy, tworzy z kierunkiem prędkości kąt, mający
wielkość skończoną, który tylko w przypadkach szczególnych może przyjąć
wartość zero. Jeżeli bowiem ruch punktu jest ciągły względem czasu, to kąt
(f,u) będzie zerem, gdy dy — 0, co miejsce mieć będzie dla ruchu prostolini-
jowego, a dla ruchu po linii krzywej zachodzić może tylko w punkcie przegię-
cia. Z wyjątkiem więc tych dwu przypadków nie ma przyśpieszenie kierunku
prędkości. Jeżeli przyrost dv prędkości jest dodatny, to kierunek przyśpie-
szenia przypada wewnątrz kąta prostego tmn, zawartego między kierunkiem
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prędkości a kierunkiem normalnej głównej. Jeżeli zaś dv jest ujemne, wtedy
kierunek przyśpieszenia przypada wewnątrz kąta prostego t'mn, utworzonego
przez przedłużenie kierunku prędkości z kierunkiem normalnej głównej. "Wi-
dzimy bowiem z równań (1), że rzut djt przyśpieszenia elementarnego na sty-
czną ma ten sarn. znale, co różniczka dv, a rzut dj„ tego przyśpieszenia na
normalną główną, ma zawsze znak dodatny.

Rozłożyliśmy przyśpieszenie elementarne na dwie składowe prostokątne..
Jedna składowa djt naa kierunek stycznej do toru (ni) w punkcie m i dlatego
zowiemy ją przyśpieszeniem e lementarnym stycznym; druga zaś
składowa djn ma kierunek normalnej głównej ku środkowi krzywizny toru
i dlatego zowiemy ją przyśpieszeniem e lementarnym normalnym,
lub do środkowym. Granicę stosunku przyśpieszenia elementarnego sty-
cznego do elementu czasu nazywamy odpowiednio przyśpieszeniem sty-
cznym, a granicę stosunku przyśpieszenia elementarnego normalnego do
elementu czasu nazywamy przyśpieszeniom normalnym, albo do-
środkowyni ruchu w punkcie m. Oznaczywszy te przyśpieszenia odpo-
wiednio przez i(t i '(„, mamy

— „(K\ v !ML Ś1 !!L1 v MIL „ l±
K ' v ~ df~ d t ~ d P ' u~~ d t ~ d t }

(6) -(— 1/Y7TY7.

Niecli ds oznacza drogę elementarną mm', a p promień krzywizny toru
i • i i -i -i i dv 1 ds v

w punkcie m; Avtedy a s = p.«(p, a z a t y m - = j = — . - = - = — , z czego wy-
(11 p (lv p
(11 p (lv

nika:

Z tycli równań widzimy, że przyśpieszenie normalne jest proporeyjonalne
względem kwadratu prędkości ruchu punktu i względem krzywizny jego toru,
że zatym do obliczenia tego przyśpieszenia nie wystarcza sama znajomość
związku między drogą a czasem, lecz trzeba znać koniecznie kształt toru (m),
Z równania (5) okazuje się, że przyśpieszenie styczne zależy tylko od związku
między drogą a czasem.

Przyśpieszenie styczne znika i tylko wtenczas zniknąć może, gdy dv = 0,
to znaczy, gdy ruch jest jednostajny. Przy ruchu po linii prostej niema wcale

przyśpieszenia normalnego, bo — = 0, a przy ruchu krzywoliniowym znika

przyśpieszenie normalne tylko w punktach przegięcia, t. j . w tych miejscach
na torze, w których kierunek ruchu pozostaje ten sam przez dwa elementy
czasu, po sobie następujące. Gdzie tylko podczas ruchu zachodzi zmiana
kierunku prędkości, tam przyśpieszenie normalne zawsze się pojawia. Możemy
zatym powiedzieć, iż obie śmiemy prędkości od punktu do punktu, zachodząca
co do wielkości i co do Idcninhi, wyrażają si§ xo stosunku do osasu przes
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tvhśchve sohie przyśpieszenia: przyśpieszenie styczne wpływa tylko na zmianę
uielhości, a przyśpieszenie normalne tylko na zmianę Jcicrunhi prędkości.

Przejście punktu z miejsca m do vi', któremuto przejściu towarzyszy
zmiana prędkości, możemy uważać jako skutek dwu ruchów nieskończenie
małych, zachodzących w elemencie czasu dt, jednego w kierunku stycznej,
a drugiego w kierunku normalnej głównej do toru. Ruch po stycznej jest
jednostajnie przyśpieszony, a jego prędkość początkowa wynosi v, przyśpiesze-
nie zaśy<; więc droga, opisana w czasie dt, będzie ds= v . dt + -x li • dt2, czyli
ds=v . dt, gdy opuścimy wielkość nieskończenie małą rzędu 2-go. Ruch po nor-
malnej głównej jest także jednostajnie przyśpieszony, a jego prędkość począt-
kowa jest 0, przyśpieszenie zaś y„; więc droga w czasie dt będzie ~ y„ci!£2 =

i;2 ds2

— ——di i =—. Droga zatym w kierunku, stycznej jest nieskończenie mała
2 p 1 p

tego samego rzędu, co element czasu, droga zaś w kierunku normalnej głównej
jest nieskończenie mała w porównaniu z tym elementem czasu. Tę drogę
nieskończenie małą rzędu 2-go, jaką punkt opisuje w elemencie czasu w kie-
runku normalnej głównej, zowiemy jego z b o c z e n i e m . Wskutek tego zbo-
czenia zmienia się kierunek ruchu; gdyby zboczenia nie było, ruch punktu
byłby prostolinijowy.

12. SKEATJ I ROZKEAD PRZYŚPIESZEŃ, W poprzednim dochodzeniu uży-
wany, podobnie polega na jednoczesnym rozważaniu ruchów jednostajnie
zmiennych, jak skład i rozkład prędkości na rozważaniu ruchów jednostaj-
nych. Niech punkt m odbywa ruch prostolinijowy jednostajnie zmienny
względem układu A, z przyśpieszeniem y,, układ A, unosi punkt m z przy-
śpieszeniem Ya względem układu A 2 , . . . , układ nakoniec A„_i niech unosi
układy A1}. ..,A„--2 wraz z m z przyśpieszeniem y„ względem układu nieru-
chomego A„; mamy wyznaczyć ruch punktu m względem A„, znając jeszcze
prędkość początkową tego punktu. Rozważajmy ruchy w elemencie czasu dt;
wtedy y,. dt, y 2 . dt,..., y„_i. dt, f„.dt będą odpowiednimi przyśpieszeniami
elementarnymi. Ponieważ przyśpieszenia elementarne określiliśmy jako przy-
rosty prędkości, czyli jako nieskończenie małe prędkości punktowi udzielone,
przeto do nich stosuje się metoda, za której pomocą dokonywaliśmy składu
i rozkładu prędkości. Składając zatym zapomocą wieloboku powyższe przy-
śpieszenia elementarno, otrzymamy wypadkowe przyśpieszenie elementarne
punktu m. Z wiadomej zatym prędkości punktu możemy wyznaczyć jego ruch
wypadkowy. Kreśląc wielobok skończony, którego boki przedstawiają przy-
śpieszenia y,, fi)-.tffn') otrzymamy bezpośrednio przyśpieszenie y szukanego
ruchu punktu, którego stosunek do wypadkowego przyśpieszenia elementar-
nego będzie równy stosunkowi każdego z przyśpieszeń składowych y,- do odpo-
wiedniego przyśpieszenia elementarnego 'd.dt. Obadwa bowiem wieloboki
są podobne, a. ich boki odpowiednie są równoległe. Z tego nietylko się oka-
zuje, co znaczy skład i rozkład przyśpieszeń, ale zarazem przedstawia się
metoda tych działań, nie różniąca się niczym od metody przy składzie i rozkła-
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dzie prędkości. Jeżeli przyśpieszenie wypadkowe ma kierunek prędkości
punktu, natenczas ruch punktu nie zmieni pierwotnego kierunku; w każdym
zaś innym przypadku zmiana taka nastąpi. Płaszczyzna, przesunięta przez
prędkość punktu i przyśpieszenie wypadkowe, będzie ściślestyczną do toru
punktu. Rozkładając przyśpieszenie wypadkowe na przyśpieszenia styczne

i normalne, możemy z wiadomej prędkości obliczyć krzywiznę — toru, tudzież

związek między drogą i czasem. Wszystkie twierdzenia, okazane w art. 4-ym
i 5-ym o składzie' i rozkładzie prędkości, stosują się bez wyjątku do przyśpie-
szeń ruchu punktu.

Z tych twierdzeń robimy użytek, aby obliczyć przyśpieszenie, mając
równania ruchu. Niech spółrzędne prostokątne punktu (x, y, g) dane będą
. , „ , , dx dy ds ., . .
jako iunkcyje czasu; wówczas vx = -=v , vv = ~~, vz — -=y są prędkościa-ch £ ctt clt
mi tego punktu w kierunkach osi spółrzędnych, czyli prędkościami jego rzu-
tów, poruszających się wzdłuż tych osi. Ponieważ ruch każdego z tych rzutów
jest prostolinijowy, przeto:

będą przyśpieszeniami ruchu tych rzutów, a zatym, na mocy poprzednich
twierdzeń, rzutami czyli składowymi przyśpieszenia ruchu punktu. Mamy
zatym dla każdego ruclm:

.„. , . , x , , d2x d%y &H
(3) cos (Y,a?) : cos (y,y): cos (Y,«() = -^: -^ : -^

te równania pozwalają z równań ruchu obliczyć wielkość i kierunek przyśpie-
szenia. Następnie mamy

(4)
sin (t v) =

a te równania wyznaczają kąt między przyśpieszeniem a prędkością. Z tych
równań wynikają następujące wyrażenia na przyśpieszenia styczne i normalne:

(5) • T t g = T ł 0 M ^ ) S =

Y » = t • sin (r/») = K ^

Przyśpieszenie może być także obliczone ze spółrzędnych biegunowych
*•, cp i 0, których używaliśmy w art. 10-ym do obliczenia prędkości. Niechaj
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To i "l>) T* D§d% składowymi przyśpieszenia, wziętymi w kierunkach prostych
r, p i ffi. Różniczkując równania (5) art. 10-go dwa razy względem czasu,
otrzymamy:

- — »•. sm6 si = • cos 6 si

dr
— 2 r . sin 6 cos <p-—-. - r j — 2sin6 . sincp ,-JJ • -jr + 2cos6cos<p ,-jr .

Cl V Cii V Cv v Ct v dt dt

^ - = r. smO cos<p . -=-^- + »•. cos6 smep . -y^- + sm0 sin<p -y---=-^

dr
- 2 r . cos6 cos® . - ~ . -=-r+'2cosOsintp. -=- . -vr + 2sin0 cos(PT cli di5 • ' dt dt Tcli dt dt dt

. _ _ L d2r

Rzucając te przyśpieszenia na proste r, p, n, otrzymamy

(7)

• sin<p + 2r. - ^ 1 . JJ costp + 2 ^ . -^ . sincp,

zaś Y =

Jeżeli tor punktu jest krzywą płaską, to, obrawszy płaszczyznę krzywej jako

południk pierwszy, będziemy mieli wciąż 6 = 0, - r - = : 0 , -y—- = 0, a za-
Cl v Civ

tym YK = 0 • Otrzymamy więc

(8)

dt "

jako składowe przyśpieszenia, brane w kierunku promienia wodzącego i w kie-
runku do niego prostopadłym. Porównanie wzorów (7) z wzorami (7) art.
10-go okazuje, że przyśpieszenia punktu w kierunkach prostych r, p i w nie są.
pochodnymi prędkości w tych kierunkach względem czasu, jak to zachodzi dla
spółrzędnych prostokątnych. Ta różnica między tymi dwoma rodzajami spół-
rzędnych stąd pochodzi, źe proste r, p i t poruszają się wraz z punktem, że
zatym układ tych osi spółrzgdnych zajmuje inne położenie na początku, a inne
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przy końcu elementu czasu dt, podczas gdy osi cc, y ig zachowują, ciągle też
same kierunki.

13. PHZYŚMUSZENIA RZĘDÓW WYŻSZYCH. Jeżeli x, y i z są. spółrzgdnymi pro-
stokątnymi punktu poruszającego się, to wielkość dodatną

przy n całkowitym i dodatnym nazywamy p r z y ś p i e s z e n i e m r z g d u »i-go ruchu
tego punktu.

Kierunek tego przyśpieszenia otrzymujemy, odcinając wielkości

*• ' ' — dł"+l ' — d ( n+f' I* '

na odpowiednich osiach spólrzgdnych i składając te odciuki zapomoca wieloboku.
Każda z pochodnych (2) oznacza przyśpieszenie rzgdu n-go w kierunku odpowie-
dniej osi spółrzgdnych. Jeżeli według tego określenia wyznaczymy przyśpieszenia
punktu rzgdu (u—l)-go w czasach t i tĄ-dt, to p r z y ś p i e s z e n i e m elemen-
t a r n y m r z g d u n-go nazywamy nieskończenie małą wielkość, o jaką przyśpiesze-
nie rzgdu (n — l)-go zmienia się w elemencie czasu dt. Przyśpieszenie zaś fW
jest granicą stosunku przyśpieszenia elementarnego rzgdu (n — l)-go do elementu
czasu.

Obliczmy przyśpieszenie rzgdu 2-go. Przyśpieszenie *f w punkcie (x, y, z)
który nazwijmy m, przypada w odpowiedniej płaszczyźnie ściślestyeżnej do toru
w punkcie m, a przyśpieszenie T w punkcie nieskończenie bliskim m' (x -f- dx,...)
przypada w płaszczyźnie ściślestycznej w tym punkcie. A zatym przyśpieszenie
elementarne rzgdu 2-go W punkcie m nie przypadnie, mówiąc wogólności, w płasz-
czyźnie ściślestycznej w tym punkcie. Wystawmy zatym w punkcie m trzy proste:
mt styczną do toru (m), mn normalną główną i mb dwunorraalną, t. j . prostopadłą
do płaszczyzny ściślestycznej; przyśpieszenie rzędu 2-go 7(3) możemy rozłożyć odpo-

. wiednio na trzy składowe do siebie prostopadłe, -{P, Yn
(2), "Cii® wzdłuż tych trzech

prostych. Jeżeli p jest promieniem krzywizny w punkcie m, a dla krótkości wpro-
wadzimy oznaczenia

(3) a =

to kierunki prostych mt, mn, mb wyznaczone bgdą przez następujące równania:

s , dx ,, . dy dz
cos (Lx) = •—, cos (t,y) = -—, cos (l,z) = —- ;1 ' J gp' v ds ds

,dx dy dz
d— d-— d—~

ds ds . , ds
cos(n,x) = p . , cos(n,y) =. p . — — , am^ifij = p . — - ;

a / , i 6 A ) — c

COS (b,x) = — j COS (b,y) = — > COS (bpj — — .
JK /5 fv
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Rzuty przyśpieszenia f® na osi x, y i z są

l d ) f* ~~d?' li ~ dt*' ^

będzie zatym

1 ~~ rfi3 " ds dt3' ds ^ dt3 ' ds '

/ dx dy dz\
d3x ds d3y ds d3z ds

' " "~ P \ dt3 " rfi3 " ds ^ dt3 ' ds

d3x

Lecz

— (d*X . dx + (Py . dy + AH . dz)*,
a ponieważ

(7) ds2 = dx- + <hf + dz2,

a nadto, według równania (7) ustępu 11-go.
. 7 . 1

(8)

przeto

t 2 = rfj2j (&s)
T

. dy + d%z .

(10)

Różniczkując równanie (7), otrzymdmy

(9) ds . d2s ES dx , d?x -\- dy . d^y -f- dz . d2z,

co, po wstawieniu w fc2, daje

I— ds3

P '
Niech </e będzie kątem, zawartym między płaszczyznami ściślestycznymi w punkcie
m i w punkcie m1; wielkość

1 _ di
r ds

nazywamy, jak wiadomo, skręceniem krzywej (m) w punkcie m, długość zaś r pro-
mieniem skręcenia. Z teoryi krzywych skośnych wiadomo, że

1 a , d3x -\- I. d3y Ą-c . d3z

czyli, po uwzględnieniu związku (8),
1

r(11)
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Różniczkując równanie (9), otrzymamy

ds . d3t + (dh)° = dx , (Px -f dy . d3y + dz .

a z tego równania i równań (8) wynika

(12) ds . d3s — s s dx . d3x Ą- <iy . d3y -|- dz , cflzt

Podstawiając tg wartość w pierwsze równanie (6), mieć będziemy

n, ponieważ Y( = -y j jest przyśpieszeniem stycznym rzędu 1-go, zaś « = —

isj, przeto

(14)
p4

Zważmy^ że, bez Względu na Kraienntji niezależnej

ds ds . dh: — ilx . fi.i ds L
ds ds3 ds ds

co podstawiwszy w drugie z równań (0), mieć będziemy

Y„® = —J?—- . [(ds . (Px — dxiPs) (Px+(ds dhj — dy dh) (Py Ą-(ds . (t-z — dz d-s) A ] ,

czyli, po uporządkowaniu)

ds3. dfl

Różniczkując zaś równanie (12); otrzymamy

(16) tfii . 'A? + ^ i - (2p . A — ds . dp) =s (ft:. rf3^ + d2;/ . fi3tf + d2r . <P<:.

a podfitawiając wartości z równań (12) i (16) w równanie (15), będziemy mieli

(17)

(18)

(19)

• dt

dt

1 ds dp
r? ' dt ' dt

r 3 dh ds d ( 1 \
_77' r//'2 d( ' dt \ p/_

, czyli

• albo

Ł' I * 1/ lit- ^ *

7 7 ' 7 / 7 dt p ' d t '

gdzie Y„ jest przyśpieszeniom normalnym rzędu 1 -go. Jeżeli nakoniec wartości
z równań (10) i (1.1) podstawimy w trzecie równanie (6), to wyniknie

(20) ',.W = •
dl

Blhl. mnt.-fiz., S. IV, T. X.
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Równania (14), (19) i (20) wyrażają, odpowiednio p r z y ś p i e s z e n i a r z g d u
d r u g i e g o : s t y c z n e , n o r m a l n e i dwu n o r m a l n e , wyrażone przy pomocy
prędkości i jej pochodnych wzglądem czasu, tudzież przez promień krzywizny

i promień skręcenia toru. Dla krzywej płaskiej w każdym punkcie jest — = 0,
1 ''

a zatym f&w = 0. Dla ruchu prostolinijowego mamy nadto — = 0, a więc

" ~ dt* dt* ' ' ' " ' " .

Dla zwykłej linii śrubowej promienie ?• i p są, stałe; skoro zatym punkt taki^ krzywą
jednostajnie opisuje, natenczas *f/2> i fjW będą, wielkościami stałymi.

14. HODOGBAF. Równanie v=f(t), dające prędkość ruchu w funkcji
czasu, możemy przedstawić gieometrycznie; otrzymujemy tym sposobem obraz
ruchu co do prędkości. Poprowadźmy w tym celu dwie prostokątne osi

Ot, Ov (fig. 6) i, obliczywszy dla dane-
go t odpowiednie v, odetnijmy czas t na
osi Ot, a prędkość v na osi O-u. Otrzy-
mamy w ten sposób punkt |J., który przy cią-
głej zmianie argumentu t przebiegnie pewną
krzywą [u], którą nazywamy krzywą pręd-
ko S ci ruchu punktu. Równanie tej krzywej
jest v=f(t). Dla ruchu jednostajnego ta
krzywa jest liniją prostą, równoległą do
O£; dla ruchu jednostajnie zmiennego, gdy
v = cJ

r>(i, krzywa prędkości będzie liniją
F ) g ' r" prostą, nachyloną do Ot pod kątem, którego

styczna jest 7, a przecinającą Ov w punkcie
v = c. Droga s, którą punkt m opisuje w czasie t%—tn wynosi

ta.

jest zatym proporcyjonaliia względem pola ti^foia, ograniczonego rzędnymi
'IH-D '2^2 w punktach tlt tt i łukiem [J.,[J..2 krzywej [u]. Zamieniając to pole
na prostokąt o tej samej podstawie i równoważny, otrzymamy wysokość v,
tego prostokąta ze wzoru

(i)

Ta wysokość przedstawia prędkość ruchu jednostajnego, wskutek którego
punkt ni opisałby w czasie t2 — f, tę sarnę drogę, jaką opisuje ruchem zmien-
nym. Nazywamy ją p r ę d k o ś c i ą ś r e d n i ą ruchu, a wzór (1) służy do
obliczenia prędkości .średniej, gdy znamy v w funkcyi t. Styczna do krzywej



JftUCH BEZWZGLĘDNY PUNKTU, — 1 5 . 3 5

prędkości w punkcie fj, tworzy z osią Ot kąt, którego styczna trygonome-
dv

tryozna wynosi -j-; widzimy zatym, że nachylenie tej stycznej do osi Ot

pozwala obliczyć przyśpieszenie styczne ruchu.
Podobnym sposobem możemy przedstawić gieometrycznie przyśpieszenie

ruchu w funkcyi czasu. Każdy zresztą związek między jakimikolwiek dwiema
wielkościami, ruch określającymi, np. v = ¥(s), y = T?(v) i t. p., daje się
przedstawić gieometrycznie. Do takiego przedstawienia gieometrycznego
używamy z korzyścią spółrzędnych biegunowych. Przesuńmy przez dowolny
punkt O proste, równoległe do następujących po sobie stycznych do toru poru-
szającego się punktu, i odetnijmy na tych prostych od punktu O długości, pro-
porcyjonalne względem odpowiednich prędkości; wówczas liniją, łączącą pun-
kty końcowe tych odcinków, nazywamy, według "W. Hamilton'a, l iodografem
ruchu punktu. Jeżeli tor jest krzywą skośną, to hodograf jest także taką
krzywą; dla toru płaskiego hodograi jest krzywą płaską. Hodograf leży na
powierzchni stożkowej, mającej tworzące równoległe do stycznych do toru,
a płaszczyzny styczne równoległe do płaszczyzn ściślestycznych do toru. Jeżeli
ruch punktu jest jednostajny, to hodograf zamienia się, na koło po rozwinięciu
stożka na płaszczyźnie; jest zatym tak zwaną krzyżownicą prostokątną na
stożku; dla ruchu jednostajnego na płaszczyźnie hodograf jest kołem, zatoczo-
nym z punktu początkowego. Jeżeli [j< i [j,' są dwoma nieskończenie bliskimi
punktami hodografu, odpowiadającymi punktom ni i ni' na torze poruszającego
się punktu, to prosta jj,[i/ jest równoległa do przyśpieszenia elementarnego
w punkcie m, a zatym styczne do hodografu są równoległe do przyśpieszeń
ruchu punktu. Niechaj x=:E,(t), y = F2(t), n = J?a(t) będą równaniami
ruchu punktu, a £, vj, C spółrzędnynii bieżącymi hodografu; wtedy

i = Fl'(t), •fi = F.i'it), C = J?.W.

Rugując czas z tych równań, otrzymamy równania hodografu w zwyczajnej
postaci. — Jeżeli tor punktu jest krzywą płaską, której spółrzędne biegunowe
są v i <p, to, biorąc biegun za początek układu prostokątnego spółrzędnych,
a oś biegunową za oś «-ów, otrzymamy spółrzędne hodografu:-

dr d<o
o ? , . T - - . s i n ? ,

dr

Wyraźmy r przez <p z równania toru i wyrugujmy z tych równań kąt <p; otrzy-
mamy wtedy równanie hodografu we spółrzędnych prostokątnych.

15. RUCH CENTBALNY. Poznawszy cechy ruchu punktu, zastanowimy
się nad niektórymi szczególnymi ruchami, które, bądźto że względu na osobli-
we swe własności, bądźteż ze względu na swą ważność w licznych zagadnie-
niach mechaniki, zasługują na szczególną uwagę.
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R u c h e m c e n t r a l n y m (środkowym) punktu nazywamy ruch taki,
przy jakim przyśpieszenie '( nieustannie przechodzi przez pewien punkt stały-
Ten punkt stały nazywamy środkiem ruchu centralnego.

Ahy się przekonać, czy taki ruch jest możebny i pod jakimi warunkami
zachodzi, oznaczmy przez ft, r) kąt, który przyśpieszenie ruchu punktu (x, y, s)
tworzy z promieniem wodzącym r, łączącym ten punkt z początkiem układu
spólrzędnych. Z równań (3) art. 12*go wynika

cos (f,x) = rr= = = > c o s

COS (h{)») —
V (cV-x)"-

a ponieważ »<a = X1 + y"- -f s2, przeto, wogólności, dla każdego ruchu

(1) c o s (-t,r) = a ••->

Aby ruch punktu był centralny, a początek układu spółrzędnych środkiem
tego ruclm, potrzeba i wystarcza, żeby, bez względu na czas, cosfy,r) = ± 1,
czyli cos2(Y,r) = 1; a więc, według (1), wynika, jako warunek takiego ruchu,
równość

(2) (y. d2s —0. dhj)% + (e. dH — x. d2e)2 + (x. d2y — y . dH)'1=O.
Ponieważ każdy z tych trzech składników jest dodatny, przeto jest tu jedno-
cześnie

x. dhj — y , d2x = O,
Całkując zaś te równania i oznaczając stałe całkowania przez A, B, C, otrzy-
mamy

y. ds — e i dyś= Aj
(4) ss . dx — x.d#=~B,

x .dy — y , dxz=G,

a mnożąc ostatnie równania odpowiednio przez x, y, e i dodając iloczyny
stronami odpowiednimi, mieć będziemy

(5) Ax-}-By -^-Gs = 0.
Ponieważ to równanie przedstawia płaszczyznę, przez środek ruchu przecho-
dzącą, a spółrzędne punktu poruszającego się temu równaniu zadość czynią,
przeto mamy twierdzenie: Buch centralny jest możebny tylko na knsyivej pła-
skiej, której płaszczyzna przechodzi preez środek ruchu.

To twierdzenie pozwala do ruchu centralnego zastosować równania (8)
art. 12-go, jeżeli oś biegunową obierzemy na płaszczyźnie ruchu, a środek
ruchu za początek. Ponieważ r(p jest składową przyśpieszenia w kierunku
prostopadłym do promienia wodzącego, łączącego punkt ze środkiem ruchu,
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przeto warunkiem koniecznym i wystarczającym tego ruchu jest teraz: Yj>=0>
czyli

albo

Całkując to równanie przy założeniu, że r nie przybiera wartości nieskończe.
nie wielkich, otrzymamy

(7) „.»!„.,
gdzie u jest stałą dowolną. Jeżeli punkt, poruszający się po krzywej płaskiej
(ni) około środka O, przeniesie się w elemencie czasu z punktu m, (»•, <f), do
punktu nieskończenie bliskiego m\ (r + dr, <p+fZtp), to promień wodzący

zakreśli nieskończenie mały wycinek mOm', którego pole wynosi —'-—°-\ gra-

nicę stosunku tego pola do elementu czasu nazywamy p r ę d k o ś c i ą wy ciii'
kową ruchu względem punktu O. Prędkość zatym wycinkowa wynosi

— . —y-, a równanie (7) okazuje, że stała u ma znaczenie prędkości wycinko-wi dt
wój. Mamy zatym dalsze twierdzenie: podczas ruchu centralnego punktu
prędkość wycinkowa losględem środka ruchu jest stała. 1 nawzajem: jeżeli
prędkość wycinkoiua ivsgl§dem pewnego punktu jest stalą, to ruch jest centralny
iczględem tego punktu. Przy ruchu zatym centralnym promień wodzący w ró-
wnych czasach zakreśla pola równe, a pola, zakreślane w czasach nierównych,
są proporcyjonalne względem czasów.

Z równania (7) mamy -j>- = -—, t. j . wyrażenie pochodnej kąta <p wzglę--
Ci t V

dcm czasu. Podstawmy je w równania (8) art. 10-go i w pierwsze i równań
(8) art. 12-go; zważając, że dla ruchu centralnego mamy 7 = 'jV, otrzymamy:

d r 2 civr — — . vp=:—, a zatym dla każdego ruchu centralnego prędkość i
Cv u T

śpieszenie są

Ponieważ
d r d r dy 2a dr cl / 1

= r» ' d<? " " dy\rdt~~ dy ' dt
przeto także



HEOIIAKIKA TEORETYCZNA.

Ponieważ nadto

d-r

przeto

(10)

dt

Aa"-

Wzory (8) i (9) podał I. Newton, wzór zaś (10) I. Binet.
Oznaczmy przez a (fig. 7) kąt. który promień wodzący Om tworzy ze

styczną do toru w punkcie ni, spuśćmy z punktu ni prostopadłą mn na pro-
mień wodzący O m' i oznaczmy przez [3 kąt,
który prosta mn tworzy ze styczną do toru
w punkcie m; nakoniee na tęż styczną z pun-
ktu O spuśćmy prostopadłą i przez [j, ozna-
czmy długość tej prostopadłej. Mamy tu

0

u, rr; ;•. sin a = r . cos p = ; r .

r. d<f _ _„

mn

- — , u pomewaz D = - = - =

czyli

t, j . prędkość ruchu centralnego jest odwrotnie iiroporcyjonalna tosr/lgdem dłu-
gości prostopadłej se środku ruchu na odpowiednią styczną do toru poruszają-
cego się punktu (twierdzenie Newton'a.).

Różniczkując równanie |j, = względem r, mieć będziemy

• tlu. 2 a dv(12) -iit- _
K J dr «» ' dr '
Różniczkując zaś pierwsze z równań (8), otrzymujemy

dv _ dr d (dr\ ia2 __ d'2r 4 a 2

dr " ' dt ' dr \dt)~ r3 ' ' dt2 ~ ~r'3~'

a zatym, według drugiego z równań (8).

(13) Y = v, dr
, , dv vskąd - r = -!-.dr v Wskutek tego, według równania (12),

dr dr
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albo, po uwzględnieniu równania (IX),

Wzór (13) na przyśpieszenie podał Newton, a wzór (14) A. Moivro.
Z równania (13) wynika

v . dv = '[. dr;

jeżeli zatym punkt podczas ruchu centralnego przybył z miejsca w,, (rti <f\),
do miejsca m2) (r 2 , <p3), a Wj, «2

 s*i J eS° prędkościami w tych miejscach, to,
całkując ostatnie równanie w tych granicach, otrzymamy

-^2 *[.dr

Przyśpieszenie 7 może posiadać kierunek ku środkowi ruchu, lubtśź kie-
runek od tego środka. Ponieważ kierunkiem dodatnym promienia wodzącego
jest kierunek od środka, przeto w pierwszym przypadku przyśpieszenie jest
ujemne, w drugim dodatne. Gdy przyśpieszenie jest ujemne, tor punktu zwró^
cony jest ku środkowi stroną wklęsłą; jeżeli zaś przyśpieszenie jest dodatne,
natenczas tor zwrócony jest ku środkowi ruchu stroną wypukła,. Przy ruchu
centralnym prostoliniowym środek ruchu znajduje się na torze. Jeżeli tor
punktu jest krzywą zamkniętą, to środek ruchu znajduje się wewnątrz tej
krzywej, a przyśpieszenie jest skierowane ku środkowi.

Aby wyznaczyć hodograf ruchu centralnego, przesuńmy przez środek
ruchu dwie osi prostokątne i obierzmy oś biegunową za oś #-ów, spółrzędne
odpowiedniego punktu hodografu będą według art. 14-go;

(16)

dr 2 a
c

a .
j f ' ? — — - s m t P>
2a , dr .

•/] = — . cos'f + — sm<p.

Podstawiając z równania toru r w iunkcyi tp, i rugując kąt <p, otrzymamy
żądane równanie hodografu.

16. Zastosujmy powyższą teoryją ogólną do ruchu planet około słońca.
Ponieważ wymiary linijowe planet są bardzo małe w porównaniu z ich odle-
głością od słońca, przeto możemy w pierwszym przybliżeniu rozważać te ciała
jako punkty i stosować podaną teoryją do ich ruchu względem słońca. Dla
ruchu planet względem słońca podał J . Keppler następujące trzy prawa, które
nazywamy p r a w a m i Keppler'a.

1°. Środek planety opisuje elipsę, której oynislciem jest środek słońca.
2°. Promień wodzący, idący ge, środka słońca do środka planety, sahresla

w równych csasaćli pola równe,
3°. Kwadraty czasów obiegów gwiazdowych diou planet około shńca są

proporcyjonalne %vsgledem sześcianóiu osi wielkich, ich torów eliptycznych.
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Z pierwszych dwu praw wynika, źe nich środka planety względem słońca
jest centralny, a środek słońca jest środkiem tego ruchu. Aby rozpoznać bliżej
prawa tego ruchu, obierzmy środek słońca za biegun układu spólrzydnych,
a prostą od środka słońca ku punktowi przysłonecznemu (perihelium) za oś
biegunową; równanie biegunowe toru środka planety będzie wtedy

K ' ' 1 + e . cos tp'
gdzie p oznacza parametr, e zaś mimośród tego toru. Możemy poszukiwania
nasze odrazu rozciągnąć na wszystkie krzywe stopnia 2-go, biorąc e <C 1,
e = l , O 1 według tego, czy tor (ni) jest elipsą, parabolą, ltibteż hiperbolą,
zaś e=z 0, gdy (ni) jest kołem.

Różniczkując to równanie względem czasu, otrzymamy
dr er* . df>
- j - = . S1H (f . -yj- .
dt p T dt

A ponieważ dla ruchu centralnego -=~ = — j - , gdzie a jest prędkością wy-
cinkową, przeto

dr 2ae2ac . , ilr 4« ,
-77- = . SUKP, a zatyin —.^ = —^-(p — r).

dt p T rtif-5 ^^
Po podstawieniu tych wartości w równaniu (8) art. 15-go, wyniknie

Ostatnie równanie można także otrzymać z wzoru Binefgo, — Z tego równania
okazuje się, że przyśpieszenie ruchu centralnego po krzywej stopnia 2-go, której
ognisko jest środkiem ruchu, posiada kierunek ku ognisku krzywej i jest odwro-
tnie proporcjonalne względem kwadratu długości promienia wodzącego (twier-
dzenie jSTewton'a.).

Możemy obliczyć wielkość przyśpieszenia '(, skoro znamy mimośród toru
planety i połowę jego osi wielkiej. Gdy oznaczymy tę ostatnią przez A, to
dla elipsy

Jeżeli T jest czasem obiegu gwiazdowego planety około słońca, to z twierdze-
nia, że prędkość wycinkowa jest stała, wynika, źe pole elipsy jest iloczynem
tej prędkości i czasu T; a zatym

T . a = 7c.A2(l — e-f,
skąd

Gdy podstawimy te wartości najj i a w równaniu (2), to

(3) T - 4 * 2 ' A 3
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Jeżeli A', T' oznaczają odpowiednie wielkości dla innej planety, to, na mocy
trzeciego prawa Keppler'a,

A 3 __ A' 3 •

gdzie X jest liczbą, stał;], dla wszystkich planet. Otrzymujemy zatym nastę-
pujące wyrażenie przyśpieszenia

z którego wy czytujemy ważne prawo: przyśpieszenie ruchu centralnego planet
około słońca ma dla wszystkich planet w jednakowej odległości od shńca t§
sanig 'wartość. To przyśpieszenie więc nie zależy ani od wielkości, ani od
natury fizycznej planety rozważanej, podobnie jak przyśpieszenie każdego
punktu ciała, spadającego swobodnie na ziemię, posiada tę sarnę wielkość bez
względu na objętość i na własności fizyczne ciała spadającego.

"W punkcie przysłonecznym i w punkcie odslonecznym promień wodzący
jest normalny do toru środka planety, a zatym w tych punktach znika przy-
śpieszenie styczne. Ponieważ w tych punktach prostopadła z ogniska na
styczną ma wartość najmniejszą lub największą, przeto prędkość ruchu pla-
nety będzie w punkcie przysłonecznym największa, a w punkcie zaś odsłone-
cznyin najmniejsza. •

Prawo, wyrażone zapomoeą równania (4), nazywamy prawem New-
ton'a; pierwszy on bowiem wywiódł je z trzech praw Keppler'a i uczynił je
podstawą mechaniki ciał niebieskich. Newton nie poprzestał jednak na powyż-
szym prawie ruchu planet względem słońca, lecz okazał, że takież samo prawo
stosuje się także do ruchu księżyca względem ziemi, będącego również ruchem
centralnym. Każdy punkt ciała, spadającego na ziemię, posiada przyśpiesze-
nie w kierunku spadania, a zatym ku środkowi ziemi; ruch jego prostolinijowy
jest zatym centralny, a środek ziemi jest środkiem tego ruchu. Przypuśćmy,
żo prawo przyśpieszenia, wyrażone zapomocą równania (4), stosuje się także
do spadku ciał na ziemię, jak również do przyśpieszenia ruchu księżyca
względem ziemi. W pierwszym przybliżeniu możemy tor księżyca względem
ziemi przyjmować za koło, którego środkiem jest środek ziemi, i przyjąć prócz
tego, że ruch księżyca jest jednostajny. Przyśpieszenie zatym tego ruchu
będzie normalne i stale. Jeżeli g jest przyśpieszeniem spadku w małej odle-
głości od powierzchni ziemi, a 7 przyśpieszeniem ruchu księżyca, to według
powyższego prawa

1 JL
g~ R2 '

gdzie r oznacza promień ziemi, a E, odległość środka księżyca od środka
ziemi. Ponieważ R — 60,2703 . r, przeto

7
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czyli około 2,7 mm na sekundę. To przyśpieszenie możemy jednak obliczyć
z elementów ruchu księżyca. Promień ziemi wynosi r = 6378 .10 3 m, będzie
więc Hr=385.10° w; obwód zatym toru księżyca wynosi 2 4 . I 0 9 m . Czas
obiegu gwiazdowego księżyca około ziemi — 236 ,10 ł sekund, prędkość więc
księżyca na sekundę jest

24 108

Przyśpieszenie zatym ruchu księżyca, według tych danych, wynosi

Widzimy przeto, że przyśpieszenie ruchu księżyca, obliczone według powyższej
hypotezy, zgadza się z rzeczywistością, a ta zgodność stwierdza prawo ogólne,
że przyśpieszenia ruchu centralnego w układzie słonecznym i tu układzie każdej
•planety jest odwrotnie proporeyjonalnc lozględem kwadratu odległości od środka
ruchu. To prawo stosuje się także do 2H'Z3rśpieszeiiia ciał, spadających piono-
wo na powierzchni;], ziemi. Ponieważ wysokość najwyższej góry na ziemi wy-
nosi 8840 metrów, przeto stosunek przyśpieszenia gx na szczycie tej góry do
przyśpieszenia g w poziomu morza wynosi

jest więc g± = 9,782m. Jeżeli ciało spada na ziemię z małych wysokości, to
możemy z dostatecznym przybliżeniem przyjmować przyśpieszenie tego ruchu
jako stałe, a tym sposobem otrzymamy wzory przybliżone Galileusza, podane
w art. 8-ym.

17. Twierdzenie odwrotne względem twierdzenia Newton'a jest nastę-
pujące : jeżeli przyśpieszenie ruchu centralnego ma kierunek ku środkoioi tego
ruchu i jest odwrotnie proporcyjonalne ivzgl§dem kwadratu odległości od środka,
natenczas tor punktu jest krzywą stopnia 2-go, której ogniskiem jest środek
ruchu.

Niech bowiem będzie

gdzie k jest spółczyunikiem wiadomym, wyrażającym przyśpieszenie w odle-
głości od środka równej jednostce. Równanie Binefgo daje w tym przypadku

li-
— —v i c z y h
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Kładąc

( 3 ) ^ = - ^ 3 - , C = - - X » ,
Łal r

gdzie Ę, jest nową zmienną, mamy między C i y równanie różniczkowe linijowe
rzędu 2-go

/jar

którego całką ogólną jest, jak wiadomo,

(5) C = d cos tp -j- 0 2 sin 'f,

gdzie stale O,, C2 wynikają z warunków początkowych. Przywracając tu
wartość na C, otrzymamy

(6)
X2 + Ci cos'f + C3 sin'f '

Jeżeli promień wodzący z ogniska krzywej stopnia 2-go tworzy z promieniem,
idącym ku bliższemu wierzchołkowi, kąt i[), a dowolny promień, przyjęty jako
oś biegunowa, tworzy z owym promieniem, przechodzącym przez wierzchołek,
kąt <ji0, i jeżeli nazwiemy <J) — (])0=z<p, to równanie biegunowe krzywej będzie

(7) r - P

\ ' 1 - I - « nr.. cos<|iocos<p— e. si

Vi zestawienia zaś wzorów (6) i (7) jest widoczne, że torem punktu jest krzywa
stopnia 2-go, której ogniskiem jest środek ruchu, c. n. d. — Parametr tej

krzywej jest p = -r-r-, a z równań X2e cos<[)o = O t i — X2esin'|)0 = C2 otrzyma-

my 0 = - ^ - ] / C ^ + C 2 i tg(J»0 = — — . Aby wyznaczyć stałe X, C,, C 2,
X- O,

musimy dla pewnego kąta biegunowego tp = <p0 znać miejsce punktu, tudzież
kierunek i wielkość jego prędkości. Niechaj a będzie kątem, który prędkość
tworzy z promieniem wodzącym; wówczas ogólnie

r. d® r
tang a = —,—- s= —.-,

(I 'Y
jeżeli oznaczymy -=—=.r\ Niechaj dla 'f = <p0 będą dane wartości a = a 0,

ricp

> = r „ , y = yft: wtedy r'„ = 5 — 9 — . Równanie zaś (9) art. 15-go dla0 ° J o tanga 0

tp r= ;p0 daje

z którego wynika

(8) a — - — M Ł = a sta d X̂  = ł». -^T-4°
2|/»-0

2 + rr
0

2 (o 'o
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ri Y

Kładko —j— = C' i oznaczając przez £0 i C'o wartości zmiennej C i jej pocho*

dnej przy (p _— (p0) z równania (5) i jego pochodnej względem tp otrzymamy
C0 = 0,oos(p0 + Casm<p0,

C'o = — O, sintpo + Oa cos tp0;
a zatym

C , ~ C o e o s ( p o — C'osiu(p0,
-t ' 0 oos<p 0 j

1 r'
ponieważ zaś Co — — X3, C'o = — -—;r J przeto

•'"o ro"

V s i— i _ A- l cos (p0 + —;- sin <p0

(9)

a stąd

Tor punktu będzie elipsa,, parabola. lub liiperbolą, według tego, czy o <C 1,
c = : 1, lub e > 1, czyli, aa mocy wyrażenia (10), według tego, czy

Żeby punkt zakreślił koło, potrzeba, aby 0 = 0, a zatym, aby

z czego wynikają następujące dwa warunki:

(12) >•' = 0 i i? 2 = — .
'o

które oznaczają, że prędkość początkowa jest prostopadła do promienia wodzą-
cego i taką posiada wielkość, jaka odpowiada przyśpieszeniu przy *• = r0 dla
ruchu po kole.

Spółrzędne bieżące hodografu ruchu centralnego po krzywej stopnia 2-go
są, według wzorów (16) art. 15-go,

5 = sin tp, Yi ™ (cos tp + e).

Rugując z tych równań kąt tp, otrzymamy równanie hodografu

/-| o"\ 1?" Zło i o\ 2 ^ I 2 i 1

widzimy zatym, że hodograf jest kolein, którego jednak środek nie przypada
W biegunie układu spółrzędnych,


