MECHANIKA CIAL SZTYWNYCH.

CZESC PIERWSZA.
KINEMATYKA CIAL SZTYWNYCH.

ROZDZIAL 1.
RUCH BEZWZGLEDNY PUNKTU.

1. Prawo NmzAuezyoser rucHéw. Cialo matematyczne, wyobraza-
jace ustréj ciala sztywnego, mozemy prayjmowaé jako uklad punktéw, linij,
lub powierzchni, ktéryeh wzajemme polozenie jest dokladnie okréélone i pod-
czas ruchu zadnéj nie ulega zmianie. W tym znaczeniu cialo matematyczne,
ktérego ruchem si¢ zajmujemy, nazywamy ukladem gicometrycznym
niczmiennym, albo krécéj ukladem niezmiennym. Takie okréslenie
obejmuje-takze ksztalty gieometryczne, ktorych elementy nie nastepujg po
sobie w sposéb ciagly.

Jako element nkladu prayjmujemy punkt, w ktérego pojecin tkwi samo
lylko wyobraZenie miejsca w przestrzeni. Znajgc poloZenie kazdego punktu
ukladu, znamy poloZenie uktadu samego; z ruchéw zatym oddzielnych punktow
rozpoznajemy ruch calego ukladu, Z tego wynika, Ze w nauce o ruchu nalezy
sig przedewszystkim zajgé ruchem punktu. Poniewaz punkt nie moze z jedne-
g0 miejsca przeniédé sig do innego, nie zajmujge kolejno miejsc posrednich,
przeto ruch punktu ze wzgledu na przestrzei jest zjawiskiem cigglym. —

Miejsce punktu wyznaczamy przez oznaczenie jego poloZenia wzgledem
innych punktéw. Poniewaz za$ jedynym zwigzkiem miedzy dwoma punktami
jest ich wzajemna odleglo$¢, przeto ze zmiany odlegloéci punktu uwazanego
od innych punktéw sgdzimy o jego ruchu. Z tego wynika, Ze pojgcie ruchu
punktu, a tymsamym ruchu kazdego ukladu punktéw, jest pojeciem wzgle-
doym. Skadingd wiemy, iz W naturze niéma ciala, o ktérym moglibyémy
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twierdzi¢, Ze nie porusza sig¢ wzgledem innych cial, z czego naleZaloby wnosié,
iz przy badaniu ruchu punktu musimy zwaza¢ jednocze$nie na ruch ukladu,
wzgledem ktérego ten ruch ma byé wyznaczony, a kiéry nazywat bedziemy
ukladem odniesienia. Atoli do§wiadczenie pozwala w pewnych przy-
padkach uwaZaé uklad odniesienia jako zostajacy w stanie spoczynku, a to na
podstawie prawa, ktore zowiemy «prawem niezaleZnoSei ruchéws,

Jakimikolwiek bylyby cechy ruchu ukladu niezmiennego, moZemy sobie
juz teraz przedstawié taki jego ruch, podezas ktorego w ruchach oddzielnych
punktow te tylko zaznaczyé moina rdinice, iz one zachodzg w réZnych miej-
scach w przestrzeni, wszystkie za§ inne cechy ruchéw tych punktow sg im
spolne, Taki ruch ukladu niezmiennego nazywamy «postepowyms, Po4niéj
(art. 21) ten ruch okréslimy dokladniéj; tymezasem powyzsze objasnienie wy-
starezy do zrozumienia nastepujgcego prawa:

Prawo niezaleZnoSci ruchéw. Jeieli uklad niezmicnny razem
# punltem, do nicgo nie naleégeym, odbywa ruch postepowy i prostolinijowy,
a nadto ten punkt porusza sig wzglgdem whiadu, to ruch tego punktu wzgledem
wldadu odbywa sig tak, jakgdyby owego spélnego ruchu postgpowego nie bylo.

Na mocy tego waznego prawa mozemy w wielu zagadnieniach o ruchu
punktu pomingé ruch spdlny tego punktu i ukladu odniesienia, przyjmujge,
7e uklad odniesienia pozostaje w spoczynku. To postepowanie stosujemy do
takich zagadnien, w ktérych wiadomo, ze uklad odniesienia nie posiada innego
ruchu, préez ruchu spélnego z jednym z ruchéw punktu uwazanego. Od ta-
kich zagadnieii sg odmienne zagadnienia o ruchu punktu wzgledem ukladu
odniesienia, jezeli, procz owego ruchu spélnego, uklad odniesienia ma jeszcze
ruch inny (co sprawdzamy zapomocy, innego uktadu odniesienia), lubtéz, jezeli
ow ruch spélny ukladu odniesienia i poruszajgcego si¢ punktu nie istnieje,
a uklad odniesienia ma pewien ruch.

Gdyby w kinematyce chodzilo tylko o pordwnanie z sobg rozmaitych
rnchbw ze stanowiska gicometrycznego, to wybdr ukladu odniesienia bylby
rzeczy obojetna. Poniewaz atoli przedmiotami kinematyki sa ruchy, rzeczy-
wifcie w naturze spostrzegane, przeto w tych zagadnieniach, do ktérych prawo
niezaleznoSci ruchéw ma byé stosowane, uklad odniesienia winien byt tak
dobierany, jak tego owo prawo wymaga., Umdéwmy si¢ zatym, aby jako uklad
odniesienia obiéraé dowolny uklad niezmienny, odbywajgey ruch prostolini-
jowy postepowy (o ktbrego cesze, zaleinéj od czasu, nizéj w art, 66-ym bedzie
mowa)., Taki uklad odniesienia nazywaé bedziemy ukladem zasadni-
czym.

PowyZsze uwagi pozwalajg zagadnienia o ruchu punktun podzielic na
dwie grupy. JeZeli uklad zasadniczy porusza si¢ razem z pewnym punktem,
a nadto 6w punkt porusza sie wzgledem tego ukladu, natenczas ten ostatni
ruch punktu nazywamny ruchem bezwzglednym, Jeleli za§ uklad za-
sadniczy nie odbywa ruchu spélnego z punktem, lub opréez ruchu spélnego
posiada wlasny ruch postepowy, lub nakoniec jezeli uklad odniesienia nie jest
zasadniczy, natenczas ruch punktu nazywamy ruchem wzglednym. Pra
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wo niezalezno§ei ruchow pozwala ruch bezwzgledny tak rozwazaé, jakgdyby
uklad zasadniczy znajdowal sig w przestrzeni w spoczynku, jakkolwiek tak
istotnie nie jest. Nazywanie ruchu bezwzglednym nie zgadza sie wprawdzie
7 okré§leniem ruchu wogdlnoéei; bedziemy jednak uzywali téj utartéj nazwy,
rozumiejac jg zawsze w znaczeniu tu okréSlonym. Np. w zagadnicniach o ru-
chu punktu na ziemi lub w malych od niéj odleglociach, a zwlaszeza dla
ruchéw krétkotrwalyeh, mozemy ziemig przyjaé za uklad zasadniczy, pomija-
jac jéj obrét dziemny. Jezeli pominiemy ruchy wlasne tak zwanych gwiazd
stadych, to moZemy uklad odniesienia przyjaé w niezmiennym polgezeniu
z gwinzdami stalymi, i tym sposobem dochodzié ruchéw bezwzglednych ziemi.
W kazdym razie pamietat nalezy, Ze powyZsze uklady odniesienia tylko
w przyblizeniu za zasadnicze uwazane hy¢ mogg, Ze przeto wyniki badania
tylko w przybliZeniv sy prawdzive. Dla ruchéw na ziemi otrzymamy dokladne
rezultaty dopiéro po uwzglednieniu jéj obrotu dziennego.

2. Ropnzasm rucHvu runkru,  Aby okréslic ruch bezwzgledny punktu,
nalezy znat zachowywanie si¢ tego punktu w przestrzeni (t. j. wzgledem ukla-
du zasadniczego) i w czasie. Zachowywanie si¢ punktu w przestrzeni okrésla
linija, laczgen micjsca, po sobic nastepujace, ktére on podezas tego ruchu
zajmuje. Te linijy nazywamy drogg albo torem punktu. Jezeli te linijg
uwagamy tylko pod wzgledem jéj ksztaltu i poloZenia, to nazywagé jo, bedziemy
torem punktu, jezeli za§ miéé bedziemy na wzgledzie j¢j dlugosé, wowezas
wiywaé bedziemy wyrazn droga. Przy takim pojmowaniu méwié hedziemy
np. o drodze punktu, na pewnym forze opisanéj. Tér punktu jest linijy
prosta lub krzywa, i wedlug tego odréiniamy ruch prostolinijowy od
ruchéw krzywolinijowych, Tor punktu m bedziemy oznaczali symbo-
lem (m).—

Zajmiemy sig naprzéd ruchem prostolinijowym. Okréslamy ten ruch
zapomocy poloZenia prostéj w przestrzeni i zachowywania sig punktu w czasie.
Piérwsze wyznaczamy tak, jak to ezyni gicometryja; co do drugiego, nalezy
przedewszystkim podat kryteryjum réwnoSci dwu czaséw, aby z niego wypro-
wadzié spos6h pomiaru czasu, pozwalajgey stosowaé do niego tez same dziala-
nia, jakim podlegajg wielkoSci matematyczne.

Dwa przedzialy czasu nazywamy réwnymi, jeZeli dwa punkty, znajdujgce
sig w tych samych warunkach na poczatku kazdego z tych przedzialow, odby-
wajg w tych samych warunkach tez same ruchy do kofica przedzialow, a to
wzgledem tego samego ukladu odniesienia. Skoro po uplywie jednego prze-
dzialu czasu nastgpuje jakikolwiek dvugi, przyjmujemy przedzial czasu od po-
czgtku 1-go do kofica 2-go jako sumg obudwu przedzialéw. Na podstawie
tych okréslen wymierzamy przedzial czasu zapomocg innego, za jednostke
obranego, otrzymujgc tym sposebem liczhe, mierzonemu przedzialowi odpo-
wiadajgca. Ta liczba, wyobraZajaca wielkosé przedzialu czasu, moZe by€
poddana rozmaitym dzialaniom, a dla krétkosci wyslowienia wyraZamy sie
o tych dzialaniach cagsto tak, jakgdybyfmy czas uwazali jako liczbe, tym
dzialaniom podlegajacq. Czas (tempus) bedziemy oznaczali literami ¢, T, =,
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Kierunck prostdj, Igezacdj micjsce wezesnicjsze punkti z miejscem
péZniejszym, okrésla kierunek ruchu prostolinijowego tego punktu. Aby ruch
okré§li¢ co do czasu, poréwnywamy z sobg drogi, w réwnych czasach opi-
sywane, ktére mogg byé réwne albo nieréwne, co daje dwa rodzaje ruchu.
Ruch prostolinijowy punktu nazywamy ruchem jednostajnym, gdy
punkt w réwnych czasach, bez wzglgdu na ich dlugo$é, réwne opisuje drogi.
Kasdy inny ruch nazywamy niejednostajnym, ezyli zmiennym. Je-
zeli wige w nastepujgcych po sobie przedzialach ¢ czasu punkt opisuje r6-
wne drogi, w innych za§ przedzialach ¢' juz to nie zachodzi, to ruch punktu
jest zmienny.

3. Rucu sepNosTAINY. Z podanego okréélenia wynika, Ze przy ruchu
jednostajnym punkt opisuje w nastepujacych po sobie jednostkach czasu,
dowolnie zreszty obranych, réwne drogi, — 7e zatym stosunek drogi do czasu
jest staly. Ten stosunck, czyli — co na jedno wychodzi — te droge, ktérg
punkt opisuje w jednostee czasu, nazywamy predkodeig (chyZoScig, saybko-
§cig) ruchu jednostajnego prostolinijowego. Ruch jednostajny jest okréslony
co do czasu przez predkose, ktorg oznaczaé bedziemy literami v, ¢ (velocitas,
celeritas).

Jezeli punkt m w czasie ¢ (fo znaczy: do kofica przedzialu ¢ czasu) opi-
sal droge s, to wyraZenie na droge hedzie:

1) s=uit,

gdzie v oznacza predkosé tego ruchu.  Warto§é liczebna predkoSei zalezy od
jednostek, nZytych do mierzenia dlugoéeii czasu. Wybrawszy pewng jedno-
stke czasu, wyrazamy predkost przez liczbe, mianowang wedlug uZytéj jedno-
stki dlugosei,  Jezeli przyjmiemy sekunde, t. j. 86 400-ng czesé Sredniego dnia
slonecznego, jako jednostke czasu, a centymetr jako jednostke dlugosei, na-
tenczas predko§é wyrazimy przez ilo§¢ centymetréw, przebytych podezas se-
kundy, eayli, jak sie krGeéj mowié zwyklo, w centymetrach na sekunde.

Roéwnanie (1), wyraZajace zwigzek migdzy drogy a czasem, zowiemy
«réwnaniem ruchu» jednostajnego prostolinijowego, MozZemy ten ruch wyrazié
takze tym sposobem, Ze wyznaczamy w kazdéj chwili odleglo§¢ poruszajicego
sig punktu od punktu stalego, dowolnie na torze obranego, Niechaj O bedzie
takim punktem, od ktérego rozwazamy ruch punktu 2, a M miejscem poru-
szajacego sig punktu, od ktérego liczymy czas, to, kladge OM =S8, otrzy-
mamy

(@) s=8+ot,

jako réwnanie tego ruchu. Ono bowiem okré§la w kazdéj chwili miejsce
punktu przez odlegloé jego od punkiu O, i wyraZa zarazem warunck, Ze
w kazdéj jednostce czasu taz sama droga »=(s— S):¢ opisang zostala.
Gidyby punkt s poruszal sie ku M, natenczas s =S — vt byloby réwnaniem
ruchu, Punkt M wyobraza tak zwane miejsce poczatkowe, czyli poloZenie
poezgtkowe punktu m.
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Z powyzszych dwu postaci réwnania ruchu jednostajnego okazuje sie,
i% droga, opisana podezas ruchu jednostajnego i prostolinijowego, jest funkeyja
linjjowa, t.j. stopnia 1-go, wzgledem czasu, i Ze, nawzajem, zwigzek linijowy
migdzy drogg prostolinijows punktu a czasem wskazuje, Ze ruch tego punktu
jest jednostajny, Spélezynnik czasu w réwnaniu ruchu przedstawia predkosé
tego ruchu, —

Rzucajmy punkt m w kazdym polozeniu podezas jego ruchu jednostaj-
nego prostolinijowego prostopadle na dang prosty ab, ktora z torem jego (m)
tworzy kat «, i niechaj M'i%' beda rzutami punktéw M i m.  Wtedy droga
s' rautu ' wyrazi sig przez réwnanie §'— M'm' = Mm .cosae=3s.coso=
—uvecosa.t, z ktérego si¢ okazuje, Ze rzut punktu m porusza si¢ na prostéj
ab jednostajnie z predkoseig vcose, co wyrazamy krotko, mowige, Ze pred-
kosé vautw jest vautem predlkoscr. To twierdzenie jest takZe prawdziwe dla
rzutw uko$nych na proste,

Powyisze twierdzenie, przy ktérego pomocy z predkoSei rzutu moZemy
wyznaczy¢ predkosé punktu samego, pozwala zastosowaé metode spélrzednych
do przedstawienia ruchu jednostajnego. Jakoz, niechaj uklad prostokatny
osi spolrzednych Owx, Oy, Oz wyobraza uklad odniesienia, a @, #, & niech
beda, w tym ukladzie spolrzgdnymi punktu m, okréslajaecymi micjsce tego pun-
ktu w przestrzeni. JeZeli @, b i ¢ s dostawami kierunkowymi prostéj (m)
wzgledem osi, to '

V=0 vy=0bv, v;=o0v

sf, odpowiednio predkoSciami rzutéw mg, m,, m. punktu m na osiach. We-
dlug zatym twierdzenia o rzutach predkosei, mamy

e=X+vt, y=Y v b, e=7Z+ v,

gdzie X, Y, Z sq spélrzednymi miejsca poczatkowego M. Ruch zatym je-
dnostajny prostolinijowy wyraza sig przez trzy réwnania linjjowe miedzy spol-
rzeduymi i ezasem. -—— Nawzajem, takie trzy réwnania okrdéslaja zawsze ruch
jednostajny prostolinijowy. Jakoz, rugujac z tych réwnaii czas ¢, otraymamy
dwa réwnania miedzy spolrzednymi z, # 1 2, mianowicie :

t—X_y—Y s—%Z

Ve Uy V.

H

wyrazajice, %e lorem punktu poruszajgcego si¢ jest prosta, przechodzaca przez
punkt (X, Y, Z), ktoréj kierunek wyznaezajy spolezynniki stale v, v, 2.
Z pierwotnych za§ réwnan wynika, Ze te spolezynniki sg predko§ciami rzutéw
punktu (z, 7, #) na osi spélrzednych. Na moey zatym twierdzenia o rzutach
otrzymujemy, jako droge punktu w jednostce czasu,

V= ]/ v 4 02 A 02

wielkoS¢C stalg, z czego wnosimy, Ze ruch jest jednostajny.
Fatwo wniesiemy, iz powyZsze dowodzenie stosuje sig takize do spélrze-
dnych ukosnokgtnych, Jezeli spélrzedne prostokgtne wyrazimy przez spélrze-
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dne biegunowe, to otrzymamy takZe réwnania ruchu linijowe wagledem czasu;
zmiana bowiém spélragdnyeh wprowadza do rachunku pewne wielkoSei, od
czasu niezalezne, o wyraZajace tylko zwigzki gieometryczne migdzy spélrze-
dnymi dawnymi i nowymi.

4. SkuAD 1 ROzZKEAD PREDKOSCI. W wielu zagadnieniach o ruchu

wypada uwazaé dwa lub wigeéj ruchéw jednostajuych, prostolinijowych,
w ktorych punkt bierze udzial jednoczeSnie, a to wskutelk tego, Ze naleZy
do kilku ukladéw niezmiennych, z ktéryeh kazdy taki ruch posiada. Nie-
chaj punkt m (fig. 1) bierze udzial w ruchu jednostajnym prostolinijowym
ukladu A, ktérego kazdy punkt posia-
da predkosé v, = ma, a nadto wzgle-
dem tego ukladu porusza sig jedno-
stajnie i prostolinijowo z predkoseig
vy ==mb; chcemy wyznaczy¢ ruch pun-
ktu m wzgledem innego ukladu A,,
znajdujacego sig w spoczynku. Pred-
ko§¢ vy, jaka posiada uklad A,, uno-
szgey punkt m z sobg, nazywamy pred- Fig. 1.
kobcig unoszenia tego punktu.
Z prawa niezalezno§ei ruchéw wynika, %e punkt m opisze w jednostee czasu
droge mb, niezaleZnie od tego, Ze ta prosta, jako czesé ukladu A,, przesunie
sie w tymze czasie réwnolegle o diugost ma. Wskutek drugiego ruchu zaj-
mie prosta mb wzglgdem ukladu A, poloZenie am'!, réwnolegle do mb; ponie-
waz za§ punkt m opisze wzdluz nigj droge am'=mb, przeto punkt m zajmie
wzgledem A, poloZenie punktu m'. Miejsce " punktu m po uplywie cza-
su ¢ otrzymamy podobnym sposobem, odeinajae od m dlugoSci me=u,
i md=nw,t i kréslac odeinek ¢m réwny i réwnolegly do md. Z podobiei-
stwa trojkatow mam' i mem' wynika, Ze punkty m, »', m",... lezg na téj
saméj prostéj, 1 Ze mm! = mw' . ¢, Ze zatym ruch punktu m jest prostolini-
jowy i jednostajny, a dlugoét mm' przedstawia predkosé tego ruchu.

Opisane powyzéj postepowanie nazywamy skladaniem, albo skladem dwu
ruchow jednostajnych; a poniewaz ono sprowadza sig wlaciwie do rozwazania
dwu predkosei, przeto mamy tu sklad dwu predkos§ci. Dane predkoSei
me, mb zowiemy predkoéeciami sktadowymi, predkosé za§ mm' pred-
koScig wypadkowa. Z figury widzimy, ze predkosé wypadkowa co do
wielkogei i co do kiernnku jest przekatng réwnolegloboku mani'b, wystawio-
nego na predkodeiach skladowych; albo inaczdj, trzecim bokiem trdjkata
mam' lub mbm!, ktérego dwa boki w dowolnym porzadku przedstawiaja
predkosei skladowe co do wielkodei i co do kierunku. Z tego sig okazuje,
popiérwsze, Ze predkosé wypadkowa pozostaje taz sama, ktérakolwiek z danych
predkosed jest predkoseig unoszenia punktu, i powtore, Ze predkosel skladowe
1 ich wypadkowa lezq ni t6) saméj plaszezyZnie,

Gidyby dana byla predkose mm!, mogliby$my, odwrotnie, wyznaczyt dwie
predkosei w kierunkach prostych ma i m b, ktérych wypadkows bylaby wlasnie
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predkosé dana. To post@pdwanie nazywamy rozkladem predkogei,
Dlugosei hokéw réwnolegloboku, ktérego przekatng jest predkosé dana ma',
majaeych dane kierunki, przedstawiajg szukane predkoSei skladowe. Ponie-
waz mm' jest przekatng nieskoficzenie wielu rownoleglobokdw, przeto zadanie
o rozkladzie predkoSei posiada nieskoficzenie wiele rozwigzan i wtedy dopiéro
staje sig oznaczonym, gdy dane sg hadZ kierunki obudwu predkodei sklado-
wyceh, badz kierunck i wielko§t jednéj z nich  Jezeli howiém skladowa ma
Jjest dana, to am! wyobraza drugg predkosé skladows, —

Punkt m moze braé udzial w dowolnie wielu ruchach jednostajnych
i prostolinijowych, Niechaj punkt m porusza sie wzgledem ukladu A,
7 predkoSein vy, uklad A, unosi go z predkoscig 2, wzgledem ukladu A,,
ulklad A, unosi A, wraz z punktem m z predkosSeig v, wagledem uldadn Ay,
it. d., nakoniec uklad A,_; unosi uklady A, A,, A,,..., A, wraz z pun-
ktem m z predkoscig o, wzgledem ukladu A,. Wypadkowa v,, predkodei v,
i vy, uwazana jako prosta ukladu A,, zostaje uniesiong réwnolegle z predko-
Seig v, wrzgledem Ag; skladajae zatym v,, z predkoseiy vg, otrzymalibySmy
predkost vy, punktu m wzgledem A,, gdyby ten ukdad Az byl w spoczynku.
Ta wypadkowa, uwazana jako prosta ukladu A,, zostaje uniesiong z predko-
Seln v, wzgledem A,, wypadkowa zatym vy, predkoéei vy iy bylaby predko-
Seig punktu m wzgledem A,, gdyby ten uklad byl w spoczynku, Postepujac
podobnie z pozostalymi predkofciami, otrzymamy predkost v, .1, kibra,
uwazana jako prosta ukladu A,_., zostaje uniesiong z predkoseig v, wzglgdem
ukladu nieruchomego A,. Wypadkowa vy, = v predkosei V1, -1 i v, bedzie
zatym szukang predkoscia punktu m wzgledem ukladu A,.

Sklad powyzszych predkosei moze hyé dokonany w ten sposth, iz do
predkosei vy = ma, (fig. 2) praykladamy », = a,a,, 10 ni§) v, = a,a, 1 t. d,,
nakoniec do v,_1= wya,—, praykladamy o, = a,—a,; wtedy proste ma,,
Mgy, yMau—y przedstawiajg kolejno pred-
ko§ei vy, Vygyee ey Vyp—gs & prosta ma, przed-
stawin predkost Zadang v, Te predkoés
zowiemy wypadkows danych = predkosci,
ktore sa jéj skladowymi. Predkost wypad-
kowa okrésla ruch bezwzgledny punktu e,
ktory, co podobnie jak przy dwu predkoSciach
okazaC mozna, jest prostolinijowy i jednostaj-
ny. Z figury okazuje sig, Ze sklad ilukolwiek
predkosei dokonyywa sig zapomocy wieloboku,
ktorego nastepujace po sobie hoki przedsta-
wiajg kolejno predkosci skladowe; hok za$

Fig. 2 ostatni, czyli zamykajacy, daje predkose wy-

padkows. Takiwielobhok zowiemy wielobo-

kiem predkodci. Z gicometryi wiadomo, iz dlugo§é me, jest niczaleZna
od porzadku, w jakim przykladamy do siebie dlugoSei ma,, @ ay,... @10}
predkosé zatym wypadkowa nie zalezy od porzgdku, w jakim dokonywamy
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skladu predkosei danych, Widoczna, Ze predkosé wypadkows, otrzymaliby$my
takze, rozdzielajge prediosei dane na dwie lub wigedj grup i skladajae wypad-
kowe tych grup.

W przypadkn szezegblnym, kiedy ostatni widrzcholek @, wicloboku
predkosel zejdzie sig razem z poczgtkowym m, predkos¢ punktu wzgledem
ukladu nieruchomego A, bedzie zerem, co oznacza, i% punkt pozostaje w spo-
czynku wzgledem tego ukladu. "W tym przypadku méwimy, Ze dane predko-
Sei wzajemnie sig znoszg. Wypadkowa 1 —1 predkoéei jest wtedy réwna
i o kierunku wprost przeciwnym z-téj predkoéei. Dwie predkoSei réwne
1 0 kierunkach wprost przeciwnych znoszg sig.

Nawzajem, dana predko$é » moze byt rozlozona na n innych predko-
§ci, ktérych ona jest wypadkowa. To zadanic jest podobnic nieoznaczone,
jak odpowiednie przy dwu predkodciach. Majge n— 1 predkogei skladowych
Vyyeoey V1, MoZna wyznaczyt n-tg skladows zapomocy wieloboku, —

Predkosé punktu mozemy zawsze rozloiyé na trzy predkoSei w kierun-
kach trzech prostych, przez ten sam punkt przesunigtych i nie leZgeych na
jednéj plaszezyznic. Jakoz, niechaj m 2, my, mz beda takie proste, a # niech
bedzie predkoScig punktu m. Przesuiimy plaszezyzng przez ¢ i ma, ktéra
plaszezyzng ym ez przetnie wedlug prostéj mé, i rozlézmy » na dwie skladowe:
v, wzdluz ma i vy wzdluz m€  Poniewaz predkosé ve lezy na plaszezyinie
ymz, przeto mozemy ja rozlozyG na dwie predkosei v, i w,, wzdluZ prostych
my 1 mz, 1 otrzymamy Zgdane trzy skladowe v., ,, v, predkosci v wzdluz
danych prostych. Gdyby te trzy proste na jedndj lezaly plaszczyinie, pred-
kost v takZeby lezala na té&j plaszczyZnie; inacz6j rozklad bylby niemozebny.

Przy rozkladzie predkoSei v ma v, i vy otrzymujemy v, przesuwajge
przez punkt koficowy predkosei v prostq, réwnolegly do mé&, lub, méwige ina-
czédj, rzucajae predkos$é v na prosty mx réwnolegle do plaszezyzny ymsz. Po-
niewaz podobnym sposobem otrzymujemy o, i v., przeto kazda z trzech skia-
dowych danéj predkosei jest jéj rzutem na odpowiednig prosty, rdwnoleglym
do plaszezyzny, przesunigtéj przez dwie pozostale proste. A poniewaz, gdy
dane sy kierunki krawedzi réwnoleglo§cianu, schodzgeych sig w tym samym
* wiérzcholku, i dana wielko$t i kierunek jego przekatnéj, przechodzicéj przez
tenze wiérzcholek, wielkoSei kazdéj z owych krawedzi sg oznaczone, przeto
predlodé punktu daje sig jednym tylko sposobem rosloiyé ma trzy predkosci
w kierunkach treech prostych, wie bedacych réwnolegtymi do téj saméj plasa-
cayEny. !

5. Podana metoda rozkladania predkosei pozwala obliczyé wypadkows
ilukolwiel predkosei punktu m. Wystawmy w tym celu w punkeie O prosto-
katny uklad osi spolrzednych Oz, Oy i Oz i oznaczmy przez oy, fi, 7 katy
kierunkowe predkoSci skladowéj v, gdzie wskasnik ¢ oznacza ktérgkolwiek
zliezb 1, 2, 3,...,m—1, n. RozléZmy kaidg z n danych predkoSci na trzy
skladowe prostokatne vy, vy, v W kierunkach osi Oz, Oy, Oz; wowczas

Viz = Py COS Gy Vjy = U COS Bi‘; Vi = 2 COS (i
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Stosujge do wieloboku predkoSei znane twierdzenie, Ze suma algichraiczna
rzutéw wszystkich bokéw wieloboku zamknietego na dowolng prosty jest ze-
rem, otrzymamy dla rzutdéw 7., 2,, v. predkoSei wypadkowéj nastgpujace
warfosei :

V=2V, W= .\-‘r?'.‘y, Uy == Dy,

gdzie znak sumy algichraicznéj ¥ odnosi si¢ do wszystkich wartosci wskaZnika
iodi=1 do i=mn. Predkost zatym wypadkowa hedzie

D= I/?'..‘Gg _l._ 111:1 + 1122,

gdzie pierwiastek ma by pojety jako dodatny; kierunck téj predkoSei wyzna-
ez zwigzek :

€080 : COS[l i COSY == 0, ! ¥y :0:,
w ktorym e, §, 1 s9 jé katami kierunkowymi,

Obierzmy dowolnie trzy proste, I, I, _E;, ktore nie przechodzy przez ten
sam punkt i nie sg réwnolegle do téj saméj plaszezyzny, i niechaj a,, by, ¢;;
Uy byy €45 gy by, 0y 0znaczajy odpowiednio ich dostawy kierunkowe wzgledem
osi spolrzednych. Rzulmy predkost »; prostokgtnie na kazdg z tych prostych,
i niechaj vg, Pigs Vit beds, jéj rzutami odpowiednio na ¢, 1, i I;; natenczas

Vit = Ay Vir +- T .
Vin = AyVir + bg?};y + CoVyzy
QJ,’C = 3z - ba‘!};_,‘, —|-" Caiz.
Om:mczmy odpowiednio przez ve, v.qy v vauty prostokatne predkosei wy-
padkowéj » na teZ proste, to
' v = Yo = asv- + bywy + o,
v = 2"”:"] == Az + bywy + Cy0:,
T?: = }-i'??,‘z —_— fl':;'i:;r ‘|' bﬂvy ‘]1' f’-:ﬂ),«;.
Jezeli dane predkofel »; znosza si¢, to »=0; bedy zatym mialy miejsce
jednoczeSnie trzy réwnania
2!-‘;’3::0, E'Diy :0, ).‘rﬂ;z:—"o.
I nawzajem, skoro te trzy warunki zachodzg, to » =0, a zatym predkoSei
dane sig znoszg, Te trzy rownania warunkowe daja take:
Zog=0, Zoy=0, Joy=0; .
i nawzajem, skoro ostatnie trzy réwnania zachodzg, to ©,=0, »,=0, v,=0,
a zatym » =0, wyznacznik bowiém ukladu spélezynnikéw
iy byy 6
A=1ay, by ¢
(yy by, ¢
uie jest zerem, gdyi rownanie A =0 wyraZaloby, %e powyZsze trzy proste sg
réwnolegle do jednéj plaszezyzny, co sig sprzeciwia zalozeniu. Mamy zatym



RUCH BEZWZGLEDNY PUNKTU, — 6. 13

nastepujgcee twierdzenie: Aby ilekohwick predhosci anosito sig nawzajem, po-
traeba v wystarcza, deby suma algicbraicena ich vautéw prostokatnych na trey
dowolne proste, nierdwnolegle do téj samdj plaszezyany, byla zerem dla kaiddj
prostéj zosobna.

6. Rucm zmiexyy. Zachowywanie si¢ punktu podezas ruchu zmienne-
go wzglgdem czasu mozemy rozpoznal przez poréwnanie tego ruchu z ruchem
jednostajnym. Niechaj prosta (m) (fig. 8)
bedzie torem punktu s, poruszajgcego sig

niejednostajnie, u ey, My, Mmy,... niechaj m—1———Tpt—T¢
oznaczajy jego kolejne miejsca w odstepach . IE ';
réwnych, zreszty dowolnych, przedzialéw < @ ] |
czasu. Drogi mmy, mymy, ... sq z zalozenia ny 3 g

nieréwne. Wezmy drugi punkt 2, porusza-
jacy sig razem z punktem e (co na rysunku Tig. 3.
tak przedstawiamy, jakby tory obudwu pun-
ktéw byly réwnolegle) ale tak, iz do miejsc m,, my, #y,... przybywa jedno-
czeSnie z m, a migdzy dwoma takimi miejscami porusza sig jednostajnie.
Z tego warunku wynika, Ze predko$é punktu » na drodze mym, bedzie inna,
niz na drodze mmg, i t. d., a jezeli te predkofei oznaczymy przez vy, vy,
V35400 1 DAZWICINY Sy == MMy, Sz = MsMiy,..., t0O

ol il g B
Miedzy ruchami obudwu punktéw zachodzi zgoduno§é tylko otyle, %e obadwa
punkty przybywajg réwnocze$uie do miejse my, My,.... Im mniejszy prze-
dzial © czasu obierzemy, tym mnicjsze bedg drogi, w tym wieeéj zatym miej-
scach obadwa punkty razem si¢ z soby schodzi¢ heda. Jeieli ten przedzial
czasu nieograniczenie maleje, to obadwa punkty hedy si¢ razem schodzily
w nieskoficzenie wielu miejscach. Mozemy przeto osiggnaé zupelng zgodno$é
ich ruchéw, uwazajac te ruchy w przedzialach czasu nieskoriczenie malych,
czyli, jak sig wyrazamy, w elementach czasu, z ktorych kazdy uwazaé nalezy
za nieskoficzenic maly przyrost czasu, po uplywie ktérego obadwa punkty zaj-
mujy, toz samo miejsce. Jezeli wige obadwa punkty opisaly do koiica czasu ¢
droge s, a ten czas wzroénic o d¢, droga za$ obudwu punktéw o ds, to, sto-
ds
dt
predkoseia, z jaka punkt n opisuje droge ds. Te¢ predkosé punktu n nalezy
uwazaé za odpowiednig temu miejscu, ktore obadwa punkty zajmujg po uply-
wie tego samego czasu. Wyznaczong, tym sposobem predko$é punktu n, po-
ruszajgcego si¢ jednostajnie i zgodnie z punktem s podezas elementu czasu,
nazywamy predkoscig ruchu punktu m w tym miejscu, dla ktérego wyznaczons
zostala., Uzywajae slownictwa rachunku rézniczkowego, mozemy daé naste-
pujace okréslenie ogdlne: predhoseiq ruchw prostolinijowego punktu nazywamy

sownie do pojgcia granicy i okré§lenia predkoei, granica stosunku —- bedzie
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piérwseq pochodny drogi waglgdem czasu, Oznaczajye pfedkosé przez », mamy
ogdlnie

ds
(1) V=g
Ruch punktu bedzie okré§lony, jeZeli znamy zwigzek migdzy drogg a czasem,
pozwalajacy wyznaczyé miejsce punktu w kazdéj chwili. Taki zwigzek nazy-
wamy réwnaniem ruchu, a piszemy je ogélnie:

s = F),

gdzie F jest znakiem funkeyi dobrze okréSlongj. Réiniczkujpe to réwnanie
wzgledem ¢, otvzymany ds=1"(1).d¢, a zatym

(2) »=F"(1).

Podstawiajae w funkeyi pochodnéj F'(#) zamiast czasu ¢ wartosé, odpowiada-
jucy micjscu uwazanemu, otrzymujemy predkosé punktn w tym miejscu.
Predko§é v, dla danego czasu ¢ obliczong, nazywamy krétko: predkoseis,
punktu w czasie £.

Powyzsze okréélenie predkosei, ktorego Zrodlem jest ruch jednostajny,
stosuje sig takZe do tego ruclin. Z réwnania bowiém tego ruchu s=uv/,

lub s =8 4-»t, wynika —3—?— =w. Jezeli droga punktu nie jest funkeyjg lini-

jowy czasu, ruch jest nicjednostajny, i odwrotnie. Predkoéé ruchu jednostaj-
nego jest stala, predkosé ruchu niegjednostajnego jest funkeyjg czasu.
Z réwnania (1) wynika:

(3) ds=w.dt;

skoro zatym dany jest zwigzek miedzy predkodeig a czasem, v = g(t), to droga
$, opisana w przedziale czasu od ¢, do #,, wyrazi si¢ zapomocy wzorn

ty t
) s::f v.dt:f OR

Mozemy wige ruch niejednostajny okréslic takze przez predkosé w funkeyi
czasuy a do réwnania ruchu dochodzimy przez calkowanie. Nakonice mamy

ds - ek =5 ;
{”:T’ co pozwala obliczyt czas potrzebny do opisania pewnéj drogi,

skoro wiadomy jest zwigzek miedzy drogg a predkodein.

Sklad predkoSei, ktoryémy poprzednio okazali dla ruchéw jednostajnych,
stosuje sig takie do ruchéw niejednostajnych, z ty jednak réznics, iz nalezy
te ruchy braé w nieskonczenie malym przedziale czasu, w ktérym je jako
jednostajne uwazamy. Nieskoficzenie maly ruch punktu nazywamy jego
ruchem chwilowym, lub takie ruchem elementarnym. Sklad zatym
predkosel moZna uwazaé ogélnie za sklad chwilowych ruchdéw prostolinijowych,
a poniewaz wiadomo, %e predko§é wypadkowa nie zalezy od porzgdku, w jakim
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tego skladu dokonywamy, przeto widzimy, iz ruchy chwilowe punkiu mogq byé
sktadane w dowolnym porzqdlu. Sklad predkoSei moZemy tukze tak pojmo-
wal, Ze punktowi zostajg jednoczegnie udzielone ruchy chwilowe, a to tym
sposobem, %e punkt nalezy do kilku ukladéw niezmiennych Ay, A,,...,A,,
z ktéryeh kazdy posiada swdj wlasny ruch wzgledem ukladu nieruchomego A,
Wskutek chwilowego ruchu kazdego z tych ukladéw otrzymuje punkt jedno-
czesnic pewne predkoSel vy, va,...,0,1, ktdrych wypadkowa jest predkoseig
ruchu chwilowego tego punktu wzgledem ukladu A,. Takie pojmowanie
skladu i odpowiednie pojmowanie rozkladu predkosei jest zupelnie zgodne
z prawem niezalezno$ci ruchéw,

7. Rucn jupxosTAINIE ZMIENNY. Predkosé ruchu zmiennego wzrasta
lub ubywa z czasem, co wyrazamy mdwige, Ze ruch taki jest odpowiednio
ruchem przy§pieszonym lub ruchem opdznionym. Najprostszy
z tych ruchéw bedzie ruch taki, w ktérym przyrvosty lub ubytki predkosci
w rownych ezasach sg rowne sobie, Taki ruch nazywamy wogdlnosei ruchem
jednostajnic zmiennym. Z okvélenia tego ruchu wynika, ze przyrost
Iub ubytek predkosei w jednostee czasu jest staly, Prayrost predkosei ruchu
jednostajnie przyépieszonego w jednostce czasu nazywamy przy§piesze-
niem, a ubytek predkosci ruchu jednostajnie opdznionego w jednostee czasu
nazywamy opéZnieniem ruchu rozwazanego. Poniewaz opdéZnienie mozna
uwazaé jako przySpieszenie ujemne, przeto méwimy ogblnic o przySpieszeniu
ruchu jednostajnic zmicinego, pojmujge je jako dodatne Iub ujemne, wedlug
tego czy zachodzi przyrost, czytéz ubytek prediose.

Jezeli ¢ jest predkoseig poczgtkows ruehu (dla ¢ =0), a 1 pray$piesze-

niem, to predkos$é ruchu jednostajnie zmiennego w czasie ¢ wyrazi sig wzorem:
(@) v=2¢+t.
Ten zwigzek wskazuje widocznie, Ze ruch jest jednostajnie zmienny; mozemy
przeto naodwrot uwazaé go za rownanie tego ruchu. Liczmy czas od spoczyn-
ku; to przy =0 jest ¢=0, a zatym v=-¢. Roéwnanie (4) art. 6-go daje
dla odleglosci punktu od miejsca poczgtkowego wyrazenie

(@) g = (c—f—'(t).dt::S-I—ct-i—-%ﬁ,

cechujgce ruch jednostajnie zmienny, gdzie S oznacza tg odlegloé w czasie
t=0. Droga punktu w czasie £ wynosi s — S =¢f 4 -é— 2. Liczge czas od
spoczynku i obiérajyc poczatek odleglosei s w miejscu, w ktorym ruch sig

rozpoczyna, otrzymamy S=0, ¢ =0, co daje

— ¥
(3) s._.2t.

Predkoéé ruchu jednostajnie zmiennego wyraza sig zapomocy funkeyi
linijowéj, a droga zapomocs funkeyi stopnia 2-go wzglgdem czasu. I nawza-
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jem, jezeli droga wyraza sig zapomocs funkeyi stopnia 2-go czasu, to ruch jest
jednostajnie zmienny, albowiém predkosé jest wtedy funkeyjy linijows czasu,
Rugujac czas z wyrazef na » i s, otrzymamy:
2 —
(3 s:—;%-, v=}"21s,
co daje zwigzek migdzy drogy a predkodein przy koncu téj drogi. Z réwnania
(3) wynika -

7 CLeEOo obliczamy czas, potrzebny na opisanie drogi s. Rozwigzujae réwna-
nie ogdlne (2) wzgledem ¢, otrzymamy dwa pierwiastki, z ktérych tylke pier-
wiastek dodatny przedstawia czas, potrzebny na opisanie drogi s —=S.
Poniewaz % = -g = —20—, przeto widzimy, Ze punkt musialby sig poru-
sza jednostajnie z predkoscig, véwny polowic predkosci koficowéj, aby jedno-
cze$nie z punktem, odbywajycym ruch jednostajnie zmienny, opisal t¢ same
droge.

Kladge w rownaniu (3) ¢ =1, oznaczmy przez s, odpowiednig droge;

wtedy s,:—;—, czyli v ==2sy; a zatym praydpicszenie réwna sig podwdjndj

drodze, jakiéj punlit, wyszedszy ze spoczynku, dokonywa w picrwszéj jednostce
czasu,  To twierdzenie pozwala wyznaczyC Iatwym sposobem przySpieszenie
ruchu. jednostajnie zmiennego.

Drogi, opisywane od wyjscia ze stanu spoczynku do konca jednéj, dwu,
trzech 1 t., d. jednostek czasu, sg proporcyjonalne wzgledem kwadratéw kolej-
nych liezb naturalnych.  Z réwnania (3) wynika jeszeze, Ze drogi, opisywane
podezas piérwszéj, drugiéj, trzeciéj i t. d. jednostki ezasu, sy proporeyjonalne
wzgledem kolejnych liczh nieparzystych. Jakoz, podstawmy kolejno za cuzas
warto$ci: #, n+-1; wowezas drogi s,, 8,41, opisane do kofica tych czaséw,

2 ~ (s - 132
bedy s{.:%, S = i’%———)-; droga zatym, podezas (n 4 1)-¢j jednostki

€zasl opisani, Wynosi
Gt :Sr:-{-l_Snz‘Tj‘(gﬂ +1), przay n=20,1, 2, 3,4,...,
ti 3. (s DO o e« PRl ol K1 98 (NS

Przyépieszenie mianujemy wedlug uzytéj jednostki dlugosei (up. w centyme-
trach na sckunde), a rozmaite ruchy jednostajnie zmienne odrozniamy od sie-
hie wedlug wiclkosei przyépieszenia.

Jezeli punkt poruszajgey sig rzucimy w kazdym jego poloZeniu na dang
" COS &

prosta, ktéra z torem jego tworzy kat «, to droga jego rzutu bedzie 13

vzub poruszaé sig wige bedzie z przyépieszeniem 7 cose, co oznacz, Ze pray-
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Spieszenic rrutu jest rautem prayépieszenia. To twierdzenie pozwala ruch
powyZszy przedstawié zapomocg spélrzednych, Niech z, y i # beds spolrze-
dnymi punktu, poruszajgcego si¢ wzgledem nieruchomych osi prostokatnych,
¢ niech bedzie jego predkoScig poczatkows, 7 za§ przySpieszeniem, Rauty
Cey Cyy C: DPredkoSei ¢ i rzuty 14, 1., 7. przySpieszenia y okréslajg ruchy je-
dnostajnie zmienne trzech rzutéw punktu wzdluz osi. JeZeli zatym X, Y i Z
sg spolrzednymi miejsca poczgtkowego, to otrzymamy :

=X + ¢t + — T"”

(4) y=Y + ¢t + "”2
3=Z+c,t+1§—

Te réwnania okréslajg ruch punktu m i dlatego takZe réwnaniami ruchu tego
punktu bywajg nazywane. Jezeli tor punktu tworzy z osiami spélrzgdnych
katy A, piv, to
(5) i 3 Oy 2 Co="{n? Yy s Ys=="COBM : COSIL? CORY.
Mozna okazat, Ze trzy rownania migdzy spélrzgdnymi a czasem, do kté-
rych czas wehodzi w potgdze 2-&j, mianowicie
r= X. +alt + ﬂatgg
(6) y=Y -+ b+ b,
8 =2+ ¢t + c,t?,
tylko pod tym warunkiem wskazujg, e ruch jest prostolinijowy i jednostajnie
zmienny, jezeli migdzy ich spélczynnikami zachodzi zwigzek
(7) asbite =y by oy
JakoZ, pomnéZmy réwnania (6) odpowiednio przez by, , €20y, Gubs; otrzymamy:
byta(@— X —ayt) = 283 (y — Y — t) = anby (2 — Z — ¢,1),
albo, po uporzadkowaniu,
by (@ —X) —ay(y — Y) = t(ayby — agby),
C(y —Y) —by(2— Z) = (b, — bycy),
ay(2— Z) — ¢y(x — X) = t(c,as — €501,) «

Pomnézmy ostatnie réwnania odpowiednio plzez ¢y a; 10, 1dodajmy je stro-
nami odpowiednimi; wéwezas

©®)  (ai— o)) @—X) (= aa,) (= V) +(dy— by ) (-— Z)=0.

7 tego r6wnania okazuje sig, %e punkt porusza sig w pewnéj plaszezyinie,

przechodzgesj przez punkt (X, Y, Z). Jeseli tor punktu ma by¢ linijg prosts,

to powyZsza plaszezyzna jest nicoznaczona; i nawzajem, jezeli ta plaszczyzna

jest nieoznaczona, ruch bedzie prostolinijowy. A zatym spblezynniki réwna-
Bibl. mat.-fiz,, 8 IV, T. X. 2



18 MECHANIKA TEORETYCZNA,

nia (8) sq, kaidy z osobna, zerami, co ma miejsce, gdy miedzy spélezynnika-
wi pierwotnych réwnan (6) zachodzi zwigzek (7), e. n. d. Z poprzedniego
twierdzenia wynika nadto, Ze kazdy rzut punktu odbywa ruch jednostajnie

=
i}

zmienny, a zatym punkt takze taki ruch odbywa, o predkoSci poczgtkowd)
V a2+ 0,24 ¢,2 a prayépieszenin 2] a,2 4 by® 4 2%

8. SeADEK PIONOWY I UKOSNY PUNKTU. dJeZeli cialo materyjalne, sa-
memu sebie,_zostawione, z niewielkiéj wysokoSci spada pionowo na ziemig, to
ruch kaﬁ@u z punktow ciala jest jednostajnie przy§pieszony. Przy$picszenie
kazdegg U nktu ciala gpadajacego jest to samo co do wielkoéei i kierunku,
i) ]}-1'2%'11 poznamy prawa spadania ciala, uwaZajae spadanie pionowe pun-
ktu nft ziems®, Przyjmujemy przytym, ze punkt spada w prézni.

Galileo Galilei piérwszy okazal, Ze spadek pionowy, zwany takze wolnym,
lub swobodnym, jest ruchem jednostajnie przy§pieszonym i %e przySpieszenie
nie zaleZy ani od wielkosei, ani od wlasnoSei fizycznych ciala spadajacego.
Pézniejsze dofwiadezenia stwierdzily doktryng Galileusza, a nadto okazaly,
ze przySpieszenie przy spadku cial zalezy od szerokoSci gieograficznéj miejsca
i od jego wzniesienia nad powierzchnig morza. W szerokoécei gieograficznd]
Paryza np. to przySpieszenie wynosi w jedndj sekundzie 980,9 centymetra;
najmniejsze jest na réwniku, a najwigksze na biegunach, PdZniéj poznamy
dokladnie prawa téj zmiany przy§pieszenia; nateraz mozemy powyzszg wartosc
liczebng, uwazaé jako przyblizong wielko§¢ tego prayspieszenia we wszystkich
miejscach strefy umiarkowanéj w niewielkich wysoko$ciach nad powierzchnig
morza. Przy$pieszenie podezas wolnego spadku w pewnym miejscu na ziemi
oznaczamy zawsze litery g 'W Warszawie wolno puszezony punkt, na ziemig

spadajacy, przebiega w piérwszéj sekundzie droge -22 =490,6 cm.

Réwnanie spadku jest
gt
7’
jezeli za$ punkt posiada predko$é pionows, poezatkows ¢, to
9
5
Przyjmujge w réwnaniach art, 7-go dla przyépieszenia y wszedzie wartosé g,
otrzymamy ogélnic » =¢ + gt, a wrazie, gdy poczatkowa predkosé pionowa
¢ =0, mié¢ bedziemy jako prawa spadku pionowego:

v=gt, SI%, v=)"2gs, t:l/%'E

Ruch ciala, podrzuconego pionowo w gére z pewng predkoSeis poczatko-
wg, ¢, jest jednostajnie opéZniony, a g jest opbZnieniem tego ruchu. Dla
kazdego zatym punktu ciala bedzio

i

s—=c¢t+

qt*
2 -

v=¢—gt, s=ct—
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Punkt rzucony znajdowaé si¢ bedzie wtedy w spoczynku, kiedy predlkosé jego v

przybierze wartoS¢ zero, a zatym po uplywie g- jednostek czasu. Droga

- £ 4 . ¢ =i
opisana podczas tego ruchu opéZnionego wynosi TJE; jest zatym réwna téj

wysokoéei, z jakiéj punkt spadaé ma na ziemie, aby przy koficu spadku mial
te sameg predko$t e, z jaks zaczynal sig podnosié, Punkt spadnic na ziemie
w tym samym czasie, w ktorym doszed! do kofica swéj drogi przy poduo-
szeniu sig; wréel zatym na ziemig po wyrzuceniu go w czasie % , & jego pred-
ko$¢ koficowa bedzie réwna poczgtkowéj. —

Jezeli punkt, samemu sobie zostawiony, spada po prostéj, ktéra z pozio-
mem tworzy kgt o, to jego ruch jest takie jednostajnie przySpieszony, a przy-
épieszenie wynosi gsine; jest wige ono proporeyjonalne wzgledem wstawy kata
nachylenia drogi do poziomu., Otrzymamy zatym zwigzki miedzy droga, cza-
sem i predkofeig dla spadku ukoénego, kladge w poprzednich wzorach gsina
zamiast g,

Niech ze szezytu A (fig. 4) kola, zakréSlonego z punktu O w plaszezyZnie
pionowdj promieniem #, spada punkt ze spoczynku wzdluZ cigciwy AB, tworzg-
cdj z pionem kat ¢, a z poziomem kat o;
przyépieszenic spadku ukofnego bedzie
gsine = gcostp. Punkt opisze zatym dro-

. 2.AB :
ge AB w czasiec = I/W, a ponie-
AB

Cos @

waz = AC = 27, przeto

o

(zas wige spadania jest niezalezny od kg-
ta @ i réwny czasowi spadania pionowego
po rednicy kola. A zatym: jezeli punkt
spada po rozmaitych cigeiwach 2 najwyz-
szego punktu Tola majqcego polozenie pionowe, to po kaidéj cigciwie przybywa
do olrggu kola w tym samym czasie (twierdzenie Galileusza). Fiatwo okazaé,
ze to twierdzenie moZe byé odwrdcone, t. j., Ze miejscem gieometrycznym
punktéw, do ktérych punkt, spadajacy z miejsca A po rozmaicie nachylonych
prostych, przybywa w tym samym czasie, jest kolo w plaszczyinie pionowéj,
dla ktorego A jest punktem najwyZszym. Jakoz, skoro czas ¢ spadku jest

S ; 5 {*
dany, to odpowiednia droga pionowa jest AC =%. Przesufimy przez
punkt C dwie osi spélrzednych, of poziomg Cz i pionowg Cy; woiwezas

AB==Y c{;‘? {2, skad dla spolrzednych z i y punktu B otrzymujemy
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2
2= ABsing :‘%cos @ sin @,
% 2
gz‘ gcos cpt’— ésm-’-rp

Y="9—""2
Rugujge z tych réwnai kat ¢, otrzymamy

3
@t +y? —J; y=0
jako miejsce gieometryezne tych punktéw na plaszezyZnie pionowéj, do ktérych
punkt, spadajgc z punktu A, w ktérym si¢ znajdowal w spoczynku, przybywa
w czasie . Miejscem przeto szukanym jest kolo, ktérego Srednieq jest odei-
nek AC linji pionowéj.
Predkosé punktu spadajgcego w punkeie B jest

v=}/2g.AB.cosp=]}"29.AD,

zatym taZz sama we wszystkich punktach B, B!, D,..., leigeych na tym sa-
mym poziomie. Predkosé koricowa punkiu, spadajgcego po linii prosiéj z dane-
go micjsea, w klbrym enajdowal sig w spocsynku, nie zalezy od nachylenia téj
prostéj do poziomu & dla rozmuityeh prostych jest tag sama we wszﬁﬂueck micy-
scach, ktore znajdujg sig na tym samym poziomie.

9. Ruon NiesepNosTAsNie zMIENNY. Tak nazywamy kazdy ruch,
w ktorym przyrosty predkosci w réwnych czasach nie sg réwne. Niech na
fig, 3-6] prosta (m) bedzie torem punktu, odbywajacego ruch niejednostajnie
gmienny, a i, My, Mg,... Diech oznaczajy miejsca tego punktu po uplywie
réwnych, zreszty dowolnych, przedzialéw t czasu. WeZmy pod uwage inny
punkt 22, poruszajacy si¢ jednostajnie z punktem m tak, iz do miejse m,, m, ..
przybywa razem z m i z takgz samg predkoscig, jaky punkt m w tych miej-
scach posiada, a migdzy kazdymi dwoma takimi miejscami obdarzony ruchem
jednostajnie zmiennym. JeZeli v, ,,... 84 predko$ciami ruchu obudwu pun-
ktoéw w miejscach wiy, 1My, My, ..., to praySpieszenia 7y, ¥.,... punktu n na
drogach mmy, mymg,... beda odpowiednio

Py — 1) Uy —— Uy
lh:_"_, ?32-_“--1

T T
Migdzy ruchami obudwu punktéw zachodzi zgodnosé otyle, Ze one przybywaja
po uplywie przedzialéw t© czasu do tych samych miejse z taka samg predko-
Geig. Tm mniejsze bedg te przedzialy czasu, w tym wiged) miejscach zacho-
dzit bedzie zgodno§é miedzy ruchami obudwu punkiéw; mozemy wige osiagnaét
zupelng zgodno$é miedzy tymi ruchami, uwazajac je w elementach czasu.
Predkos$t v, jakg obadwa punkty posiadajg po uplywie czasu ¢, wzroénie w ele-
mencie czasu d¢ o dv; granica zatym stosunku j p
ruchu punktu =, odpowiadajgeym temu micjseu, jakie obadwa punkty zajmu-
Ja przy koficu czasu ¢. PraySpieszenie ruchu punktu », odbywajacego ruch

bedzie przy$pieszeniem
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jednostajnie zmienny i zgodny z ruchem punktu m przez przecigg elementu
czasu, nazywamy przyépieszeniem ruchu nigjednostajnie zmiennego pun-
ktu m. Poniewaz d—u:—d—(ﬁ) :fzj‘-g nzeto prayspieszenic ruclhu prosto-
dt — di\d¢ de’ Praye) AHCRU PO
linjjowego i nicjednostajnie mmiennego wyraia sig picriwszq pochodng predkosei
wzgledem czasu, czyli drugq pochodna drogi wagledem czasu.
Oznaczajac przySpieszenie punktu m pray kofeu czasu ¢ przez |, mamy
ogélnie dla kazdego ruchu prostolinijowego

dv %s
1) f—}?_—t——-‘t‘z—tgs
oniewiz Gy £ av A3 t zemy 'r wyrazic takie wzor
A poniewaz —- = ——. ==, Przeto mozemy rwymm.u akze wzorem
dv
(2) | {_v.-j‘—?

Rézniczkujge dwukrotnie réwnanie ruchu s=1IF(#) wzglgdem czasu
1 oznaczajac przez F' i F" dwie piérwsze pochodne funkeyi F, wyrazimy
w kazdéj chwili predkosé i przyépieszenie ruchu nastgpujgeymi wzorami;
(3) v=F), 1=F'@),
w ktoryeh dla ¢ nalezy nadaé warto$é odpowiednig,

Powyisze okréSlenie przys$pieszenia stosuje sig takze do ruchu jednostaj-
dv -
FE=A= stalé),
Przyspieszenie ruchu jednostajnego jest zerem; przySpieszenie ruchu jedno-
stajnie zmiennego ma warto§é staly; przy kazdym za§ innym ruchu jest ono
funkeyjg czasu. Majqe pray§pieszenie w funkeyi czasu, otrzymamy z (1):

nie zmiennego; z réwnania bowiém » = ¢ - ¢ wynika

“4) do=x.dt, awigc v=c+ \7.dt, s=8+ c.dt+jldtj';.dt.

Dochodzimy zatym do predkosei ruchu przez jednokrotne, a do drogi opisand;
przez dwukrotne calkowanie. Stale calkowania, pozwalajace obliczyé pred-
kosé i droge dla kazdéj wartosei ¢, beda wiadome, skoro wiedziéé bedziemy
tak zwane warunki poczgtkowe ruchu, t, j. predkosé i droge na po-
czatku tego przedzialu czasu, od ktorego ruch zaczynamy rozwazaé. Rugujge
czas z wyrazen dla v i s, otrzymamy  zwigzek miedzy droga a predkoseiy;
rugujge go za§ z wyrazei dla v i v, otrzymamy zwigzek migdzy predkoseiy
a przySpieszeniem.

Podobnie, jak przez jednokrotne i dwukrotne rézniczkowanie drogi wzglgdem
czasu obliczamy prgdkosé i prayipieszenie ruchu prostolinijowego, tak przez réznicz-
kowanie wielokrotne mozemy rozpoznaé dalsze cechy tegoz ruchu, Przy$pie-
szeniem rzgdu n-go ruchu prostolinijowego nazywamy (n - 1)-szq pochodng
drogi wzglgdem czasu, gdzie n jest liczby calkowily i dodatug, Oznaczajge to przy-
$pieszenie ogdlnie przez {("), mamy podlug tego:
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Stosownie do tego okréslenia predkosd nalezy prayjmowaé juko przyspieszenie vrzgdu
zero, pray§pieszenie za§ w cidlejszym znaczeniu jako prayépieszenie rzgdu pidrw-
szego, Praydpieszenie rzgdu n-go jest granicy stosunku przyrostu praydpieszenia rzgdu
(n—1)-go w clemencie czasu, do tego clementu czasu, gdy oba wyrazy stosunku
zdainjy do zera, Przyrost przyspieszenia rzgdu (n— 1) go w elemencie czasu zo-
wiemy przys$piecszeniem elementarnym rze¢du n-go; mozemy zatym pray-
épieszenie vzgdu n=go okréslié takze juko granieg stosunku przyspieszenia elementar-
nego rz¢du n-go do elementu czasu, Jezeli v jest predkoscia, to dv jest przy-

L. . dv o .
dpieszeniem elementarném ruchu rzgdu l-go, a zatym o przyspieszeniem rzgdu

1-go. 7 windomego przyépieszenia rzg¢du n-go otrzymujemy drogg wskutele (n--1)-
krotnego calkowania, a stale calkowania wyznaczamy z wiadomych warunkéw po-
czatkowych,

Z powyzszych okrésleni widzimy, iz z danego zwigzku miedzy drogs,
o czasem mozemy rozpoznaé wszelkie cechy ruchu, a gdyby ten zwigzek nie
byl wprost dany, nalezy go wyznaczyé przez calkowanie, aby potym dochodzié
wilasno$ei ruchu.

10. Rucu xrzyworiNwowy., Poznajemy cechy i wlasnodei krzywolini-
jowego ruchu punktu przez rozklad tego ruchu na ruchy elementarne, odby-
wajgce sig w nieskofiezenie malych przedzialach czasu.

Granica kierunku prostéj, ktéra Igczy miejsce punktu w czasie ¢ z bez-
poérednio nastepujacym miejscem jego w czasie £+ d¢, wyznacza kierunek
ruchu tego punktu. Poniewaz granicg téj prosté] jest styczna do toru punktu,
przesunigta w miejseu, ktére punkt zajmuje w czasic ¢, przeto ta styczna wy-
znacza kierunek ruchu. W elemencie czasu przyjmujemy ruch jako prostoli-
nijowy; skoro zatym punkt do koiea czasu ¢ opisal droge s, a w czasie di
droge ds, to predkost tego ruchu elementarnego w kierunku stycznéj wedlug
poprzednich okréslen hedzie:

1) p=—

Te wielko$t nazywamy predkodeig krzywolinijowego ruchu punktu w tym miej-
scu na torze, ktore odpowiada obranéj wartosei dla . Droge s liczymy przy-
tym od pewnego, zreszty dowolnie obranego, micjsca na torze poruszajicego
sig punktu. Okréglenie predkosei, jako piérwszéj pochodndj drogi wzgledem
czasu, stosuje sig zatym do kazdego ruchu punktu, jezeli tylko kierunek ruchu
przyjmujemy zarazem jako kierunek predkoSei. Jezeli predkosé jest stala,
to ruch nazywamy jednostajnym, bez wzgledu na tor poruszajgcego si¢ pun-
ktu. Wszystkie twierdzenia o ruchu prostolinijowym i jednostajnym mozemy
zastosowaé do ruchu elementarnego na linii krzywé;.

Niech @, y iz beda spélrzednymi prostokatnymi miejscam poruszajacego
sig punktu, ktére on zajmuje w czasie ¢; wowezas & +dz, y+dyis+dz
bedg spolrzednymi jego miejsca sgsiedniego w czasie t 4 di, a réiniczki da,



