11. ZARYS TEORII STEROWANIA OPTYMALNEGO

11.1. UWAGI WSTEPNE

Obecnie coraz czesciej wymaga sie, 2eby dany proces stero-
wany przebiegal optymalnie, to 2znaczy najlepiej ze wszystkich
mozliwych realizacji. Na ogdl nie wystarcza, 2e nastawy regula-
toréw w uktadach regulacji zapewniajg odpowiedni zapas stabil-
noéci, a przebieg procesu jest zadowalajacy.

Dzieki =zastosowaniu maszyn cyfrowych w ukladach steruja-
cych, jest mozliwa realizacja zloZonych algorytmé4w sterowania,
optymalnych dla danego procesu. Sformulowanie - najlepsze ste-
rowanie ma roézne znaczenie w zaleznogci od rodzaju procesu. Dla
przykiadu, najlepszym sterowaniem samolotu po okreslonej trasie
moze by¢ sterowanie zapewniajace minimalne zuzycie paliwa.
W przypadku samolotu przechwytujacego, optymalne sterowanie
pozwala osiagna¢ okres$lona wysokos¢ i predkogé lotu w mozliwie
najkrétszym czasie. Robot przemysiowy zgrzewajacy karoserie
samochodu, jest sterowany optymalnie, gdy ruch elektrody odbywa
sie z najmniejszym bledem polozenia i predkosci. Bardzo czestym
przykladem optymalnego sterowania Jjest taka jego realizacija,
ktoéra zap:awnia minimalny koszt procesu technologicznego.

Kazde zagadnienie sterowania optymalnego wymaga matematycz-
nego sformulowania wskazZnika jakosci procesu, ktéry ma byé
optymalny. Optymalizacja w ukiadach rzeczywistych zawsze prze-
biega przy ograniczeniach (wigzach) nalozonych na zmienne pro-
cesu, ktére nie moga przyjmowaé¢ dowolnych wartosci.

W dalszym ciagu tego rozdzialu jest mowa o optymalnym ste-
rowaniu w uktadach opisanych rézniczkowymi réwnaniami stanu

X = p(x(t),u(t),t) (11.1)

lub w postaci réznicowej
X(k+1) = ¢(x(k),u(k)), (11.2)

gdzie: x jest wektorem stanu, u - wektorem sterowan, t oznacza
czas ciagly, a k - czas dyskretny.
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Wskaznik jakoéci sterowania mozna przedstawi¢ w postaci

ogodlnej jako funkcjonai:

rt

o
'y f

I=cxut)| +[Faut) dt. (11.3)
t

tO 0

Dla opisu dyskretnego funkcjonat ten przyjmie postac
N-1
I=c[xM] + ) Flx(n),um], (11.4)
k=0
F i G sa rzeczywistymi, skalarnymi funkcjami, t oznacza czas
poczatkowy a tr (lub N dla ukladow dyskretnych), czas koncowy.
Wskaznik jakosci (11.3) nie jest oczywiscie Jjedyna forma
oceny procesu sterowanego, ale posta¢ ta jest wygodna do for-
malizacji matematycznej zadan optymalizacyjnych i pozwala na
wyrazenie ré2znych praktycznych ocen proceséw. Minimalizacja
(11.3) nazywana jest zagadnieniem Bolzy.
Wprowadzajac rozne postaci funkciji G i F, mozna otrzymaé z
ogdlnego wyrazenia (11.3) zadanie szczegdlne. Przyjmujac G=0,
F=1, otrzymuje sie

t

I-'=JJ|:1t:=t -t. (11.5)
t
0

W tym przypadku wskaznik I jest czasem trwania procesu od chwi-
1i 1:D i minimalizacja (11.5) prowadzi do zagadnienia minimalno-
czasowego, jednego z czegsciej spotykanych zadan w praktyce.

Dla G=0, F=]fg (_!f - transpozycja -wektora kolumnowego u)
funkcjonat (11.3) ma postaé

t
I= rsfg dt. (11.6)
tO

W niektoérych przypadkach funkcjonal ten moze okre$laé energie
potrzebna do sterowania procesem. -

Podstawiajac F=0, G=[x(tr)—gd]r[;(tr)-xd] do (11.3), otrzy-
muje sie wskaznik jakosci, wyrazajacy odchylenie wektora stanu
w chwili koncowej Z‘(tr} od stanu zadanego X, Jezeli natomiast
G=0, F=[§(t)—xz(t}]T[;(t)-x\l(t)], to funkcjonal I wyraza odchy-
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lenie trajektorii x(t) od trajektorii zadanej 3&(t) W prze-
strzeni stanu. .

Zadanie optymalizacyjne, w ktérym wskaznik jakoéci ma pos-
tac¢

I= rl“(x,g,t) at (11.7)
t
0

(G=0) nazywane jest zagadnieniem Lagrange’a, a przypadek (F=0)

t
f

I=G(x,u,t)| ., (11.8)
t

o

prowadzi do zagadnienia Mayera.

Zadanie Lagrange’a mozna sprowadzi¢ do postaci Mayera przez
wprowadzenie nowe]j wspodlirzednej stanu. Zakladajac, 2e x jest
wektorem n-wymiarowym, po podstawieniu

X, (t) = F(x,u,t), (11.9)
otrzymuje sie

I=|[x (t) aa=x (t)]| , (11.10)
n+1 n+l
t
to

a wiec posta¢ (11.8) wskaznika jakosci.

Zagadnienia optymalizacyjne 2z dziedziny sterowania mozna
podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza grupe stanowia zadania opty-
malizacji parametrycznej (nazywanej tez optymalizacjga liczbo-
wg), druga grupe tworza zadania optymalizacji funkcyjnej (dyna-
micznej). W zadaniu optymalizacji parametrycznej jest okreslona
struktura ukladu sterowania i okreslony algorytm, wedlug ktoére-
go nalezy generowa¢ wektor sterowan. Zadanie polega na optymal-
nym doborze parametrow ukladu. Wynikiem optymalizacji sg war-
tosci liczbowe parametréw. W zadaniu optymalizacji funkcyjnej
poszukiwane jest sterowanie jako przebieg wektora sterowania
u(t) w funkcji czasu.

Dla ilustracji zadania optymalizacji parametrycznej niech
posiuzy przyklad ukladu regulacji stalowartosciowej, w postaci
zamknietej petli: regulator-obiekt. Nalezy dobra¢ optymalna na-
stawe regulatora, minimalizujaca wskaznik jakosci, ktory ocenia
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przebieg zmiennej stanu i zmiennej sterujacej po wyprowadzeniu
uktadu ze stanu réwnowagi.
Uklad regulacji jest pierwszego rzedu, opisany roéwnaniem

g% = ax + bu. (11.11)
W ukitadzie tym zastosowano liniowy regulator proporcjonalny o
wzmocnieniu k, dziatajacy w ten sposdb, ze u=-kx. Przy tym za-
tozeniu, réwnanie stanu sprowadza sie do postaci

9X = (a-kb)x.

Po rozwigzaniu tego réwnania otrzymano

x = x exp(a-kb)t. (11.12)

Stabilnog¢ ukiadu wymaga, zeby a-kb<0. Zaklada sig, ze stan
ustalony ukladu jest x(t)=0 ale wskutek =zakidcenia uktad w
chwili t°=0 znalazl sie w stanie x(0)=x°. Niech wskaznik
jakosci ma postad
o
I= I(x2+cu2} at. (11.13)
0

Zadajac I=min wymaga sie, 2eby odchylenia x oraz u od wartosci
ustalonych (zerowych) w przedziale czasu (0,x) byly male. Jako
miare przyjmuje sie sume kwadratéw. Wspdélczynnik c przedstawia
koszt wzgledny sterowania u wzgledem zmiennej X,

Podstawiajac (11.12) do (11.13), otrzymuje sie

x§(1+ck2)
i & =m, (11.14)
przy zalozeniu, 2ze a-kb<0.

g%nimum (11.14) poszukuje sie w zwykly sposdb, z zaleznosci
HE=°’ otrzymujac optymalne wzmocnienie regulatora

2
k=214 ‘1 + - 28 ~
' b [ a’c ]

Z zaleznosci u=-kx otrzymano ostatecznie optymalny przebieg
sterowania
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a l b° b
u(t) e 1+ |1+ — |x exp|-a |1 + — |t. (11.15)
o b [ a’c ] © a’c

Podobny efekt jak w ukladzie zamknietym 2z regulatorem P,
mozna uzyskaé sterujac obiektem w uktadzie otwartym, po podaniu
na jego wejscie sygnalu sterujacego wediug wzoru (11.15). Nale-
2y tu oczywiscie pamietaé, 2ze otrzymane prawo sterowania mini-
malizuje wskaznik (11.13) przy przyjetym ograniczeniu

u(t) = -kx(t). (11.16)

W tym miejscu nasuwa sig¢ oczywiste pytanie, czy odrzucenie tego
ograniczenia nia bedzie prowadzilo do otrzymania mniejszej niz
uzyskana wartosci wskaznika (11.13). Uzyskanie odpowiedzi na to
pytanie wymaga znalezienia optimum (11.14) w szerszej klasie
funkcji u(t).

Pozostajac tylko przy koniecznym ze wzgleddw technicznych
ograniczeniu co do ekstremalnych wartosci sterowan dla r-wymia-
rowego wektora u

a:s“;’bz' i=1,2,...,r,_

przechodzi sie do drugiej grupy =zadan optymalizacyjnych, w
ktérej nie sa poszukiwane'optymalne wartosci parametrow ukiadu,
ale poszukiwany jest optymalny przebieg u(t). Zadanie tego typu
rozwigzuje sie wykorzystujac zasade maksimum Pontriagina lub
metode programowania dynamicznego Bellmana.

11.2, ZASADA MAKSIMUM

Z zasady Pontriagina korzysta sig przy rozwiazywaniu naste-
pujacego zadania:
Uklad jest opisany za pomoca réwnan stanu

X = £(x,u,t). (11.17)
Na sterowania nalozone sa warunki
a susb, i=1,2,...r. (11.18)

Nalezy wyznaczy¢ przebieg u(t) akstremalizujqéy funkcjonal

t

I = JIF(x,g,t) dt. (11.19)
1o
(V]
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Wprowadzajac nowa zmienna X oot speiniajaca zaleznos$ci:

xnol (ta) =0

oraz

(t) = F(x,u,t),

n+l
otrzymuje sie
t

(t) = [Fxout) at.
t

0

X
n+l

Zadanie sprowadza sie do ekstremalizacji nowej wspoirzednej
X ., v chwili koncowej tr' Zadanie to jest szczegbélnym przypad-
kiem ekstremalizacji funkcji skalarnej

m
P= ) e, (t), (11.20)
i=1

nazywanej funkcja Pontriagina. MoZna przypuszcza¢, 2e istnieje
inna funkcja P, ktérej ekstremalizacja jest, po pierwsze, roéw-
nowazna ekstremalizacji funkcji P (to znaczy obydwie osiagaja
ekstremum dla tych samych sterowan), a po drugie, poszukiwanie
optimum jest latwiejsze. Intuicyjnie mozna przewidzieé, ze
funkcja taka moze by¢ funkcja zalezna od energii ukiadu.
Podobna sytuacja wystepuje w mechanice klasycznej, gdzie
energie ukladu wyraza sie za pomoca funkcji Hamiltona, przed-
stawionej za pomoca wspéirzednych ukladu i peddéw uogdlnionych.
Okreslajac hamiltonian H jako iloczyn skalarny wektora p oraz

wektora predkosci X=[f (X,u,t) £;(X,u,t) ... £ (x,u,t)]"
m
H(x,p,u,t) = (2,X) = ) pf, (11.21)
i=1 -

mozna wyrazi¢ zasade maksimum Pontriagina nastepujaco:

Jezell dla sterowania u(t) funkcja Pontriagina osiaga mini-
mum (maksimum) to dla tego sterowania funkcja Hamiltona osiaga
maksimum (minimum) w przedziale czasu t=<td,t}>. Osiagniecie
maksimum (minimum) funkcji H jest warunkiem koniecznym wysta-
pienia minimum (maksimum) funkcji P. Dla ukladéw liniowych wa-
runek ten jest dostateczny.
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Zasada powyzZsza jest nazywana czasem zasadq minimum.
Wektor wspédirzednych p wystepujacy w (11.21) jest okreslany
jako rozwiazanie ukladu réwnan rézniczkowych

. o of
PJ = = z P, g'x—":
i=1
X, = £ (x,u,t), (11.22)
J=12,2,.00m,
gdzie przyjmuje sie
P,(t) = -¢c,

ac sa wspdlczynnikami wystepujacymi we wzorze (11.20).
Rézniczkujac hamiltonian wzgledem pJ oraz X, sprowadza sie
uklad réwnan (11.22) do postaci kanonicznej Hamiltona

: . dH
X = — P B (11.23)

p ' ax

J pJ J )

ktéry nalezy rozwigza¢ przy warunkach brzegowych

xj (t°> o xjo’

P,(t;) = =c,, (11.24)
o= 9,20 ,m

Przykiad 11.1
Zastosowanie zasady maksimum mozna pokaza¢ na przykladzie
uktadu liniowego analizowanego juz we wstgpie 11.1. Uktad jest
opisany réwnaniem (11.11), a kryterium jakosci jest w postaci
(11.13).
Oznaczajac
t

2 2
X =X, x2=j(x1+cu)dt,
t

(4]
otrzymuje sie uktad réwnan
X = ax + bu,

. . ’ (11.25)
X, = X +cu’,
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a stad funkcje Pontriagina
P = C,X, + CX, . |
Niech w zwiazku 2z okreslonym na poczatku wskaznikiem jakosci I
(11.13); c1=0 oraz cé=1. Hamiltonian ma wiec postac
2 2
H = p1f1 + pif2 = pI(ax1+bu) + p2(x1+cu ).

Warunek konieczny maksimum hamiltonianu jest w postaci

dH

ik plb + 2cpu = 0;

otrzymuje sie stad optymalne sterowanie wyrazone we wspdirzed-
nych P, i p,:

p.b
- 1 *1
0 Rt 3 pa—c. (11.26)

Z réwnan kanonicznych (11.23) otrzymano
P, = - ap, - 2p,X,,
p, = 0.
Pamietajac, ze pi(tr)=—cl=0; pz(tT)=—c2=-1, dochodzi sie do
ukladu réwnan

P, = - ap, + 2%,
(11.27)

P,

=
GIU;

=
x1 axl +

ktory nalezy rozwiaza¢ dla warunkédw brzegowych xl(t°)=x0,
91(tr)=°' otrzymujac w koncu sterowanie optymalne

b2 b2
u(t)  =-32 11+ [1+2- |x exp|l-a |1 + 2 |t.
opt B[ azc]o azc

Wynik jest identyczny z (11.15). Okazuje sie wiec, ze zastoso-
wany w poprzednim przyktadzie regulator proporcjonalny z odpo-
wiednio dobranym wzmocnieniem jest rzeczywiécie najlepszym roz-
wiazaniem technicznym ukladu regulacji opisanym obiektem przy
kryterium jakoéci sterowania (11.13).
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11.3, METODA PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Programowanie dynamiczne jest skutecznym narzedziem do roz-
wiazywania zadan optymalizacyjnych, szczegélnie za pomoca ma-
szyn liczacych. Istote metody mozna najlatwiej wyjasni¢, obra-
zujac proces sterowania jako dyskretny wieloetapowy proces de-
cyzyjny, w ktérym na kazdym etapie jest podejmowana optymalna
decyzja, okreslajaca sterowanie na aktualnym etapie.

Oznaczajac przez x(n) stan ukiadu w n-tej chwili, mozna
przedstawi¢ zbior stanéw dopuszczalnych, mozliwych do osiag-
niecia przez uklad w kolejnych chwilach dyskretnego czasu
n=0,1,...,N,'(tn=nT}, w postaci siatki w przestrzeni, w ktoérej
jednym wymiarem jest czas, a pozostalymi sa wymiary przestrzeni
stanu. W przypadku ukladu pierwszego rzedu otrzymuje sie obraz
jak na rys.11.1, gdzie odcinki skierowane miedzy wezlami siatki
oznaczaja przejscie ukladu ze stanu x(n) do x(n+l), odpowiada-
jace dopuszczalnym sterowaniom wu(n). Niech rysunek obrazuje
zadanie dwugraniczne, to znaczy taki przebieg, w ktérym stany
poczatkowy i koncowy sa ustalone. Proces optymalizacyjny roz-
klada sig¢ na etapy decyzyjne; w ktorych sterowania optymalne sg

x4

Rys.11.1. Siatka dla ukladu pierwszego rzedu
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poszukiwane wstecz, w czasie uplywajacym od konca do poczatku
procesu, to znaczy w chwilach N-1, N-2, ... . Jezeli jest, jak
w omawianym przykladzie, jeden stan koncowy x(N)=c", to w chwi-
1i N-1 uklad musi sie znajdowaé¢ w jednym ze stanéw x(N-1) spei-
niajacych réwnanie

c" = p[x(N-1), u(N-1)].

W rozpatrywanym przykladzie sa takie trzy stany x(N-1): c?d,

M, :". W pierwszym etapie optymalizacji, decyzja optymalna

2
jest jedyna - doprowadzié uklad do stanu cM. stad koszt opty-

malny na pierwszym etapie jest

f‘(ch) =h(c™, M; i=1,2,3.
W drugim etapie uktad znajduje sie w jednym ze standéw x(N-2).

e T cmz}. Stany x(N-2)

Dla przyktadu x(N-zje{cfe, c %

2

spelniaja réwnanie
X(N-1) = p[x(N-2), u(N-2)]
dla wszystkich sterowan dopuszczalnych na tym etapie. Mozna
zauwazy¢, ze siatka na rys.11l.1 rozrasta sie wzdiuz osi rzed-
nych. Na drugim etapie pojawia sie zadanie wyboru decyzji opty-
malnej.
Koszt przejscia ze stanu x(n) do stanu x(n+l) oznacza sie

h[x(n), x(n+1)]
lub jezeli proces jest opisany réwnaniem réznicowym
x(n+l) = p[x(n), u(n)].
Koszt ten mozna wyrazié w postaci funkcji
g[x(n), u(n)]. (11.28)

Catkowity koszt przeprowadzenia ukladu ze stanu poczatkowego do
koncowego wyraza sie w postaci addytywnej jako wskaznik jakosci

procesu
N-1

I, = E g[x(n), u(n)].
k=0
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Poszukuje sie optymalnego ciagu sterowan {u}={u(0),u(l),...,
u(N-1)} takich, ze
f“(x,u} = opt (Ix)' (11.29)
{u}
gdzie opt oznacza minimum lub maksimum, w zalezno$ci od zada-
nia.

Zadanie takie mozna rozwiaza¢ po wyczerpaniu wszystkich
mozliwych ciagéw sterowan i wybraniu ciagu najlepszego. Takie
postepowanie, jak tatwo oszacowa¢, jest nierealne nawet dla du-
zej 1 szybkiej maszyny cyfrowej, juz przy niezbyt duzej liczbie
wezldw siatki.

Koszt optymalny fz(cTej dla kazdego przejscia ze stanu

CTQ do stanu c" mnoze by¢ wyznaczony z zaleznosgci

fz(c;"a) = opt [h(c'l"a, c':'l} + h(c:H, 7. (11.30)
{j.i} .
Optymalizacje nalezy prowadzi¢ dla par {j,i}, dla ktérych ste-
rowania sa dopuszczalne. Zapis mozna teraz uprosci¢ i napisac¢
zaleznos¢ (11.30) dlg“étapu o numerze n. Otrzymuje sie wzoér na
koszt optymalny przejﬂﬁia ze stanu x(N-n) do stanu x(N):
¥

£ [x(N-n)] = opt opt ... opt {g[x(N—n), u(N-n)] +
{u(N-n)} {u(N-n+1l)}  {u(N-1)}

+ g[x(N-n+1), u(N-n+1)]. + ... + g[x(N-1), u(N-l)]}. (11.31)

Wyznaczenie sterowan bezpodrednio z tej zaleznogci polegaioby
na sprawdzeniu wszystkich kombinacji mozliwych sterowan, co jak
juz zaznaczono wczesniej jest na ogé! nierealne. Mozna wiegc
sprébowa¢ uproszczenia zadania wynikajacego z zasady optymal-
nosci sformulowanej przez R.Bellmana w pierwszej wersji dla
iagadnieh transportowych i ekonomicznych:

Strategia 0ptyﬁa1na ma te wilasnosc¢, ze jakiekolwiek bylyby
stan poczatkowy i decyzja poczatkowa, pozostale decyzje musza
tworzy¢ strategie optymalng z punktu widzenia stanu wyniklego z
pierwszej.decyzji.

Zasade optymalnogci mozna tez sformutowaé inaczej:

Jezeli trajektoria optymalna w przestrzeni stanu ma poczatek w
punkcie X i przebiega do punktu X przez X, to jej odcinek =z
punktu x do x jest tez optymalny.
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Korzystajac z zasady optymalnosci, mozna zapisa¢ roéwnanie
(11.31) w postaci

£ [x(N-n)] = opt {g{x(m—n], u(N-n)] +
{u(N-n)}

+ £ [x(N-n), u(N-n]]}. (11.32)

Koszt optymalny f“_1 wystepujacy w réwnaniu (11.32) po prawej
stronie zapisano jako funkcje dwéch argumentédw x(N-n), u(N-n)
zamiast x(N-n+l1), pamigtajac, 2ze wielkosci te sa zwiazane row-
naniem stanu, a ponadto dlatego, 2e optimum jest poszukiwane na
zbiorze sterowan {u(N-n)}.

Korzystajac ze wzoru (11.32), w wyniku postgpowania reku-
rencyjnego dla etapéw 1, 2,...,N, buduje sig tablice (rys.l11.2)
- np. w pamieci komputera, w ktérej dla kazdego etapu sa prze-
chowywane wartosci kosztéw optymalnych f i odpowiadajace im
sterowania u(N-n). Obliczone w ostatnim etapie (n=N) sterowanie
u(0) ze wzoru

fn[xw)] = opt {g[x(O), u(0)] + fu_l[:x(O), u(O)]}
{u(o0)}

jest pierwszym sterowaniem optymalnego ciagu sterowan, ktéry w
koncu odtwarza sie na podstawie tablicy.

x fyix) |u(N-1)| folx) | ulN-2)| ... fy_g(x1| ur0)

Rys.11.2. Tablica wartosci kosztéw optymalnych

Dla lepszej ilustracji metody rozwiaze sie teraz za jej po-
moca zadanie transportowe, polegajace na optymalnym przejsciu z
punktu A do R (rys.11.3). Koszt przejécia powinien byé¢ minimal-
ny. Mozliwe (dopuszczalne) trasy tworza siatka Iaczaca punkty
A, B, C, ..., R. Koszt przejsécia miedzy punktami jest wyrazony
za pomoca liczby napisanej przy odcinku taczacym dwa punkty.
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W pierwszym etapie oblicza sige koszty przejscia z punktéw L, M,
N, P do R. Wartosci tych kosztéw wpisuje sie w kotku w poblizu
odpowiednich punktéw (rys.11.4). Sa to liczby 7, 2, 5, 4. Po-
siugujac sie przyjeta wczesniej symbolika, mozna zapisac
fl{L)=7, f;(M)=2, itd. W drugim etapie oblicza sie fz(G),
fz{H), fz(I} i fz(K) z rownan, ktére na przykiad dla punktu H
ma postac

fz(H} = min [1 + f1(H)' 4 + f1(N}]'

Rys.11l.4. Rozwiazanie zadania transportowego
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Wyniki zapisuje sie podobnie jak w poprzednim etapie, zaznacza-

jac optymalna trase strzalka. Obliczenie konczy sie w punkcie
A, obliczajac fS(A}=16. Poszukiwana trase znaleziono poruszajac

sie wzdluz strzatek od punktu A i otrzymujac ciag punktéw A, B,

E, J, P, R. Jako produkt uboczny postepowania otrzymano mini-
malne koszty tras rozpoczynajacych sie we wszystkich punktach.

Zaleca sie Czytelnikowi powtérzenie zadania, polegajacego tym
razem na znalezieniu trasy o najwiekszym koszcie.

Mozna teraz oszacowaé naklad obliczen niezbednych w poste-
powaniu wprost przy analizowaniu wszystkich mozliwych trajekto-
rii i poréwnaé z naktadem obliczen w metodzie programowania dy-
namicznego. Powtarzajac przyktad Bellmana z [1] przyjmuje sie,
%Ze proces ma 20 etapédw (21 dyskretnych chwil) i na kazdym eta-
pie sterowania moze przyjmowa¢ 100 réznych wartosci. cCatkowita
liczba mozliwych strategii (trajektorii) jest 100°=10%°. Jeze-
1li na obliczenie wskaznika Jjakosci na Jjednej z trajektorii
komputer potrzebuje niewiele, bo jedna mikrosekunde, to czas
sprawdzenia wszystkich strategii bedzie réwny 3,17-1027 lat!
W metodzie programowania dynamicznego obliczenia wediug wzoru
(11.32) beda prowadzone 20-100 razy i ich laczny czas bedzie
nieporéwnywalnie mniejszy od poprzedniego. Nalezy zaznaczyé, 2Ze
wspomniane obliczenia sa tylko fragmentem obliczen przeprowa-
dzanych przez maszyne.

Do wad przedstawionej metody programowania dynamicznego w
wersji dyskretnej mozna zaliczy¢ konieczno$é przechowywania w
pamigci maszyny tablic, ktére dla wielowymiarowych zadan wielo-
etapowych moga przekracza¢ mozliwosci duzych maszyn liczacych.

11.4, PROGRAMOWANIE DYNAMICZNE - WERSJA CIAGLA

Zasada optymalnosci w zastosowaniu do procesu cigglego pro-
wadzi do réwnan rézniczkowych, z ktérych mozna wyznaczyé stero-
wania optymalne. Sposéb postepowania mozna pokazaé na przykia-=
dzie ukladu pierwszego rzedu, opisanego réwnaniem stanu

x(t) = p(x,u), (11.33)

z wirunkiem poczatkowym x(t0)=x0.
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Dla uktadu tego nalezy wyznaczy¢ optymalny sygnal sterujacy
u(t), minimalizuijacy funkcjonal calkowy

t

I= rF(x,u! dt.

tO

0 funkciji F zaklada sie, 2e jest roézniczkowalna wzgledem swoich

argumentow.
Oznaczajac
t
f(x,t) = min JIF(x,u) dt
%

rozklada sie proces optymalizacji w przedziale czasu <t,t?) na
dwa etapy, piszac

t+at £
£(x,t) = min I F(x,u) dt + J F(x,u) dt|.  (11.34)
u t t+st

Proces ten w przedziale czasu <t+5t,tr> musi byé optymalny
zgodnie z zasada optymalnosci, wiegc

t
f
£ (x+8%,t+5t) = min j F(x,u) dt|. (11.35)
U |e+st
Dla matego &t

t+st

8x = X 8t; f F(x,u) dt = F(x,u)st. (11.36)
t

Korzystajac z (11.35) i (11.36), mozna napisa¢ (11.34) w postaci

£(x,t) = min [F(x,u)8t + £(x+x8t, t+st)]. (11.37)
u

Ograniczajac sie do liniowej czesci rozwiniecia Taylora funkcji
f (x+x8t, t+3t), otrzymano

£(x,t) = min [F(x,u)8t + £(x,t) + X o st + 3¢ st].
u

Korzystajac z (11.33), po uporzadkowaniu i podzieleniu stronami
przez &t, uzyskuje sie ‘

- %% = min [F(x,u} + @(x,u) gﬁ]. (11.38)
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Przy zalozeniu, ze na u nie sa natozZone ograniczenia, warunek
konieczny minimum prawej strony (11.38) prowadzi do réwnania

aF , ap 8f _ 30
et FeaE = 0 (11.39)
Z (11.38), dla optymalnego sterowania u, otrzymuje sig roéwniez

a
F(x,u) + p(x,u) %5 * g% = 0 (11.40)

; af
Rozwiazanie ukfadu dwéch réwnan (11.39) i (11.40) wzgledem 3% 1

af :

7t prowadzi do
af _ _ aF§au
ax ~ dp/fou’

(11.41)
aF{au
gf = - F(x,u) + p(x,u) g /au"

Prawe strony réwnan (11.41) oznacza sig, odpowiednio, przez
Q(x,u) i P(x,u). Rézniczkujac pierwsze rdwnanie wzgledem t oraz
drugie wzgledem x, otrzymano

2

o%¢ _ 0P ou , 4P 8X
axdt =~ du at ax at’
. (11.42)

t  &8x ' 8du ax’

8%t _8Q , 4Q du
axat

Przyréwnujac do siebie prawe strony (11.42), znaleziono osta-
tecznie rézniczkowe réwnanie czastkowe

aP(x,u) dP(x,u) 8u _ 8Q(x,u) 8Q(x,u) du
gix,0) ax * %u at ax * Teu ax"’
Rozwiazujac to réwnanie (najczesciej numerycznie), otrzymuje
sie optymalne sterowanie u.
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