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Gaussowska funkcja gęstości prawdopodobieństwa p(50,u) jest

jednowymiarowa (patrz rys.9.6), a wartość całki (9.40) w grani-

cach od u=0 do u—x» (dotyczy obszaru zakreskowanego na rys.9.6)

jest wartością średnią liczby przekroczeń w jednostce czasu od-

chyłki +50 m w kierunku z dołu do góry, czyli dla u>0 (nie in-

teresujemy się liczbą powrotów z góry do dołu, czyli dla u<0).

Wymiarem n jest s"1. Wielkość n nazywana jest czasową gęstością

prawdopodobieństwa wykroczenia sygnału stochastycznego poza da-

ny poziom (w tym przypadku +50 m ) , a uzasadnienie wzoru (9.40)

można uzyskać także na innej drodze [25].

Uwzględniając (9.37) oraz (9.38) i (9.39) po wykonaniu

całkowania, otrzymuje się:

H5J
We wzorze (9.41) nie są jeszcze znane er i a« . Z rys.9.5 wyni-

ka, że

<?l = A. (9-42)

Do o b l i c z e n i a w a r t o ś c i (er-)2 k o r z y s t a s i ę , podobnie j a k w
z a d a n i u 9.2 ze wzorów (9.32) +(9.35) , a wtedy

( a u ) 2 = A(a2+/S2). (9.43)

Wyrażenia (9.42) i (9.43) podstawia się do (9.41) uwzględniając

dane liczbowe wraz z jednostkami i otrzymuje się

n = lir \(°r01)Z+(0,l)2 exp[- ^jJo) = 0,0007 a"1.

Biorąc pod uwagę, że lot trwa T=5«3600 s oraz, że średnia

liczba przekroczeń na jednostkę czasu odchyłki -50 m jest także

równa n, oblicza się całkowitą liczbę przekroczeń N

N = 2nT ~ 25.

9.3. GĘSTOŚĆ WIDMOWA MOCY SYGNAŁU STOCHASTYCZNEGO

Funkcje korelacyjne są funkcjami czasu x mierzonego inaczej

niż czas t. Mimo to można poddawać je przekształceniu Fouriera.

W przypadku funkcji korelacji własnej otrzymuje się
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( 9 " 4 4 )

Funkcja S u u (w) nazywa się gęstością widmową mocy sygnału

ut (t). Stosuje się także przekształcenie odwrotne o postaci

( 9 - 4 5 )

Jeżeli transformacji Fouriera podda się funkcję korelacji wza-

jemnej R u u (T) , to w wyniku otrzyma się funkcję wzajmnej gęs-

tości widmowej mocy S^ (jw). Funkcje gęstości widmowych mocy

sygnałów są funkcjami rzeczywistymi, ponieważ funkcje autokore-

lacji są parzyste (własność 9.24), a transformaty Fouriera

funkcji parzystych są funkcjami rzeczywistymi [16]. Natomiast

funkcje wzajemnej gęstości widmowej mocy są na ogół funkcjami

zespolonymi.

Przykład 9.4

Wyznaczyć gęstość widmową mocy S (w) sygnału u(t), które-

go funkcja korelacji własnej przedstawiona jest wzorem (9.29).

Stosując wzór (9.44) otrzymuje się

S (u) = 2Ą «l«I±£l) . (9.46)

We wzorze (9.46) częstotliwość występuje w mianowniku w

czwartej potędze. Wynika stąd, że w sygnale u(t) opisanym funk-

cją autokorelacji (9.29) decydującą rolę spełniają niskoczęsto-

tliwościowe harmoniczne. Dla co—xa, S u(
tJ)—>Q-

9.4. PRZENOSZENIE SYGHAŁÓW STOCHASTYCZNYCH

PRZEZ UKŁADY DYNAMICZNE

Jeżeli liniowy układ dynamiczny o transmitancji G(s) podle-

ga działaniu stochastycznego sygnału wejściowego u(t), to jego

odpowiedź y(t) jest także sygnałem stochastycznym. Omówimy

pokrótce najważniejsze relacje zachodzące między parametrami i

funkcjami obu sygnałów (rys.9.7).
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Rys.9.7. Parametry i funkcje stochastycznych sygnałów
wejściowego i wyjściowego

Brak jest ogólnej metody postępowania przy wyznaczaniu gęs-

tości prawdopodobieństwa p(y) na podstawie p(u) i G(s). Znane

są tylko rozwiązania dla niektórych przypadków szczególnych. Na

ogół gęstości p(u) i p(y) mają różne kształty, mimo że sygnał

stochastyczny uft) przenoszony jest przez układ liniowy. Wyjąt-

kiem jest sygnał wejściowy o charakterze gaussowskim, na który

odpowiedź jest także gaussowska. Ogólny związek istnieje nato-

miast między funkcjami korelacyjnymi sygnałów stochastycznych

(stacjonarnych, ergodycznych) w postaci równania całkowego

Wienera-Hopfa. Ma ono postać

00

Ru,y ( T ) - J g(t) Ru,u ( T" t ) dt' (9>47)

o
gdzie:

g(t) = L"1 [G(s)] . (9.48)

Interpretując równanie (9.47) można stwierdzić, że funkcja

autokorelacyjna R (z) podawana na wejście układu o charakte-u * u

rystyce impulsowej g(t) przekształcana jest na funkcję korela-

cji wzajemnej R V ( T ) .

Można wykazać [9], iż dokonując transformacji Fouriera obu

stron równania (9.47) otrzymuje się

s

u u (
u ) (9.49)

lub w innej postaci

' rrt-. (9.50)
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Ponadto dowodzi się także [1,6], ze gęstości widmowe mocy obu
sygnałów związane są następująco:

2- (9.51)

Związki (9.50) i (9.51) wykorzystywane są do identyfikacji
(estymacji charakterystyk częstotliwościowych) układów dyna-
micznych w przypadku gdy sygnały wejściowe (a więc i wyjściowe)
mają charakter losowy. Z sytuacją taką mamy do czynienia np.
wtedy, gdy nie ma możliwości przerwania procesu technologiczne-
go i dlatego nie jest możliwe zorganizowanie eksperymentu iden-
tyfikacyjnego polegającego na wprowadzeniu do układu standardo-
wych sygnałów wejściowych typu zdeterminowanego (funkcje impul-
sowe, skokowe, wymuszenia częstotliwościowe itp.) i badaniu
uzyskanych odpowiedzi. Zależności (9.50) i (9.51) pozwalają na
dokładne wyznaczenie charakterystyk amplitudowo-fazowych tylko
w przypadku idealnym, tzn. gdy nie występują zakłócenia sygna-
łów wejściowych i wyjściowych. W przypadku występowania zakłó-
ceń metoda identyfikacji musi uwzględniać ich rodzaj i miejsce
występowania (wejście lub wyjście) . Zagadnieniu temu poświęcono
wiele monografii, np. [4,6].

Wartość średnia sygnału stochastycznego przy przechodzeniu
przez układ liniowy przekształca się tak, jak sygnał zdetermi-
nowany. Jeżeli np. G(s)=k, to y=ku.

2Wartość średniokwadratowa sygnału wyjściowego y2 nie jest

u2
bezpośrednio zależna od u2. Jej związek z sygnałem wejściowym

ma postać
o= J J
o o

dV

gdzie: g(x) określone jest zależnością (9.48).
Warto jeszcze zwrócić uwagę na to, że niekiedy po przejściu

przez układ liniowy sygnał losowy traci cechę stacjonarności.
Ilustruje to poniższy przykład.

Przykład 9.5 (wg [25])
Błędy wskazań przyrządu elektrycznego są sygnałem u(t) sto-

chastycznym, gaussowskim o wartości średniej u=0 i funkcji ko-
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r e l a c j i własnej

R, „ ( T ) = Ae~a | T l (l+a|T|) , (9.53)

gdzie: A=10 ^ s " 1 , a=0,5 s"1.

Wskazania przyrządu stanowią sygnał wejściowy do członu l i n i o -

wego o transmitancji operatorowej G(s)= - . Ponieważ człon j e s t
s

liniowy, to obowiązuje zasada superpozycji. Można więc przyjąć,

że sygnał właściwy i błąd "przechodzą" przez człon niezależnie.

Znaleźć wariancję tr2 sygnału wyjściowego y(t) będącego odpowie-

dzią na błąd u(t) po czasie t=20 s. Warunki początkowe są zero-

we.

Z podanej przepustowości operatorowej wynika związek między

sygnałami u(t) i y(t) o postaci

t

y(t) = f u(t') dt'. (9.54)

0

Zależność (9.54) zwana jest całką sygnału (procesu) stochas-
tycznego. W teorii tej całki dowodzi się [21], że wariancja
stochastycznego sygnału wyjściowego

t

<T*(t) = 2 J(t-c)RU;U(T) dr (9.55)

0

jest w ogólnym przypadku funkcją czasu, czyli że sygnał y(t)

nie jest stacjonarny. Całkując otrzymuje się

<r*(t) = ih [(2«t-3) + e-at(at+3)].

Po podstawieniu danych liczbowych oblicza się er2(20) =1360 V2.

W przypadku układów nieliniowych nie ma ogólnych związków
między parametrami lub funkcjami sygnałów wejściowego i wyj-
ściowego.

Dość liczną i często spotykaną w praktyce klasę układów
nieliniowych stanowią tzw. człony bezinercyjne, czyli takie,
dla których związek między sygnałami wejściowym i wyjściowym
opisany jest równaniem algebraicznym (patrz dalej rozdz.10).
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Jeżeli związek ten (czyli

charakterystyka statyczna

członu - przykład na rys.

9.8) ma postać

y = y(u), (9.56)

to funkcja gęstości praw-

dopodobieństwa sygnału wyj- Rys.9.8. Bezinercyjny człon nie-
ściowego określona jest lin^y ° jednoznacznej charak-

J terystyce statyczne]
wzorem

P(Y) = P*(y)
du
dy (9.57)

gdzie: p*(y)=p(u) u _ u / v w
 u = u(y) jest funkcją odwrotną funkcji

(9.56), ag— jest pochodną tej funkcji odwrotnej.

9.5. SZUMY W UKŁADACH DYNAMICZNYCH

Układy dynamiczne, w tym szczególnie układy regulacji, pod-
legają zakłóceniom, które przeważnie nie są zdeterminowane.
Wśród sygnałów zakłócających szczególną rolę odgrywają szumy.

9.5.1. Szum biały

Sygnał stochastyczny u(t) o wartości średniej u=0 oraz

funkcji korelacji własnej

Ru,u ( T ) = C (9-58)

gdzie: C>0 - stała, S (x) - impuls Diraca, nazywa się szumem

białym.

Korzystając z zależności (9.44) wyznacza się gęstość widmo-

wą mocy tego sygnału

3 (u) = f C 5 ( T ) e U T dru,u v ' J v ' = C. (9.59)

Obliczenie całki (9.59) ułatwia fakt, że wartość wyrażenia pod

całką jest niezerowa tylko dla r=0. Wynika to z własności

impulsu Diraca - patrz p.2.2. Dla T=0

+0

S u u(u) = c J «(T) dr = c-i = c.
-o
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Z (9.59) wynika, że szum biały zawiera składowe harmoniczne o
jednakowych amplitudach w paśmie częstotliwości -« s u s +«.
Jest to wyidealizowany model zakłócenia, który oczywiście nie
może być fizycznie zrealizowany. Badając odporność układu dyna-
micznego na zakłócenie szumem białym uzyskuje się gwarancję, że
w warunkach rzeczywistych (zakłócenie szumem o węższym paśmie
częstotliwości) jakość układu (np. wyrażona wartościami wskaź-
ników jakości regulacji) nie będzie gorsza od obliczonej.

Nazwa szumu białego wynika z analogii do widma światła bia-
łego (szerokie pasmo częstotliwości) .

Przykład 9.6

Prędkość drgań mierzona

transmitancji Gl (s)

jest za pomocą akcelerometru o

i układu całkującego o transmitancji G (s)
(rys.9.9). Znaleźć wariancję cr2(t) prędkości drgań w przypadku
gdy sygnał wejściowy u(t) jest szumem białym, warunki początko-
we są zerowe a czas trwania procesów przejściowych jest pomi-
jalnie mały w porównaniu z czasem pomiaru T .

Rys.9.9. Schemat blokowy procesu pomiaru prędkości

Z zależności (9.51) otrzymuje się gęstość widmową mocy syg-
nału e(t) na wyjściu akcelerometru

(9.60)

(9.61)

gdzie: Suu(w)=C (zgodnie ze wzorem (9.59)) oraz

Korzystając ze wzoru (9.55), otrzymuje s i ę

T

= 2 (9.62)

Z treści zadania wiadomo, że T«T . Ponadto, ze wzoru (9.44) wy-
nika, że
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f R (T) dT = i S (0). (9.63)

o
Poszukiwana wariancja może być więc wyznaczona ze wzoru przy-

bliżonego

00

<r2(t) * 2T f R (T) dr = T S (0) . . (9.64)
0

Podstawiając dane otrzymuje się

cr^(t) = k2CTc. (9.65)

Z rozwiązania (9.65) wynika, że wariancja sygnału prędkości za-
leży od czasu całkowania T , czyli stochastyczny sygnał wyjś-
ciowy jest niestacjonarny.

9.5.2. Szum wąskopasmowy

Często spotykanym sygnałem stochastycznym jest szum wąsko-
pasmowy, który na ogół powstaje w wyniku filtrowania szumu sze-
rokopasmowego (np. szumu białego). Rolę filtra może spełniać
układ dynamiczny lub jego część. Charakter szumu wąskopasmowego
mają m.in. następujące sygnały stochastyczne: falowanie morza
(amplituda i częstotliwość fal), szum na wyjściu odbiornika ra-
diowego, drgania sprzęgieł i przekładni, fluktuacja ciśnienia w
instalacji hydraulicznej, fluktuacja prędkości powietrza w tu-
nelu aerodynamicznym.

Model matematyczny szumu wąskopasmowego ma postać

u(t) = A(t) cos[uot+v>(t)] , (9.66)

gdzie: A(t) i <p(t) - zmienne losowo amplituda i faza sygnału,
u - stała, charakterystyczna dla danego badanego proce-
su częstotliwość (np. prędkość kątowa przekładni) .

Wzór (9.66) można przekształcić do postaci

u(t) = w(t) cos(wQt) - z(t) sin(uot), (9.67)

gdzie:
w(t) = A(t) cos«p(t)), (9.68)

z(t) = A(t) sin(<p(t)). (9.69)
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Sygnały stochastyczne w(t) i z(t) są ortogonalne (p^^=0, patrz

punkt 9.2.5), a więc niezależne. W przypadku gdy są one sygna-

łami gaussowskimi, ich funkcja gęstości prawdopodobieństwa dru-

giego rzędu wyraża się zależnością

p(w,z) = p(w) p(z) = exp -
w2+z2

2cr2
(9.70)

g d z i e : <r=cr =<r .
W z

W wielu zadaniach istotna jest znajomość gęstości prawdopodo-

bieństwa amplitudy

A(t) = Jw:
2(t)+zz(t)

i fazy

<p(t) = arctg z(t)
w(t)

(9.71)

(9.72)

Porównując elementarne prawdopodobieństwa w układach współrzęd-

nych prostokątnych w, z i biegunowych A,tp otrzymuje się

p(W,z) dw dz = p*(A,v>) dA dtp, (9.73)

gdzie p*(A,^>) jest funkcją gęstości prawdopodobieństwa drugiego

rzędu szumu wąskopasmowego gaussowskiego w układzie biegunowym.

Przyjmując, że dw dz = A dA dip (rys. 9.10) otrzymano

d co P*(A,(p) =
2TT<X

e x p - £ - . ( 9 . 7 4 )
2<r

Rys.9.10. Porównanie e l e -
mentarnych pól w układach
prostokątnym w,z i biegu-
nowym A,p. Dla d<J-*0 i
dz-»0 i loczyn dw dz—>AdpdA

Z powyższego wynika, że p*(A,p) nie
jest już rozkładem gaussowskim.
Rozkłady pierwszego rzędu wyznacza
się z następujących przekształceń

2rr

p*(A) = f p
2<r

(9.75)

f 1
= J P*(A,<p) dA = ^ . (9.76)
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Funkcja gęstości prawdopodobieństwa (9.75) jest rozkładem

Rayleigha, a funkcja (9.76) - rozkładem równomiernym. Ponadto

współczynnik korelacji p(h,<p)*O, co oznacza że sygnały te nie

są nieskorelowane.

Przykład 9.7

Do pomiaru fluktuacji prędkości powietrza w tunelu aerody-

namicznym użyto termoanemometru. Czujnik ten może być traktowa-

ny jako człon bezinercyjny o nieliniowej, jednoznacznej charak-

terystyce statycznej o postaci11

(a-l I u| dla UŁO,
(9.77)

0 dla u<0,

gdzie: u - bezwymiarowa amplituda prędkości powietrza, y - bez-

wymiarowa amplituda sygnału wyjściowego czujnika, a -

stała.

Przyjmując, że sygnał wejściowy czujnika jest szumem wąsko-

pasmowym, którego amplituda u(t) ma rozkład podany wzorem

(9.75), wyznacza się funkcję p(y) gęstości prawdopodobieństwa

amplitudy y(t) .

Z charakterystyki statycznej (9.77) oblicza się funkcję od-

wrotną i jej pochodną

Idu I

Do rozwiązania zadania korzysta się ze wzorów (9.57) i (9.75)

U.
Dla yłO otrzymuje się

2V 3 Y4

p(y) = -f-5 e x P r - V i
a V2 2aV

W zadaniu przyjęto uproszczoną charakterystykę termoanemo-
metru; w rzeczywistości ma ona postać: y = b + a<l|u|, gdzie:
a, b - s t a ł e .
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