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Gaussowska funkcja gesto$ci prawdopodobienstwa p(50,01) jest
jednowymiarowa (patrz rys.9.6), a wartos¢ catki (9.40) w grani-
cach od u=0 do u—w (dotyczy obszaru zakreskowanego na rys.9.6)
jest wartoscia s$rednia liczby przekroczen w jednostce czasu od-
chyiki +50 m w kierunku z dolu do géry, czyli dla u>0 (nie in-
teresujemy sie liczba powrotéw z gory do doiu, czyli dla u<o0) .
Wymiarem n jest s'. Wielkogé n nazywana jest czasowa gestoscia
prawdopodobienstwa wykroczenia sygnaiu stochastycznego poza da-
ny poziom (w tym przypadku +50 m), a uzasadnienie wzoru (9.40)
mozna uzyska¢ takze na innej drodze [25].

Uwzgledniajac (9.37) oraz (9.38) i (9.39) po wykonaniu
caikowania, otrzymuje sie:

as 2
1"u 50
= - 2N .41
n = = exp[ 2] (9.41)
We wzorze (9.41) nie sa jeszcze znane o i 0h+ 2 rys.9.5 wyni-
ka, ze

o, = A. (9.42)

Do obliczenia wartosci (oﬁ)a korzysta sie, podobnie jak w
zadaniu 9.2 ze wzoréw (9.32)+(9.35), a wtedy
(0)® = A(a®+8%) . (9.43)

Wyrazenia (9.42) i (9.43) podstawia sie do (9.41) uwzgledniajac
dane liczbowe wraz z jednostkami i otrzymuje sie

n=2i I(o 01)2+(0,1)? exp(- 39" ) . 0,0007 5
2n ' ' P|™ 37700 ‘ :

Biorgc pod uwage, 2ze lot trwa T=5:-3600 s oraz, ze srednia
liczba przekroczen na jednostke czasu odchylki -50 m jest takze
rowna n, oblicza sie catkowita liczbe przekroczen N

N = 2nT = 25.

9.3. GESTOSC WIDMOWA MOCY SYGNALU STOCHASTYCZNEGO

Funkcje korelacyjne sa funkcjami czasu T mierzonego inaczej
niz czas t. Mimo to mozna poddawaé¢ je przeksztalceniu Fouriera.
W przypadku funkcji korelacji wlasnej otrzymuje sie
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= -jwt
Sa.,u, (@) J R,y (0) ar. (9.44)

Funkcja S nazywa sie dgestoscia widmowa mocy sygnalu

u u, (@
u (t). Stosuje sig takze przeksztalcenie odwrotne o postaci

1

s jwt
R"‘a’u:(rj 5= | '8 () dw. (9.45)

ul,u1

8 —— 8

Jezeli transformacji Fouriera podda sie funkcje korelacji wza-
jemnej R, 0 (t), to w wyniku otrzyma sie funkcje wzajmnej ges-
il

tosci widmowe] mocyhsu ” (jw) . Funkcje gestosci widmowych mocy
 Ehe

sygnatéw sg funkcjami rzeczywistymi, poniewaz funkcje autokore-
lacji sa parzyste (wlasnos¢ 9.24), a transformaty Fouriera
funkcji parzystych sa funkcjami rzeczywistymi [16]. Natomiast
funkcje wzajemnej gestosci widmowej mocy sa na ogdl funkcjami
zespolonymi.

Przyklad 9.4
Wyznaczyd ges?osc widmowa mocy Su,u(w) sygnaiu u(t), ktore-
go funkcja korelacji wlasnej przedstawiona jest wzorem (9.29).
Stosujac wzér (9.44) otrzymuje sie

_ 2A a(a®+8%)
8. o (0) = == ! (9.46)
u,u ) (uﬁ+d2-32}2 + 4&232

We wzorze (9.46) czestotliwos¢ wystepuje w mianowniku w
czwartej potedze. Wynika stad, 2ze w sygnale u(t) opisanym funk-
cja autokorelacji (9.29) decydujaca role speiniaja niskoczesto-
tliwo$éciowe harmoniczne. Dla w—w, Su'u(w)—ao.

9,4, PRZENOSZENIE SYGNALOW STOCHASTYCZNYCH
PRZEZ UKLADY DYNAMICZNE

Jezeli liniowy ukiad dynamiczny o transmitancji G(s) podle-
ga dzialaniu stochastycznego sygnatu wejsciowego u(t), to Jjego
odpowiedZz y(t) jest takze sygnalem stochastycznym. Oméwimy
pokrétce najwazniejsze relacje zachodzace migdzy parametrami i
funkcjami obu sygnaléw (rys.9.7).
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ult) e yitl .
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Rys.9.7. Parametry i funkcje stochastycznych sygnaiow
wejsciowego i wyjsciowego

Brak jest ogdlnej metody postepowania przy wyznaczaniu ges-
to$ci prawdopodobienstwa p(y) na podstawie p(u) i G(s). Znane
sa, tylko rozwigzania dla niektérych przypadkow szczegdlnych. Na
ogél gestodci p(u) i p(y) maja rézne ksztaity, mimo 2e sygnatl
stochastyczny u(t) przenoszony jest przez uklad liniowy. Wyjat-
kiem jest sygnal wejsciowy o charakterze gaussowskim, na ktéry
odpowiedz -jest takze gaussowska. 0gdélny zwiazek istnieje nato-
miast miedzy funkcjami korelacyjnymi sygnaléw stochastycznych
(stacjonarnych, ergodycznych) w postaci réwnania calkowego
Wienera-Hopfa. Ma ono postaé¢

)

Ry (%) = I g(t) R, . (z-t) at, (9.47)
0

gdzie:
g(t) = L7 [G(s)]. (9.48)

Interpretujac réwnanie (9.47) mozna stwierdzié¢, ze funkcja
autokorelacyjna Ru,u(t) podawana na wejscie ukiadu o charakte-
rystyce impulsowej g(t) przeksztaicana jest na funkcje korela-
cji wzajemnej Ru,y(t)‘ ‘

Mozna wykazac¢ [9], ‘iz dokonujac transformacji Fouriera obu
stron réwnania (9.47) otrzymuje sie

Su'y(jw) = G(jw) s, ,(w) (9.49)

u,u
lub w innej postaci

S, v (Jw)

G(jw) = q"—uy—(m‘ (9.50)
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Ponadto dowodzi sie takze [1,6], 2Ze gestosci widmowe mocy obu
sygnalow zwiazane sa nastepujaco:
S, v (3w)
~“—'YW = 1G(jw)|2. (9.51)
u,u

Zwiazki (9.50) i (9.51) wykorzystywane sa do identyfikacji
(estymacji charakterystyk czestotliwosciowych) ukladéw dyna-
micznych w przypadku gdy sygnaly wejsciowe (a wiec i wyjsciowe)
maja charakter losowy. 2 sytuacja taka mamy do czynienia np.
wtedy, gdy nie ma mozliwo$ci przerwania procesu technologiczne-
go i dlatego nie jest mozliwe zorganizowanie eksperymentu iden-
tyfikacyjnego polegajacego na wprowadzeniu do ukiadu standardo-
wych sygnaléw wejéciowych typu zdeterminowanego (funkcje impul-
sowe, skokowe, wymuszenia czestotliwogciowe itp.) i badaniu
uzyskanych odpowiedzi. Zaleznosci (9.50) i (9.51) pozwalaja na
dokladne wyznaczenie charakterystyk amplitudowo-fazowych tylko
w przypadku idealnym, tzn. gdy nie wystepuja zaklbécenia sygna-
16w wejsciowych i wyjséciowych. W przypadku wystepowania zaklé-
cen metoda identyfikacji musi uwzglednia¢ ich rodzaj i miejsce
wystepowania (wejécie lub wyjscie). Zagadnieniu temu pogwiecono
wiele monografii, np. [4,6].

Warto$¢ s$rednia sygnaiu stochastycznego przy przechodzeniu
przez uklad liniowy przeksztalca sie tak, jak sygnat zdetermi-
nowany. Jezeli np. G(s)=k, to y=ku.

Wartos¢ sSredniokwadratowa sygnatu wyjsSciowego y2 nie jest

bEZpoéradnio zalezna od u°. Jej zwiazek z sygnalem wejsciowym
ma postac

g‘r1’9(té}Ru,u(r1htz} dr‘ dté, (9.52)

‘<l\-'l

Il
o— 8
o— 8

gdzie: g(tT) okreslone jest zaleznoscia (9.48).

Warto jeszcze zwrdécié uwage na to, ze niekiedy po przejsciu
przez uklad liniowy sygnal losowy traci ceche stacjonarnosci.
Ilustruje to ponizszy przyklad.

Przyktad 9.5 (wg [25])
Bledy wskazan przyrzadu elektrycznego sa sygnalem u(t) sto-
chastycznym, gaussowskim o wartosci sredniej u=0 i funkcji ko-



- 264 -

relacji wilasnej
= —alTl
Ru,u(t) = Ae (1+xlTl), (9.53)

gdzie: A=10 V’s™', a=0,5 s™.
Wskazania przyrzadu stanowia sygnal wejsciowy do czionu linio-
wego o transmitancji operatorowej G(s)= %. Poniewaz czion jest
liniowy, to obowiazuje zasada superpozycji. Mozna wigc prazyjac¢,
%2e sygnal wtasciwy i biad "przechodza" przez czlon niezaleznie.
Znalez¢ wariancije a: sygnalu wyjsciowego y(t) bedacego odpowie-
dzia na blad u(t) po czasie t=20 s. Warunki poczatkowe sa zero-
we.

7Z podanej przepustowos$ci operatorowej wynika zwiazek migdzy
sygnatami u(t) i y(t) o postaci

t
y(t) = I u(t’) des. (9.54)
0

Zaleznos¢é (9.54) zwana Jjest calka sygnatu (procesu) stochas-
tycznego. W teorii tej caiki dowodzi sie [21], Ze wariancja
stochastycznego sygnalu wyjsciowego

t
ai(t} = 2 j(t-t)Ru'u{r) dt (9.55)
0

jest w ogdélnym przypadku funkcja czasu, czyli 2ze sygnal y(t)
nie jest stacjonarny. Catkujac otrzymuje sie

2 2A -at
o;{t] = ;; [(2at-3) + e (at+3)] .

Po podstawieniu danych liczbowych oblicza sie 02(20)=1360 Ve,

W przypadku ukladéw nieliniowych nie ma o;élnych zwiazkow
miedzy parametrami lub funkcjami sygnaléw wejsciowego i wyij-
sciowego.

Dos¢ liczna 1 czesto spotykana w praktyce klase ukladow
nieliniowych stanowia tzw. czlony bezinercyjne, czyli takie,
dla ktérych zwiazek miedzy sygnalami wejéciowym i wyjéciowym
opisany jest réwnaniem algebraicznym (patrz dalej rozdz.10).
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Jezeli zwiazek ten (czyli

charakterystyka statyczna
cztonu - przykiad na rys. g
ult) yit!
9.8) ma postac =
y =y, (9.56) ' -
to funkcja gestosci praw-
dopodobienstwa sygnaiu wyj- Rys.9.8. Bezinercyjny czion nie-

liniowy o jednoznacznej charak-

sciowego okreslona jest terystyce statycznej

wzorem
: du
p(Y) = () |53, (9.57)
gdzie: P*(Y}=P(u)|u=u(y}, u=u(y) jest funkcja odwrotna funkcji
(9.56), a %% jest pochodna tej funkcji odwrotnej.

9.,5. SZUMY W UKLADACH DYNAMICZNYCH

Uklady dynamiczne, w tym szczegdlnie ukiady regulaciji, pod-
legaja zakléceniom, ktdre przewaznie nie sa zdeterminowane.
Wéréd sygnaléw zaklécajacych szeczegdlng role odgrywaja szumy.

9.5.1, Szum bialy

Sygnat stochastyczny u(t) o wartosci sredniej u=0 oraz
funkcji korelacji wlasnej

Ru,u(tj =Cé(t), (9.58)

gdzie: C>0 - stata, &(t) - impuls Diraca, nazywa sie szumem
biaiym.

Korzystajac z zaléznoéci (9.44) wyznacza sie gestosc¢ widmo-
wa mocy tego sygnaiu

-]
Sy (@) = I cas(r) et ar = c. (9.59)

Obliczenie calki (9.59) utatwia fakt, ze wartos¢ wyrazenia pod
catka Jjest niezerowa tylko dla t=0. Wynika to 2z wlasnosci
impulsu Diraca - patrz p.2.2. Dla =0
+0
Sy, (@) = ¢ I s(t) dt = C+1 = C.
-0
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Z (9.59) wynika, ze szum bialy zawiera skladowe harmoniczne o
jednakowych amplitudach w pasmie czegstotliwosci -o 3 w = 4w,
Jest to wyidealizowany model zakldécenia, ktéry oczywiscie nie
moze by¢ fizycznie zrealizowany. Badajac odpornosé¢ ukladu dyna-
micznego na zakidbcenie szumem biatym uzyskuje sie gwarancije, ze
w warunkach rzeczywistych (zaklécenie szumem o weZszym pasmie
czestotliwos$ci) jakosé¢ ukladu (np. wyrazona wartosciami wskaz-
nikéw jakosci regulacji) nie bedzie gorsza od obliczonej.

Nazwa szumu biatego wynika z analogii do widma Swiatta bia-
lego (szerokie pasmo czestotliwosgci).

Przykilad 9.6

Predkos¢ drgan mierzona jest za pomoca akcelerometru o
transmitancji G, (s) i ukfadu catkujacego o transmitancji G, (s)
(rys.9.9). Znalezé wariancie uﬁ(t) predkosci drgan w przypadku
gdy sygnal wejsciowy u(t) jest szumem bialym, warunki poczatko-
we sa zerowe a czas trwania proceséw przejsciowych jest pomi-
jalnie maty w pordéwnaniu z czasem pomiaru T, .

ult) K elt)
————— Gyls)=
22

yi(t)

el [ _=Sop
Gzi’s)-;

y

w2975 + 1

Rys.9.9. Schemat blokowy procesu pomiaru predkosci

Z zaleznosci (9.51) otrzymuje sie gestodé¢ widmowa mocy syg-
natu e(t) na wyjsciu akcelerometru

S, .(W) =16 (Jw)I*s, (), (9.60)

gdzie: S, ,(w)=C (zgodnie ze wzorem (9.59)) oraz

2

lc=1(:im)|2 = (1-T2,,.,2)2k+ T . (9.61)
Korzystajac ze wzoru (9.55), otrzymuje sie
T
o2(t) = 2 jn{Tc-t) R (%) ar. (9.62)
0

thresci zadania wiadomo, ze T«T . Ponadto, ze wzoru (9.44) wy-
nika, ze
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-]
_1
I R _(v) at = 75 (0). (9.63)
0
Poszukiwana wariancja moze by¢ wiec wyznaczona ze wzoru pray-
blizonego
2 —
o?(t) » 21, J’ R (T) dt = T_S§__(0). . (9.64)

0
Podstawiajac dane otrzymuje sie

cr:(t) = kzc-rc. (9.65)

Z rozwiazania (9.65) wynika, ze wariancja sygnalu predkosci za-
lezy od czasu calkowania T, czyli stochastyczny sygnal wyjs-
ciowy jest niestacjonarny.

9.5.2. Szum waskopasmowy

Czesto spotykanym sygnalem stochastycznym jest szum wasko-
pasﬁbwy, ktéry na ogédt powstaje w wyniku filtrowania szumu sze-
rokopasmowego (np. szumu bialego). Role filtra moze speinia¢
uklad dynamiczny lub jego czesé. Charakter szumu waskopasmowego
maja m.in. nastepujace sygnaly stochastyczne: falowanie morza
(amplituda i czestotliwos¢ fal), szum na wyjsciu odbiornika ra-
diowego, drgania sprzegie! i przekladni, fluktuacja cis$nienia w
instalacji hydraulicznej, fluktuacja predkosci powietrza w tu-
nelu aerodynamicznym.

Model matematyczny szumu waskopasmowego ma postac

u(t) = A(t) cos[ut+p(t)], (9.66)

gdzie: A(t) i ¢(t) - 2zmienne losowo amplituda i faza sygnaflu,
W, = stata, charakterystyczna dla danego badanego proce-
su czestotliwo$¢ (np. predkos¢ katowa przekiadni).

Wzér (9.66) mozna przeksztalcié¢ do postaci

u(t) = w(t) cos(uht] - z(t) sin(mot), (9.67)

gdzie:
w(t) = A(t) cos(p(t)), (9.68)

z(t) = A(t) sin(gp(t)). (9.69)
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Sygnaty stochastyczne w(t) i z(t) sa ortogonalne {pm==0, patrz
punkt 9.2.5), a wiec niezalezne. W przypadku gdy sa one sygna-
Yami gaussowskimi, ich funkcja gestogci prawdopodobienstwa dru-
giego rzedu wyraza sie zaleznoscia

2 2
p(w,2) = p(w) p(2z) = —— exp{— Mt ] (9.70)

2no 20
gdzie: i i 2

W wielu zadaniach istotna jest znajomo$¢ gestos$ci prawdopodo-

Juﬁ(t;+z2(t) (9.71)

bienstwa amplitudy

]

A(t)

i fazy

z(t
w(t) °

3

p(t) arctg (9.72)

Poréwnujac elementarne prawdopodobienstwa w ukiadach wspdirzed-
nych prostokatnych w,z i biegunowych A, otrzymuje sie
p(w,z) dw dz = p*(A,¢) dA de, (9.73)

gdzie p*(A,¢) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa drugiego
rzgdu szumu waskopasmowego gaussowskiego w ukladzie biegunowym.
Przyjmujac, 2e dw dz = A dA dp (rys. 9.10) otrzymano

z 2
! dw = pP*(A,p) = a 5 exp|-= 5—; - (9.74)
2no 20
Ad \
dz Z powyzszego wynika, ze p*(A,¢) nie
v 1 . jest juz rozkladem gaussowskim.
% 3 Rozklady pierwszego rzedu wyznacza
sie z nastepujacych przeksztaicen
2m 5
e pr(a) = [ pr(a,p)dp = 2 exp[- L]
W 2 2
— 0 g 20
(9.75)
Rys.9.10. Pordwnanie ele-
mentarnych pdl w ukladach o
prostokatnym w,z i biequ- il
nowym A,p. Dla dw—o i P*(®) = I PR(A, ) AR = 3. (9,76

dz-0 iloczyn dw dz—AdgpdA 0
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Funkcja gestosci prawdopodobienstwa (9.75) jest rozkladem
Rayleigha, a funkcja (9.76) = rozkladem réwnomiernym. Ponadto
wspélczynnik korelacji p(A,p)#0, co oznacza ze sygnaly te nie
sa nieskorelowane.

Przykiad 9.7

Do pomiaru fluktuacji predkosci powietrza w tunelu aerody-
namicznym uzyto termoanemometru. Czujnik ten moze by¢ traktowa-
ny jako czlon bezinercyjny o nieliniowej, jednoznacznej charak-
terystyce statycznej o postaci'

aJIuI dla u=zo0,

y = (9.77)
0 dla u<o0,
gdzie: u - bezwymiarowa amplituda predkosci powietrza, y - bez-
wymiarowa amplituda sygnalu wyjéciowego czujnika, a -
stata.

Przyjmujac, 2ze sygnal wejsciowy czujnika jest szumem wasko-
pasmowym, ktérego amplituda u(t) ma rozkiad podany wzorem
(9.75), wyznacza sie funkcje p(y) gestosci prawdopodobienstwa
amplitudy y(t).

2z charakterystyki statycznej (9.77) oblicza sie funkcje od-
wrotna i jej pochodna

L
us=

az'
du| _ |2y
&1 - |2

Do rozwiazania zadania korzysta sie ze wzoréw (9.57) i (9.75)

2 202

a

2y
a2

Dla y=0 otrzymuje sie

3 4
2
p(y) = "%‘; exp[— —I;—g .
ao 2a 0
Y W zadaniu przyjeto uproszczona charakterystyke termoanemo-

metru; w rzeczywistoéci ma ona posta¢: y = b + adjul, gdzie:
a, b - stale.
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