9. ZARYS DYNAMIKI UKLADOW STOCHASTYCZNYCH

9.1. WSTEP

W ukladach dynamicznych moga, oprécz sygnaloéow zdeterminowa-
nych, wystepowaé¢ sygnaly stochastyczne (losowe). Przykiadami
takich sygnaléw sa: obciazenia aerodynamiczne samolotu wywolane
burzliwo$cia atmosfery, obciazenie konstrukcji morskiej plat-
formy wiertniczej spowodowane falowaniem morza i wiatrem, ob-
ciazenie turbogeneratora zalezne od zmiennej losowo liczby od-
biorcoéw energii elektrycznej. Do sygnaldw stochastycznych zali-
czamy takze zaklécenia (np. szumy radiokomuhikacyjne).

Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie podstawo-
wych metod sluzacych do opisu matematycznego ukiadéw, w ktédrych
wystepuja takie sygnaly.

Tres¢ rozdzialu zaklada, 2ze Czytelnik zna podstawowe poje-
cia rachunku prawdopodobienstwa, takie jak: prawdopodobienstwo,
prawdopodobienstwo warunkowe, dystrybuanta, funkcja gestosci
(rozktad) prawdopodobienstwa, opisane m.in. w pracach [1,7,12,
15,17,18,23,25]).

9.2, OPIS MATEMATYCZNY SYGNALOW STOCHASTYCZNYCH

9.2.1. Rozklad gestosci prawdopodobienstwa piervszego rzedu

Niech P okregla prawdopodobienstwo, 2e chwilowa wartosé
sygnaiu u(t) jest zawarta w przedziale (u,u+Au)

P(u) = P[u<u(t)su+Au]. (9.1)

Gestosc¢ prawdopodobienstwa pierwszego rzedu p(u) okresla sie
jako granice

p(u) = lim 2 - dE) (9.2)

Au—0
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u
gdzie F(u)=fp(u)du jest dystrybuanta sygnalu u(t), przy czym

-
F(-=)=0 a F(+w)=1. W praktyce gesto$¢ prawdopodobienstwa
pierwszego rzedu danego sygnalu losowego mozna wyznaczy¢ dwiema
metodami. Metoda czasowa (rys.9.1) polega na obserwacji sygnalu
u(t) w ciagu dostatecznie dlugiego (teoretycznie nieskonczenie
diugiego) czasu T i sumowaniu odcinkéw czasu Ati, w ktoérych
sygnat zawarty jest w malym przedziale (u145+ﬁu). Prawdopodo-
bienstwo, 2ze w pewnej dowolnej chwili sygnal znajdzie sie w wy-
mienionym przedziale jest réwne

At

P[u <u(t)su +Au] = lim —— . (9.3)
3 | T T

Wartos¢ funkcji gestosci p(uJ] okreslona jest granica

LAt
P(u) = Lim g . (9.4)

Au—0

W praktyce korzysta sie ze wzoru (9.4) przyjmujac skonczone
wartosci T i Au takie, 2e przyjecie wiekszego T i mniejszego Au
nie zmienia istotnie wartosci p(uJ) obliczonej dla danego
przedzialu. Obliczenia powtarza sige dla wielu u, zawartych w
granicach zmiennogci sygnaiu od . do u_ e Pozwala to na
wyznaczenie tablicy (lub wykresu) funkcji gestos$ci prawdopodo-
bienstwa p(u) danego sygnaiu.
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Rys.9.1. Ilustracja metody czasowej wyznaczania funkciji prawdo-
podobienstwa pierwszego rzedu
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Metoda stétystyczna (rys.9.2) polega na prébkowaniu sygnalu
i zliezaniu (najczedéciej za pomoca komputera z przetwornikiem
analogowo-cyfrowym na wejsciu) liczebnoéci probek w wielu prze-
dzialach o warto$ci Au. Czestos¢ prébkowania wynika z twierdze-
nia Shannona-Kotielnikowa (patrz punkt 8.2). Jezeli czas obser-
wacji T jest wystarczajaco diugi a wartosci Au wystarczajaco
male, to na podstawie histogramu pokazanego na rys.92.2b mozna
oszacowaé wykres funkcji p(u). Postac analityczna p(u) moze byé
wyznaczona przy uzyciu aparatu statystyki matematycznej oraz na
podstawie wiedzy pozamatematycznej o danym zjawisku. Stosujac
testy statystyczne, mozna zweryfikowa¢ hipoteze o ksztalcie da-
nego rozkiadu. Sprawa ta omawiana jest w podrecznikach z tego
zakresu, m.in. w pracach [15] i [22].
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Rys.9.2. Ilustracja metody statystycznej wyznaczania funkcji
gegstosci prawdopodobienstwa pierwszego rzedu: a) proébkowanie
sygnatu, b) histogram rozkiadu
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Przyklad 9.1 (wg (3])

Nalezy wyznaczy¢ funkcje gestoéci prawdopodobienstwa p(u)
sygnalu sinusoidalnego u(t), ktérego okres i amplituda u  sa
state (rys.9.3a), a kat fazowy p(t) jest zmienna losowa, ponie-
waz nie jest znana wartos$é¢ p(0) w chwili t=0. Z tego powodu nie
mozna podac wartoéci'sygnalu u(t) w dowolnej chwili, a wiec na-
lezy traktowa¢ go jako sygnal! stochastyczny. Kat ¢(t) zawiera
sie w przedziale od 0 do 2m, przy czym P[0sps2n]=1. Ze wzgledu
na okresowos¢ funkcji u(t) obie granice ¢=0 i p=2n zaliczamy do
przedziatu. Sygnal! u(t) ma postaé

u(t) = unsiant+p(t)]. (9.5)

Kazda wartos¢ ¢ 2z przedziatu Osps2nm jest réwnoprawdopodobna.
Gestos¢ prawdopodobienstwa p(¢) jest zatem réwnomierna i wynosi

%ﬁ dla 0sp=2m,
p(p) = (9.6)
0 dla <0 i ¢>2m.

Z réwnania (9.5) wyznacza sie

@(t) = arcsin EéEl - wt. (9.7)

Z definicji funkcji gesto$ci prawdopodobienstwa pierwszego rze-
du (wzér 9.2) wynika, ze

I
a) b) plal

ult) 4
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Rys.9.3. Wyznaczanie prawdopodobieristwa sygnalu sinusoidalnego
o przypadkowej fazie: a) sygnal, b) gestos$¢ prawdopodobienstwa

cV
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dF d
pw =5 = & 5 (9.8)
gdzie: %g =p(¢) - gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej

p(t) okreslona wzorem (9.6).
Z réwnania (9.7) wyznacza sig

P -1 " (9.9)
Jl~(u{uh)2 o u:—u?

Podstawiac (9.6) i (9.9) do (9.8), otrzymuje sie

L L +2 dla =-u =usu ,
2m m m
2 2
p(u) = o (9.10)
0 dla u<-u_ 1: u>u .

Mnoznik 2 we wzorze (9.10) wynika z tego, ze u(t) przyjmuje ta-
kie same wartogci dla dwéch réznych katéw w przedziale Osps2m.
Rozklad gestosdci prawdopodobienstwa p(u) przedstawiono na rys.
9.3b.

9,2.2, Stacjonarnos¢ sygnaiéw stochastycznych,
hipoteza o ergodycznosci

Teoria sygnaléw stochastycznych zaktada, 2e dany sygnai
u(t) zaczyna sie w chwili t=0 i trwa nieskoriczenie diugo. W
praktyce musimy ograniczy¢ sie do obserwacji 1 rejestracji
danego sygnalu w skonczonym czasie. Przebieg danego sygnatu
u(t) zarejestrowany w przedziale czasu o diugosci T nazywamy
realizacja badanego sygnalu. Przypusémy, 2e w celu wyznaczenia
funkcji gestosci prawdopodobieristwa p(u) zarejestrowano nie
jedna lecz wiele realizacji danego sygnaiu, przy czym kazda
realizacja byla rejestrowana w jednakowym, odpowiednio dobranym
przedziale czasu (t,t+T).

Jezeli wyznaczuﬁy doswiadczalnie ksztalt funkcji p(u) jest
taki sam dla kazdej realizacji, niezaleznie od czasu, w ktérym
dokonano jej rejestracji, to taki sygnal! nazywamy stacjonarnym.
W przeciwnym przypadku sygnal jest niestacjonarny i funkcja
gestosci prawdopodobienistwa zalezy od dwoch zmiennych, czyli
p=p(u,t).
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Intuicyjnie wyczuwa sie, 2ze dla sygnaléw stacjonarnych
ksztatt funkcji p(u) nie zalezy od metody wyznaczania (czasowa
lub statystyczna). Nie istnieje jednak ogélny dowdd roéwnowaz-
nosci obu metod. W praktyce inzynierskiej réwnowaznosé te za-
klada sig jako tak zwana hipoteze ergodyczna (z jezyka greckie-
go: ergon - praca, dzialanie; hodos - droga, podréz).

Proces losowy stacjonarny u(t), dla ktébrego na podstawie
tylko jednej jego realizacji mozna wyznaczyé p(u) oraz charak-
teryzujace go parametry (patrz punkt 9.2.4) nazywamy procesem
stacjonarnym ergodycznym. Oznacza to, 2e kazda oddzielna reali-
zacja tego procesu jest "pelnomocnym przedstawicielem" calego
zbioru realizacji. Jezeli proces ma te wlasnos¢, to dowolny je-
go parametr moze by¢ obliczony z jednej realizacji (dla dosta-
tecznie dlugiego czasu obserwacji T) 1lub ze zbioru realizacji
(dla dostatecznie duzej fich liczby) na podstawie zbioru wartos-
ci sygnalu wzietych po jednej z iazdej-realizacji w tej samej
(mierzac od poczatku realizacji) chwili.

RozwaZzanie sygnaléw stochastycznych przy zalozeniu, 2e sa
one stacjonarne i ergodyczne upraszcza ich analize. Przed przy-
stapieniem do analizy zaleca sig sprawdzanie tego zalozenia za
pomoca metod opisanych w pismiennictwie [1,16,24].

9.2,3. Rozkiad prawdopodobienstwa drugiego rzedu

Nidch
P(u,u) = P[u1<ul(t)5ul+au1, u2<u2(t)5u2+bu5] (9.11)
okresla prawdopodobienstwo, 2e chwilowe warto&ci sygnaioéw ui(t)
i uz[t} sq zawarte odpowiednio w przedziatach {ul,u1+Au1) 3!
(uan%+bu2) (rys.9.4). Jezeli ﬁul 3 Au2 sa dostatecznie mate,
to w granicy otrzymuje sie gesto$¢ prawdopodobienstwa drugiego
rzedu (Xaczna gestosé¢ prawdopodobienstwa)

2
P(ui,ua) . a F{ui,uz)

= y (9.12)
ﬁuiﬁuz du, du,

p(ul,uz) = 1lim
Au1~+0

ﬁuz—ao

gdzie: P(ul,uz) jest 1aczna dystrubuanta sygnaiow u, i u,.
Funkcja gestosci (9.12) okresla zwiazek probabilistyczny
miedzy dwoma sygnaltami stochastycznymi ul(t) i uz(t). Mozna wy-
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Rys.9.4. Ilustracja pojecia prawdopodobienstwa drugiego rzedu.
Zaznaczono odcinki czasu &t’, w ktérych oba sygnaty 1ﬂ(t) i

uz(t) sa zawarte rownoczesnie w odpowiednich przedzialach

znaczy¢ Jja 2z pomiaréw metoda czasowa lub statystyczng. Dla
ustalonej wartosci jednego z sygnatdw (np. u‘(t]=u1=const) wy=
znacza sie jedna z tych metod jednowymiarowy rozktad p{u‘,ua).
Powtarzajac postegpowanie dla wielu u zawartych w granicach
zmiennosci od U do - otrzymuje sie zbidr rozktadéw jed-
nowymiarowych, ktéry Jjest podstawa do wyznaczenia rozkladu
dwuwymiarowego np. typu pokazanego na rys.9.6 (na tym rysunku
u2(tJ=ﬁi(t) co jest szczegélnym przypadkiem wynikajacym z tres-
ci przyktadu 9.3).

9.2.4. Parametry sygnaldéw stochastycznych

Dla sygnalu stochastycznego u(t) nie udaje sie uzyskaé¢ opi-
su analitycznego w postaci funkcji czasu. Mozna jednak wyzna-
czy¢ rozne jego parametry, ktére ulatwiaja ocene i poréwnywanie
réznych sygnatoéw.

Warto&¢ érednia u okreslona jest wzorem

T

3 = lim % J' u(t) dt. (9.13)

T—» 0
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Czas calkowania T dobiera sig wediug poprzednio podanej za-
sady. Warto$¢ u okresla skiadowa stala sygnalu stochastycznego.
Z teorii rachunku prawdopodobienstwa wiadomo, ze

a = J' u p(u) du. (9.14)
-

Kolejnym parametrem jest wartos¢ srednia kwadratowa

T
u® = lim 2 I w?(t) at. (9.15)
0

T—w
Jest ona miara $redniej mocy sygnatu. Wartos$é skuteczna sygnalu

u = Ii;. (9.16)

sk

u(t) oblicza sie ze wzoru

Ponadto obowiazuje zaleznosc

(]
v = I u’p(u) du. (9.17)

~t
Wariancja o° sygnatu u(t) nazywa sie warto§é érednia o

postaci
T —
o® = lim % I[u(t)-ﬁ]z at = v - (0)2. (9.18)
T—w 0

Pierwiastek kwadratowy z wariancji ¢ nazywany jest odchyle-
niem $rednim (odchyleniem standardowym) .

Wymienione parametry naleza do najczedécie]j stosowanych do
opisu sygnaléw stochastycznych.

Wiele spotykanych w praktyce sygnaldw stochastycznych ma
charakter gaussowski (postaé¢ analityczna gestosci prawdopodo-
bienstwa sygnalu gaussowskiego przypomniano dalej, patrz np.
wzor (9.30)). Wazna cecha takiego sygnaiu jest to, 2e zardwno
jego catka jak i pochodna po czasie sa sygnatami gaussowskimi.
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9,2,5. Wspdlczynnik korelacji, funkcje korelacyjne

Miedzy dwoma sygnatami moze wystepowa¢ zaleznos$¢ polegajaca
na tym, Ze jeden z nich reaguje na zmiany drugiego. Jako miarg
zaleznosci miedzy sygnalami losowymi (stacjonarnymi, ergodycz-
nymi) przyjmuje sie wspétczynnik korelacji o postaci

T
i 1
p = 1im % f u (t)u, (t) dt. (9.19)
ui,u2 Ty m ? 1 2
Przy doswiadczalnym wyznaczania wspoiczynnika Py u War-

togé czasu catkowania T wpiywa na dokladnos¢ oszacowania. Na
ogdt T dobiera sie tak, aby blad wyznaczania Py o nie prze-
kroczyX zadanej z goéory wartosci. A
Wspoiczynnik korelacji Jjest wartos$cia srednia iloczynu
dwéch sygnaléw stochastycznych. Tak wigc, przez analogie ze
wzorem (9.14), moZzna poda¢ druga postaé jego wzoru definiuja-

cego
] w

pu1'ua = J J. u u, p(ul,ua) du! du,. (9.20)
- =

Jezeli wspdlczynnik Py g =9, to sygnaly u (t) i u, (t) sa
B
nieskorelowane (ortogonalne). Oznacza to, Ze sa one niezalezne

i kazdy z nich nie reaguje na zmiany drugiego.

Wspéiczynnik korelacji nie daje mozliwosci wykrycia zalez-
noéci migdzy dwoma sygnalami, nawet o identycznych przebiegach,
ale przesunigtych wzgledem siebie na osi czasu. Dlatego wspoi-
czynnik ten uzalezniono od wzglednego przesuniecia w czasie
dwoch sygnalow o wartos¢ t tworzac w ten sposéb funkcje korela-
cji Ru:'uz(t) o postaci

T
Jul(t} u(t-7) dt. (9.21)

R (t) = 1lim 2
= 0

u1'u T—an +

W przypadku, gdy Lh{t)=u2(t} méwi sie o funkcji korelacii
wzajemnej (interkorelacji); jezeli ul(t)=u2{t) - o funkcji ko-
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relacji wiasnej (autokorelacji). Najwazniejsze wlasnosci funk-
cji korelacyjnych sa nastepuijace:

Pu“uz(o) - p“«.'"‘a' (9.22)
Rul,ulw) = IF'ul,ut = u_f, (9.23)
Ru1'u1(t} = Rul'ult_t) (parzystose) , (9.24)
Rui,uztt) = -R“ﬂ“g(_t) (antysymetria) , (9.25)
IRui,ulh:“ s R“:’“lm)' (9.26)
1M By, (00 & (u,)?, (9.27)

danu o ()
By AT =i ——:iz—‘-—— . (9.28)

Ponadto, jezeli sygnal! zawiera skladowe okresowe, to funkcja
korelacji wlasnej takze zawiera skiadowe okresowe o tym samym
okresie. Te wlasnosé wykorzystuje sie do wydzielenia gldwnej
skiadowej okresowej z sygnaiu stochastycznego.

Przykladem jest tu lacznos¢ z pojazdami kosmicznymi, gdzie
ze wzgledu na duze odleglogci sygnaly radiowe docierajace do
stacji odbiorczej sa niekiedy bardzo slabe, z nalozonymi na nie
zaktdceniami stochastycznymi o amplitudach znacznie wiekszych
od sygnalu wlasciwego. Jezeli jednak informacja zakodowana jest
w czestotliwosci sygnalu nadawanego, to jej "wydobycie" z sil-
nie zakléconego sygnaliu odbieranego Jjest mozliwe za pomocyg
funkcji autokorelacii.

Przykiad 9.2

Do pomiaru drgan konstrukcji zastosowano aparature elektro-
tensometryczng, ktéra sygnal mechaniczny (odksztalcenie) prze-
twarza na sygnal elektryczny. Umozliwilo to poddanie sygnaiu
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elektrycznego obrébce numerycznej za pomoca komputera”. Dzieki
temu stwierdzono, %e badany sygnat u(t) ma charakter stochas-
tyczny, stacjonarny, gaussowski, a jego funkcja korelacji.
wiasnej ma posta¢ pokazang na rys.9.5. Wykres ten aproksymowano

zalezZnoscia
§ (%) = Ae‘““'[cos(ar} + %‘ sin(gltl)| + B, (9.29)

gdzie:A=4Vz,B=5v2,a=1s'l,B=2&‘1.

Rys.9.5. Wykres autokorelacji sygnaiu losowego
do przykladu 9.2. Podane na rysunku zwiazki

miedzy A i B oraz u®, (u)? i o° wynikaja ze

wzoru (9.29) przy uwzglednieniu wlasnosci

(9.23) i (9.27) oraz wzoru (9.18). W przypadku

gdy B=0 wykres ten jest typowy dla funkcji

autokorelacji sygnalu zwanego szumem wasko-
pasmowym

Taka posta¢ funkcji autokorelacji jest typowa dla wielu
procesow stochastycznych w przyrodzie i technice, a jej para-
metry maja nastepujace interpretacje fizyczne: A -~ wartosdé
srednia kwadratowa sygnalu stochastycznégo, B - kwadrat wartosg-
ci sredniej sygnatu, B - czestotliwo$¢ dominujacej harmonicz-
nej, a = parametr charakteryzujacy nieregularno$¢ dominuijacej

Y po tego celu stosuje sie wyspecjalizowane pakiety oprogramo-

wania sluzace do wyznaczania gestosci widmowej, funkcji
auto- i interkorelacyjnych, gestogci widmowej mocy (patrz
dalej punkt 9.4) i innych funkcji i parametréw zarejestrowa-
nych doséwiadczalnie sygnaléw. Produkowana jest takze spe-
cjalna, skomputeryzowana aparatura do analizy sygnatéw sto-
chastycznych. Najbardziej znanymi producentami sa Brilel &
Kjaer i Hewlett-Packard. W Polsce Instytut Podstaw Elektro-
niki Politechniki Warszawskiej produkuje zestaw pod nazwa
Programowany Analizator Sygnaléw GC-89.
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harmonicznej. Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo P, 2ze wartosd
sygnatu u(t)= EE%E& nie przekroczy V% Vs™' (co po uwzglednieniu
odpowiedniej podzialki jest pewna wartosgcia predkosci drgan).
Rozwiazujac powyzsze zadanie korzysta sie z wlasnosgci, ze
pochodna po czasie sygnatu gaussowskiego jest takze sygnalem
gaussowskim, a zatem funkcja gestosci sygnatu u(t) ma postaé

p(l) = —L exp|- A— : (9.30)
2n 0‘{1

We wzorze (9.30) nieznane sa: u - wartosé¢ érednia i aﬁg - wa-
riancja pochodnej sygnaiu u(t).

Przypusémy, 2e u(t) uzyskuje sie jako sygnal wyjsciowy
ciagtego czlonu liniowego rézniczkujacego, idealnego pierwszego
rzedu, na wejscie ktérego podano stochastyczny sygnat u(t). Dla
rozpatrywanego sygnalu stacjonarnego warto&é u=v5S V=const. Ide-
alny czlon rézniczkujacy nie przenosi skladowej stalej, zatem

%

u=0.
Z pordwnania wzordw (9.18) i (9.23) wynika
-z
o = ot 5 ]
Ru,u{O) = (0‘“) + (u) . (9.31)
Korzystajac z wlagnosci (9.28) i pamigtajac, ze u=0 otrzymuje
sie
(0:)? —-—f——dZR“‘“(t] (9.32)
. 0(0) = o* = - i
Ru,u u a2 7=0.
Oblicza sie kolejno:
dR (t) 2,2 -
u,u _ _ o *B -a|T| _ .,
4 = 5 he sin(gltl), (9.33)
daRu u(®) 2 .2, =o|T| a
- -—ﬁ-é-——— = A(a"+B8")e [cos(ﬁt) -7 sin(Bltl)] 3 (9.34)

Dla t=0 wyznacza sie

0. = A(a®+6%) = 20 Vs™2, (9.35)
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Poszukiwane prawdopodobienstwo wynosi

V5
p=J’p({1) an

=m

czyli

@

[} .2
P=1 -fg[ p(d) ab =1 - —2 ./; e™ /4% g = 0,6815. (9.36)
) {2 {20

We wzorze (9.36) wartos¢ catki jest réwna prawdopodobienstwu
zdarzenia przeciwnego do poszukiwanego. Calke te oblicza_sie za
pomoca publikowanej w podrecznikach i poradnikach z zakresu
statystyki (patrz np. ([18]) tablicy calki prawdopodobienstwa
Laplace’a.

Przyklad 9.3

Z doswiadczenia wiadomo, 2e funkcja autokorelacji odchyle-
nia pilotowanego automatycznie samolotu od zadanej wysokosci
okreslona jest wzorem (9.29), gdzie: A=400 nﬁ, B=0, a=0,01 s*,
B=0,1 i Odchytka u(t) jest wigc sygnalem stochastycznym,
stacjonarnym, o funkcji gestoéci prawdopodobienstwa gaussow-
skiej i wartosci éredniej u=o0.

Obliczy¢, ile razy éSrednio w ciggu lotu t}Wajqcego T™=5 h
samolot odchyli sie od zadanej wysokosci o wartosé¢ wieksza niz
*50 m.

Jest oczywiste, 2e liczba przekroczen zadanej wartosci od-
chyitki zalezy zaréwno od sygnatu u(t), jak i od jego pochodnej
u(t). Dla sygnaiu szybkozmiennego nale2y spodziewaé sie wiek-
szej liczby przekroczen. Tak wiec liczba przekroczen moze byé
wyznaczona na podstawie rozkladu dwuwymiarowego o postaci

p(u,u) = p(u) p(v), (9.37)
gdzie:
1 u®
p(u) = exp|- — (9.38)
2n o za;

oraz



w D9 =

.2
p(l) = —=— exp[— ﬂ«iL—ﬂl. (9.39)

2
. 2( .}
2n o u

We wzorach (9.38) i (9.39) uwzgledniono, ze u=0 i u=0. Na rys.
9.6 pokazano wykres gestosci dwuwymiarowej (9.37). Warto zwrd-
ci¢ uwage na to, 2e funkcje (9.37), (9.38) i (9.39) nie sa
zwiazkami liczbowo-liczbowymi, dotycza bowiem konkretnych wiel-
kosci fizycznych. Wymiarem u (a wiec i a;) sa metry, a wymiarem
u (czyli takze gr) = metry na sekunde. Biorac to pod uwage
ratwo wykaza¢, ze wymiarem p(u) jest mq, wymiarem p{ﬁ) jest
s'm’', a wymiarem p(u,u) jest s-m-.

Srednia, przypadajaca na Jjednostke czasu, liczbe przekro-
czen n odchylki wysokosci +50 m moZna wyznaczy¢ z zaleznosci

-]
n = I p(50,u) 0 du. (9.40)
0
Wzor (9.40) mozna objasnié przez analogie ze wzorem (9.14).
Warto$é érednia zmiennej losowej w dowolnym przedziale mozna
bowiem wyznaczyé korzystajac z tego wzoru, z tym 2e nalezy do-
stosowa¢ odpowiednio granice calkowania.

bptu,u)

p(50,0)

Sy

+50m

rere

Rys.9.6. Ilustracja tacznej funkcji gestosci
prawdopodobienstwa p(u,u)
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Gaussowska funkcja gesto$ci prawdopodobienstwa p(50,01) jest
jednowymiarowa (patrz rys.9.6), a wartos¢ catki (9.40) w grani-
cach od u=0 do u—w (dotyczy obszaru zakreskowanego na rys.9.6)
jest wartoscia s$rednia liczby przekroczen w jednostce czasu od-
chyiki +50 m w kierunku z dolu do géry, czyli dla u>0 (nie in-
teresujemy sie liczba powrotéw z gory do doiu, czyli dla u<o0) .
Wymiarem n jest s'. Wielkogé n nazywana jest czasowa gestoscia
prawdopodobienstwa wykroczenia sygnaiu stochastycznego poza da-
ny poziom (w tym przypadku +50 m), a uzasadnienie wzoru (9.40)
mozna uzyska¢ takze na innej drodze [25].

Uwzgledniajac (9.37) oraz (9.38) i (9.39) po wykonaniu
caikowania, otrzymuje sie:

as 2
1"u 50
= - 2N .41
n = = exp[ 2] (9.41)
We wzorze (9.41) nie sa jeszcze znane o i 0h+ 2 rys.9.5 wyni-
ka, ze

o, = A. (9.42)

Do obliczenia wartosci (oﬁ)a korzysta sie, podobnie jak w
zadaniu 9.2 ze wzoréw (9.32)+(9.35), a wtedy
(0)® = A(a®+8%) . (9.43)

Wyrazenia (9.42) i (9.43) podstawia sie do (9.41) uwzgledniajac
dane liczbowe wraz z jednostkami i otrzymuje sie

n=2i I(o 01)2+(0,1)? exp(- 39" ) . 0,0007 5
2n ' ' P|™ 37700 ‘ :

Biorgc pod uwage, 2ze lot trwa T=5:-3600 s oraz, ze srednia
liczba przekroczen na jednostke czasu odchylki -50 m jest takze
rowna n, oblicza sie catkowita liczbe przekroczen N

N = 2nT = 25.

9.3. GESTOSC WIDMOWA MOCY SYGNALU STOCHASTYCZNEGO

Funkcje korelacyjne sa funkcjami czasu T mierzonego inaczej
niz czas t. Mimo to mozna poddawaé¢ je przeksztalceniu Fouriera.
W przypadku funkcji korelacji wlasnej otrzymuje sie



