- 234 -

Pierwiastkami tego réwnania sa: zl=0,3—j; z2=0,3+j; zs=0,5;
2,=0,4. Moduly dwoch pierwszych pilerwiastkoéw Izihﬂzzl=11,09=
=1,044 sa wieksze od jednogci - uktad jest niestabilny.

Przyklad 8.14
Zbadaé¢ stabilnoéé, w przypadku gdy transmitancja impulsowa

ma postac

22422+2
4 3 2 -
z*-1,52°+1,642%-0,932+0,18

G(z) =

W tym przypadku pierwiastkami réwnania charakterystycznego
sa: z1=0,3-0,9j; zz=0,3+0,9j; z,=0,5; 2,=0,4. Moduly wszystkich
pierwiastkéw sa mniejsze od jedno$ci - uklad jest stabilny,

chociaz moduly dwoéch pierwszych pierwiastkow 1zll=|zai==-[0,9z
=0,95 wskazuja na to, 2ze leza one blisko brzegu obszaru stabil-

nosci.

8.11. REGULACJA IMPULSOWA

Przyklad 8,15

W ukladzie regulacji nadaznej, ktérego schemat blokowy poka-
zano na rys.B8.10 zastosowano jedna z mozliwych wersji dyskret-
nego regulatora PID rzeczywistego o transmitancji impulsowej

=1 w1
T =z + kK _1-2

r T —n) o 1_2-13*

(8.71)

Model matematyczny tego regulatora utworzono przez 2zsumowanie
(rownolegle polaczenie) zamieszczonych w tablicy 8.2 modeli
czlonow dyskretnych proporcjonalnego, catkujacego i rzeczywis-
tego rozniczkujacego. Mozna latwo wykaza¢, ze charakterystyka
skokowa tego regulatora jest podobna do charakterystyki regula-
tora idealnego, pokazanej na rys.8.11. Regulator wspéipracuje z
obiektem o transmitancji

1

(%) = e (s

(8.72)

Pomiedzy regulatorem i obiektem jest umieszczony szeregowo
ekstrapolator zerowego rzedu o transmitancji (8.39).
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Dane sa: okres impulsowania T=0,2 s; stale czasowe obiektu

T =1 s, T =1,4 s; nastawy regulatora k=44,33; k !L =23,43;
*
- =81,24; B —-0 75. Wyznaczy¢ przebieg odpow:.edzi uktadu na wy-

wuszenle Y. (t)=1(t) przy zerowych warunkach poczatkowych.

Schemat blokowy ukladu, pokazany na rys.8.10, mozna prze-
ksztalci¢ na schemat obliczeniowy pokazany na rys.8.15. Dla wy-
gody obliczen szeregowe polaczenie ekstrapolatora i obiektu za-
stapiono tu jednym czilonem o zastepczej transmitancji impulso-
wej qh(z). Zaleta tego schematu jest, iz zawiera tylko trans-
formaty i transmitancje impulsowe. Dzigeki temu do jego prze-
ksztalcenia (zwinigcia) mozna zastosowa¢ zwykie zasady algebry
schematéw blokowych, takie jak dla ukiadéw ciagiych.

Po podstawieniu danych liczbowych do wzoru (8.71) i dokona-
niu prostych lecz dos¢ zmudnych przeksztalcen i obliczen otrzy-

muje sie
2
G (2) = 1:9: 156z+48 (8.73)
z " -0,252-0,75
iZaho'cem‘a
Liz) El(z) , Urz) Yiz)
G, iz) Gpelz) —
B r
Rys.8.15. BYokowy schemat obliczeniowy ukiadu regu-
lacji dyskretnej: Yz(z} - transformata wartosci za-
danej, E(z) - transformata uchybu, U(z) - transfor-
mata sygnaiu sterujacego, Y(z) - transformata war-
tosci regulowaneij, Gr(z) - transmitancja regulato-
ra, G (z) - transmitancja obiektu z ekstrapolato-
o rem zerowego rzedu na wejsciu
Postepujac podobnie jak w przykladzie 8.9 otrzymano
ST ‘b 27 '+b 272
= l-e - 0 1
G,, (2) Z[———-——— GO(S)] ' (8.74)

1+a|1lz"+aaz“2
gdzie:
= ‘{81+Bz)' Boa= 3182'

b, = a (1~B)+a,(1-B,), b = & (1-8,)B,~«,(1=R,)E,,
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Tl TE

—m —m
1 T. =T 2 T1 T2
T
exp[- T_] .
2

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymulje sig

& = exp[- g—l]. B,

0,01322+0,011 (8.75)

G (2z)
9o z%-1,6862+0,71

Zwijajac schemat blokowy z rys.8.15 wyznaczono zastepcza trans-
mitancje impulsowa ukiadu

Grtz) GDu(z] Y(2)

= 1¥6_(2) 6, (2) RO (8.76)

G(2)

Podstawiajac (8.73) i (8.75) do (8.76), wyznacza sie ostatecznie

1,9372°-0,3892°~1,0922+0,528 (8.77)
4
z
Obliczenia wspdélczynnikéw transmitancji (8.77) nalezy wykonywaé
z duza dokladnoscia. W przypadku mniej dokiadnych obliczen w
mianowniku utamka (8.77) beda wystepowaly pozostale wyrazy wie-

lomianu (za, zz, z, wyraz wolny) pomnoZzone przez bardzo maile

G(z) =

wspéiczynniki.

Dzielac licznik i mianownik (8.77) przez z* (najwyzsza po-
tega mianownika - poréwnaj przykliad 8.10) i odpowiednio prze-
kszta{cajac,otrzymujé sie

¥(z) = Y (2)(1,937z'-0,389z °-1,09227°+0,5282").
Po dokonaniu transformacji odwrotnej obu stron tego réwnania

otrzymuje sie roéwnanie roéznicowe opisujace zwiazek miedzy syg-
natami wyjsciowym i wejsciowym ukiladu

y(n) = 1,937y;{n-1) - 0,389y:{n-2) +
- 1,092y (n-3) + 0,528y (n-4). (8.78)
Zgodnie z trescia zadania podstawiono y;{n}=1(n}, wtedy
y(n) = 1,937-1(n-1) = 0,389:1(n-2) +

- 1,092:1(n-3) + 0,528+:1(n-4). (8.79)
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Obliczenia do wykresu charakterystyki skokowej ukladu pro-
wadzi sie w tablicy 8.3. Charakterystyke skokowa pokazano na

rys.8.16.
Tablica 8.3
n -4 = -2 =1 0 1| 2 3 4 o
1(n) 0 o] 0 0 1 1 i 1 1
y(n) 0 0 0 0 0 [1,937]1,548|0,456|0,986/| ...
Y, fn)8yin)

0 —+
0 1 2 3 4 5 : : i

Rys.8.16. Charakterystyka skokowa ukladu regula-
cji z przykiadu 8.13: yz(nJ - wymuszenie, impul-

sy zakonczone kreskami, y(n) - odpowiedz, impul-
sy zakonczone strzalkami

8.12. DOBOR NASTAW REGULATOROW DYSKRETNYCH

Dobér nastaw regulatora dyskretnego, istniejacego realnie s
(hardware) 1lub w postaci programu komputerowego (software)m
przeprowadza sie tak, aby uzyskaé¢ okresglone cechy procesu regu-
lacji. Zazwyczaj wymaga sie, aby dwa podstawowe wskazniki ja-
kosci requlacji: przeregulowanie k 1 czas regulacji t (patrz
rozdzial 7) osiagaly okreslone wartosci dla przebiegdéw przejs-
ciowych wywolanych skokowym wymuszeniem na wej$ciu regulatora
lub obiektu.

Nastawy regulatoréw dobiera sie, zardwno w ukladach ciag-
tych jak i dyskretnych, przewaznie metoda préb i bledéw, ponie-
waz rzeczywiste obiekty zazwyczaj odbiegaja od stosowanych do
ich opiséw modeli matematycznych. Opracowano rézne metody po-
stepowania przy dobieraniu nastaw.

* hardware, software - (ang.) sprzet, oprogramowanie
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Jedna z najbardziej rozpowszechnionych w regulacji ciagilej

i dyskretnej jest regula Zieglera-Nicholsa, 2za pomoca ktorej

osiaga sie k=30+50% i t zblizone do minimum. Algorytm postgpo-

wania jest nastepujacy:

1) Regulator w badanym dyskretnym ukladzie nalezy nastawi¢ na
dziatanie proporcjonalne P (wylaczy¢ dzialanie réznicujace i
sumujace) i zwieksza¢ stopniowo wspélczynnik wzmocnienia kp
az do wartosgci granicznej kw' przy ktérej wystapia oscyla-
cje niegasnace (granica stabilnosci).

2) Nalezy zmierzy¢ okres tych oscylacji Tq i zanotowat kw'

3) Zaleznie od typu regqulatora prazyjac:

- dla regulatora typu P ¥ =.0,5 kpq;

]
- dla regqulatora typu PI kp 0,45 kpq - 0,5k,

} o
gdzie: k = —2— = 0,54 k T | 7 - okres impulsowania;
i T!. Pg T‘l
- dla regulatora PID kp = 0,6 km - 0,6 k“
ka T ka; Q;
gdZie: kl = T =1,2 kpq T kd. = T = 0,075 kpq Tor

t 9
T -~ okres impulsowania.

W regulacji ciagtej algorytm Z2ieglera-Nicholsa jest podobny,
lecz zalecane wartosci nastaw inne. Niekiedy zada sig aby tylko
jeden ze wskaZnikéw regulacji speinial okreslone wymagania, np,
aby czas regulacji tr byl minimalny.

Przyklad 8.16

Na rys.8.10 pokazano schemat blokowy ukiadu regulacji.
Transmitancja regulatora i obiektu podane sa odpowiednio wzora-
mi (8.71) i (8.72). Nalezy znaleZ¢ metode wyznaczenia takich
nastaw regulatora, ktérych stosowanie zapewnia minimalny czas
regulacji. Dla tego przypadku znalezé tak zwane prawo sterowa-
nia, czyli zwiazek miedzy sygnalami wejséciowym i wyjsciowym re-
gulatora.

W celu rozwiazania zadania wygodniej Jjest przedstawic¢
transmitancje impulsowe czionéw ukladu w postaci ilorazu wielo-
mianéw zmiennej z. Po przeksztaiceniu wzoru (8.71) otrzymuje
sie transmitancje requlatora

h z +h z+h

G (2z) = W —}—L (8.80)
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gdzie:
= P— 2 — i )
ho—k[I + él + i], = k[ﬁ * %TB + —], hz_k[B + _]!

—T{aTh

f1 = -e = =g,

Transmitancja impulsowa szeregowo polaczonych ekstrapolatora i
obiektu dana jest wzorem (8.74). Wymnazajac licznik i mianownik
przez zi otrzymuje sie

b°z+b1

= - B(2)
G (z) = = A (8.81)
= ze+aiz+a2 Alz)

Wspoéiczynniki wielomianéw A(z) i B(z) sa oczywiscie takie jak
podane w przykladzie 8.15, wzdér (8.75).

Transmitancje (8.80) i (8.81) pozwalaja przeksztalcié rze-
czywisty schemat blokowy ukiadu regulacji pokazany na rys.8.10
na schemat obliczeniowy pokazany na rys.8.15. Stosujac wzor
(8.76) otrzymuje sie zastepcza transmitancje impulsowa ukladu

B(z)H M
C(z) = A(z)F(é?lB§:}H(z} = ﬁ{g%' (8202]

Z postaci wielomiandéw zmiennej 2z wystepujacych we wzorach

(8.80) i (8.81) wynika, 2e wielomian charakterystyczny uktadu
N(z) jest rzedu czwartego wzgledem zmiennej z i mozna go zapi-
sa¢ jako

4 3 2
N(z) = mz + mz +mz +mz + m. (8.83)

W rozwazanym przypadku m =1, natomiast wspéiczynniki m +m  MOZ-
na wyznaczy¢ z, tozsamosci

A(z)F(z) + B(z)H(z) = N(z). “(8.84)

W rozpatrywanym przypadku poszukuje sie takich warto$ci wspdi-
czynnikéw m+m , ktore zapewniaja minimalny czas regulacji,
czyli minimalny czas trwania proceséw przejsciowych w ukladzie.
Z postaci wzoru (8.65) wynika, ze taki stan uzyskuje sie wtedy,
gdy wszystkie pierwiastki roéwnania charakterystycznego N(z)=0
sa réwne zero. Z tego wynikaja nastepujace warunki dla ukiadu
minimalno-czasowego

IR Rl T 0. (8.85)
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Z tozsamosci (8.84) mozna wyprowadzi¢ uklad réwnan w postaci

macierzowe]
1 b, 0 0]f, m -(a -1)
(a,-1) b b, 0]|h _ n,-(a,-a ) f528)
{az-al) 0 b‘ bo h1 m +a,
-a, 0 0 b1 hz m,

Uwzgledniajac (8.85) rozwiazuje sige uklad roéwnan (8.86) wzgle-
dem niewiadomych £, hy, h i h, ktore okre$laja nastawy regu-
latora (wzdér 8.80).

Poszukiwane prawo sterowania wyznacza sie 2z transmitancji

impulsowej regulatora

=
]
]

G, (2) = g3y (8.87)

gdzie: U(z) i E(z) sa transformatami sygnaldéw wyjs$ciowego i
wejsciowego regulatora, tak jak pokazano to na rys.8.15. Koja-
rzac (8.80) i (8.87), otrzymuje sie
2
Ul(z hoz +hlz+h2

E) = : (8.88)

2

z +(f1-1)z—f1
W réwnaniu (8.88) dzieli sie licznik i mianownik przez z°. Po
wymnozeniu otrzymano

I:l+(f1-1)z.'l—fiz-2:|U{z) = [hn+h1z“+h2z'2]i:(z).

Po transformacji odwrotnej powyzszego réwnania i uporzadkowaniu
otrzymuje sie prawo sterowania regulatora w postaci nastepuija-
cego réwnania réznicowego

u(n)=ha e{n)+h1 e(n-l)-l-h2 e(n-2)+{1—fl} u(n-1}+f1 u(n-2). (8.89)

Przykfad 8.17

ZnaleZ¢ odpowiedZ u(n) na wymuszenie skokowe e(n)=1(n) przy
zerowych warunkach poczatkowych rzeczywistego requlatora PID z
przykiadu 8.16.

Z danych przykladu 8.15 mozna wyznaczy¢ wspélczynniki a .,

a b, b, ktére potrzebne sa do rozwiazania uktadu réwnan

at [} 1

(8.86). Po rozwiazaniu otrzymuje sie wspdlczynniki transmitan-
cji regulatora (wzér 8.88): hu=149, h1=-156, h2=48, f==0,75.
OdpowiedZ u(n) wyznacza sie metoda rekurencyjna. Wartosci u(n)

dla kolejnych chwil podano w tablicy 8.4,
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Tablica 8.4

n 0 1 2 3 4 L] 6 7 8 9

em)| 1|1 1 1 1 1 1 1 1 1

u(n) (149|30,2|160,3(103,8(187,2|165,6|222,8|220,9|263,3(272,5

8.13. WIELOWYMIAROWE UKLADY DYSKRETNE

8.13.1. RéZznicowe rownania stanu

W nowoczesnej teorii sterowania do opisu liniowych wielowy-
miarowych ukladoéw dynamicznych stosuje sie metode rdwnan stanu
i réwnan wyjsé, ktére zgodnie z oznaczeniami podanymi w roz-
dziale 5 majg postaé

x(t) = Rx(t) + Bu(t), (8.90)

y(t) = cx(t) + Du(t). (8.91)

Jezeli uklad dynamiczny przedstawiony na rys.8.2b jest wielowy-
miarowy (sygnaly wejsciowe u(t), wyjsciowe y(t) i nie zaznaczo-
ne na rysunku wspéirzedne stanu x(t) sa wektorami), to do Jjego
opisu mozna zastosowa¢ roznicowe réwnania stanu, pod warunkiem
2e wszystkie wejéciowe i wyjsciowe impulsatory pracuja synchro-
nicznie.

Stosujac podane w punkcie 8.3 zasady przeksztaicania rownan
rézniczkowych na réznicowe otrzymuje sieg

1
220 - px(n) + Bu(n), (8.92)
¥(n) = Cx(n) + Du(n), (8.93)

gdzie T - okres impulsowania.
Podstawiajac Alxwg(n+1)-x(n) przeksztalcono (8.92) do postaci

%x(n+l1) = x(n) = TAx(n) + TBu(n). (8.94)

Przenoszac W powyzszym réwnaniu x(n) na prawa strone i oznacza-
jac ¢=0+TA oraz TB=A otrzymano wektorowo-macierzowe réznicowe
réwnanie stanu

x(n+l) = & x(n) + A u(n). (B.95)
Para roéwnan stanu (8.95) i wyjsé (8.91) jest modelem matema-
tycznym wielowymiarowego ukladu dyskretnego.
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8.13.2. Macierz transmitancji impulsowych

W przypadku gdy wielowymiarowy uktad dyskretny jest liniowy
i stacjonarny, to jego opis mozna przeksztalci¢ do postaci ma-
cierzy transmitancji impulsowych. W tym celu dokonuje sie obu-
stronnej transformacji Z, przy zerowych warunkach poczatkowych,
kolejno roéwnan (8.95) i (8.93). Transformaty poszczegdlnych
skladnikéw tych réwnan sa nastepujace:
z[x(n+1)] = zX(z),
z2[® x(n)+A u(n)] = ¢ X(z) +A U(z),
z[y(n)] = ¥(2z),
z[C x(n)+D u(n)] = € X(z) + D U(z).
Po uwzglednieniu fych transformat otrzymuje sie uktad roéwnan
algebraicznych
zX(z) = ¢ X(z) + A U(z), (8.96)
¥(z) = € X(z) + D U(2). (8.97)
Rownanie (8.96) rozwiazuje sie wzgledem X(z) przeksztalcajac

kolejno
[z0-¢]X(z) = A U(z),

X(z) = [z0-8]7"A U(2). (8.98)

W powyzszym roéwnaniu [z0-¢]' jest macierza przejscia ukladu
dyskretnego. Po podstawieniu (8.98) do (8.97) otrzymano

Y(z) = {c[zn-o]“‘um} U(z). (8.99)
Z réwnania (8.99) wynika, ze

6(z) = c[z0-¢]7'a + D. (8.100)

Macierz transmitancji impulsowych (8.100) po wymnozeniu i upo-
rzadkowaniu mozna doprowadzié do postaci

Gll(z), Gla(zJ, alain Gll(z)

G, (z), G, (z), G. (z)
6(z) = | % o o ; (8.101)

Gnltz), G_2(Z}, el G_l(z]
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W macierzy (8.101) liczba kolumn jest réwna liczbie wejs¢ ukia-
du, a liczba wierszy - liczbie wyjs$¢é. Podobnie jak dla ukiadu
ciagtego, opis wielowymiarowego ukladu dyskretnego za pomoca
modelu matematycznego wejsciowo-wyjsciowego o postaci (8.101)
jest niepeiny, bo pomija informacje o stanie ukladu. Ponadto,
przejscie od réwnan stanu (8.95) i wyjs$¢ (8.91) do macierzy
transmitancji (8.101) jest Jjednoznaczne, a przejscie odwrotne
niejednoznaczne.
Elementami macierzy G(z) sa transmitancje impulsowe

Y, (2)

k
6, (2) = gray (8.102)

1

2

wiazace sygnaly k-tego wyjscia i i-tego wejscia. Poniewaz kazde
wyjscie zalezy od kazdego wejscia, to

Y (2)= G (2) U (2)+ G (2) U (2)+ ... + G (2) U (2). (8.103)

Przyktad 8.18

Znalez¢ macierz transmitancji impulsowych ®6(z) ukiadu o
jednym wejsciu u(n) i dwéch wyjéciach y (n) i ya(h} opisanego
ukitadem réznicowych réwnan stanu i wyjsé o postaci

1
xl{n+1) 5

X (n) 1
3 + u(n),

! x,(n) 0

xz(n+1) 3 =

el = [ el G
= + u(n) .
yz(n) s FH xz(n) q

Znale%¢ takze odpowiedzi ukladu na wymuszenie u(n)=1(n).

N =

Metoda rozwiazywania tego zadania jest nastepujaca:
Dla powyzszego ukladu znajduje sie:

1 0 1 0 -%
c = , 1= , &=
3 4 0 1 ; S
2

Nl= N
>~
I
o ——
o B
|
-~
B
]
)
o ©
—_
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Podstawiajac powyzsze do (8.100) i stqsujac zasady rachunku
macierzowego po licznych przeksztalceniach” otrzymano

243
z(z+1) G“{z)
G(z) = = .
z+1 Gm(z)

zZ(z+1)

Wiadomo, 2ze U(z)=2[1(n)]= E%T' Stad

1
Z"I'i'

= {z+1) (z-1)

l-blm

1
4
Yx(z) =g+ T

=
-

zZ—-

1
Y.(2) = 73

W celu znalezienia oryginaldw powyzszych transformat uwzglednia
sie nastepujace zaleznosci

1 [
i .- = -9 1 1 - -n
z-l_l_i_i+z_2+z_3+"‘_ zz
2 n=1
oraz
l @
1 z  _ 1 _1 1 _ n#l_-n
el Bk Bl L G Y (=1)™'2™,
4 n=1

Na tej podstawie otrzymano
-] w
-111 1~ =
y,m =247y ™™+ 3V 27| =
n=1 n=

=0 8(0) + 1 8(1) +% 8§(2) + 1 8(3) +%5{4) b e

y,(n) = 27 z 2" =0 8(0) + 1 8(1) +18(2) +18(3) + ...
=1

” Nawet dla macierzy o matych wymiarach - w tym przypadku 2x2
- przeksztaicenia te sa 2Zmudne. Zaleca sig stosowanie pro-

graméw komputerowych do przeksztalcen symbolicznych.
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