6. STABILNOSC UKLADOW DYNAMICZNYCH

6.,1. POJECIA I TWIERDZENIA PODSTAWOWE

Stabilno$é¢ jest wlasciwoécia ukladu, zapewniajaca jego po-
wrot do stanu réwnowagi stalej po ustaniu dzialania zaklécenia,
ktoére wytracito uklad z tego stanu. Uklad liniowy uwaza sie za
stabilny, jezeli przy kazdym skonczonym zakiéceniu z(t) lub wy-
muszeniu u(t) i dowolnych warunkach poczatkowych, wektor stanu
x(t) i wektor wyjéé¢ y(t) przyjmuja skonczone wartosci dla do-
wolnej chwili t. Uklady nieliniowe uwaza sie za stabilne, jeze-
1i spelniaja pewne warunki, ktdre wyjasnione sa w dalsze] czes-
ci tego rozdzialu.

Ograniczajac sie chwilowo do ukladéw autonomicznych (bez
wymuszenia), rozpatruje sie uklad liniowy o rdwnaniu stanu

X = Bx (6.1)
lub ukiad nieliniowy - o réwnaniu
X = £(x), (6.2)

gdzie: x - n-wymiarowy wektor stanu; A - macierz nxn, o wyra-
zach niezaleznych od czasu; f(x) - n-wymiarowa wektorowa
funkcja nieliniowa.

Punkt rdwnowagi ukladu otrzymuje sie po podstawieniu do
(6.1) lub (6.2) X=0. Gdy detA*0 to (6.1) ma tylko jedno rozwia-
zanie: x=0. Tym samym punkt réwnowagi uktadu liniowego jest
tylko jeden i lezy w poczatku ukladu wspéirzednych. Uklad nie-
liniowy moze wiec mie¢ wiecej niz jeden punkt réwnowagi, bo
kazdy punkt X=X , ktéry spelnia réwnanie f(§)=0 jest punktem
réwnowagi. Do dalszych rozwazan zaklada sie, Ze punkty réwnowa-
gi ukiadu nieliniowego sprowadza sie do poczatku ukadu przez
odpowiednia zamiane uktadu zmiennych stanu.

Przyjmuje sie, 2ze:

- rozpatrywany ukiad (liniowy lub nieliniowy) ma punkt réwnowa-
gi w poczatku ukladu wspéirzednych;
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- w chwili t=0 uklad ten znajduje sie w stanie poczatkowym
X =X(0)#0.

Punkt réwnowagi ukiadu uznaje sie za stabilny w sensie
definicji Lapunowa, jezeli dla kazdej dodatniej liczby € mozna
dobra¢ taka liczbe m (zalezna na ogé: od e), 2e trajektoria
wektora stanu rozpoczynajaca sie w punkcie X, lezacym wewnatrz
kota (n=2) lub kuli (n=3) o promieniu 7, pozostanie wewnatrz
kota (kuli) o promieniu & dla dowolnego t>0. Jezeli trajektoria
wektora stanu nie miesci sie wewnatrz kota (kuli), to uktad
jest niestabilny. Podobnie okre$la sie stabilnos$¢ punktu réwno-
wagli dla dowolnego n>3. (Stosuje sie wtedy tzw. norme euklide-

‘ n
sowa |x[|=| & x?, ktéra jest odpowiednikiem promienia kuli dla
i=1

n’:’)c
Punkt réwnowagi jest stabilny asymptotycznie, jezeli jest

stabilny w sensie Lapunowa oraz gdy lim x(t)=0.
t—w
Na rys.6.1 przedstawiono ob-

razowo stabilnos¢ (niestabilnosé¢)

uktadu w sensie Lapunowa: 1 - X34
trajektoria ukladu stabilnego
asymptotycznie; 2 = trajektoria

ukladu stabilnego, ale nie asymp-
totycznie; 3 - trajektoria ukladu
niestabilnego.

Uktady nieliniowe sa czegsto
stabilne tylko w pewnym ograni-
czonym otoczeniu punktu réwnowa-
gi. Tym samym réwniez e i m maja
ograniczone wartosci. Mowi sie
wtedy o stabilnosci lokalnej u-
ktadu nieliniowego. Jezeli x(0) Rys.6.1. Stabilnos¢ w sen-
moze by¢ dowolnie duze, to uklad sie Lapunowa
jest stabilny globalnie.

Uktady liniowe jezeli sa stabilne, to sa stabilne global-
nie, a ponadto(stabilne asymptotycznie) Tym samym Zlatwiej jest
bada¢ ich stabilno&¢ niz ukladéw nieliniowych. (Metody badania
pewnej klasy ukadéw nieliniowych opisano dodatkowo w rozdziale

0 - punkt rownowagi
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10). W dalszej czesci tego rozdzialu podane sa metody badania
stabilno$ci ukladéw liniowych i ukladéw zlinearyzowanych. Druga
metoda Lapunowa” jest wspélna dla ukiadéw nieliniowych i 1i-
niowych. Oméwiona jest wiec w pierwszej kolejnosci.

6.2. DRUGA METODA LAPUNOWA

Przed szczegdlowym oméwieniem drugiej metody Lapunowa wska-
zane Jjest wyjasnienie niektérych wiasciwogci energetycznych
ukladéw fizycznych. Ulatwi to Czytelnikowi zrozumienie sensu
fizycznego pewnej funkcji V(x) wektora stanu x, stosowanej w
tej metodzie.

Przykiad 6.1

Rozpatruje sie prosty uklad fizyczny (wahad-
fo matematyczne) o masie skupionej m, osédzonej
na niewazkim, sztywnym precie o diugosci 1. Pret
polaczony jest obrotowo z podstawa w punkcie 0
(rys.6.2) . Zaklada sig¢ poczatkowo, %Ze lozyskowa-
nie jest idealne, a wahadlo porusza sig¢ w préz-
ni. Oznacza to, ze uklad jest konserwatywny i
nie wystepuje w nim rozpraszanie energii.

Rézniczkowe rownanie ruchu wahadia jest nas-
tepujace:

m1®p + mglsin(p) = 0, (6.3)

Rys.6.2 gdzie: ¢ - kat wychylenia wahadta; g - przyspie-
szenie ziemskie. ’
Rownanie (6.3) jest nieliniowe. Dla malych wychylen ¢ mozna
je zlinearyzowaé, przyjmujac sin(p)=p. Wprowadzajac wspodlrzedne
stanu: X =9, x2=i1=b, otrzymuje sie z (6.3) réwnania stanu

X =X ¥, == % X, . (6.4)

Po wyeliminowaniu z (6.4) czasu znaleziono

X (dax,imi= % X, dxl. (6.5)

)
' pierwsza metoda Lapunowa, ktérej tu nie bedzie sie omawialo,

dotyczy tych ukladéw, ktére moga by¢ zlinearyzowane wokol
punktu réwnowagi. Bada sie je nastepnie tak jak uklady 1li-
niowe.
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Rozwiazaniem (6.5) jest
2 2
X + 3 =c. (6.6)

Stala catkowania C wyznacza sie po podstawieniu do (6.6)
warunkéw poczatkowych X (0) oraz x,(0). Zaleznos¢ (6.6) opisuje
trajektorie wektora stanu x(t). Jest nia elipsa o osiach, ktoére
mozna okres$li¢ znajac wartosci g, 1 oraz x(0). Punkt rownowagi
ukladu (x=0) - dérodek rodziny elips, jest wiec stabilny w sen-
sie definicji Lapunowa (ale nie asymptotycznie). Wynik ten po-
krywa sie z obserwacjami takiego wahadla, ktére po wytraceniu z
polozenia réwnowagi i przy braku rozpraszania energii wykonuje
oscylacje o stalej amplitudzie. Calkowita energie E takiego wa-
hadta okresla wzoér

1

E=2

mgle + % mlexz, (6.7)
a pochodna E wzgledem czasu - wzor

dE _ . 2 s
IE = mgl)clx1 + ml XX, . (6.8)

Po uwzglednieniu (6.4), otrzymuje sie z (6.8)

S—E = mglxix2 - mghc'lx2 = 0. (6.9)
Wynik (6.9) wskazuje na to, ze catkowita energia uktadu E jest
stala.

W podobny sposéb rozpatruje sie model fizyczny wahadia, w
ktérym uwzgledniono rozpraszanie energii w lozysku, przyjmujac
liniowa zalezno$¢ momentu tlumiacego oscylacje od predkosci ka-
towej ¢. Jego model matematyczny dla malego ¢ ma wiec postaé

m1%y + amp + mgly = 0, (6.10)

gdzie a>0 Jjest pewnym, stalym wspdlczynnikiem o wymiarze
ma/rd-a.

Rownania stanu maja teraz postac

S g . - - 2
X o= %, X, = %xl ax, 1% (6.11)

Po podstawieniu (6.11) do (6.8), otrzymano

g—E = mglxlx2 - mglx‘lx2 - amlex: = —amx}, (6.12)
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Pochodna energii jest teraz ujemna, a uklad jest stabilny asym-
ptotycznie, bo trajektoria wektora:stanu x(t) rozpoczynajaca
sie w dowolnym punkcie x(0) osiaga punkt réwnowagi x=0, po pew-
nym czasie t zaleznym od a i od x(0). Odpowiada to krzywej 1 na
rys.6.1.

Wyniki (6.9) i (6.12) wskazuja na mozliwos$¢ wykorzystania
energii catkowitej ukladu - E(x) w badaniu jego stabilnosci. W
wielu uktadach nieliniowych wyznaczenie E(x) jest utrudnione i
do badania ich stabilnosci stosuje sie zamiast E(X) pewna,
arbitralnie dobrana funkcje V(x). W rozpatrywanym tu przypadku
moze to by¢ np.

V(x) = X+ xX. (6.13)

Uwazny Czytelnik stwierdzi po prawej stronie (6.13) nie-
spelnienie podstawowego wymogu poprawnoéci wszelkich zwiazkéw
fizycznych, czyli zgodnosci wymiaréw. Praktyka badan stabilnos-
ci wykazuje, %e nie prowadzi to do blednych wynikéw.

Funkcja (6.13) jest dodatnia dla dowolnych X, i X, i réwna
zeru dla x=0. Jej pochodna wzgledem czasu ma postaé

g% = 2xX + 2%xX. (6.14)
Gdy w ukiadzie nie ma tXumienia, to po uwzglednieniu (6.4)
znajduje sie

av _ _
& = 2xx%, - 2x, ¥ x = 2x1x2[1 - %] (6.15)

Jezeli 1-§ =b=0, to ¥ =0, dla b>0 $¥>0, a dla b<o Su<o. (Wynik

dt
(6.9) uzyskano dla dowolnego b).
Po uwzglgdnieniu tiumienia, podstawia sie (6.11) do (6.13)
i otrzymuje

g_Ev = 2x1x2[1 - %] - 2ax%2 1% (6.16)

Wynik (6.12) byl jednoznaczny. Postac¢ (6.16) wskazuje nato-
miast na to, ze przy definicji funkcji V(xl,xz) wg (6.13), g¥<0
uzyskuje sie dla pewnego zestawu parametréw g, 1 i a. Wynika
stad wniosek, ze dobdér funkcji V{xln%) nie moze by¢ przypadko-
wy. Badanie tej funkcji powinno daé¢ jednoznaczne wyniki, np.
takie jak (6.9) i (6.12), bez wzgledu na wartosci g, 1 i a.



- 147 -

Po wyjasnieniach przykladu 6.1 mozna przystapi¢ do przed-
stawienia drugiej metody Lapunowa. Metoda ta, zwana obecnie me-
toda bezpoSredniqm, powstala w ubiegliym stuleciu (rok 1892).
Do dnia dzisiejszego nie opracowano metody bardziej ogdlnej i
od niej skuteczniejszej. Jako rezultat prac kontynuatoréw wyni-
ku Lapunowa powstaly jedynie wskazdéwki dotyczace poprawnego do-
boru funkcji V(x) i to tylko dla pewnych, typowych ukladéw dy-
namicznych. Funkcja V(x) gra postawowa role w badaniu giéwnie
uktadéw nieliniowych, ktérych model matematyczny nie pozwala na
wyznaczenie catkowitej energii E ukladu.

Formulowanie twierdzen Lapunowa wymaga wprowadzenia pojeé:
funkcja dodatnio, ujemnie, niedodatnio i nieujemnie okreslona.

Funkcje rzeczywista V(x) wektora stanu x nazywa sie dodat-
nio (ujemnie) okreslong w obszarze D zawierajacym poczatek u-
ktradu wspédirzednych stanu, jezeli funkcja ta dla kazdego punktu
tego obszaru poza poczatkiem ukladu wspdirzednych (x=0) przyj-
muje wartos¢ dodatnia (ujemna), a wartosé zerowa tylko dla x=0.

Taka sama funkcje nazywa sie niedodatnio (nieujemnie)
okreslong lub pdlokreslonga w tym samym obszarze D, jezeli funk-
cja ta w dowolnym punkcie obszaru D przyjmuje wartos¢ niedodat-
nia (nieujemna), czyli np. zerowa nie tylko w poczatku ukladu.

Przyktadem funkcji dodatnio okreslonej byta funkcja (6.13).
Ta sama funkcja po zmianie znaku na ujemny staje sie funkcja
ujemnie okreslona.

Pierwsze twierdzenie Lapunowa (o stabilnosci)

Uktad autonomiczny opisany réwnaniami stanu (6.1) lub (6.2)
jest stabilny asymptotycznie w obszarze D zawierajacym poczatek
ukladu wspéirzednych stanu, jezeli mozna dobra¢ taka funkcie
V(X) ciagla wraz z pierwszymi pochodnymi czastkowymi i dodatnio
okreslona w obszarze D, 2e jej pochodna wzgledem czasu Jjest
funkcja ujemnie okreslong w tym obszarze.

Jezeli pochodna V(x) jest ujemnie pé2okreslona w obszarze D
(czyli moze w tym obszarze przyjmowa¢ np. wartosci zerowe w
punktach nie pokrywajacych sie z poczatkiem ukiadu) to uklad
jest stabilny ale niekoniecznie asymptotycznie.

2 pa ostatnia nazwa pochodzi stad, 2e ocene stabilnosci ukladu

przeprowadza sie bez rozwiazywania roéwnan.
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Drugie twierdzenie Lapunowa (o niestabilnosci)

Jezeli dla ukladu opisanego w pierwszym twierdzeniu pochod-
na czasowa funkcji V(x) jest ujemnie okreslona w obszarze D ale
sama funkcja V(x) Jjest dodatnio pdlokreslona w pewnym ograni-
czonym obszarze przestrzeni stanédw, to uklad jest niestabilny w
tym obszarze.

Twierdzenia Lapunowa podaja warunki dostateczne ale nieko-
nieczne stabilnosci (niestabilnogci) ukiadu.

Czasami latwiej jest ustali¢ stabilnos$¢ ukiadu przy uzyciu
drugiego twierdzenia Lapunowa niz - pierwszego. Jezeli bowiem
dla ujemnie okreélonej funkcji V(x) otrzyma sie funkcje V(x)
dodatnio okres$lona w obszarze D, a wiec nie speilniajaca warunku
twierdzenia o niestabilnosci, to tym samym mozna wykazac¢, 2z2e
badany uklad jest stabilny.

Jedna, z metod wyboru funkcji V(%) jest forma kwadratowa

V(X) =} ) e xx =XxCxX, (6.17)

gdzie: x'= [:tc:1 ' X,

C - macierz kwadratowa nxn, symetryczna (cu=c“1.

,...,%J - wektor transponowany wektora stanu X,

Dla n=2 otrzymuje sie np. z (6.17)

_ 2 2. o
V(xi,xzj = c X + 2c12x1x2 + C,X%,7 (cm—cm). (6.18)

Forma kwadratowa (6.17) jest dodatnio okreslona wg Sylvestra,

gdy wszystkie wyznaczniki utworzone z wyrazéw macierzy C sa do-
datnie

C,, e+ C
11 12
le,,| > o, o o] ? 0, ke S 0% (6.19)
C . ... cC
n1 nn
Pochodna V(x) okregla wzér
‘ av(x) , av(x) , av(x)
V(x)= _ai'_" xl + X xz + 2se + x xn. (6.20)
1 2 n

Jezeli badania ukladu z wykorzystaniem pierwszego twierdze-
nia Lapunowa nie daja jednoznacznych wynikéw, to mozna wyko-
rzysta¢ twierdzenie drugie, zakifadajac ujemnie okreélona postac
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funkcji V(x). Dla n=2 moze mie¢ ona postac

V(x) = —axf - Bx:, (6.21)

gdzie: o i B sa dowolnymi rzeczywistymi liczbami dodatnimi.
Po zrézniczkowaniu wzgledem czasu (6.18) otrzymuje sie (dla
x2=>'c1)

- i 2 L] -
V() = 2c“x1x2 + chzxz - 2clzx1x2 + 2c22x2x2. (6.22)

Podstawienie do (6.22) réwnania stanu §c2=f(x1,x2) daje forme
kwadratowa, ktoérej wspéiczynniki przy wyrazach xf, X X, oraz x:
maja by¢ takie same jak w (6.21). Warunek ten, dla zalozonej
12°C,, oraz c,. Jeze-
1li znalezione w ten sposéb wyrazy macierzy C speiniaja warunek

(6.19) to badany ukiad jest stabilny asymptotycznie.

pary liczb « i B pozwala wyznaczy¢ Cije '€

Przyklad 6.2

Nalezy zbada¢ stabilnosé¢ ukladu pierwszego rzedu (n=1) opi-
sanego rownaniem rézniczkowym 1';={B-oc)x+'rx:: gdzie a, B i ¥ do-
wolne state, oa>B.

Jako funkcje Lapunowa przyjmuje sie V(x)=>'c2=[(ﬁ—-a)x+1x3]2.
Funkcja ta jest dodatnio okreslona dla dowolnej wartosci x. Jej
pochodna wzgledem czasu jest

V(x) = %ﬁ X = 2(B-a+37x°) [(B-a)x+7x’]?,
Funkcja V(x) jest ujemnie okreélona dla (B-a+37x°)<0, czyli
xc-tw] (x-B) /3% oraz x>—~| (x=B) /3y. Jezeli stan poczatkowy ukiadu

x(0) spelnia warunek: -1‘ (x=B) /37 < x(0) < -l(oc—B),!:!'r, to ukitad

jest stabilny asymptotycznie. Dla kazdego x(0) poza tym prze-
dzialem ukiad jest niestabilny. Dodatkowo mozna tu wyjasnic¢, ze
podobny uklad wystepuje w systemach sterowania (por.[2]
str.127).

Przyklad 6.3.
Przykltad ten dotyczy uktadu, dla ktérego funkcja V(xX) moze
mie¢ postaé

v(x) = %[xfﬂn{:] . (6.23)

Warto tu wyjasnié¢, ze proby znalezienia przez autora ni-
niejszego tekstu praktycznego ukladu fizycznego, ktérego model
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matematyczny mozna badaé¢ funkcja (6.23) nie dalty oczekiwanych
wynikéw i z koniecznos$ci wybrany zostal model z pracy [3].
Badany uklad opisany jest rdéwnaniem rézniczkowym

e

x+x+a)':+x2}'c+b1.<3=0;

gdzie a i b - dowolne stale. Oznaczajac: X =X, x2=§c1=>'(, otrzy-

nuje sie roéwnania stanu X =x, oraz §c2=-xl-axa-xfx2-—bx2.
Uwzgledniajac (6.22) oraz (6.20), otrzymano:

V(x) = X, %, + xz{-xi-axz-xfxz—bx:) = -x:(a+xf+bx:} .
Funkcja ta jest ujemnie okreglona, gdy a>0 oraz b>0. Dla dodat-
nich wartosci a i b uklad jest wiec stabilny asymptotycznie.

Na rys.6.3 pokazano obszar dopuszczalnych warunkow poczat-

kowych (x (0),x,(0)) dla a>0 i b<0. Ukiad jest stabilny, gdy
jego stan poczatkowy spelnia warunek

- J-(a+x1(0}2};‘b < x,(0) < J-—(a+x1(0}2”b.

Gdy warunek ten nie jest spelniony, to uktad jest niestabilny.
W podobny spostb mozna rozwazy¢ przypadki: a<0, b>0 oraz a<o0,
b<o0.

“, |- Obszar warunkdw.” . ‘|
Fisd I iy AT
v :'pn:zquowych_'_ N 1
| ~dla ktdrych uklacs 3=
||t jest stabilny - -

3

Rys.6.3. Ilustracja do przykladu 6.3
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Przykiad 6.4

W przykladzie 6.1 wykazano, Ze niewlagciwie dobrana funkcja
V(x) utrudnia lub uniemozliwia okre$lenie stabilnogci przy za-
stosowaniu pierwszego twierdzenia Lapunowa. W tym przyktadzie
wraca sig¢ do opisu (6.10) oraz (6.11) i podaje sposdb rozwiaza-
nia zadania po zastosowaniu drugiego twierdzenia Lapunowa.

Po przyjeciu pochodnej V(x) w postaci (6.21), podstawia sie
(6.11) do (6.22), otrzymujac po przeksztaiceniach

V(x) = [2011 = 2ca - 2c,, %]xlxa - 2c, ? ¥ + (2¢, - 28c )%,
(6.24)
Pordwnujac prawe strony (6.21) i (6.24), znaleziono

[2c:.u--2n::man-2caz %]=0; —(2012 %]=-a: oraz (2c12—23c22}=-ﬁ.

Po rozwigzaniu wzgledem C,r ©,¢, oraz c, otrzymano osta-

1
tecznie

= 1f[acl , atBg/l), 1 - &L/ + B
i —2[9’ ¢ a ]' € = 3g OF8F O 2a

=1

Nalezy teraz postawi¢ warunek aby funkcja V(%) opisana wzorem
(6.18) byra dodatnio okregflona. Na podstawie (6.19) powinno by¢é
- lf(aal at+Bg/1l .
c“—z{-———-g + a ] > 0;
warunek ten jest speiniony poniewaz wszystkie parametry sa do-
datnie. Ponadto powinno by¢
2

_ [axl a+Bg /1) (al/g+B) 1 al 2
1% = [T * —a ][ a ]E > (2_13] = St feteri=]

Niech dane liczbowe badanego ukZadu prowadzy do wartosci
?=10 oraz a=0,1, a arbitralnie przyjete wartosci a=f sg rdéwne
1. Po podstawieniu do (6.25) otrzymano c,,=55,5; c,=5,5 oraz
¢,,=0,05. Latwo sprawdzi&, ze cuczaxcfa. Tym samym otrzymana 2z
(6.18) funkcja V{;)=55,5x‘?+0,1xlxa+5,5x: jest dodatnio okreslo-
na, a jej pochodna {f{x}m-xf—xz jest ujemnie okreglona. Badany

uktad jest wiec stabilny asymptotycznieal.

%) Uwzglednienie pé!nego opisu (6.3) daje dla x=0 dwa punkt){'
réwnowagi ukiadu: x1=0 9 X =M. Zaleca sie Czytelnikowi

sprawdzenie, Ze drugi punkt jest niestabilny.
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Przy wyborze funkcji V(x) ograniczano sie dotychczas do
formy kwadratowej (6.17). Jezeli forma taka nie daje jedno-
znacznych wynikéw, to za funkcje V(x) mozna przyja¢ sume formy
kwadratowej i calki charakterystyki cze$ci nieliniowe]j ukZadu.
Szczegdly postepowania mozna znalezé w [2] 1 [6].

Na =zakonczenie tego punktu warto przytoczy¢ obserwacje
autoréw [6] poczynione ¢éwier¢ wieku temu. Poréwnujac rozne me-
tody, podkreslaja oni zalety i ogdlnos¢ twierdzen Lapunowa, po-
niewaz sa one tak samo sluszne dla prostych ukladéw nielinio-
wych jak i dla ukiadéw nieliniowych wyzszych rzedéw, ukiladow z
wieloma nieliniowoséciami, ukladéw dyskretnych itd.

Napisali jednakze: "Jezeli uda sie opracowa¢ praktyczne,
inzynierskie metody konstruowania funkcji Lapunowa i dalszego
jej wykorzystania, wowczas ma ona szanse sta¢ sie najlepszym
narzedziem do analizy i syntezy uktadéw nieliniowych". Z per-
spektywy lat moZna stwierdzié obecnie, 2ze metodzie tej nadal
brak takich praktycznych metod konstruowania funkcji Lapunowa i
jej mozliwoéci nadal nie sa w pelni wykorzystane.

6.3, STABILNOSC UKLADOW LINIOWYCH

6.3.1. Wiadomosci uzupelniajace; warunki: konieczny
i dostateczny stabilnosci ukadéw liniowych

W punkcie 6.1 omdéwiono stabilnos¢ liniowego ukiadu autono-
micznego opisanego réwnaniem (6.1). Uzyskane wyniki dotyczyly
zachowania sie ukladdéw, ktére w chwili poczatkowej miaty stan
X *0 i nie byly poddane wymuszeniu zewnetrznemu. Trajektorie
x(t) w przestrzeni stanu (ukladéw stabilnych lub niestabilnych)
byly wigc wynikiem dzialania tylko warunkéw poczatkowych. Nale-
2y teraz wyjasni¢, jak zachowuja sie uklady, w ktérych obok wa-
runkow poczatkowych wystepuja réwniez wymuszenia u(t). W tym
celu rozpatruje sig stacjonarny ukiad dynamiczny, ktoéry opisany
jest roéwnaniami stanu i wyjscia

Ax + Bu,
(6.26)

Cx + Du,

(gdzie: A, B, € i D sa macierzami o stalych wyrazach) lub w
postaci operato;owej, przy uzyciu macierzy transmitancji G(s) -
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model wejdécie-wyjscie
Y(s) = G(s)U(s). (6.27)

Zaklada sie, ze w rozpatrywanym przedziale czasu t wektor u(t)
ma znane skonczone wartogci, a w chwili t=0 _}g(t)=;5n oraz
u(t)=u, . Rozwiazaniem (6.26) i (6.27) jest

x(t) =x (t) + x (v),
(6.28)

¥(E) =¥ (8) + ¥ (L),

Czlony oznaczone indeksem p opisuja tu proces przejsciowy, a
indeksem u - proces ustalony ukiadu.

Uktad uznaje sie za stabilny, gdy dla dowolnej chwili czasu
t x(t) oraz y(t) maja skonczone wartosci.

Uktady liniowe, jezeli sa stabilne, to sa(stabilne asympto-
tycznieﬁ globalnie. Oznacza to, ze dla takich ukladow, w miare
uplywu'bzasu, g%(t} oraz ybft] daza do zera, a skonczonym war-
tosciom u(t) odpowiadaja skonczone wartosci xu(t) oraz )%(t}.
Poniewaz Zr(t} i yﬁ(t} zaleza tylko od x(0), co wynika ze wzoru
(5.75), to do badania przebiegdéw, ktére decyduja o stabilnosci
ukladéw wystarcza model matematyczny uktadu bez wymuszenia
(u(t)=0).

Przy braku wymuszenia (sterowania) réwnania (6.26) uprasz-—
czajg sie do =

x = Ax,
(6.29)
y = Cx.
Dla pierwszego z tych réwnan przewiduje sie rozwigzanie (5.75)
w postaci

x(t) = zcne"t, (6.30)

przy czym: x(t) jest n-wymiarowym wektorem stanu, a A - macie-
rza nxn o stalych wyrazach.
W przypadku ogdélnym macierz A(nxn), wystepujaca w opisie

(6.29) ukiadu liniowego ma wartogci wiasne s, (E=1,2,ss:4X) G
r
..+« N ; przy czym ¥ n =n.
r i=1 1
Mozna je wyznaczy¢ m.in. z roéwnania charakterystycznego, ktore-

krotnogci, odpowiednio, n, n,

go s, sa pierwiastkami
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' ny n, o
P, (s) = det[s0-RA] = (s-s)) (s-s,) ces (s=8) " =0, (6.31)

(gdzie 1 jest macierza jednostkowa). W pracy [2] udowadnia sie,

Ze rozwiazanie (6.30) jest w najogélniejszym przypadku kombina-
st
cja wyrazoéw typu tle * , gdzie g=n -1 jest liczba naturalna.

Dowolna wartos¢ wiasna s mozna przedstawi¢ w najogélniej-

szej postaci

sk = Re sk + JIm S, (6.32)

tym samym

skt Re skt JIm skt=

Re skt
e = e e [

e cos (Im skt)+jsin(Im skt}]. (6.33)

Latwo wykazac, 2ze

0 dla Re 5<0 i skonczonego g,
lim |tie = {1 dla Re s=0 i g=0

=t @ dla Re sz0 i dowolnego gq,

s t |

a wiec lim x(t)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci
t—o
wiasne macierzy A maja ujemne czesci rzeczywiste, a tym samym

wszystkie znajduja sie w lewe]j pdiplaszczyZnie plaszczyzny
zmiennej zespolonej s.

Twierdzenie o stabilnosci

Stacjonarny uktad liniowy (6.29) jest asymptotycznie, glo-
balnie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci
wiasne s, macierzy A maja czesci rzeczywiste Re §,<0, tj. znaj-
duja sie w lewe]j pdiplaszczyZnie plaszczyzny zmiennej zespolo-
nej s.

Badanie stabilnosci uktadu opisanego zaleznoscia (6.27)
przeprowadza sie w podobny sposotb. Wyrazy G”(s) macierzy G(s)
maja najogélniej posta¢ ilorazoéw wielomianéw L”(s) i H”{s)

L
G,  (8) = i(—sl (6.34)
1] Hu(s) )

W pracy (2] udowadnia sie, Ze najmniejszy wspdlny mianownik
M(s) wszystkich wyrazéw (6.34) przyréwnany do zera jest roéwna-
niem charakterystycznym qu(s) rownania (6.27). Jest wiec

p,(8) = M(s) = 0. ¢6.35)
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Warunkiem stabilno$ci asymptotycznej uktadu, Jjak i w po-
przednim przypadku, jest wystapienie wszystkich pierwiastkéw s,
w lewe] pélplaszczyzZnie plaszczyzny zmiennej zespolonej s.

Réwnania (6.35) czy (6.31) moga by¢ wysokiego stopnia.
Obecnie ich pierwiastki wyznacza sie numerycznie, przy uzyciu
komputera (w przypadku ukiadu (6.31) zwykle bezposrednio z ma-
cierzy A). Dawniej, przy braku tego narzedzia obliczeniowego,
niezbedne byly pewne metody uproszczone sprawdzania miejsca wy-
stepowania pierwiastkéw na ptaszczyznie zmiennej zespolonej s.
Metody te nazywa sie kryteriami stabilnogci. Speiniaja one na-
dal wazna role, gdy =zachodzi potrzeba szybkiego sprawdzenia
stabilno$ci analizowanego ukladu. Przed ich omdwieniem warto
jeszcze na chwile wrécié do wzoru (6.33) i wyjasni¢ watpliwos-
ci, ktére zwykle towarzysza interpretacji takich wynikoéw. Pro-
ces przejsciowy _ygp(t} wg (6.28) dla rze~zywistego uktadu fi-
zycznego ma zazwyczaj postaé tiumionych drgan wiasnych, ktére
sa superpozycja drgan przebiegajacych z wszystkimi czestotli-
wosciami drgan wtasnych ukladu. Czestotliwosci te sa czesciami
urojonymi Im s, pierwiastkédw roéwnania charakterystycznego. Po-
niewaz drgania o postaci =zespolonej (6.33) nie wystepuja w
przyrodzie, warto na prostym przykladzie pokaza¢ sposdb przej=-
$cia od ogdlnej formy zespolone)j do formy rzeczywistej.

Przyklad 6.5

Rozpatruje sie drgania swobodne modelu fizycznego, ktoéry
stanowi masa m zawieszona na niewazkiej sprezynie o sztywnosci
k. W chwili t=0 przemieszczenie masy x(0)=x°, a jej predkosd
k(0)=0. Réwnanie rézniczkowe ruchu masy ma postac

mE + kx = 0 lub ¥ + wx =0, (6.36)
gdzie: m°=-«|k,/m jest czestotliwosScia drgan wlasnych ukiadu.

Przewidujac rozwiazanie

x = 2e5Y, cayli % = as?eSt = &% (6.37)

i uwzgledniajac, ze dla t=o0, X=X, a tym samym A=X , podstawia
sie (6.37) do (6.36) i otrzymuje rownanie charakterystyczne
w:+sz=0. Ma ono dwa pierwiastki urojone

s =t ju. (6.38)
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Podstawiajac (6.38) do (6.37), znaleziono

jubt )
X, =xe = xo[cos(u5t) s jsln(uht}],
~ju,t (6.39)
y X.e = xo(cos(uht) - jsin(uht)].

b4

Obydwa rozwiazania (6.39) sa zespolone. Jezeli teraz przyjmie
sie, ze x=(x+x,) /2, to z (6.39) otrzyma sie odpowiedz rzeczy-
wista (i zgodna z intuicja)

X = xncos(mbt). (6.40)

6.3,2. Kryterium Routha-Hurwitza

Réwnanie charakterystyczne ukiadu liniowego (6.31) 1lub
(6.35) mozna przedstawié¢ w postaci®

‘4 .o +a 8 +a=0. (6.41)

n =
as’ +as
Warunkiem koniecznym globalnej stabilnosci asymptotycznej
uktadu o réwnaniu charakterystycznym (6.41) jest wymoég aby
wszystkie wspbdiczynniki a, réwnania (6.41) spelnialy warunek

a >0 (i=1,2;se 1)
Warunkiem dostatecznym - aby wszystkie podwyznaczniki Ai
(i=2,3,...,n-1) wyznacznika An o budowie:
" 1 aa al a!! 5
i=2: a2 = Y 5 i=3: ﬁa = [a, a, ali itd az do i=n-1
o &, a (6.42)

byly wieksze od zera.

Jezeli jeden lub wiecej niz jeden podwyznacznik (6.42) jest
réwny zeru, to ukiad jest stabilny globalnie ale nie asympto-
tycznie (w ukladzie wystepuja niegasnace drgania o statej am-
plitudzie).

. Spotyka sie rowniez inna postaé tqu réwnania: wspoiczynnik

przy najwyzsze] potedze s, a wiec s jest a, a nie a,. Czy-

tglpik za chwile sprawdzi, Ze posta¢ (6.41) prowadzi do Zat-
wiejszych do zapamigtania algorytméw badania stabilnosci.



