Schemat ukladu pokazano
na rys.5.15. Stan ukia-
du jest drugiego rzedu,

a réwnaniami stanu sa

g =iy !

¥, = --6x1 - Bx2 + u.

Ze schematu analogowego 8

nie wynika niebezpie- '

czenstwo nieograniczo- Rys.5.15. Drugi wariant schematu ana-

nego wzrostu sygnalow. logowego do przyktadu 5.8

Po zastosowaniu uproszczenia zgubiono wiec wa2na informacje o
ukladzie fizycznym, a zatem drugie rozwiazanie zadania Jjest
niepoprawne.

5.2. ROZWIAZYWANIE LINIOWYCH ROWNAN STANU

Czasowe przebiegi zmiennych stanu i wyjscia, przy znanym
stanie poczatkowym x(t)) w chwili t, i sterowaniu u(t), mozna
wyznaczy¢ droga symulacji komputerowej lub przez rozwigzanie
réwnan stanu. Ten drugi sposéb jest zawsze mozliwy dla ukladéw
liniowych. W zwiazku z tym, 2e zapis macierzowy jest wygodny w
zastosowaniu do uktadéw wysokiego rzedu, rozwigzywanie réwnan
stanu zostanie przedstawione za pomoca tego zapisu. Zapis taki
pozwala ponadto na uniknigcie 2zmudnych obliczen "recznych" po
zastosowaniu maszyn cyfrowych i wykorzystaniu bibliotek rachun-
ku macierzowego.

W pierwszej kolejnosci zostanie przedstawione rozwiazanie
réwnanja stanu przy zerowym wymuszeniu, czyli réwnania jedno-
rodnego o postaci

X(t) = A(L)X(t), x(t) = X (5.61)

Elementy macierzy M sa calkowalnymi funkcjami czasu a wiec
uklad jest niestacjonarny. Jezeli wektory X (), _)gatt) o veTu
X“(t) sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami réwnania (5.61), to
macierz X%, ktérej kolumny sa wektorami X, jest rozwiazaniem
réwnania rézniczkowego

%X = A(t)X. (5.62)
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Macierz X nazywana jest macierza podstawowa. Podobnie, kazda
macierz &(t,t)) taka, ze ®(t,t))=KX spelnia roéwnanie (5.62)
jezeli macierz K jest nieosobliwa i stala. Mozna tak dobrac¢ K,
Zeby macierz Q(t,to) dla t=tO byla macierza jednostkowa [. Przy
powyzszych zalozeniach, dowolne rozwiazanie x(t) rdwnania
(5.61) mozna przedstawi¢ jako przeksztalcenie liniowe warunku
poczatkowego X :

X(t) = o(t,t)x(t)). (5.63)

Macierz @(t,to) jest nazywana macierza przejscia lub tranzycyj-
na. Odwolujac sie do interpretacji geometrycznej stanu jako
punktu w przestrzeni n-wymiarowej, mozna traktowac @(t,toj jako
macierz, ktéra prowadzi punkt x(t) po trajektorii od punktu
poczatkowego X, - stad nazwa macierzy tranzycyjnej. Rownosd
(5.63) moza latwo sprawdzié¢ po jej zrodzniczkowaniu. Otrzymuje
sie wowczas
’ d
x(t) = 3¢ ®(t,)x(E).
Poniewaz, jak zalozono na wstepie, macierz °(t.t°) speinia row-
nanie
d
ae ¢(t.t) = A(r)e(t,t), (5.64)
wiec
X(t) = A(t)e(t,t)x(t),
skad wobec rownania (5.61) wynika prawdziwos¢ (5.63).
Rozwiazanie niejednorodnego réwnania stanu
X(t) = A(E)X(Y) + B(B)u(t), x(t) = X, (5.65)
moZna wyznaczy¢, zakladajac 2ze jest ono przeksztalceniem linio-
wym wektora w(t), czyli
X(t) = o(t,t)u(t).
W takim przypadku otrzymuje sie (pomijajac oznaczenie zaleznog-
ci od czasu)
é = bﬁ + 53.
Z uwagi na (5.64) oraz (5.65) mozna napisaé¢

W + RAdw = Adw + Bu,
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skad wynika, ze

¢w = Bu. (5.66)

Macierz ¢ jest nieosobliwa, bowiem jej kolumny sa z zalozenia
liniowo niezalezne. Tym samym, po scalkowaniu (5.66), otrzymuje
sie .
;
w(t) = [o7(r,)B(TIN(T) T + u(t).

tD

Poniewaz g(to)ﬂ"(to,to);(toh;u, to rozwiazanie x(t) mozna
przedstawi¢ w postaci

<=
X(t) = o(t, t)u(t) = o(t,t)x + ot t) [ 7 (r,£)B(v)u(x) ar.
t (5.67)

0

Podstawiajac @(t,to)o'l{t,to)mb(t,t), otrzymuje sie ostatecznie
t
x(t) = Ntfto)xo + [ @(t,T)B(Tt)u(c) dr. (5.68)
t

L | ] =l . =)
x, (t) X (t)

Uzyskany wynik (5.68) Jjest suma rozwiazania ;&(t) zaleznego
tylko od warunkow poczatkowych X, oraz rozwiazania szczegblne-
go xi(t) zaleznego od sterowania u(t).

Rozwiazanie analityczne réwnan stanu ze wzoru (5.68) jest
kiopotliwe z uwagi na trudnogci w obliczeniu macierzy przejscia
O(t,to) . Do obliczania elementow Q{t,to] stosuje sie wiec meto-
dy numeryczne. "

Dla ukladéw stacjonarnych, dla ktérych A jest stata, roz-
wigzywanie réwnan stanu jest latwiejsze. Mozna bowiem zalozyg,
Ze

A(t-t))

o(t,t) = e (5.69)

Stuszno$¢ zalozenia sprawdza sie przez podstawienie do rdwnania
jednorodnego
X(t) = Ax(t) (5.70)

A(t-t))
rozwiazania x(t)=e x(to) i uwzgledniajac, ze
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a [ M(t—th}] ~ ﬂem(t-—to}

dt - *

Rachube czasu mozna zawsze rozpoczac¢ od tb=°’ rozwiazaniem row-
nania jednorodnego jest wiec

x(t) = entx“. (5.71)

Elementami macierzy tranzycyjnej ent sa wyrazenia typu

ot

te  , k=0,1,2,...,m-1, (5.72)
w ktoérych oznaczaja: A, - i-ta wartos$¢ wiasna macierzy A, mo-
krotnosé¢ i-tej wartodci wlasnej A
Wyrazenia (5.72) sa nazywane czestotliwosciami lub modami ukia-
du (rdéwnania 5.70). Przypomina sie, Zze wartosci wlasne stalej
macierzy A moga by¢ liczbami rzeczywistymi lub zespolonymi, pa-
rami sprzezonymi: R1=aﬂjb1' Warto w tym miejscu zauwazyé, ze
dla a1>0 i b1>0 mody ukladu rosna nieograniczenie dla t—w.

Rozwiazanie réwnania stacjonarnego pelnego

X(t) = Ax(t) + Bu(t), (5.73)
mozna 2znalezé zapisujac to réwnanie w postaci 2{t]—nx(t)=ﬂg(t)
a nastepnie mnozac lewostronnie przez e-nt. Otrzymuje sie

e-ﬂt[i(t)'ﬂx{ti] = e~ﬁtmgtt}- (5.74)

Wyrazenie po lewej stronie jest pochodna iloczynu gE[e_ﬂtx{t)]
wiec po scalkowaniu (5.74) w granicach od 0 do t otrzymuje sie

t
e Mty (t) = Ie‘“tng(t} ar + c..
0

Stala caikowania wyznacza sie z warunkéw poczatkowych dla t=0

otrzymujac C =X, . Rozwigazaniem rownania (5.73) jest ostatecznie
t

X(t) = eﬂtgo + I a“(t_t)Bg(t) dt. (5.75)

t
1 ] e )

T I
X, (t) g (£)
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Jest ono suma dwoch rozwiazan - rozwiazania gp(t), zgodnie z
(5.71), rownania jednorodnego (5.70) zaleznego tylko od stanu
ukladu x W chwili t=0 oraz rozwiazania szczegdlnego x (t) za-
leznego od sterowania u(t).

Do znalezienia rozwiazania x(t) =ze wzoru (5.75) potrzebna
jest macierz przejscia ent=0(t). Mozna 3ja obliczy¢ w sposob
przyblizony pomijajac w zbieznym jednostajnie szeregu nieskon-
czonym

_"ﬂ'_p (5.76)

wyrazy, ktore mozna uznac¢ za mate w pordwnaniu z pozostatymi.
Inna praktyczna metoda wyznaczania macierzy aht polega na
zastosowaniu przeksztatcenia Laplace’a. Dokonujac transformaciji
réwnania Jjednorodnego (5.70) przy warunku poczatkowym x(0)=x,
otrzymuje sie sX(s)-x =RX(s), skad [sn—m]x(s)=;5, a nastepnie
x(s)w[sn-m]"gn.
Poniewaz przewidywane rozwigzanie ma postaé g(t)=emt)_cc, to

X(s) = L[e'ﬁ"t];gl3 = [sﬂ—n]'lxg.

Macierz przejs$cia mozna wigc obliczyé¢ z przeksztalcenia odwrot-
nego Laplace'’a

Pt = L"{[sn-a]"}. (5.77)

Szczegdlnie prosta posta¢ ma macierz Pt q1a réznych wartosci
wtasnych ll. Az, e A macierzy A. Wprowadzajac w mieljsce
x(t) zmienna v(t) speiniajaca zaleznos¢ x(t)=Py(t), gdzie P jest
macierza nieosobliwa, jednorodne roéwnanie stanu sprowadza sie
do postaci

v(t) = P APY(t).

Rozwiazaniem tego réwnania jest

-1
_ _P'aPt

y(t) =e v
Poniewaz x(t)=Pv(t), to wracajac do wspoélrzednych x(t) uzyskuje
sie

-1
_ S PAPt
Xx(t) = Pe P x
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Jezeli A ma rézne wartos$ci wlasne, to P mozna dobra¢ w ten spo-
séb, 2e macierz A=P AP jest diagonalna, a na diagonali znajdu-
ja sie wartosci wlasne A Ay ey AW takim przypadku ma-
cierz przeijscia ma postac

_‘ ht
At _ P "RAP -l o p a ? P!

Sposéb dobierania macierzy diagonalizujacej P byl omawiany
wczegniej.

Przykiad 5.9
Dany jest ukiad réwnan stanu i wyjscia

X = Ax + By,

y = Cx + Du,
o macierzach
_[o 13]1. _ [ -17. _ 2 o0]. _
‘“‘[-1 -4]' B [2 1]' c‘[o 4]' D=0

Zakladajac sygnaly wejsciowe w postaci funkcji skokowych
u1=0,5-1(t), u2=1(t), obliczy¢ odpowiedZz ukiadu y(t) przy wa-
runkach poczatkowych X = [é ¢

W celu skorzystania ze wzoru (5.77) oblicza sie

(sv-#] = [§ 23]

N

sz+4s+3

oraz

Eur

= e (s+3) "

[s1-A]" =

Korzystajac z tablic transformat Laplace’a wyznacza sie

o
5 e -1e 2(& = e )

At -1 -1 C 8 <

e~ =1 {[sll—ﬁ] }= :
173t _ ooty % ot 4 g_ o3t

Dla stanu poczatkowego X, uzyskuje sie rozwiazanie réwnania
jednorodnego
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At

X(t) =%y, = 3 -
e

Po obliczeniu calek w rozwiazaniu (5.75) 2znaleziono rozwiazanie
szczegbdlne

2,533(2—1,74e't-o,25ae'3t)

X, (t) = ,

1,033(2-2,77e't—0,1549"3t)

Wektor sygnalu wyjsciowego mozna wyznaczy¢ z zaleznosci
y =c(x +x).

W rozwiazaniu wystepuja dwie "czestotliwosci" (mody) e't i

e_3t, co mozna bylo przewidzieé obliczajac wartosci wlasne ma-

cierzy A. Wyznacznik charakterystyczny ukiadu jest réwny
det[a0-A] = 2* + 4x + 3.

Pierwiastkami réwnania charakterystycznego AZ+4a+3=0 sa A =-1 i
A ==3.
2

5.3. ZWIAZEK TRANSMITANCJI MACIERZOWEJ Z ROWNANIAMI STANU

2 definicji transmitancji macierzowej G(s) wynika, ze
Y(s) = G(s)U(s). (5.78)
Transmitancje G(s) mozZzna wyznaczy¢, okreslajac zaleznosé miedzy
transformata wyjscia ¥(s) i transformata wejscia U(s), obliczo-
nych na podstawie réwnan stanu i wyjscia.
Po przeksztalceniach Laplace’a réwnania stanu (przy zero-
wych warunkach poczatkowych: x°=0} otrzymuje sie
X(s) = [s1-a]"'BU(S),
a po podstawieniu X(s) do transformowanego réwnania wyjscia
Y(s) = €X(s) + DU(s),

réwnanie to przyjmuje postac

¥(s) = {c[su-ﬂ]*a + n}g(sj. (5.79)
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Poréwnujac (5.78) z (5.79) otrzymuje sie transmitancje macie-

rzowa, wyrazona przez macierze A, B, C, D

6(s) = c[si-A]"'B + D. (5.80)

Przypomina sie, 2ze sumujac elementy w wierszach transmitancji,
otrzymuje sie wektor kolumnowy, ktérego skladowe sa odpowie-
dziami ukladu (w dziedzinie zmiennej zespolonej s) na wymusze-
nie impulsowe. Wzdér (5.80) mozna wigec wykorzysta¢ do obliczania

odpowiedzi impulsowej uktladu.

5.4, STEROWALNOSC I OBSERWOWALNOSC UKLADOW LINIOWYCH

Sterowalnos¢

Podstawowym zagadnieniem w teorii sterowania jest ustalenie
teoretycznej mozliwoéci sterowania danym obiektem. Sprowadza
sie to do uzyskania odpowiedzi na pytanie - czy istnieje stero-
wanie u(t), ktére przeprowadzi wektor wyjscia od wartogci po-
czatkowej x(tn) do wartosci x(tJeY. Obiekty, dla ktérych to
jest mozliwe nazywa sie sterowalnymi wzgledem wyjscia. Podobnie
mozna sformutowa¢ zagadnienie sterowalnosci wzgledem stanu.
Sterowalno$¢ wzgledem stanu jest pojeciem bardziej ogdlnym od
sterowalnosci wzgledem wyjscia. Jezeli na przyklad, w ukiadzie
drugiego rzedu mozliwe jest sterowanie tylko przebiegiem jednej
zmiennej X (t), a wyjscie jest jednowymiarowe i y=cx , to taki
ukiad jest sterowalny wzgledem wyjscia, a nie jest sterowalny
wzgledem stanu. Ze sterowalnosci wzgledem stanu wynika stero-
walnos¢ wyjécia. Odwrotna zaleznosé nie musi zachodzi¢. W dal-
szym ciagu pod pojeciem sterowalnoséci bedzie rozumiana stero-
walnosc¢ wzgledem stanu i zagadnienie to bedzie omawiane tylko
dla ukiaddéw stacjonarnych.

Definicja:

Uklad jest sterowalny jezeli istnieje nieograniczony wektor
sterowania u(t), hktéry przeprowadzi dowolny stan poczatKowy
x( ta} do dowolnego stanu Kkoncowego g(t‘) v przedziale czasu
thﬁtﬁtt.

Z braku miejsca, kryteria sterowalnosci zostana podane bez
dowoddw.
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Jezeli uklad jest opisany réwnaniem

X(t) = Ax(t) + Bu(t), (5.81)

w ktérym oznaczono: A=M 'AM oraz B;ﬂW'B, gdzie macierz A jest
diagonalna (A ma roézne wartosci wtasne), to taki uklad jest
sterowalny, JjezZeli macierz B nie ma zerowego wiersza. Dla
ukladéw nierozprzezonych kryterium sterowalnosci wymaga, zZeby
macierz

P=[B| a8 | AB | ... | A"B) (5.82)

byta rzedu n.
Macierz P ma n wierszy i nxr kolumn (n jest liczba wierszy ma-
cierzy R a r jest liczba kolumn macierzy B).

Obserwowalnosé

Kolejnym podstawowym zagadnieniem w teorii sterowania jest
identyfikacja wiasnosci dynamicznych obiektu, przeprowadzana na
podstawie pomiaru przebiegéw sygnaldw wyjsciowych y(t). Zagad-
nienie to wystegpuje tez w ukladach regulacji, w ktérych algo-
rytm sterowania korzysta 2z informacji o obiekcie, niesionych
przez wektor y(t) doprowadzony do ukladu sterujacego przez pet-
le sprzezenia zwrotnego. Istotna kwestig Jjest tu mozliwosé
okreslenia stanu x(t) w chwili t, przez pomiar wyjécia v(t) w
skonczonym przedziale czasu. Uklad, w ktérym ta mozliwosé ist-
nieje nazywany jest obserwowalnym.

Definicja:

Uklad liniowy jest obserwowalny jezeli stan x(to) w dowol-
nej chwili tD moze by¢ okreslony na podstawie znajomosci y(t) w
dowolnym skoriczonym przedziale czasu thﬁtf

Dla ukladéw opisanych réwnaniem stanu (5.81), dla ktérych
rownanie wyjscia jest w postaci

¥(t) = €x(t) + Du(t); € = CM,

kryterium obserwowalnosci wymaga, Zeby macierz c nie mialta ze-
rowej kolumny. W ogélnym przypadku, gdy macierz A niekoniecznie
ma rézne wartosgci wlasne, uklad stacjonarny jest obserwowalny,
jezeli rzad macierzy

o=[c" | A'¢" | (AH%C" | ... | (A")™'CT] (5.83)
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jest réwny n. Macierz 0 ma wymiary nxmn, gdzie m jest liczba
wierszy macierzy €. We wzorze (5.83) symbolem T oznaczono
transpozycje macierzy. Formalnie w (5.83) powinny wystapi¢ ma-
cierze sprzezone A i T. Poniewaz w omawianych ukiadach macierze
sg rzeczywiste, symbole sprzezenia zostaly pominiegte.

Przyklad 5.10
Zbada¢ sterowalnosé¢ i obserwowalnoéé ukiadu, ktoérego sche-

mat blokowy pokazano na rys.5.16.

KI XI(s} 2
S+ o
Uls) Yis)
]
K, X}fs)
2
s+ f3

Rys.5.16. Schemat blokowy ukiadu do przykiadu 5.10

Ukiad moze by¢ opisany za pomoca réwnan stanu

-2 IR B

Yy = [(:‘l cz]x.

i réwnania wyjsécia

Macierz P ze wzoru (5.82) jest réwna
K -aK
|P=[‘ ‘].
K, -BK,

Uklad jest sterowalny, jezeli a=g.
Macierz @ ze wzoru (5.83) jest réwna

& o [Cl -acl]
S "BC,

Uklad jest obserwowalny, jezeli o#B.

Przy«lad 5,11
Sprawdzi¢, czy ukitad, dla ktérego macierze A i B sa réwne
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-2 2 0 1
AR=|0 o 1|; B= 1
0 -3 -4

jest sterowalny.
Macierz P ze wzoru (5.82) po obliczeniach jest réwna

3 L E -4 =7 13 25
rank (P) = 3

Wyznacznik utworzony na trzech pierwszych kolumnach P jest
rézny od zera (= -3), wiec uklad jest sterowalny.

Przykiad 5.12
Sprawdzi¢, czy uklad, dla ktérego macierze A i C sa réwne

-1 3 1
ol; ¢=
1 0 1 1
3

Macierz @ ze wzoru (5.83) po obliczeniach jest réwna

s
]
aln o N
I'..-
alw B N

jest obserwowalny.

5 1 9 1

=L Ol 75| 7 7
0= 3 2 a 2 0].

3 3 y S

1113 3|7 7

Rzad macierzy 0 jest réwny 3, wiec ukiad jest obserwowalny.
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