5. OPIS UKLADOW DYNAMICZNYCH W PRZESTRZENI STANU

5.1. ZMIENNE STANU. ROWNANIE STANU

Pojecia stanu ukladu oraz zmiennych stanu zostaly omowione
w rozdz.2. Opis ukladu przy uzyciu tych poje¢ mozna przedstawic
w postaci réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu

x = £(x,u,t), (5..2)

gdzie: f - funkcja wektorowa, x - wektor zmiennych stanu (stan),
u - wektor zmiennych sterujacych (sterowan), t - czas.
Uklady, w ktérych parametry nie zaleza od czasu sa nazywane
stacjonarnymi i w ich opisie czas nie wystepuje w sposdb jawny

X = £(x,u).

Réwnanie (5.1) lwraz z warunkami poczatkowymi 3(t0)=}gn calkowi=-
cie wystarcza do okreslenia przebiegéw x(t) przy znanym stero-
waniu u(t), zatem jest wystarczajacym opisem wilasnosci dyna-
micznych ukladu.

Opis danego ukladu za pomocg roéwnania stanu (5.1) jest nie-
jednoznaczny w tym sensie, 2ze mozna zamiast wektora x przyja¢
inny stan y, otrzymujac inna posta¢ roéwnania stanu, na przykiad

& = ¢(v,u,t),

ktére w réwnie pelny sposéb opisuje ten sam uklad. Méwiac krot-
ko - ten sam obiekt moZna opisywa¢ poprawnie w réznych ukladach
wspoirzednych. Dla przykladu, jezeli ruch punktu materialnego
po linii prostej jest opisany przez wspédirzedne stanu: X -
predkos¢ punktu, X = polozenie punktu wzdiuz prostej, to
v,=ax +x,, Vv, =x,  sa réwniez wspéirzednymi stanu. (Wspdiczynnik
a jest potrzebny do sprowadzenia miana ax, do miana x,) .

W opisywanym za pomocq (5.1) ukladzie, sygnaly wyjséciowe y
moga, by¢ rézne od zmiennych stanu x, dlatego opis ukiadu uzu-
peinia sie rownaniem algebraicznym o postaci

Y = g(x,u,t). (5.2)
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Rownanie to nie opisuje wlasnoéci dynamicznych ukladu, okresla
jedynie zaleznos$¢ sygnaldw przyjetych jako wyjéciowe od stanu x
i wejscia u.

Niejednoznacznos¢ opisu ukladu we wspdirzednych stanu jest
zaleta tej metody, pozwala bowiem na dobor wspdirzednych w mo-
delu matematycznym odpowiadajacych wybranym sygnatom w ukiadzie
rzeczywistym, badZ wspélrzednych, ktére ulatwiaja analize mode-
lu matematycznego.

Ukiad dynamiczny (UD) opisany za pomoca pary réwnan (5.1) i
(5.2) mozna przedstawi¢ w postaci schematu blokowego (rys.5.1),
na ktérym UD zostal podzielony na czes¢ dynamiczna (D) i
statyczna (S). Dla bloku (D) sygnalami wejséciowymi sa
Dﬂ,uz,...uJT=gJ a sygnatami wyjsciowymi [xl,xa,...,xn]7=§.
Sygnatami wejsciowymi dla (S) sa x i u, a wyjsciowynmi
[y},yz,...,yJT=g, bgdace roéwnoczesnie sygnatami wyjsciowymi
catego ukiadu (UD). Zmienne stanu x dla ukladu w postaci takie$
jak na rys.5.1 nazywa sie zmiennymi wewnetrznymi ukladu.
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Rys.5.1. Schemat blokowy ukiadu dynamicznego

Przedstawiona wyzej koncepcja opisu zostanie zilustrowana
opisem ukiadu mechanicznego.

Przyklad 5.1

Na rys.5.2 przedstawiono model przyrzadu pomiarowego skila-
dajacego sie z masy (1), liniowej sprezyny (2) o sztywnosci k i
tiumika wiskotycznego (3) o wspdlczynniku tiumienia c. Poioze-
nie masy (1) wzgledem nieruchomego ukladu odniesienia jest
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okreslone wspolirzedng ‘Ex' a

polozenie korpusu (4) wzgle-
] 35/7/ /C%/??VkZ/Y 4 dem tego ukladu okresla wspdi-

E’ j} / k;///ﬂ- rzedna £,. 2 ukiadu wyprowa-
L‘J//; M ﬁ/;? dzone sa dwa sygnaty: y - z

7/" J_c 5 i czujnika rezystancyjnego u-

Y j; k f 5 Z nmieszczonego na sprezynie i
- 74 — ;ﬂ y, = 2z czujnika mierzacego
I :; % predkos¢ masy (1) wzgledem

£,1 T ITEEE B podstawy (4). Czujniki sa tak

Rys.5.2. Przyrzad pomiarowy (do skonstruowane, Ze sygnaly wyj-

przykladu 5.1) $ciowe sa odpowiednio réwne

K, (€,-€,)

I

Yi
(5.3)

Y, = K, (§-£)

r

gdzie l(l i K, sa statymi wspdiczynnikami.
Nalezy przedstawi¢ opis ukladu za pomoca wspdirzednych stanu,
przyjmujac kolejno jako sygnal wejéciowy przyspieszenie, pred-
kos¢ i przemieszczenie podstawy (4).

Réwnanie ruchu ma postacd

nE + c(f-£) + k(§-¢) = o. (5.4)
Po odjeciu stronami mifz otrzymuje sie
m(g &) + c(&-E) + k(€-¢,) = - nE,. (5.5)
Zakladajac, e przedstawiony na rysunku obiekt jest przyrzadem
do pomiaru przyspieszen, jako sygna! wejséciowy u mozna przyjaé
przyspieszenie -Ea. Otrzymuje sig wtedy roéwnanie
(€,-€) + S(&-k) + L -g) = u. (5.6)
Po przyjeciu wspdlrzednych stanu
x, =£-&; x, = £-E, (5.7)

réwnania stanu ukiadu daja sie zapisa¢ w postaci uktadu réwnan
rézniczkowych

. (5.8)
% k c
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natomiast réwnania wyjscia - w postaci

Y, = let’
(5.9)
Y; 2 KX

Wspoirzedne X X% (5.7) zostaly przyjete arbitralnie. W ni-

niejszym przyktad:ie mozna przyjaé¢ inne wspbédlrzedne stanu, bo z
formalnego punktu widzenia, kazdy uklad wspéilrzednych stanu,
ktoéry sprowadzi roéownanie (5.4) do postaci (5.1) jest poprawny,
o ile rzad ukiadu w obydwu przypadkach bedzie taki sam - w
przykladzie tym rzad n=2. Modelujac uktad, nalezy jednak przyj-
mowa¢ ukltad wspdlirzednych sprowadzajacy réwnania stanu do po-
stacl wygodnej do dalszego wykorzystania.

Kontynuujac przyktad z rys.5.2, zaklada sie, 2ze tym razem
urzadzenie ma sluzyé¢ do pomiaru predkosci '62, zatem nalezaioby
przyja¢ sygnal wejsciowy u=f—,‘2. Réwnanie ruchu masy (1) mozZna
wiec zapisad

mﬁ1 + c.<';-1 +.k(§,-§,) = cu. (5.10)

Latwo mozna sprawdzié¢, 2ze wspdlirzedne (5.7) nie prowadza do
réwnan stanu w postaci (5.1), nalezy wiec przyja¢ inne, na
przykiad

X = E-£; X = £.. (5.11)

:Tc1 =%, - U,
Pierwsze roéwnanie wyjscia ma postac
' y, = Kx, (5.13)

natomiast réwnanie y2=K2('§1-552) we wspoirzednych (5.11) mozna
zapisa¢ w postaci

Yo ™ szz - Ku. (5.14)

W trzeciej wersji przykladu zaklada sig, ze omawiany obiekt

jest urzadzeniem siuzacym do pomiaru przemieszczen é;z. Jest to

wiec przyrzad sejsmiczny. Podstawiajac do réwnania ruchu (5.4)

=$z , otrzymuije sie
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m'E" + c.sl + kE]. = CI..I. + ku {5'15}

i po podstawieniach (na przykilad)

X = mg -cu;j X, = ng (5.16)

otrzymuje sie roéwnania stanu

2
« _ _k e e
Kl = Exl ﬁxz-l- [k m]u,
. (5.17)
x, = X + cu
oraz rownanie wyjscia
X
Y, = K‘[f - u]. (5.18)

Przyjmujac wspdlrzedne (5.16), nie mozna wyrazi¢ wyjscia ¥
jako
Y, = 9(%,,%,,0). (5.19)

Mozna wiec zrezygnowa¢ z opisu (5.19) zmiennej wyjéciowe] o A
Opis ten nie jest potrzebny do pomiaru przemieszczen ga pod-
stawy przyrzadu sejsmicznego. Zarejestrowany przebieg zmiennej
¥ (5.18) wystarcza do okreglenia przebiegu u=£2 po scatkowaniu
réwnan stanu (5.17). Réwnanie wyjécia 2zgodne z (5.2) moZna
uzyska¢ przyjmujac inne wspébirzedne, ktédre mozna latwo odgadnaé
rézniczkujac réwnanie (5.15). Oczywiscie wtedy pojawi sie prob-
lem z wyrazeniem zmiennej Y,-
Po zrézniczkowaniu (5.15) otrzymuje sie

mg

(?)
1

+ c€ + k& = cii + ku.

Po podstawieniu £5=é1, lﬂ=ﬁ' réwnanie przyjmuje posta¢ iden-
tyczna z (5.15), a wiec pozostajac przy wspéirzednych (5.16)
otrzymuje sie

- - -
x, = mEl—cu, X, = mg, .

Czytelnikowi zaleca sig przerobienie tego przykladu przy zasto-
sowaniu innych zmiennych stanu.

Oméwiony wyzej przyklad byl prosta ilustracja pewnych za-
gadnien jakie napotyka sie przy modelowaniu ukladéw dynamicz-
nych przy uz2yciu réwnan stanu. Do waznych ogélnych wnioskéw
mozna zaliczy¢:
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- Opis danego ukiadu dynamicznego za pomoca wspolrzednych stanu
nie jest jednoznaczny, co oznacza, #e ten sam uklad mozZna
opisac¢ za pomoca roznych réwnan stanu, w zaleznosci od pray-
jetych wspdirzednych.

- Nie kazdy uktad wspéirzednych, mimo iz pozwala opisa¢ stan
uktadu (réwnania stanu sa postaci g=f(x,g,t)), jest przydatny
do opisu zalozonych sygnaiow wyjsciowych. Najczesciej przyj-
muje sie zmienne, ktére latwo mozna zmierzyé.

Dobér wspoirzednych stanu moga uiatwi¢ trzy metody, ktoére
sa ogélne dla niektérych typdw obiektédw dynamicznych.
Pierwsza metoda dotyczy ukladoéw, ktérych opis podany. jest

w postaci liniowego skalarnego réwnania rozniczkowego n-tego

rzedu, i w ktérym nie wystepuja pochodne sygnaiu wejsciowego u.

Zapisujac rownanie w postaci

(n-1)

(n) .
ay" +a y + ... +ay+ay = bu,

n-1

po wprowadzeniu zmiennych

x1=YJ x=i’r seny X =Y '

otrzymuje sie

{n'l:__a_o
Y a

=
AL
5
1
oo

oraz uklad rdéwnan stanu

L]
xl = xz,
X =X
2 a’
. (5.20)
a a a
. 0 1 n-1 b
= - e— - — sas = + —
xn a xl xz ¥ a a u
n n n n

i réwnanie wyjscia y=X, .
Wspdlrzedne okreslone w ten spostb, ze kolejna wspdirzedna jest
réwna pochodnej poprzedniej sa nazywane wspolrzednymi fazowymi.
W drugiej z metod wykorzystuje sie tzw. schematy analogowe,
ktore sa szczegdélnym przypadkiem schematéw blokowych omawianych
wczesniej. Oprécz sumatorow (wezlow sumujacych), weziow zacze-—
powych, elementédw bezinercyjnych (wzmacniaczy), schematy beda
zawieraty integratory (idealne czlony calkujace) oznaczone jak
na rys.5.3 oraz czlony nieliniowe. Dzialanie czlonu nieliniowe-
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X x Xq Xg-Xg X V'

integrator czlon mnozqcy czlon pierwiasfkujgcy

b - b dla x; > a
| i "2 o wys L kwg ol
- T - X, = -x; dla -a ¢x; 0

5 -b dla x; & -a

wzmacniacz z nasyceniem

Rys.5.3. Symbole elementéw schematéw analogowych

go opisuje sie na bloku przedstawiajacym czion przez podanie
symbolu operacji wykonywanej przez czion nieliniowy lub rysunku
przedstawiajacego charakterystyke wejscie/wyjscie. Na rysunku
podano przykiady czlonu mnozacego, pierwiastkujaqego oraz
wzmacniacza z nasyceniem. Schematy typu analogowego sa przydat-
ne nie tylko przy wyprowadzaniu réwnan stanu, ale i przy mode-
lowaniu komputerowym. Schematy budowane dla elektronicznych ma-
szyn analogowych roéznia sie oznaczeniami blokéw i ich dziata-
niem, z uwagi na wlasnosci elektryczne wzmacniaczy stosowanych
w tych maszynach.

Schemat analogowy rysuje sie .z wykorzystaniem réwnan wezléw
sumujacych, otrzymywanych z réwnan rézniczkowych przedstawiaja-
cych opis ukiadu. Sygnaly wyjsciowe integratoréw sa przyjmowane
jako wspéirzedne stanu. Sygnaly na wejsciach tych czionéw sa
pochodnymi zmiennych stanu.

Szczegoly metody zostana przedstawione na przykladach.

Przyklad 5.2

Narysowa¢ schemat analogowy modelujacy réwnanie rézniczkowe
i napisa¢ roéwnania stanu i wyjscia. Réwnanie rézniczkowe jest
dane w postaci
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¥ + ay + by = u. (5.21)

Zmienna wyJjsciowa jest y.

Roéwnanie wezla sumacyjnego otrzymuje sie przegrupowujac wy-
razy w (5.21) tak, aby najwyzZsza pochodna sygnatu y zostata po
lewej stronie réwnania. Zasada ta jest ogdlna w omawianej meto-
dzie wyprowadzania réwnan stanu

.-

Yy = -ay - by + u. (5.22)

Lewa strona (5.22) jest wyjsciem z wegzla, a prawa opisuje wejs-
cia. carkujac kolejno y za pomoca integratoréw, mozna otrzymaé
sygnaly } i y. Rysunek schematu analogowego rozpoczyna sie od
wezla sumujacego. Schemat przedstawiono na rys.5.4.

r’a Yo

j y=x J‘ y=x, R

Rys.5.4. Schemat analogowy réwnania (5.21)
Postepujac zgodnie z podang wczesniej wskazdwka, przyimuje
sie wspdlrzedne stanu Jjako wyjScia integratordw xl=§, X =gy
otrzymujac roéwnania stanu

3
I

-ax, - bxé'4 u,
xzle
oraz rownanie wyjscia y=X,.
Liczba integratoréw na schemacie odpowiada rzedowi wejscio-
wego roéwnania rézniczkowego skalarnego i jest réwna liczbie
wspoirzednych stanu.

Przyklad 5.3
Uktad o dwoch wejéciach i dwéch wyjsciach jest opisany
ukiadem roéwnan drugiego rzedu
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y, + y, + 5y, =u +4u,
o . (5.23)
y2+3y2+2yz=ul +u2+u2.
Przyjmujac za zmienne wyjsciowe y, i ¥, nalezy napisa¢ rownania
stanu i wyjscia.
Grupujac najwyzsze pochodne wyjécia i wejscia, otrzymuje
sie réwnania dwéch wezidw sumujacych

¥, BT = SNt 4u,,

¥ 4= U == 3

~i 2 + + u_-
2 2 Y g B

2 1 2

Rozpoczynajac od narysowania wezldw sumujacych otrzymuje

sie schemat (rys.5.5) zawierajacy 4 integratory. Sygnaly wyjs-
ciowe z integratordw sa wspbdirzednymi stanu

¥ =N
x, = i:z Ay (5.24)
* = Vo
x, = ?l.

Rys.5.5. Schemat analogowy ukladu réwnan (5.23)
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Réwnaniami stanu w przyjetych wspéirzednych sa

X =X,
X, = =3x, -2x, +u - 2u,
. (5.25)
ik, #
X, = —5)(3 - x +tu + 4u.
Pierwsze i trzecie rownania (5.24) sa réwnaniami wyjsé
Yy T X
(5.26)
Y, = X,-

Druga wspoélirzedna stanu Jjest roéznica pochodnej ¥, i sygnaiu
wejsciowego u. W uktadzie dynamicznym opisanym roéwnaniami
(5.23) taki sygnail fizycznie moze nie istnie¢. Istnieje on w
modelu analogowym, ktéry nie Jjest schematem konstrukcyjnym
obiektu lecz modeluje zaleznoéci opisane réwnaniami (5.23).

Uklady réwnan (5.25) i (5.26) .sa liniowe i latwo je mozna
zapisa¢ w postaci wektorowo-macierzowej

X = Ax + By,
y = Cx,
gdzie
0o 0 0 1 0O 0
_ o -3 -2 o], _ 1 -2, <[ G0 0 O
BSloi 2 0 off BSlo-af®d ® [0 0 1 0]'
0 0 =5 =1 1 4

Omawiane dotychczas obiekty byly liniowe. Metoda schematu
analogowego jest wygodna tez do opisu ukiadéw nieliniowych.

Przyklad 5.4

Napisaé¢ réwnania stanu dla rakiety (rys.5.6) startujacej
pionowo z Ziemi. Narysowaé¢ schemat analogowy. Ciag P silnika
jest proporcjonalny do masy gazéw wylatujacych z dyszy w Jjed-
nostce czasu, zatem

dm
P=k IE* (5.27)

Warto$¢ ciagu jest sterowana przez zmiang g%, moZna wiec przy-
jaé, ze m jest sygnalem wejéciowym. Opér powietrza D jest zna-
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na, nieliniowa funkcja predkosci v ra-
kiety i wysokosci h

D = f(v,h). (5.28)
Sita ciezkos$ci G zmienia sie z wysokos-
cia wedlug prawa przyciagania
2
m(t)a g,
G=-——'——2—', (5.29)
(ec+h)
gdzie: m(t) - masa rakiety (wartosé¢

chwilowa), g - pfzyspieszenie

o
ziemskie na wysokosci h=0, a -

wspoéiczynnik o wymiarze h.
Réwnanie ruchu mozna napisaé¢, ko-

rzystajac z drugiego prawa ruchu Newto-

NN NN NN N

na
Rys.5.6. Ukiad sii a%h
dzialajacych na rakie- mit) — =P =6 = D.
te (do przykladu 5.4) at?

Podstawiajac (5.28) i (5.29) do tego rdéwnania, otrzymuje sie po
podzieleniu przez m(t) rownanie wezla sumacyjnego

2
. a q .
m o _ f(h,h)
- 1 (5.30)

(xc+h)? n

Wykorzystujac to réwnanie, narysowano schemat analogowy (rys.
a7 =

fihh)

g(hl o;‘?go

(oo h)?

Rys.5.7. Schemat analogowy do przykladu 5.4
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Oznaczajac: m=u, h=x‘, h=x2, m=x_, otrzymuje sie nieliniowe
réwnania stanu

ku - f(xl,xz}

K= e ——— = g )15
3
SRR R
X =1
a
i réwnanie wyjscia
y = X_.

2

Trzecia metoda otrzymywania roéwnan stanu dotyczy uktadow
liniowych, ktérych opis jest dany w postaci transmitancji ope-
ratorowej
bs +b ™" 4+ ... 4D
- _r r=-1 0 (5 31)

(n-1) : .

n
as + 4 nacenay SE
n an-lE a'Cn

Y (s)

¢(s) = gys)

Po podzieleniu licznika i mianownika prawej strony (5.31) przez

s'a otrzymuje sie

b b b
_r Str—n) SR +_15U-n) +_DS(-n}
an an an
Y(s) = = = u(s). (5.32)
1 (1-n) 0 (=n)
1o e ok ﬁ_ 5 +a— s
n n

Dla ukiadéw rzeczywistych r-n<o0.
Wprowadzajac zmienng E(s), speiniajaca zaleznosc

E(s) = L . y (5.33)
1 {1=-n) 0 (=-n)
14+ ... +— 58 + — s
an al‘l

mozna zapisaé réwnanie (5.32) jako

b b b
Y(s) = a_r Etrm? + _%i Blr-n—ll-_'_ e ¥ a_o st-n} E(s). (5.34)
n

n n
Pamietajac o tym, 2e przemnozenie sygnalu przez s (k>0) w za-
pisie operatorowym oznacza w dziedzinie czasu k-krotne catkowa-
nie tego sygnalu, mozna postac¢ (5.34) wykorzysta¢ jako wskazow-
ke do budowy schematu analogowego:
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"Sygnal wyljséciowy y(t) jest wazona suma sygnaiéw otrzymanych
przez [(n-r) ... n]-krotne calkowanie sygnalu e(t) na integra-
torach".

Podobna interpretacje zapisu operatorowego mozna uzyskac,
traktujac (5.33) jako réwnanie operatorowe wgzia sumacyjnego

a a
1 (1-n) 0 _-n
a— s E{S) ! a"— S E(S)- (5.35)

n n

E(s) =U(s) + ... =

a
W réwnaniu (5.35) na przyklad skladnik 59 s "E(s) nalezy rozu-

mie¢, w konwencji schematu analogowego, jako sygnal e(t), scai-
kowany n-krotnie i nastepnie wzmocniony aufan razy. Po naryso-
waniu schematu analogowego wediug (5.34) i (5.35) za wspdlrzed-
ne stanu przyjmowane sa wyjscia integratorow.

Wygodna, do analizy poé%ac réwnan stanu otrzymuje sie dla
uktadow, ktérych mianownik transmitaneji (5.31) ma pojedyncze
miejsca zerowe.

Oznaczajac pierwiastki réwnania

n (n-1) =
as + a s + o4 + ao = 0, (5.36)
przez AI, lz,..., An, mozna transmitancje G(s) (5.31) rozlozyé¢
na ulamki proste, otrzymujac
c, c, c
n
LG Tl ol R
1 2 n
gdzie:
d, = lim G(s); ¢, = (s-1)G(s) s=a,*

S®
Sygnal wyjsciowy Y(s) jest wiec sumg

n

c
¥(s) = aU(s) + ) = U(s). (5.37)
i=2 !
c
Analogiem réwnania Y(s) = —U
9 (s),= gzxU(s) jest uklad pokazany na rys.
|

5.8. Korzystajac zatem z réwnania (5.37), Iatwo mozna zbudowaé
schemat analogowy calego uktadu. Proponuje sie Czytelnikowi
samodzielne zbudowanie schematu przez rozlozenie (5.31) na .

utamki proste w przypadku gdy réwnanie (5.36) ma wielokrotne
pierwiastki.
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Rys.5.8. Schemat analogowy skladnika sumy
ze wzoru (5.37)

Przyktad 5.5

Uklad jest opisany réwnaniem rézniczkowym

v - 2% -5y + 6 = 3l + u + 2u.

Narysowa¢ schemat blokowy i napisa¢ réwnania stanu.
Transmitancja uktadu jest rowna

_¥(s) _ 38’ +s +2 _ 38 4 8 OB
Qe = U(s) 3 2 = -1 -2 -a'
8 - 28"- 55 +6 1. =28~ = HF + 6s
Y(s) = (38 + s + 28°)E(s),
gdzie:
E(s) = U(s)

1 - 28" - 582+ 687

Operatorowe réwnanie wezla sumujacego na schemacie analogowym
mozna napisa¢ w postaci
E(s) = U(s) + 2s'E(s) + 5s °E(s) - 6sE(s).

Schemat analogowy przedstawiono na rys.5.9. Rdwnania stanu
napisane z wykorzystaniem tego schematu maja postac

xo
I

+ - 6x_ +
1 le 53{2 1(3 u,
L]

Xz = X,

X =X
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Rys.5.9. Schemat analogowy do przyktadu 5.5

a réwnanie wyjscia

y = 3x + x, + 2X..

Inne wspdlrzedne stanu mozna otrzyma¢, rozkiadajac transmitan-
cje ukYadu na ulamki proste. Pierwiastki rdéwnania charakterys-
tycznego sa réwne: A=3, Ag=-2, Aa=1. Korzystajac ze wzoru
(5.37), otrzymuje sie: d0=0, c1=3,2, c2=-0,3, Cb=_1'

&2 0,8 1

Y(S} = s-3 U(S) = m U[S) - m U(S).

Schemat analogowy pokazano na rys.5.10.
Rownania sa tu rozprzezone wzgledem zmiennych stanu:

X, =3xI + u,

-
= - +
x2 2x2 u,

.
X

A X3+Ll.

Sygnai wyjSciowy mozna obliczy¢ z réwnania y = 3,2x1-0,8x2—x3.

Na rysunkach 5.9 1 5.10 %atwo zauwazy¢, 2ze badany uktad
przy zerowym wymuszeniu begdzie sie wzbudzal wskutek istnienia
dodatnich sprzezen zwrotnych. Wynika to z dodatnich pierwiast-
kéw rownania charakterystycznego.



Rys.5.10. Drugi wariant schematu analogowego do
przyktadu 5.5

Liniowy uklad réwnan stanu i wyjs$é mozna zapisaé w postaci
wektorowo-macierzowej

X = A(t)x + B(t)u,

Yy = C(t)x + D(t)u.

(5.38)

Dla ukiadéw niestacjonarnych elementy macierzy A, B, C i D moga
by¢ funkcjami czasu, co symbolicznie zaznaczono w zapisie
(5.38). Dla uktadéw stacjonarnych, elementy tych macierzy sa
liczbami rzeczywistymi.

Jezeli P oznacza macierz nieosobliwa, ktoérej rzad jest row-
ny rzedowi macierzy A, to mozna dobra¢ taki wektor v, ze

X = Pv. (5.39)

Przyjmujac , 2e pierwotnie uklad stacjonarny byt opisany réwna-
niami
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'l=ﬂ\.>_!+mgf
(5.40)

4 Cx + Du,

po podstawieniu (5.39) do (5.40), otrzymuje sig opis w nowych

wspdirzednych stanu v

‘P.! = APy + BU,
(5.41)

y = CPv + Du.
Mnozac lewostronnie pierwsze rownanie (5.41) przez macierz
odwrécona, P ', mozna otrzymaé réwnanie stanu

v = PPy + P 'Bu, (5.42)

. -1 f
a po oznaczeniu A=P AP, ostatecznie

v = Av + P 'Bu. (5.43)

Jezeli macierz A jest diagonalna, to rownanie (5.43) mozna
przedstawi¢ w postaci wukladu roéwnan rozprzezonych wzgledem
zmiennych stanu [vl,vz,...,\m]T=g. Kazde z tych rownan mozna
dalej analizowa¢ niezaleznie od pozostaliych. Zapis w postaci
rozprzezonej ulatwia sterowanie uktadem dynamicznym, w ktérym u
jest wektorem sterowan.

W przypadku, gdy macierz A ma pojedyncze wartosci wlasne,
mozna zawsze dobra¢ macierz P w ten sposdéb, zeby A byla macie-
rza diagonalna. Dla wielokrotnych warto$ci wlasnych A mozna A
sprowadzi¢ do postaci kanonicznej Jordana. Analiza ukladéw opi-
sanych we wspoélrzednych, dla ktérych A jest macierza Jordana'’
jest atwiejsza, podobnie jak dla macierzy diagonalnej, od ana-
lizy ukladdéw opisanych roéwnaniami (5.40).

W dalszym ciagu zostanie opisana metoda diagonalizacji ma-
cierzy.

Z rownania (5.43) otrzymuje sie

AP = PA. (5.44)

Zaktadajac, 2e macierz A jest diagonalna

1) : :
Macierz diagonalna jest szczegdélnym przypadkiem macierzy
Jordana
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z ktérej, po oznaczeniu i-tej kolumny macierzy P

1

dla réznych A wynika uktad réwnan

Rp, = AR, =1 G = | (5.45)
lub przedstawiony w postaci jednorodnej
[A][I—ﬂ\]gl = 0. (5.46)

Wektory p moga by¢ niezerowe jes$li det[atﬂ—m]=0 czyli, jezeli
A, sa wartoséciami wtasnymi macierzy A.

Wektory B . zgodnie z teoria réwnan liniowych, mozna wyzna-
czy¢, przyjmujac je jako niezerowe kolumny macierzy doiaczonej

[e, 1"

€. jest dopelnieniem algebraicznym elementu macierzy
[AT-a],_, w k-tym wierszu i 1l-tej kolumnie.
1

Adj [A0-R] |, _
]

gdzie:

Wektory R, sa wektorami wiasnymi macierzy A. Rowniez m, ta-

ki, ze m =ap, jest wektorem wiasnym A dla dowolnych liczb rze-

czywistych a. Macierze M, ktorych kolumny sa wektorami wiasnymi
macierzy A: M=[m |m,

...|m] nazywa sie macierzami modalnymi.
Oczywiscie macierz P diagonalizujaca A jest tez modalna.
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Przykiad 5.6
Uktad jest opisany roéownaniami stanu

X =x2+2u,

x.
]

2)(1 - x2 + 3u,

©_ -
X, 5%, 3
oraz rownaniami wyjécia
= + u
M 2x, '
= + + X,
y‘Z x‘l x'Z xB

Sprawdzié¢, czy mozna przyja¢é wspédirzedne, w ktorych roéwnania
stanu beda rozprzezone. Wyznaczy¢ te wspdirzedne i przedstawic
w nich opis ukiadu.

Przedstawiajac opis w postaci (5.40), otrzymuje sie macie-

L 4 0 2 0 1
A= |2-1 0|l; B=[3]; €= ; D= ;

5 0 -1 0 0

rze:

Réwnanie charakterystyczne otrzymuje sig z réwnosci det[AI-A]=0
skad

A =1 0
=2 A+l 0 | = A(A+1)(A+1l) - 2(a+1) = 0.
-5 0 A+l

Pierwiastkami réwnania sa wartosci wiasne macierzy A: al=—1,
Rz=1, aam-z, Zz czego wynika, 2Ze mozna wyznaczy¢ macierz diago-
nalizujaca P.

Macierz transponowana dopelnien algebraicznych

— 2 — o
= -{l+1).‘ C, = 2(A+1), c,. = 5(A+1)
c21 = A+1,. v.:22 = A(A+1l), 023 = 5,
s = R Baa = Oy C = A(A+1)+2,

jest réwna
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cl'.l. c21 c:!!.
c_| = aaj[rn-a).

13 023 c33
Kolejno dla wartosci A=-1, A=1, A =-2 otrzymuje sie

0
Adj[A 1-p] = 0 ’
0 5
_ o1
Adj[;\an—m] =|4 2 0], (5.47)
10 5 4]
[ 1 -1 0]
Adj[A0-A] = |-2 of.
-5 5 4]

Kolumny macierzy diagonalizujacej M tworzy sie, wybierajac je
sposéréd kolumn macierzy (5.47), ewentualnie mnozac przez wspoi-
czynniki liczbowe. Moze to by¢ na przykiad macierz modalna

0 2 1
M= |0 2 -2].
2 B =5

. -1 . .
Macierz odwrdécong M oblicza sie ze wzoru

pt = Adj M
det M
otrzymujac
0 -15 6
-1 _ 1
4 =~4 0

a nastepnie z (5.42) oblicza sie

-1 0 0
A=M'am=| 0 1 of.
0 -2

Jak wida¢ na przekatnej A sa pierwiastki réwnania charakterys-

tycznego, wiec otrzymano roéwnos¢ P=M.
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Po obliczenin

0 -15 6][2 -3,75
PB = -1-5 s 2 oll3l =1 1,17{,
4 -4 oflo -0,33
o 2 ol 2 2 {0 4 —4]
cP = 0 2 -2| = :
[1 % 1] 3 & B 2 9 -6

.

z roéownan (5.41) otrzymuje sie ostatecznie rownania stanu i

wyjécia w nowych wspodtrzednych

b1 = -v, - 3,75u,

Gz = v, + 1,17u,

&a = -2v, - 0,33y,

¥, = Ay, = 4y oy,
yz = 2\'1 I+ 9\?2 = 6V3-

Przedstawiona w przykiadzie metoda macierzowa jest wygodna
do obliczen komputerowych dla duzych uktadow wspoirzednych.

Rozdzial poswiecony metodom doboru wspéirzgednych i ukiada-
niu réwnan stanu zostanie zakonczony przykladem technicznym, w
ktérym dobor wspdirzednych stanu jest podyktowany wzgledami
praktycznymi.

PrzykIad 5.7

Ruch samolotu w plaszczyZnie pionowej, przy zaloZeniu nie-
wielkich zmian katéw pochylenia 6 i wysokosci h, dla ustalonej
predkosci lotu v, mozna opisa¢ w przyblizeniu uktadem roéwnan
liniowych

3 2
d e(t) d“e(t) 2 do(t) _ 2 d&(t) 2
e + zswo 32 + G e KTB”% at + Kahs(t],

5.48
d®n(t) ( )

at?

T
0

+ = ve(t).

dh(t)
dat

W réwnaniach tych oznaczono:

s(t) - kat wychylenia steru wysokosci,

w, = czestotliwos¢ niettumionych zmian predkosci katowej samo-
lotu w plaszczyznie pionowej,

€ - bezwymiarowy wspélczynnik tXumienia,
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T0 - stata czasowa,
K - wspdiczynnik wzmocnienia,
przez zmienne h(t) i @(t) oznaczono odchylenie wysokos$ci lotu i
kata pochylenia od wartosci ustalonych.
Nalezy napisa¢ roéwnania stanu i wyjécia oraz narysowa¢ schemat
analogowy rownan (5.48), przyjmujac za zmienna sterujaca wychy-
lenie steru & (t). Zmiennymi wyjsciowymi sa kat pochylenia 6(t)
i wysokos¢ h(t).

Z pierwszego réwnania (5.48), po przeksztalceniu Laplace’a,
otrzymuje sie

Ko (T s + 1)

8(s) = = S 8§(s). (5.49)
s(s” + 25&35 + “B)

Oznaczajac

5(s)

-1 2 -2’
1 =+ 2Ewus + W s

E (s) = (5.50)

mozna transformate kata pochylenia przedstawi¢ w postaci sumy
2 -2, =3
6(s) = Ku [s™T E (s) + s"E (s)], (5.51)

ktéra w symbolice schematu analogowego oznacza odpowiednio wa-
2ong sume dwu- i trzykrotnie scatkowanego sygnalu E (t). Sygnatl
E1(t) jest wyjsciem z wezla sumujacego, ktoérego rownanie w
dziedzinie zmiennej s otrzymuje sige z (5.50)

- ” -1 o EEES
El(s) = 4 (s) 2Ewns El(s) ws E1(5]‘ (5.52)

s

Réwnania sumatorow (5.51) i (5.52) pozwalaja narysowac¢ schemat
analogowy ukladu, ktérego wejsciem jest §(t) a wyjsciem 6(t)
(rys.5.11).

Postepujac podobnie wzgledem drugiego réwnania (5.48) otrzy-
muje sie

h(s) o(s), (5.53)

= (R
s(TDs+l}
a nastepnie wyznacza sie réwnania sumatorow:

h(s) = vs®E (s) oraz E,(s) = 3 [e(s) - sTE,(s)].
4]
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Ostatnie dwa réwnania wystarczajg do narysowania drugiej czesci
schematu analogowego, w ktoérej sygnalem wejsciowym jest @(t) a
wyjsciowym h(t).

Otrzymany schemat jest dos$¢ wiernym analogiem samolotu, na
ktorym wyraznie potwierdza sie zwigzek przyczyna-skutek w ste-
rowaniu wysokoscig samolotu przy ustalonej predkogci. Skutkiem
wychylenia steru 8 jest pochylenie samolotu 6 powodujace zmiane
kata natarcia, a w nastepstwie - zmiane wysokosci lotu. Schemat
w istocie przedstawia dwa niezalezne uklady dynamiczne, pola-
czone ze soba szeregowo.

Bardziej uwazna analiza przykladu wykazuje, Ze mozna obni-
2zy¢ rzad uktadu, czyli zmniejszy¢ liczbe integratordw na scha-
macie analogowym. Zabieg taki bylby korzystny, o ile nie znie-
ksztalciiby modelu. W omawianym przyktadzie model ma za zadanie
przedstawiaé¢ zaleznosci miedzy wychyleniem steru §, katem po-
chylenia & i wysokoscia h oraz ich pierwszymi pochodnymi (pred-
kosciami) . Mozna wykazaé, 2Ze opisane dalej zmniejszenie rzedu
ukltadu nie ma wptywu na te przebiegi. Proponuje sie Czytelniko-
wi powrét do poruszonych tu kwestii po przeczytaniu rozdziatow
5.2 1 5.3,

Kontynuujac omawiany przykiad, mozna kat pochylenia samolo-
tu (w dziedzinie zmiennej s), wyznaczony z (5.53) zapisa¢ w
postaci réwnosci

e(s) = % S(T,s+1)h(s) . (5.54)
Przyréwnujac (5.54) do (5.51), otrzymuje sie

sz(Tos + 1)
‘S(Ths+1)h(s) = 5 o~ 8(s). (5.55)
s(s” + 25“55 + wo)

<P

Réwnos¢ (5.55) mozna skréci¢, dzielac przez S(T s+1), skad

vKuz
h(s) = i = 8(s). (5.56)
s (s + 2Ea%s + “B)

Po dokonaniu transformacji odwrotnej réwnania (5.56), otrzymuje
sie réwnanie roézniczkowe, ktére mozna zapisa¢ w postaci

4 3 2
a'h(t) _ _y¢, &h(Y) _ 2 d hét} + VK5 (t) .
at® 0 gl ° at
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dh(t

Wprowadzajac zmienne (inne niz na rys.5.11): x1=h(t) ¢ %, ==
2 3
x,= m, Xi= g—-lls(-g- otrzymuje sie rdéwnania stanu
4

at? d
Xt =X2,
X =x
2 af (5.57)
. g

o
I

S e =
WX, 2Ewux‘ + vl(uoaft)

oraz roéwnania wyjscia

Y, = X,
(5.58)
i,
_ 1 0
Y, =v X%ty %

gdzie zmiennymi wyjsciowymi sa y1=h{t), y2=a(t). Drugie réwna-
nie wyjscia uzyskano z drugiego rbwnania (5.48).

2 roéwnan stanu wynika, 2e uklad jest czwartego rzedu.
W schemacie analogowym potrzebne sa zatem cztery integratory
(rys.5.12).

Model dynamiczny samolotu przedstawiony w postaci réwnan
stanu (5.57) ma praktyczna niedogodnosé¢. Wspolrzednymi stanu sa
drugie i trzecie pochodne wysokosci h. Wielkosci tych nie mie-
rzy sie podczas lotu, a wiec weryfikacja doswiadczalna modelu
bytaby trudna. Ponadto ze schematu na rys.5.12 nie wynika,
ktéry sygnal jest predkoscia katowag é{t) pochylenia. Wielkosgé
ta jest wazna i zwykle mierzona w samolocie przez ukiad giros-
kopowy .

Ze wzgledéw technicznych nalezy zatem przyja¢ wspdirzedne

stanu: q1=h(t), 9= ah(t . q3=e{t), q,= d%(;‘-)- Rownania stanu w
tych wspéirzednych mozna napisa¢ korzystajac z ukiadu réwnan

q = X
4 = Xy
q - Ly o+ ?-‘3 X (z drugiego réwnania (5.48))
7 A v 3 -
1 Tc
=R heey (ze zrézniczkowanego drugiego

réwnania (5.48)),
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ktéory po zroézniczkowaniu i podstawieniach z ukladu (5.57) pro-
wadzi do réwnan stanu we wspoéirzednych g

ql - qzr
4, = 3% ¥ 239 (5.59)
EIG = q‘r
9 = a.% 7 2% ® a9, % Ko's(t)'
W uktadzie réwnan (5.59) oznaczono:
2
i i 1 S e v S + “o
SCE mor == R W/
22 Tc| 23 'I'0 a2 UTE v
2fw
B o _ 2 S = 2
a,. F + Tu W, a,, : zEwo, K Kwa'ru.
0

Na rys.5.13 pokazano schemat ukladu odpowiadajacy roéwnaniom
(5.59).

W ostatnim przykiadzie zmniejszono rzad uktadu, stosujac
formalny zabieg polegajacy na podzieleniu obu stron réwnania
(5.55) przez wspdlny czynnik. Ten sam efekt mozna uzyska¢ eli-
minujac zmienna 6 w réwnaniach (5.48) w dziedzinie czasu. Tego
rodzaju operacja mozZze jednak prowadzi¢ do modelu matematyczne-
go, nie odpowiadajacego modelowi fizycznemu w tym sensie, ze
przebiegi niektoérych wielkosci fizycznych w rzeczywistym orygi-
nale nie beda obserwowane na modelu. Konsekwencje opisanego
uproszczenia moga by¢ istotne jezeli, dla przyktadu, nie zosta-
na na modelu zaobserwowane duze oscylacje wielkosci fizycznej,
ktére w urzadzeniach technicznych moga prowadzi¢ do awarii.

Kolejny prosty przykiad ilustruje niedopuszczalne uprosz-
czenie prowadzace do jakosciowej réznicy miedzy modelem fizycz-
nym i matematycznym.

Przyklad 5.8

Ukiad fizyczny opisany jest za pomoca uktadu réwnan
@ + 6& + 8a = u - u,

. (5.60)

Yy -y = a.

Zbudowac¢ schemat analogowy i napisa¢ réwnania stanu.
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Podstawiajac zmienne stanu: x=a-u, x=«, X=Y, otrzymuje
sie rownania stanu

X = - - - 7u
X 6X, 8x, u,
X =X + u
*a 1 &
X = + x
X, X 3

oraz schemat analogowy pokazany na rys.5.14.

Ix, (0 I’xz (0 X3(0)

S0

X3

Y=<

8

Rys.5.14. Pierwszy wariant schematu analogowego do przykiadu 5.8

W koncowym fragmencie uktadu analogowego wystepuje dodatnie
sprzezenie zwrotne, zatem dowolny sygnai X, spowoduje wzbudze-
nie sie ukfadu i nieograniczony wzrost sygnaiu X,

Inny jakosciowo wynik mozna uzyska¢ dokonujac transformacji
Laplace’a roéwnan (5.60). Z pierwszego réwnania otrzymuje sie

a(s) = (s:l[ugs)
s +65+8
oraz z drugiego
a(s) = (s-1)y(s).

Po przyrdéwnaniu dwoéch wyrazen na «(s) i podzieleniu réwnosci
przez (s-1)s’ otrzymuje sie
-2
y(s) = ——— u(s).
l + 6s " + 8s

Stad rownanie wgzla sumacyjnego jest w postaci

E(s) = U(s) - 6s 'E(s) - 8s2E(s)
oraz sygnai wyjsciowy:

y(s) = sE(s).



Schemat ukladu pokazano
na rys.5.15. Stan ukia-
du jest drugiego rzedu,

a réwnaniami stanu sa

g =iy !

¥, = --6x1 - Bx2 + u.

Ze schematu analogowego 8

nie wynika niebezpie- '

czenstwo nieograniczo- Rys.5.15. Drugi wariant schematu ana-

nego wzrostu sygnalow. logowego do przyktadu 5.8

Po zastosowaniu uproszczenia zgubiono wiec wa2na informacje o
ukladzie fizycznym, a zatem drugie rozwiazanie zadania Jjest
niepoprawne.

5.2. ROZWIAZYWANIE LINIOWYCH ROWNAN STANU

Czasowe przebiegi zmiennych stanu i wyjscia, przy znanym
stanie poczatkowym x(t)) w chwili t, i sterowaniu u(t), mozna
wyznaczy¢ droga symulacji komputerowej lub przez rozwigzanie
réwnan stanu. Ten drugi sposéb jest zawsze mozliwy dla ukladéw
liniowych. W zwiazku z tym, 2e zapis macierzowy jest wygodny w
zastosowaniu do uktadéw wysokiego rzedu, rozwigzywanie réwnan
stanu zostanie przedstawione za pomoca tego zapisu. Zapis taki
pozwala ponadto na uniknigcie 2zmudnych obliczen "recznych" po
zastosowaniu maszyn cyfrowych i wykorzystaniu bibliotek rachun-
ku macierzowego.

W pierwszej kolejnosci zostanie przedstawione rozwiazanie
réwnanja stanu przy zerowym wymuszeniu, czyli réwnania jedno-
rodnego o postaci

X(t) = A(L)X(t), x(t) = X (5.61)

Elementy macierzy M sa calkowalnymi funkcjami czasu a wiec
uklad jest niestacjonarny. Jezeli wektory X (), _)gatt) o veTu
X“(t) sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami réwnania (5.61), to
macierz X%, ktérej kolumny sa wektorami X, jest rozwiazaniem
réwnania rézniczkowego

%X = A(t)X. (5.62)



